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INTRODUCTION

Dans son article "Ueber diskrete und lineare Tschebyscheff-Approxi-

mationen" [l] ,
E. Stiefel considère des approximations de fonctions F (P)

par des combinaisons linéaires de fonctions f, (P),.. ..f (P) définies sur un

ensemble fini E (P E) et satisfaisant à la condition de Haar : toute combinai¬

son linéaire X .f^ (P)+... X nfn(p) non identiquement nulle a au plus (n-1)

zéros dans E; la condition de Haar ( [5] p 67) assure l'univocité de la meil¬

leure approximation au sens de Tschebicheff.

J'ai cherché à généraliser deux aspects de l'article de Stiefel : d'une

part ne pas exiger la condition de Haar, d'autre part ne pas me borner à des

ensembles finis pour E. Les systèmes de fonctions à une variable les plus

usités pour des approximations, les polynômes définis sur l'intervalle 0^ xi 1,

par exemple, satisfont à la condition de Haar; mais il est connu qu'il n'en va

plus de même pour les polynômes de deux variables définis sur le domaine

0£x,y{ 1; les meilleures approximations au sens de Tschebicheff ne seront

plus alors nécessairement univoques.
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Je me suis beaucoup servi comme outil de travail de la "méthode d'é¬

change" élaborée dans [l] ; dans [2] ,
E. Stiefel a mis en évidence des

rapports étroits entre la méthode d'échange et la méthode du simplex emplo¬

yée en programmation linéaire; ces relations m'ont permis de traduire cer¬

tains résultats de la programmation linéaire dans le langage de la méthode

d'échange.

Ce travail est divisé en cinq parties. Dans la première, on définit les

notions de base et les symboles et on rappelle quelques théorèmes tirés de

fl] .
Dans la deuxième partie, l'algorithme que E. Stiefel a décrit dans

[lj et qui permet de calculer effectivement les meilleures approximations

est généralisé pour le cas où la condition de Haar n'est pas remplie; on y éta¬

blit également quelques propriétés pour des approximations de fonctions défi¬

nies sur un ensemble fini de points. La troisième partie, au contraire, concer¬

ne des fonctions dont le domaine de définition peut comprendre un nombre infini

de points. Dans la quatrième partie, on établit un théorème sur les systèmes

de fonctions T de plusieurs variables (la notion de fonctions T, qui généralise

les polynômes de Tschebicheff, a été introduite dans [l] ). Enfin dans la der¬

nière partie, on donne deux exemples numériques.

Je remercie très vivement M. Stiefel qui m'a proposé le sujet de cette

étude et m'a guidé en me prodiguant aimablement conseils et encouragements.

Toute ma gratitude va également à M. Blanc qui a mis très généreusement à

ma disposition la calculatrice Zébra du Centre de Calcul électronique qu'il di¬

rige à l'Ecole polytechnique de l'Université de Lausanne.



I. NOTIONS DE BASE

I 1. Définitions et notations

Considérons les fonctions réelles F (P), f^P). ..fn(P), PCE définies

sur un ensemble E; dans la partie H, E sera fini, tandis que dans les parties

in et IV, E pourra comprendre un nombre infini de points. Si b,,... b sont

des nombres réels, f (P) = Z b.f. (P) est une approximation de F (P) sur E

par les fonctions f. (P),... f (P) qu'on appellera "fonctions de base" de l'ap¬

proximation, r (P) = f (P)-F (P) est l'erreur correspondant à cette approxima¬

tion. Soit S = max I r (P) | ,
P « E. En variant b^,... b

,
on peut chercher

Ç = lim inf S; f est la "déviation" de F (P) sur E. Une approximation pour

laquelle S = ? est dite "meilleure approximation" (au sens de Tschebicheff).

On sera souvent amené à rechercher les meilleures approximations sur des

sous-ensembles de E par les mêmes fonctions de base.

Introduisons les notations vectorielles suivantes :

b est un vecteur de n éléments = (bj,b2,...b )

f (P) est un vecteur de n éléments = ( f (P),... fn (P) )

<p (P) est le'Vecteur caractéristique" de P. Lorsque P est caractérisé par

un indice i, on écrira indifféremment <p (P.) ou ^.. Pour le produit scalaire

de deux vecteurs, <j> (P) e' D P*1 exemple, on emploiera le symbole ( <J> (P),b).

Lorsque le choix des fonctions f.. (P),... f (P) est fait le vecteur b défi¬

nit entièrement l'approximation f (P) et l'on parlera sans ambiguité de "I'ap-

proximation b de F (P)".
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Une référence RCE est un ensemble de n+1 points Pp... Pn+i tel que

le rang des vecteurs caractéristiques ^ p... 9n+l est n" p est vecteur de ré¬

férence sur R, s'il existe X<,... Hn+i qui ne sont pas tous nuls tels que

sign ( r.(P) ) = sign \. pour tout A
. * 0 et X A

t f. =0
.

Un cadre CCE est un ensemble de points Pp... Pm+1 (m quelconque)

tel que :

1) Rang (çpi?... 5>m+1)=m
2 ) Tout système de m vecteurs parmi <J).,... <J> , a le rang m.

Un cadre est caractérisé par le fait que dans la relation linéaire non triviale

m+1

Y \. ^. = O
,
tous lès A., sont nécessairement différents de O.

1

b est vecteur de cadre sur C, s'il existe À-,,... ilm+i tels que

sign r (P.) = sign A.., i =1,2,... m+1
.

On voit qu'une référence R contient toujours un et un seul cadre C;

un vecteur de cadre sur C est en même temps vecteur de référence sur R

et réciproquement. Une référence qui est en même temps un cadre, est une

"référence stricte"; dans [l] seules sont considérées des références strictes.

Pour illustrer ces notions, prenons l'exemple d'approximation

2
f (x) = bj+b,x de la fonction F(x)=4x+1. Les fonctions de base sont donc

2
f.=l et f„=x (fig. 2). Considérons pour les points Xj

= -0,25, x2=l,x~=2,

X4= -0,5 , X(-=0,5, les droites p. définies dans le plan b.b, (fig. 1) :

( gp.,b) = F(xj) 1=1,2,...5.

Pour i=2 on a la droite : b. + b, = 5

Le vecteur <D^ est normal à la droite p.. Un point H quelconque du

plan bjb, définit une approximation. Le point H de la fig. 1 détermine l'ap¬

proximation h (x) =l,28+2,28x2 (fig. 2).
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Appelons d. la distance de H à p.; puisque

( ?.,b) = F(x.) + r(x.)

on aura r2(x.)=d^ . ( <p., ^.)

L'erreur est donc proportionnelle à d.. Pour x2=l, on a | r(x_)| = dg • V2 .

Les points XpXgjX, définissent une référence stricte; les droites

Pi>Po>Pq forment en effet un triangle non dégénéré (dans un espace de dimen¬

sion quelconque, un simplex). b est vecteur de référence si le point de coor¬

données (b.,, b„) est à l'intérieur du triangle (cf [1] p 2).

Les points x2,x4,x,- (fig. 3 et 4) définissent par contre une référence non

stricte, dont le cadre est formé par x> et x5; les droites p. et p- sont paral¬

lèles, b est vecteur de cadre si le point de coordonnées (bj,b2) se trouve entre

p. et p5 (par exemple G^ et G,)-

Les fonctions de base f-. (P),... fn(p) sont "indépendantes" sur E s'il exis¬

te n points P,, P,,... P e E tels que les vecteurs caractéristiques <$-.,... ©

ont le rang n. S'il existe un point P t E différent de Pp... P
,
l'ensemble

JP, P..,... P | est une référence.

1 2. Rappel de théorèmes de base

Soit F (P) à approcher par les fonctions de base f, (P),... f (P) sur E =

|Pp...P 21 R= lPl',,,Pn+l} '
ainsi que tout ensemble de n+1 points

appartenant à E sont supposés être des références strictes; soient <Q. ,...<P 2

les vecteurs caractéristiques. Nous avons les relations linéaires :

î\$ = ° $U + Çftfc-° SoitQ ='Ç^Kfi)

Les théorèmes suivants sont démontrés dans [1] .
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Théorème 1 : Il existe une et une seule meilleure approximation b de F (P)

sur R; soit P la déviation. La meilleure approximation est

caractérisée par les deux propriétés :

1 ) b est vecteur de référence sur R

2) |r ( P. )| = |r(P.)| H i, js< n+1
.

On en conclut aisément que P = IQI
,

r(P.) = Q sign A.. i=l,2,... n+1

Théorème 2 : (Théorème d'échange). Il existe un et un seul point P. (R qui

peut être échangé avec P
,

de faÇ°n à ce que b soit encore

vecteur de référence sur R'= |Pi>«" Pk_i>Pk+i>" • pn+2} •
^ P°ur 1,aP"

proximation b défini au théorème 1, lr (1*2^1 > P >
la déviation de F (P)

sur R' est plus grande que P
.

Soit s=sign (Qr(Pn+2)) et M=min
* Y1 1=2,... n+1.

Si M > O, P. est échangé. Si M < O, P. est déterminé par la condition

_ù_ =M.

Remarque : Le théorème 2 est encore valable lorsque R et R' sont des ré¬

férences strictes, mais non pas nécessairement la référence

JP,,... P «I ; M est alors négatif et n'est atteint que pour une seule va¬

leur de l'indice i; certains y. peuvent être nuls. Cette remarque sera utilisée

en II 5
.

Reprenons l'exemple du paragraphe précédent avec

E= ix1,x2,x3,x4,l ,
R ^XpXg,x3| (fig. Iet2). On a :

5>1=(1; 0,0625) $>2=(1; 1) f3=(l; 4) f4=(l; 0,25)

On vérifie aisément les relations :

^ -1,31 92+0,31 y3=0 $4-1,25 ?2+0,25 f3=0 Q=l,43

Le théorème 1 nous dit que la déviation sur R est 1,43 et que les erreurs

pour la meilleure approximation sont :
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r1=l,43 r2=-l,43 r3=l,43

Pour déterminer la meilleure approximation, on résout le système :

( <p.,b)= F(x.) + r. 1=1,2

b,=l,28; b,=2,28; c'est l'approximation h de la fig. 2 à laquelle correspond

le point H de la fig. 1. r4=h(x4) - F(x4) =2,86.

Appliquons le théorème 2 pour déterminer le point à échanger avec x4<

s = sign (Qr4 ) = +1 M = min (i^-,-gf-) > 0

il faut donc échanger x.. et x,. On calcule aisément que la déviation sur la

nouvelle référence R'= jx2,x,,x4| vaut 2 >1,43.

II. MEILLEURES APPROXIMATIONS

SUR UN ENSEMBLE FINI

II 1 Résultats principaux

Nous considérons des approximations d'une fonction F(P) par des com¬

binaisons linéaires de fonctions de base fj(P),. ..f (P) définies sur un ensem¬

ble fini E; f(P)=£ b.f^P); b=(bx,... bn).

Lorsque E est un cadre C= {pi>---pm+il ,
nous avons :

Théorème 3 :

a ) Pour qu'un vecteur b soit meilleure approximation sur C, il faut et il

suffit :

1 ) que b soit vecteur de cadre

2 ) que pour l'approximation b ont ait : | r(P) | = const. P 6 C
.

b ) L'ensemble des meilleures approximations forme un hyperplan de dimen¬

sions n-m.
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Prenons l'exemple donné en I 1 avec C = {x,, xA :

?4= % = (1;0,25) ?4- 95=0
Pour une meilleure approximation, il faut et il suffit que r, = -r,..

bj +0,25b2 = -1 +r4

bj +0,25b2 =+3 -r4

On a donc r.=2 et l'ensemble des meilleures approximations est situé sur la

droite b.+ 0,25b2=l (fig. 3); il lui correspond l'ensemble des paraboles d'axe

OY passant par les points R et Q (fig. 4),

Nous considérons pour les théorèmes suivants des approximations de

F (P) sur un ensemble E= JP.,... P l par n fonctions de base indépendantes

JLl (P)> • • • *n( p) (m > n)- E comprend donc au moins une référence. Soit P la

déviation de F(P) sur E.

Une meilleure approximation b de F(P) sur E sera dite "meilleure appro¬

ximation extrême", s'il existe une référence R CE telle que :

1 ) b est vecteur de référence sur R

2 ) |r(P)| = j> P R
.

Comme nous l'avons vu en II, R comprend un cadre C et b est vec¬

teur de cadre sur C. D'après le théorème 3, b est meilleure approximation de

F(P) sur C. C sera dit "cadre maximum". Par définition, un cadre C c E est

maximum, si la déviation de F(P) sur C est égale à la déviation de F(P) sur E.

L'existence d'une meilleure approximation extrême entraîne donc celle

d'un cadre maximum. Remarquons encore que l'ensemble des meilleures appro¬

ximations sur E est une partie de l'ensemble des meilleures approximations sur

un cadre maximum.
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En II 4 et II 5, nous décrirons un algorithme valable pour des référen¬

ces quelconques et qui permet de déterminer une meilleure approximation ex¬

trême. Nous avons donc le théorème 4 et son corollaire le théorème 5.

Théorème 4 : Il existe toujours une meilleure approximation extrême de

F (P) sur E.

Théorème 5 : A toute fonction F(P) dont on cherche la meilleure approxi¬

mation sur E correspond un cadre maximum C CE.

Remarque : Le théorème 5 est encore valable si les fonctions de base ne sont

pas indépendantes sur E; pour le montrer, on modifie la base comme dans la

démonstration du théorème 3; on se ramène ainsi au cas d'indépendance.

Nous allons maintenant passer en revue quelques propriétés qui concer¬

nent l'ensemble des meilleures approximations.

L'ensemble des meilleures approximations est borné. En effet, nous

avons supposé les fonctions de base indépendantes sur E; il existe donc n points

(cf I 1), par exemple P-.,... P ,
tels que les vecteurs caractéristiques

9*1'• • • 9n sont ^dépendants. Pour une approximation b nous avons :

((f>.,b)=F(Pi) + r(P.) 1=1,...n

Pour chaque système de valeurs r(P.), b est univoquement déterminé par ces

équations. Pour les meilleures approximations, on a |r(P,)| 4 f ,
et par

conséquent l'ensemble des vecteurs b correspondant aux meilleures approxi¬

mations est borné.

Théorème 6 : L'ensemble T des meilleures approximations de F (P) sur E

est un polyèdre convexe borné dont les sommets sont les meil¬

leures approximations extrêmes. Soient bj,...!* les meilleures approxima¬

tions extrêmes; si b £T, il existe pj >,0,.. pk ) 0, £^=1 tels que b =1^/^.
Réciproquement, sib=Xpib1, p. >/0, Xi/pl, alors bT

.
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Nous avons vu au théorème 5, qu'il existe toujours un cadre maximum;

il peut en exister plusieurs et l'ensemble T des meilleures approximations de

F(P) sur E est une partie de l'intersection des ensembles des meilleures ap¬

proximations de F (P) sur chacun des cadres maxima. Nous démontrerons en

II 3 les théorèmes 7 et 8
.

Théorème 7 : Si un point P*E est tel que pour toute meilleure approxima¬

tion bT, on a |r(P)l =P, où f est la déviation de F (P) sur

E, P appartient alors à un cadre maximum.

Théorème 8 : Soit d le rang de l'ensemble des vecteurs caractéristiques cor¬

respondant aux points appartenant aux cadres maxima. L'en¬

semble T des meilleures approximations est un sous-ensemble d'un hyperplan

de dimension n-d, mais n'est pas un sous-ensemble d'un hyperplan de dimen¬

sion inférieure.

Remarque .* Les théorèmes 7 et 8 sont encore valables si les fonctions de

base ne sont pas indépendantes sur E.

Algorithme généralisé : En n 4, nous décrirons un algorithme qui permet

de calculer numériquement une meilleure approximation dans

le cas de références quelconques. La meilleure approximation trouvée est une

meilleure approximation extrême. Cet algorithme n'est qu'une généralisation

de celui que E. Stiefel a décrit dans [l]
,
valable seulement dans le cas de

références strictes et basé sur le théorème 2. Pour éviter toute confusion,

nous appellerons par la suite l'algorithme de Stiefel "algorithme restreint" et

le nôtre "algorithme généralisé". L'algorithme généralisé sera justifié en n 5.

En n 6, nous soulignerons les rapports étroits qui le lient avec la programma¬

tion linéaire.
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Pour illustrer les différentes notions introduites dans ce paragraphe,

examinons le cas où E est une référence R= {pi>"Pn+i| •
Nous pouvons

supposer que la relation linéaire entre les vecteurs caractéristiques est don¬

née par : ^-^^-0 !tL * o l = l,i... k4 » * 1

1

C= ÎPj, ...
P. I forme le cadre de cette référence. Si k < n+1, modifions R

en remplaçant P, par un point P'* (nous pouvons en supposer l'existence) tel

que

#=?< " £((k+^k+i+-^-.f» + i) et F (P'j) = F (Pt)

9j est le vecteur caractéristique correspondant à P*. ; les c. sont des cons¬

tantes différentes de O. i est une grandeur positive. R'= jP'jPg,... P„+1l
est alors une référence stricte et la relation entre les vecteurs caractéristi¬

ques devient :

où: A't= \i i=l,2,...k; il^î^Cj i=k+l,...n+l

D'après le théorème 1, les erreurs r'(P) de la meilleure approxima¬

tion sur R' sont données par :

r'CP'j) » Q« sign A'! -H^FO*)
Q'

r'(Pj ) = Q' sign A \ i=2,... n+1 £. I X[ I

Si i. tend ve rs O, nous obtenons à la limite :

k

r(Pi) =Q signai i=l,2,...k -ZZ^FfPj, )

r(Pj) =Q sign X^ i=k+l,...n+l f~\Kj
C est naturellement cadre maximum; |Q est la déviation de F (P) sur R.

En modifiant le signe des coefficients c-, que nous appellerons coefficients

"auxiliaires", nous pouvons obtenir 2
"

meilleures approximations
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extrêmes différentes; nous ferons usage de ces coefficients auxiliaires dans

l'algorithme généralisé.

Considérons dans l'exemple donné en I 1 la référence formée de points

x4=-0,5, x5=0,5 et x2=l. Dans le plan b«b2, il y correspond les droites

P4,Pc,P2 (fig. 3). Les vecteurs caractéristiques

<P4=(1;0,25) f5=(l;0,25) <f2=(l; 1)

sont liées par la relation

9a- %*> soit V1* V'1

x4 et x5 forment ^e cacu*e de cette référence. Introduisons le coefficient

auxiliaire c„=-l :

(U4I+ Usl) Q = " (V<x4> + hF^ donc Q=2-

Pour les erreurs, nous aurons les valeurs suivantes :

r4=Q-sign A4=2 rg=Q .sign A5=-2 r2=Q. sign(c2>= - 2

Par un calcul simple, on obtient bj=0,33, b2=2,66. C'est le point G, de la

figure 3, auquel correspond la parabole gi de la figure 4.

Si l'on pose c2
= +l, on obtient r2

= + 2, ce qui détermine le point G2C-1;8)
et la parabole g2 .

Ce sont les deux meilleures approximations extrêmes.

L'ensemble des meilleures approximations est situé sur le segment qui lie G1

et G2 auquel correspond l'ensemble des paraboles d'axe OY passant par R et

Q et prenant pour x=l des valeurs comprises entre 3 et 7.
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II 2. Meilleures approximations sur un cadre.

Soit F (P) une fonction à approcher par les fonctions de base

f-.(P),. ..f (P) sur le cadre C= |P.,...P .j .
Les vecteurs caractéristi¬

ques 9-,
,„.. (Pm+i sont liés par la relation linéaire :

Y2^<-%=° ^o L= 1,a?... m+1

Désignons par f. (i=l,2,...n) les vecteurs colonnes dont les éléments

sont fi(pi)c"fi(pm+i)- Les fi sont les lignes d'une matrice F dont les fj

sont les colonnes. Puisque C est un cadre, F a le rang m; il existe m vec¬

teurs f. indépendants; supposons que ce soient f-,,.. f
.

Considérons la nouvelle base ^(P),.. .f (P) et soient pour cette base

î 1 » • " • f m+1 ^es vecteurs caractéristiques correspondant àP., P . ;

les coefficients de la relation linéaire qui les lie sont naturellement <L
, ^ -,;

C est alors une référence stricte et nous pouvons faire usage du théorème 1 :

Il existe une et une seule approximation b'=(b'.,,... b' ) telle que

1 ) b' est vecteur de référence sur C

2 ) |r'(P)l=const. P C.

Revenons à la base initiale; par suite du choix de la seconde base, l'ap¬

proximation b=(b'p. ,.b'm,0,...O) est une meilleure approximation. De plus

b est vecteur de cadre sur C. Considérons l'ensemble U des solutions du

système :

(^x) =0 1=1,... m+1

U a la dimension n-m; l'ensemble de toutes les meilleures approximations

est donné par b+x, lorsque x 6 U. Ceci achève la démonstration du théorè¬

me 3
.
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n 3. Démonstration des théorèmes 7 et 8
.

Supposons que nous ayons déterminé l'ensemble T de toutes les meil¬

leures approximations de F(P) par les fonctions de base f<(P),.. .f (P) sur

l'ensemble E= {pi>"««I>m) ; soit Q la déviation. Sans perte de généralité,

nous pouvons admettre que V= JP.,... P. I est l'ensemble des points pour

lesquels |r(P.)| = P 1=1,...k pour toute approximation b 6T. Pour tout

cadre C maximum, c'est-à-dire pour tout cadre sur lequel la déviation F(P)

est f ,
on aura C c V. Pour des raisons de continuité, pour tout btT, r(P.)

garde le même signe, 1=1,...k.

Soient (P.,... <D. les vecteurs caractéristiques de Pp ... P^ et^,...yk

les vecteurs caractéristiques modifiés définis pari^ = dK (sign r (P.)) i=l,...

Un cadre C (cf. théorème 3) sera maximum si :

1) C cV; soient alors y.,... y. les vecteurs caractéristiques modifiés

des points de C.

2 ) H existe \1 > 0,... ^ . >0 tels que £ A j V i
= °

D'après l'hypothèse, il existe des meilleures approximations

bk+1,... bm t T pour lesquelles I ( f ., b.)-F(P.)| < f i=k+l,... m.

Il existe aussi 6 a tel que | (11^,6)-F(P.)|<P i=k+l,. ..m; en effet, le

vecteur défini par (m-k)b=£ b. satisfait aux conditions.

Considérons maintenant le système d'inéquations :

( yi>X) s< 0 i=l,2,...k.

Soit X l'ensemble des solutions de ce système. Pour tout x {X, ona (y„x)=0;

en effet, supposons x 6 X tel que ( Yi,x) < 0. Il existe alors £> 0 tel que

b+x 6 T et que pour cette approximation |r(P.)| < P
,
ce qui contredit l'hy¬

pothèse. D'autre part, dans [4] p. 296, Weil démontre la propriété suivante :
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Si p=(p,,...p ) est tel que (p,x) s< 0 pour tout xeX, p peut s'expri¬

mer linéairement en fonction de y ,,... y . avec des coefficients non négatifs.

Nous pouvons choisir p= - y.

On peut supposer <L =0. Il existe un choix de vecteurs indépendants y2>* • • V

parmi y2,... yk tel que ^ + Y2V2+'- FqYq=0 ft? > °- ' ' Yq > 0

En effet, supposons que S^»*" Yk soient dépendants et liés par ]T J. Yc=°,

où l'un des coefficients 0. au moins est positif. Considérons max ( -^)=M

et supposons ->—- =M. Nous pouvons éliminer y. et nous obtenons :

En répétant le procédé un nombre fini de fois, nous obtenons le résultat cher¬

ché. JP, jP,,... P 1 forme alors un cadre maximum dont P. fait partie.

Le même argument est encore valable pour P,,. • • pk ce qui achève la dé¬

monstration du théorème 7.

Le théorème 8 est un corollaire du théorème 7. Soit d le rang des vec¬

teurs fi,... fw' Toute meilleure approximation b«T satisfait aux équations :

|( (p.^-FCPj)! =f i=l,... k.

Il existe (n-d)vecteur s indépendants g*,. "Sn_A tels que ( <P-,g-) =0

i=l,,..k; j=l,...n-d. Ainsi T sera situé sur un hyperplan de dimension

n-d. Il n'est pas situé sur un hyperplan de dimension inférieure; il existe en

effet i = 0 telque b + *g. 6T i=l,...k.
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II 4. Description de l'algorithme d'échange généralisé.

Soit F(P) une fonction à approcher par les fonctions de base indépendantes

f^P),...^) sur E= {Pp.-.Pn,} (m>n).

L'algorithme généralisé, comme l'algorithme restreint, procède par échan¬

ge de références. Les opérations nécessaires au passage d'une référence à l'au¬

tre forme un cycle. Sur chaque référence on détermine une meilleure approxima¬

tion extrême; soient P et P la déviation sur deux références R et R'
.

Si R'

i

provient d'un échange avec R on a P h P
,
alors que dans l'algorithme restreint

le signe d'égalité est exclu. Si P = P1, on a un échange "statique". Une'etape"

est une suite d'échanges statiques se terminant par un échange non statique. Au

début de chaque étape, pour en déterminer le cours ultérieur, nous choisissons

si nécessaire un certain nombre de coefficients auxiliaires arbitraires.

Précisons les différentes phases de l'algorithme :

I ) Début d'étape : On connaît une référence initiale R CE. Au début de l'al¬

gorithme R est arbitrairement choisie; dans les autres cas elle est four¬

nie par l'étape précédente. Sans restriction de généralité, on peut écrire :

R= /•piJ"-Pn l\ '
Soient fl>'" f +1

les vecteurs caractéristiques

correspondants; on calcule les coefficients A i
de la relation :

1
'

On peut encore supposer Aj=l, A2 &,... àk*Q, A k+1=... An+1=0 (k ?/1).

Les coefficients sont alors entièrement déterminés. On choisit "arbitraire¬

ment" n-k+1 coefficients auxiliaires non nuls c. <,...c ,, correspondant

aux points Pk+i>«-- Pn+i- On calcule :

k

q =
—i.—!

.

P
= IQ | est la déviation sur R.

i ih\
J

Puis on passe à la situation II.
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H) On calcule r(Pj) = Qsign^ i=2,...k

r(Pt) = QsignCj i=k+l,... n+1

On résout le système : ( 0.,b) = F(P.) + r(P.) i=2,...n+l

b est meilleure approximation extrême sur R. On calcule pour cette approxi¬

mation les erreurs r(P), PéE. Supposons que le point correspondant à l'er¬

reur maximum en valeur absolue soit P
„>

si 'r(-pn+2^' = P> b est une

solution du problème et l'algorithme est terminé; sinon, on calcule les coeffi¬

cients p. de l'expression n+1

fU + ÇP^-0
Soient : s =sign (Qr(Pn+2)) ; M=min -^- i=k+l,. .n+1; N=min iii- i=2,..k

s'il n'y a pas de coefficients c,, c'est-à-dire si R est un cadre, on pose M=0.

Cas 1

Cas 2

Cas 3

M <0; on passe à la situation ni (échange statique).

M >/0 et N < O; on passe à la situation IV (échange non statique).

M^O et N^-O; on passe à la situation V (échange non statique).

in ) Sans restriction de généralité, nous pouvons supposer
'n "*" i—

= M,

on échange PR+2 et P
y

'n-H

Cn + 1 CTSoient: C = c - p îiûii- i =k+l,...n; .

2
-

-

T

On retourne dans la situation U avec la nouvelle référence en effectuant le

changement de notations : P
,
~* pn i >

c- —» c- i=k + l,...n;

c'n+2 — cn+i ( dj et O ne changent pas ) .

Si l'un (ou plusieurs) des nouveaux coefficients ^=0, nous avons un "accident"

et nous le remplaçons par un nombre "pris au hasard".

IV ) Sans restriction de généralité, nous pouvons supposer N=
^ >

a
a

"

On échange P2 et Pn+2 et l'on retourne à la situation I avec la réfé-

rence R = (PpP^Pj,...?^} .
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V ) On échange P . et P. et l'on passe à la situation I avec la référen-

ce R= {P2,...Pn+2} •

Les situations IV et V achèvent une étape. Nous montrerons au para¬

graphe suivant qu'il existe pour chaque étape des coefficients auxiliaires pour

lesquels les cycles n - III ne peuvent pas se répéter indéfiniment; on verra

également que la probabilité de cas d'accident peut être considérée comme faible.

Remarquons encore que des choix de coefficients auxiliaires différents peuvent

conduire à des solutions extrêmes différentes.

Voici un exemple numérique se traduisant par le système :

x + 2y = 3 + r1 (1) x + 5y = - 7 + r3 (3)

2x + 4y = 2 + r2 (2) 2x + y = 4 + r4 (4)

On peut imaginer, pour revenir aux notations habituelles, que la première équa¬

tion se rapporte à P<, la deuxième à Pg, etc.
...

Prenons R = jP^P^jP,! comme référence initiale.

Cycle 1 :

Situation I : $ - 0,5 <j\ = 0 At-1 Àj_ = -0,5 A = o

Prenons au hasard c3=0,27; Q = -l,33

Situation n : rg
= Qsign <L = 1,33; r„ = Qsignc3 = -1,33

En résolvant le système des équations 2 et 3, on trouve :

x=8,33 y = -3,33. En remplaçant dans l'équation 1 : t. - 9,33

M = -3,71<0. C'est le cas 1

Situation m : On échange P4 et Pg ; c'4=-0,27.

Le premier cycle est terminé; on revient à la situation n avec

laréférence {PpP^P^, A1=l, A2=-0,5, c'4— c^-0,27, Q=-l,33.
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Cycle 2 :

Situation n : r2
= Qsign A2=l,33; r4

= Qsign (c4) =1,33

En résolvant le système des équations 2 et 4, on trouve : x = 3

y = -0,66; en remplaçant dans l'équation3 : r, = 6,66.

M=3,71>0; N =-3<0 : c'est le cas 2.

Situation IV : On échange P, et P» ; on revient à la situation I avec R =

=[Pj,Po,P4V ; nous avons terminé une étape, c'est-à-dire

obtenu une référence sur laquelle la déviation sera plus grande que pour les ré¬

férences précédentes.

Cycle 3 :

Situation I : $,-o,» <f -0,339 =0 ^^^ ^=-0,33 ^= - o, îî

Q = -2,4; r3
= Qsign i*

3 =2,4; r4 = Qsign il4 =2,4

La résolution du système des équations 3 et 4 donne : x =4,07, y = -1,73;

en remplaçant dans 2 : r„ = -0,8 .

Puisque I rgl < IQ I, nous avons la solution du problème. (La référence

finale étant stricte, la solution est unique).

Remarques de caractère pratique :

1 ) L'algorithme a été programmé sur la calculatrice électronique Zébra et

a donné des résultats satisfaisants, dont on trouvera quelques échantillons

dans la partie V.

2 ) Dans [l] p 12
,
on trouve la description détaillée d'une technique de cal¬

cul pour les opérations des situations I et II, dans le cas de références

strictes. La même technique est encore valable pour des références quel¬

conques, si l'on prend la précaution d'effectuer l'élimination de Gauss avec pi¬

vot. (Ce qui revient à permuter les lignes de la matrice A définie dans [1] p 12,
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de manière que la dernière ligne soit combinaison linéaire des autres lignes;

voir [8] : 1. Practical solution of linear équations and inversion of matrices,

by L. Fox).

3 ) Puisque à tous les A
.

= 0 correspondent des coefficients c, il serait

agréable de remplacer les \. par ces coefficients; à cet effet, choisis-

-50
sons les coefficients c. de l'ordre de grandeur de 10

,
alors que les

\ . sont de l'ordre de grandeur de 1; dans l'expression donnant Q, les som¬

mations pourront s'étendre de 1 à n+1 sans que le résultat soit changé; dans le

critère intervenant à la situation II, l'étude des signes de M et N se résume à

celle du signe et de l'ordre de grandeur de min (M, N). Il faut naturellement

choisir avec soin les grandeurs critiques £.., £?, É„ pour lesquelles

| À- | < k.
, j Yi | < £z , |C^ | < Éj sont à considérer comme nuls.

4 ) Le temps moyen nécessaire pour effectuer un cycle peut être évalué à une

fois et demie le temps de résolution d'un système de n équations par éli¬

mination.

II 5. Justification de l'algorithme.

a ) Plaçons-nous au début d'une étape et transformons légèrement le problè¬

me en remplaçant y. par

K =%-* (C^ 9k*i +
•• • Cn + , ?„ J*>o ^ 40,... cn+1 *0

ce qui peut être interprété comme un changement de P1 en P'.. avec

F(Pj) = F(P'A La relation entre les vecteurs caractéristiques devient

o(l) symbolise une fonction de £
,
introduite pour plus de généralité, telle que

lim o(l)=0. Pour l'instant o(l)=0.
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b ) Soit r'(P) l'erreur au point P pour la meilleure approximation b' sur la

référence stricte R' = {p'pP2>'- • Pn+l} '
et soit

,-{f (Ac+o(,))F(T>c) + rfcLF(P,)l
Q- l*T~ ** I k±! i—

La déviation de F(P)sur R' est P'= IQ'I (théorème 1). Supposons que

1' erreur maximum en valeur absolue soit obtenue pour P
«•

Nous avons la

relation
„. ^ -

D'après le théorème 2, nous pouvons faire un échange déterminé par

J=min(r^w ' Te*-)*=2,...k; j=n+l,...k+l; s=sign (Q' r' (Pn+2))
Cas 1 : K = min (

S ^ ) = -Ij p <0 ; supposons p=n+l. Il existe £^ tel

que K=J pour £ < £., et nous échangeons alors P
,

avec P
. .

La relation linéaire correspondant à la nouvelle référence

R"= \P\, P2,...Pn, Pn+2} sera:

% + ( \2 * o (D) «pz +... ( Ak + 0M>) ft -, e (Ck+, \^ £±d. ) ^ +
...

Les fonctions o(l) ne sont en général plus nulles. Le cas accidentel où l'un

des coefficients de 9kl'"'- *P es*' nu^' sera examiné plus loin et nous sup¬

posons que R" est une référence stricte. Soit P" la déviation sur R"; nous

avons p" > P' ; nous pouvons recommencer en b) les mêmes calculs avec R".

Une suite d'échanges correspondant au premier cas fournit des références

S',R",...R telles que P'< P"...< P
,
ce qui montre que toutes les réfé¬

rences de la suite sont différentes. On vérifiera aisément qu'il existe £ tel
r

que pour < £
,

les échanges ainsi obtenus sont identiques à ceux que l'on
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trouve par l'algorithme décrit au paragraphe précédent et que les différentes

approximations de l'algorithme sont la limite de celles du problème perturbé

lorsque fc tend vers 0 ; on vérifiera également que ce sont des échanges sta¬

tiques, c'est-à-dire que l'on a lim p' =hm P" =
. „.

t-oJ t -.0

Cas 2 : K > O; P
,

est échangé avec l'un des points P'., P,,.. .V,, soit P
.

-La relation linéaire correspondant à la nouvelle référence

R"= {PV"-Pj-l'PJ+l",'Pn+2} peut s'écrire

l'^i =0
avec km *n+2 ^ 0

£ signifie que l'on effectue la somme de 1 à n+2 en omettant l'indice j et

que Ç j
est remplacé par f* et P^ par P', . Supposons que pour assez

petit tous les <K 4 0, Nous pouvons appliquer le théorème 2. b' est vecteur de

référence sur R" et nous avons :

sign o^j = u sign r'(P\)

sign o<
L
= u sign r'(P ) i=2,... j-1, j+1,... n+2; u= - 1

puisque Z °CL (^t -
b') = o on a :

La déviation de F(P) sur R"

p" I'IoCJU'ÇPl)!

est une moyenne pondérée dans laquelle lr'(P)| = P,i^n+2;

lr'^Pn+2)'>i3/°^n+2 ^ °
'

0n en conclut que p"> f>'(cf [l] p 3). A la

limite £ -»0, ces relations sont encore valables ce qui montre que l'échange

n'est pas statique.

Si K=0 ou si l'un ou plusieurs des °C =0, on est ramené au cas 2, en rempla¬

çant (0
, Par 4* 2

+ * f 2
de facon a re«dre K >0 et tous les o( ^ 0,
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ce qui est toujours possible. Nous avons ainsi justifié l'algorithme pour les

situations IV et V.

Remarque : On vérifie aisément que les différents échanges permettent toujours

d'obtenir une référence, c'est-à-dire que les nouveaux vecteurs ca¬

ractéristiques ont vraiment le rang n.

Cas d'accident : n peut arriver qu'au cours d'une série d'échanges statiques,

l'un des coefficients auxiliaires s'annule. Soit ci,+ij'--c +i>

les coefficients auxiliaires initiaux et L.
*,...

L . les coefficients auxiliaires

après q échanges. L.
*,...

L
, peuvent être considérés comme des formes

homogènes dans les variables ci,+i>"-c ,i-
Montrons par induction qu'elles

sont indépendantes.

Nous supposons qu'après (q-1) échanges nous ayons les formes indépen¬

dantes Q, .,...Q .; appliquons les relations données dans la situation III :

Posons Q'^Lj i=k+l,...n; Ln+i=Q'n 2-
Considérons la relation linéaire :

TTm
En exprimant les L. en fonction des Q. :

Cette relation n'est possible que si tous les <l.=0, d'où nous concluons à l'in¬

dépendance des L.
.

Supposons que pour des valeurs particulières des coefficients initiaux L.J 0

(i=k+l,...j-l,j+l,...n+l), mais L. = 0. Le système d'équations :

L! = L. i 4 j ; Lj = •?

possède une et une seule solution dans les variables c.; pour 9 assez petit,
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les q échanges ne sont pas modifiés et l'algorithme peut continuer. Nous avons

ainsi démontré qu'il existe des valeurs initiales c. qui permettent d'achever une

étape et les considérations que nous venons de faire justifient le terme d'accident.

Pratiquement, on remplace le coefficient nul par un terme "quelconque" ce qui

peut être interprété comme le commencement d'une nouvelle étape.

II 6. Relations entre la programmation linéaire et la

méthode d'échange.

Soit F(P) à approcher par un système de n fonctions de base indépendan¬

tes sur un ensemble fini E= {pi»«»»pm}- Soient fp.. 9m les vecteurs

caractéristiques. Considérons le système :

( <f).,b) = F(P.) + r(P.) 1=1,2,...m

Le problème de Tschebicheff consiste à déterminer b de façon à rendre mini¬

mum : max lr(P.)l i=l,2,...m.

Ce problème est équivalent (cf [2] ) au problème de la programmation

linéaire : rendre minimum b . sous les conditions :

y.= ( Jifb)-F(P) + bn+1 >/0 1=1,2,...m

VÏ = ' ( f i
»b> + F<pi> + bn+l >/0 1=1,2,... m.

On peut exprimer bi*b2»• • • bn*bn+l par n+1 des fonctions Yi et V*(suppo¬

sons que ce soient Yp... Vu» Vk+l»'-- ^n-t-i) de facon a ce Que les coeffi¬

cients a. et b. de la relation

bn+l = £ a(^+F(P)) + "£ b(^;-F(P) )

soient non négatifs : a. >, 0, bt >, 0 (cf [2] p 13)
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On peut exprimer <fk+1,... y m, y\,...y*k, Vn+2»-" Vm en fonc¬

tion de Yp... SV Yk+1'"' VÎi+1 '
Considérant ces dernières variables

comme variables de base, le problème est prêt pour être résolu par la métho¬

de Simplex duale. La valeur de b , pour la première itération s'obtient en

annulant les variables de base :

bn+l = Z>iF<Pi> " XI W>

On établit aisément que {pi»-"Pn+i} est une référence R et que Ton a

les relations :

D'après le théorème 1, b , est la déviation de F(P) sur R. (ce résultat est

encore valable si R n'est pas une référence stricte; voir l'exemple traité en

fin de paragraphe II 1).

Dans [2] ,
Stiefel a montré, dans le cas de références strictes, une équi¬

valence complète entre la méthode d'échange et la programmation linéaire duale.

A chaque itération sont déterminés les éléments suivants :

1 ) Une référence (Base)

2 ) La meilleure approximation sur cette référence (Solution de base)

D'une itération à l'autre, la déviation sur la référence (fonction de pré¬

férence b
i ) augmente.

Si l'un ou plusieurs des coefficients a. et bj sont nuls, la référence

n'est plus stricte; en programmation linéaire, le problème est dit dégénéré ;

à chaque itération de la méthode du Simplex duale sont déterminées également

une base et une solution de base, auxquelles correspondent une référence et une

meilleure approximation extrême sur cette référence, mais la fonction de
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préférence peut rester constante d'une itération à l'autre (échange statique) ;

on court alors le risque d'une suite d'itérations qui ramène à une base déjà

obtenue précédemment.

On connaît en programmation linéaire la méthode des £ (cf [7] p 66)

qui permet de lever la dégénérescence. Elle consiste à ajouter à chaque coef¬

ficient a. et b. de la première itération, un polynôme en £ formé suivant une

règle bien déterminée; il existe alors £
.

tel que pour 0< £ < £
.,

on ne rencon¬

tre plus aucune dégénérescence dans les itérations ultérieures.

Dans l'algorithme d'échange généralisé décrit en n 4 et n 5, la dégéné¬

rescence est levée en remplaçant les coefficients a. et b. nuls par un monôme

£ c}, où c- est un nombre arbitraire mais différent de O. Nous avons montré

qu'il existe des valeurs de c., qui permettent de lever la dégénérescence pour

les itérations d'une étape, c'est-à-dire jusqu'à ce que l'on obtienne un échange

non statique. Nous avons également vu que l'on peut considérer comme faible

la probabilité de trouver des coefficients qui ne lèvent pas la dégénérescence.

Dans le cas de dégénérescence, on traduit aisément le vocabulaire de la

programmation linéaire : une solution de base optimale est une meilleure ap¬

proximation extrême; une solution optimale est une meilleure approximation.

Dans [6] p 68, il est démontré que l'ensemble des solutions optimales,

s'il est borné, est l'enveloppe convexe des solutions basiques optimales. Le

théorème 6 n'est que la traduction de cette propriété en langage d'approxima¬

tions (nous avons vu en II 1 que l'ensemble des meilleures approximations

est borné).



III. MEILLEURES APPROXIMATIONS

SUR DES ENSEMBLES NON FINIS

III 1 Quelques propriétés

Nous considérons dans cette partie III, des approximations d'une fonction

F(P) par des fonctions de base f.(P),...f (P) sur un ensemble E qui peut conte¬

nir un nombre infini de points; nous supposons que :

1 ) E est un sous-ensemble borné, fermé d'un espace euclidien de dimen¬

sion quelconque.

2 ) Toutes les fonctions considérées sont continues sur E.

3 ) Les fonctions de base sont indépendantes sur E.

En m 2, nous démontrerons le théorème 9 qui généralise le théorème 5.

Théorème 9 :

1 ) Il existe au moins une meilleure approximation de F(P) sur E.

2 ) Il existe un cadre maximum C cE, c'est-à-dire un cadre C sur lequel la

déviation de F(P) est égale à la déviation de F(P) sur E„

Remarques : 1 ) Le théorème 9 est encore valable sans l'hypothèse de l'indé¬

pendance des fonctions de base; on peut le voir par un change¬

ment de base, comme on l'a fait en I 2.

2) Les théorèmes 4, 6, 7, 8 ne se laissent pas généraliser

dans le cas où E est un ensemble infini. Voici un exemple

où la meilleure approximation est unique, mais pas extrême : la fonction

2 2" 2 2
z=x +y est à approcher par w=ax+by+c sur le domaine 4x +y x< 4. L'unique

meilleure approximation est donnée par a=b=0 c=2. L'erreur maximum est

atteinte seulement aux points (0,0), (0, -2), (0,2) qui forment le cadre maximum

(mais pas une référence).
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Dans la partie IV, nous emploierons un critère de meilleure approxima¬

tion donné par le théorème 10a.

Théorème 10a : Pour que f(P)= Eb.f. (P) soit une meilleure approximation de

F(P) sur E, il faut et il suffit qu'il existe un nombre P, k points

pl»*** Pk de vecteurs caractéristiques fp... fw et les coefficients positifs

Cj,...^ tels que :

1) lr(P)l^f PeE

2) /KPj» = /> 1=1,... k

3) [c^l^O
^

La dernière condition peut s'écrire:2I c1r(P.)f.(P.)=0 j=l,2,.. n
.

Démonstration : Si f-\,... fu ont le rang k-1, P|,... Pfc forment un cadre

C; la condition 3 exprime que b= (b«,... b ) est vecteur de cadre sur C;

f(P) est donc aussi une meilleure approximation de F(P) sur C et par conséquent

C est un cadre maximum (cf théorème 3). Le théorème 9 démontre ainsi la né¬

cessité des conditions 1,2,3. Pour en voir la suffisance posons

^i= fi' (si8nr(pi)) 1=1,... k; la condition 3 peut s'écrire alors :

Comme nous l'avons montré en II 3, il existe parmi y2»- • * Yle
un choix de

vecteurs indépendants que nous pouvons supposer être y,,,., y tel que

Yi + K2 f2+"* Va Va
=°" ^ ^i > °^ Pl»'*,Pq forment alors un

cadre maximum : P est la déviation de F(P) sur E et par conséquent f(P)

est meilleure approximation. Nous avons montré que P^ appartient à un cadre

maximum; nous pouvons en dire autant de Po»-" *V Nous avons ainsi obtenu :

Théorème 10b : Tout point P appartenant à un système satisfaisant aux condi¬

tions du théorème 10a fait partie d'un cadre maximum.
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in 2. Démonstration du théorème 9

Nous ferons usage pour cette démonstration du théorème de Helly [3] :

Soit JDJ une collection infinie d' ensembles convexes D dans l'espace eucli¬

dien de n dimensions qui ne sont pas nécessairement fermés, telle que pour

chaque choix de (n+1) ensembles, il existe un point commun à ces ensembles .

Tous les ensembles D ont alors un point commun, pourvu qu'il existe les en¬

sembles D',D",...D^ ', (k >/l) appartenant à {D} ,
tels que leur intersection

est bornée et non vide.

Considérons l'ensemble des systèmes de (n+1) points appartenant à E ;

soit P la limite supérieure de toutes les déviations de F(P) sur ces systèmes;

f est une borne inférieure pour la déviation de F(P) sur E. Puisque les fonc¬

tions de base sont indépendantes, il existe une référence R= /P,,... P A c E.

Le système d'inéquations

|( J)(P.),b)-F(P.)U<j3 i=l,...n+l

possède au moins une solution et l'ensemble des solutions est borné. D'autre

part, pour tout ensemble S^E de (n+1) points, le système d'inéquations

|(J)(P),b)-F(P)J4j> P«S

possède au moins une solution. De plus, pour tout P E l'ensemble des solu¬

tions de l'inéquation

\(f(P),b)-F(P)\$f>
est convexe.

D'après le théorème de Helly, il existe 6 tel que

l( <J>(P), 6)- F(P)I4P pour tout PéE.

b est meilleure approximation de F(P) sur E et P est la déviation.
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Considérons l'ensemble H borné, fermé obtenu en multipliant E (n+1)

fois topologiquement par lui-même. A tout point Q tH correspond un ensemble

S constitué de (n+1) points de E (ces points ne sont pas nécessairement distincts).

La déviation R(Q) de F(P) sur S est une fonction continue de Q sur H. Il exis¬

te donc Q tel que R(Q) = J3. D'après le théorème 5, l'ensemble correspon¬

dant Q contient un cadre maximum qui sera également cadre maximum pour

l'approximation de F(P) sur E.

IV. SYSTEME DE FONCTIONS T

IV 1. Système de fonctions T sur un ensemble formé

par un produit topologique.

La notion des fonctions T a été introduite par E. Stiefel dans [ 1 ] ,

comme généralisation des polynômes de Tschebicheff. Soit f^ (PjjfgW,...

une suite finie ou infinie de fonctions continues définies sur un sous-ensemble

E fermé, borné d'un espace euclidien (P fcE). Chaque fonction est normée par

la condition : max lf.(P)l = 1 PéE. Si pour chaque indice i, 0 est meilleure

approximation de 1(P) par f1(P),...fil(P), la suite des fonctions forme un

système T.

Pour montrer les avantages des systèmes de fonctions T, considérons

une suite quelconque de fonctions z.., z,,... indépendantes définies sur un en¬

semble E. Pour chaque indice i=l,2,..., nous pouvons chercher une meilleure

approximation w. de z. par z1,...zi_1. Soit v^w^-zr, on aura l rtl x< IZjl sur

E; la suite des fonctions r. est équivalente à la suite des fonctions z., ce qui

signifie que pour n arbitraire, toute combinaison linéaire de z
^, ...

z est
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également une combinaison linéaire de rp«--r et réciproquement.

n n

Soit h = Y A; Z; , [ p. ».

on a p_=- A et par conséquent f Knrn' "^ '^nzn'

Si |r.|<<|z.| i=m,n-l,...; on aura Ip^.l < | AjZ.| i=n,n-l,...

Comme la s'iite r*,... r
, moyennant une normalisation forme un système T,

le développement d'une fonction quelconque par les fonctions d'un système T

est en général plus rapidement convergent que le développement par les fonc¬

tions d'une suite équivalente.

D'autre part, les développements en fonctions T très rapidement conver¬

gents jouissent d'une propriété remarquable. Soit un système T fj(P), fo(^> • •• '

h»A1 f, +Aj[a+- •- telque |AL + 1!<<IAJ 1=1,1,.-.

L'approximation h=^A:f; de h aura essentiellement pour erreur À .f-, ;

or la meilleure approximation au sens de Tschebicheff de la fonction

fi+ il .1 * par |i,... fn est précisément h (cf fl] p 20) ce qui signifie

que 1i est une excellente approximation de h au sens de Tschebicheff.

A l'approximation de f. par fi,...f|_i correspond au moins un cadre ma¬

ximum (théorème 9)
, que nous appellerons cadre T relatif à f.. Si ce cadre

est une référence stricte, nous l'appellerons référence stricte de T. Dans le

cas de polynômes de Tschebicheff, il existe une seule référence stricte relative

à chaque polynôme.

Connaissant deux systèmes de fonctions T sur deux ensembles, nous mon

trerons au théorème 11, comment on peut former un système de fonctions T su

le produit topologique des deux ensembles. Nous connaissons par exemple les

polynômes de Tschebicheff sur les segments -14x41 et -14 y 41; comment for¬

mer un système T sur le carré -lx<x,y41 ?
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Théorème 11 : Soient fj (P), fg (P),... P«E, gj(Q), g2(Q),... QD deux

systèmes T. Considérons les fonctions h..( P, Q)=f.(P) g.(Q)

sur l'ensemble formé du produit topologique de E et D. Constituons une suite

x

avec les fonctions h,, dans laquelle h^ précède h., si l'une ou l'autre au moins

des deux relations u<i, v<j est réalisée. Le théorème affirme :

a ) la suite des fonctions h., forme un système T.

b) Si P.,... P., Q1,...Qi sont des références T strictes relatives à

f.(P) et g. (Q), les points (PQ>Qr) q=l,...i, r=l,...j, forment un

cadre T relatif à ^(P) g.(Q); si i=l, les points (P,Qr) r=l,...j, forment

un cadre T relatif à f. (P) g. (Q) pour un point P quelconque de E.

Le théorème 11 est démontré en IV 2.

Remarquons qu'il y a plusieurs façons de grouper les fonctions h., pour

former un système T. Par exemples :

hll'h21'h12'h31'h22'h13'-'-hkl'hk-l,2"-'h2Jk-l'hlk'"-
ou bien

hll'h21'h12'h22'"-hkl'hk2'*'ohkk-ljhlk",-hkk"-'

On aimerait naturellement un groupement qui rassemble les termes de même

grandeur dans un développement; la détermination de ce groupement idéal est

un problème qui semble ardu et qui n'a même pas été résolu pour le cas de pro¬

duits de polynômes de Tschebicheff. De toutes façons, la convergence des coef¬

ficients de fonctions T de plusieurs variables est lente et ne permet pas l'ap¬

plication du second des avantages des fonctions T mentionnés plus haut.
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IV 2. Démonstration du théorème 11

Pour chaque fonction fj(P), 0 est meilleure approximation de fiP) par

f1(P),...fil(P); l'erreur est donc -^(P); il en va de même pour g^Q); appli¬

quons le théorème 10a; il existe pour chaque indice i > 1 et j >1 k points

P.
j,...

P.. E, k constantes positives s.«,... s., (k est une fonction de i),

n points Qn,... Q. 6 D et n constantes positives t^,... t. (n est une fonc-
ji jn ji jn

tion de j) pour lesquels :

Pour toute fonction f g précédant f g l'une au moins des deux rela¬

tions u<i, v<j est valable et l'on a :

(I s,, l U,) luCTt,))(t Vîj (Vlv(V)=°
Cette équation peut s'écrire :

5rÇ««,ki^i(^.Vh-v(Vir)-0
Cette équation jointe aux relations :

lh;jC?,Q)U<l TcE, QtD; si<ttjr>o

montre que 0 est meilleure approximation de fjg. par les fonctions f g .

Pour le cas particulier i=l, on aura v<j et par conséquent :

Z kjr *ij (T,Qjr)Woir(P,QjP) = o

P étant un point quelconque de E.
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Remarquons que d'après le théorème 10b, les points (P. ,G. ) contien¬

nent au moins un cadre T relatif à £ (P)g. (Q)„

Démontrons maintenant la seconde partie du théorème 11. Puisque tout

système de i-1 vecteurs parmi les i vecteurs caractéristiques

<D =(fi(P ),...fi_i(Pq)) q=l,.. .i, a le rang i-1, il existe une et une

seule combinaison linéaire de f-,,...f. _< prenant des valeurs prescrites arbi¬

traires en i-1 points parmi Pp... P.; on a la même propriété pour

ë1,-..ëj_1 sur Qp...Q. .

Les fonctions f g u 4: i, v ^ j (en excluant le double signe =) précè¬

dent certainement f.g. . D'après la première partie de la démonstration, les

points (P ,Q ) q=l,...i, r=l,„. .j doivent contenir au moins un cadre T

relatif à fj (P) g, (Q). Supposons que le point (PkjQm) (14 k^.i; H m^j) ne

fasse pas partie de ce cadre. Il existe alors a,,...a.., b.,...b. . tels que :

Ms1 * '

£ bovCQr)--^:(Qr) r=1,2,....n-J,m+<f,...j

En multipliant ces deux équations, on a la relation :

(f a-l.^)-|j^))lIbOvtOr)-î:(Qr))=o

valable pour tous les points (pa>Qr) sauf pour (?k>Q ); pour tous ceux-ci,

f.g. se laisse exprimer par une combinaison linéaire des fonctions f g u^i,

v^j (double signe exclu), ce qui contredit notre hypothèse.

Dans le cas particulier i=l, on démontre facilement que les points

(P,Q_) r=l,.. .j forment un cadre T relatif à f.(P)g.(Q) pour tout point

P(E.



V- QUELQUES RESULTATS NUMERIQUES

L'algorithme généralisé décrit en n 4 a été éprouvé entre autresavec

diverses approximations de la fonction de deux variables J^ (x) (fonction de

Bessel) sur le domaine l^.x, 0^2 par ues polynômes de deux variables.

Tous les calculs ont été effectués sur la calculatrice ZEBRA de l'Ecole poly¬

technique de Lausanne. Nous consignons ici les résultats de deux approxima¬

tions; dans le premier cas, toutes les références qui sont intervenues au cours

du calcul ont été strictes, si bien que l'algorithme restreint décrit dans [1]

aurait suffi. Le second cas au contraire a présenté des références non stric¬

tes; de plus il a permis une vérification numérique des propriétés des fonctions

T données au théorème 11.

Soit S. (x)=T.(2x-3) (T. est le polynôme de Tschebicheff de degrés i).

La suite Sq,S...... forme un système T sur le domaine l.$x^2 .

Le premier calcul porte sur les 49 points (x., ù.) d'un cadriage du do¬

maine avec : x.= ù i=l,2,„.. 7; x<=l; x2=l,15; x„=l,35; x.=l,5; x,-=l,65;

Xg=l,85; x=2. Les approximations sont des combinaisons linéaires des 15

fonctions S. (x) S, ( ù ) de degré total maximum 4. Partant d'une référence

initiale de déviation 0,000144 (erreur maximum pour la première approxima¬

tion : 0,00304), le calcul a nécessité 21 itérations pour obtenir la référence

finale de déviation 0,000417. Notons que l'erreur maximum pour la dixième

approximation ne s'élève qu'à 0,000885. Voici les coefficients de la meil¬

leure approximation qui est unique :
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1 0,379986 S1(x)S2(0) -0,015973

Sx(x) 0,110686 s3(û) 0,002208

S^ù) -0,152159 S4(x) 0,000096

S2(x) -0,011376 SgCxJS^O) -0,000466

S^xjS^O) 0,024098 S2(x)S2(ù) -0,000623

s2(o) 0,003319 S1(x)S3(ù) 0,001696

S3(x) -0,001198 s4(ù) -0,000261

S2(x)S1(c» 0,012972

Une tabulation de cette approximation sur 441 points du domaine

l^x, 0-$ 2 a révélé un écart maximum de 0,000521, ce qui montre qu'il au¬

rait fallu considérer plus de 49 points pour obtenir une meilleure approxima¬

tion valable sur tout le domaine.

Comme nous l'avons montré au théorème 11, la suite des fonctions

S.(x)S.(0 ) dans l'ordre donné ci-dessus forme un système T. Si nous permu¬

tons S1(x)S„(0) et S4 (x), nous obtenons encore un système T. Le coefficient

S1(x)S„(0) est alors "beaucoup plus grand" que les coefficients suivants. Nous

pouvons appliquer la remarque faite en IV 1 sur les avantages des fonctions T:

pour une meilleure approximation de Jj(x) par les polynômes S,(x) S.(0) de

degré maximum 3, on peut s'attendre à ce que l'erreur soit donnée environ par

0,0017 S1(x)S„(0); en particulier la déviation sur le cadre T relatif à

S^xJSgCù) doit être de l'ordre de 0,0017.

Pour vérifier ces pronostics, j'ai calculé avec l'algorithme généralisé

les meilleures approximations de J,) (x) sur le cadriage (x., d-) x. = (Y,

i=l,2,...5; Xj=l; x2=l,25; Xg=l,5; x^=l,75; Xt=2. D'après la seconde partie
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du théorème 11, le cadre T relatif à S<(x)S«(d) est le produit topologique de

la référence T stricte relative à SJx) et de la référence T stricte relative à

S3(ù) soit les points : (1;1), (1;1,25), (;1,75), 1;2), (1;1), (2;1,25), (2;1,75),

(2;1), La référence initiale contenait ce cadre. Dans le tableau qui suit, on

trouve, pour les références successives, à gaucbe la déviation, à droite l'er¬

reur maximum.

0,00170 0,00840

0,00170 0,00491

0,00170 0,00445

0,00170 0,00302

0,00182 0,00182

Ces résultats confirment les prévisions. Remarquons que les 4 premières ré¬

férences ont le même cadre. Voici les coefficients :

1 0,38020 s2(ù) 0,00267

Sj(x) 0,11067 S3(x) -0,00124

s^ù) -0,15209 S2(x)S1(c» 0,01280

S2(x) -0,01138 s1(x)s2(o) -0,01613

SjWSjfd) 0,02386 s3(<» 0,00166

Une tabulation de cette approximation sur 441 points du domaine

1{ x, ùi-2 a révélé un écart maximum de 0,0021.
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