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Aus dem Institut fiir kalorische Apparate und Kiltetechnik
der Eidgendssischen Technischen Hochschule, Ziirich, Schweiz

Freie Weglingen
fiir die elektrische und die thermische Leitfihigkeit
Von

PrrER WYDER
Mit 20 Figuren
( Eingegangen am 6. August 1964)

Mit Hilfe von ,,Freie-Weglingen-Effekt“-Messungen wird an diinnen Indiumdrihten die
freie Weglinge der Elektronen fir die elektrische und fiir die thermische Leitfihigkeit be-
stimmt. Im untersuchten Temperaturgebiet (0° << T' < ©/20, ©@:Debye-Temperatur), in
dem die Elektron-Phonon-St68e unelastisch sind, erweisen sich die beiden freien Weglingen
als voneinander verschieden; es besteht jedoch ein einfacher, experimentell leicht nachweis-
barer Zusammenhang zwischen den beiden freien Weglingen und der Lorenz-Zahl. Die Un-
gleichheit der beiden freien Weglingen kann ebenfalls durch ,,Freie-Weglingen-Effekt*-
Messungen in starken longitudinalen Magnetfeldern nachgewiesen werden. Die Magnetfeldab-
hingigkeit der Lorenz-Zahl wird gemessen.

Le libre parcours des électrons, pour la conductibilité électrique et pour la conductibilité
thermique, sera déterminé dans le cas de fils d’indium minces, & 'aide de mesures de Peffet de
dimension. Pour Pintervalle de température étudié (0° < 7' < ©/20, ©: température de
Debye), dans lequel les chocs électron-phonon sont inélastique, il apparait que les deux lib-
res parcours sont différents les uns des autres; il éxiste néanmoins une relation, facilement
vérifiable éxpérimentalement, entre le libre parcours et le nombre de Lorenz. L’inégalité
des deux libres parcours peut étre également vérifiée par des mesures de I'effet de dimension
dans le cas de champs magnétiques longitudinaux forts. La dépendance magnétique du
nombre de Lorenz sera mesurée.

The electronic mean free path for the electrical and thermal conductivity of indium has
been determined using size effect measurements on thin wires. In the temperature range in-
vestigated (0° << T < ©/20, ©: Debye-temperature) where the electron-pheonon collisions
are inelastic. the two mean free paths are different. There exists a simple relation between the
mean free paths and the Lorenz-number which can be observed experimentally. The diffe-
rence in the two mean free paths can also be seen using size effect measurements in strong
longitudinal magnetic fields. The magnetic field dependence of the Lorenz-number has been
measured.

1. Einleitung

Nachdem die modernen, quantenmechanisch exakten Theorien der Transport-
phinomene [1, 2, 3] in Metallen die iibliche, halbklassische Behandlung mit Hilfe
der Boltzmann-Gleichung bis auf einige Grenzfille rechtfertigen, ist es erneut von
Interesse, die fiir die elektronischen Transportphinomene charakteristischen
Grofen wie Lebensdauer von Anregungen, Relaxationszeiten oder freie Weglinge
experimentell zu bestimmen. Heute ist es nun méglich, Metalle von solcher Rein-
heit herzustellen, daB die freien Weglingen bei den Temperaturen des fliissigen
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264 PeTER WYDER:

Heliums von der GroBenordnung von Millimetern werden. Damit wird die freie
Weglidnge mit der Probengeometrie vergleichbar, und so lafit sich zum Beispiel der
EinfluB des Probendurchmessers auf die Transportphdnomene untersuchen. Da-
durch kann man Riickschliisse auf die freie Weglange ziehen. Diese ,,Freie-Weg-
lingen-Effekte“ sind seit langem bekannt [4] und sowohl theoretisch wie auch
experimentell untersucht worden [5, 6]. Aber erst seit etwa zehn Jahren gelingt es,
so reine Materialien herzustellen, da man mit Proben von verniinftigen Dimen-
sionen experimentieren kann.

Ublicherweise wird bei der Diskussion von Experimenten und Rechnungen
dieser Art der spezifische Widerstand gemessen oder berechnet, obwohl es eine
solche Grofle in einem scharf definierten Sinne nicht mehr gibt. Man macht Mes-
sungen an homogenen Stiben mit konstantem Querschnitt, dividiert die totale
Leitfahigkeit durch die Flache des Querschnittes und multipliziert mit der Lénge
des Stabes. Der dadurch erhaltene ,spezifische’ Widerstand kann dann immer
noch vom Durchmesser des Querschnittes abhingen; falls man jedoch keine
Diffusions- oder Leitfahigkeitsgleichungen fiir das Innere des Metalls aufschreibt,
so fithrt dieses Vorgehen zu keinen Widerspriichen.

Qualitativ 146t sich nach NorpHEIM [7] der Einflul der Probengeometrie auf
die Transportphinomene sehr einfach beschreiben. Nimmt man an, die Elektronen
werden an der Probenoberfliche wie an Verunreinigungen gestreut, so gilt eine
Matthiessen-Regel [8]. In freien Weglidngen geschrieben heilit das

1 1 1
=T+ (1.1)

l(’ff

lerr bedeutet die effektive, fir das Transportphdnomenen wirksame freie Weg-
lange, I die freie Wegldnge im unendlich ausgedehnten Material und Iy, die von den
Wandstreuungen herrtihrende freie Weglénge. Iy ist im wesentlichen der mittlere
Abstand zwischen zwei Wandpunkten; fir einen unendlich langen Zylinder des
Durchmessers d it sich diese Mittelwertbildung ausfithren [9] und man erhilt
ly = d. Setzt man die spezifische Leitfahigkeit als proportional zur freien Weg-
lange voraus, so erhilt man fiir den spezifischen Widerstand R (d) eines Zylinders
vom Durchmesser d die Formel von NORDHEIM [7]

R(d) = Bo(1 + U/d) . (1.2)
Dabei bedeutet Ry den spezifischen Widerstand des unendlich ausgedehnten
Materials. Durch Messen des Widerstandes verschieden dicker Drahte 1aBt sich
somit die freie Weglidnge mit Hilfe von (1.2) bestimmen.

Legt man nun noch zusétzlich ein longitudinales Magnetfeld an, so werden die
Elektronen auf Spiralbahnen gezwungen. Fiir geniigend starke Felder wird der
Durchmesser der Spiralbahn mit dem Drahtdurchmesser vergleichbar und der
grofite Teil der Elektronen erreicht die Drahtoberfliche nicht mehr, wird also dort
nicht mehr gestreut und man erhélt eine Anderung des Widerstandes im Magnet-
feld. Im Gegensatz zur gewohnlichen magnetischen Widerstandsinderung des
unendlich ausgedehnten Materials ist dies ein rein geometrischer Effekt und
erlaubt, aus bekanntem Drahtdurchmesser und bekanntem Radius der Spiral-
bahn, die freie Weglinge zu berechnen.

Gewdhnlich werden Untersuchungen dieser Art nur fiir den spezifischen elek-
trischen Widerstand ausgefiihrt; fir B lassen sich in (1.2) jedoch sowohl der elek-
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trische Widerstand ¢ wie auch der thermische Widerstand W einsetzen. Bis dahin
haben einzig WHITE und WooDs [10] durch Messungen an einem diinnen Natrium-
zylinder im longitudinalen Magnetfeld nachgewiesen, dafl der ,,Freie-Weglingen-
Effekt auch fir die thermische Leitfahigkeit existiert, und Justr, KoHLER und
Lavrz [11] zeigen an sehr diinnen aufgedampften Filmen, dafl sich ebenfalls die
Thermospannung verdndert, wenn die freie Wegldnge mit der Probendicke ver-
gleichbar wird. Messungen, die einen Vergleich der fiir die thermische und der fiir
die elektrische Leitfahigkeit charakteristischen freien Weglingen gestatten, gibt
es jedoch noch nicht. Es schien daher von Interesse, diese GroBen an den gleichen
Proben direkt zu bestimmen, und zwar insbesondere in dem Temperaturbereich, in
welchem die Stofe der Elektronen mit den Phononen nicht elastisch sind und man
nicht ohne weiteres eine Relaxationszeit definieren kann. In diesem Temperatur-
bereich besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen den freien Weglingen
einerseits und der Lorenz-Zahl andererseits, der sich durch Messen der drei GréBen
experimentell leicht priifen 148t. Nach der einfachen kinetischen Theorie der
Transportphinomene lassen sich der spezifische elektrische Widerstand ¢ und der
spezifische Warmewiderstand W angeben [12] zu

mur

0= Fnla (1.3a)
3
= oneoln (1.3b)

(m: Masse des Elektrons; vp: Fermi-Geschwindigkeit; n: Zahl der Elektronen
pro Volumeneinheit; e: Ladung des Elektrons; c,: spezifische Warme des Elek-
tronengases pro Volumeneinheit.) Damit die Formeln (1.3) auch im Temperatur-
bereich 0° << T' << @ (®: Debye-Temperatur) giltig sind, miissen die beiden freien
Wegléngen le; und i als ungleich angenommen werden. Beniitzt man den Sommer-
feld-Wert fiir die spezifische Warme des Elektronengases, so ergibt sich fiir die
Lorenz-Zahl
0 72 (k\2 I
= =5 = (1.4)

(kB: Boltzmann-Konstante). — Im Abschnitt 3. dieser Arbeit wird durch
Losen der Boltzmann-Gleichung mit Randbedingungen exakt gezeigt, daB die
Beziehung (1.2) auch fiir Temperaturen, fiir welche keine einheitliche Relaxations-
zeit definiert werden kann, richtig ist. Es werden die freien Weglidngen Iy, und lg
gemessen und es wird bewiesen, daB die Beziehung (1.4) experimentell erfiillt ist.
Im Abschnitt 4. werden Messungen der magnetischen Widerstandsdnderung fiir
den elektrischen und den thermischen Widerstand dinner Drihte beschrieben.
Einmal kann mit Hilfe eines longitudinalen Magnetfeldes die verschiedene Léinge
der beiden freien Weglingen nachgewiesen werden; dann ist aber auch die Feld-
abhéngigkeit der Lorenz-Zahl des unendlich ausgedehnten Materials von einigem
Interesse, da nur sehr selten sowohl der elektrische wie auch der thermische Wider-
stand an der gleichen Probe im Magnetfeld gemessen wurde.

Im Abschnitt 2. werden die experimentellen Methoden beschrieben. Die Mes-
sungen wurden an hochreinem, polykristallinem Indium ausgefiihrt; dieses Metall
eignet sich ganz besonders fiir Untersuchungen dieser Art und wurde daher in
letzter Zeit haufig fiir , Freie-Wegliangen-Effekte‘‘-Messungen in der elektrischen

18*
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Leitfahigkeit beniitzt [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]. Indium 4Bt sich leicht durch
Zonenschmelzen reinigen ; infolge seiner groflen Duktilitdt kann es sehr einfach in
die Form von diinnen Drahten gebracht werden. Ferner hat Indium eine verhalt-
nismébig tiefe Debye-Temperatur, womit schon im experimentell leicht zuging-
lichen Temperaturgebiet von 1,5°K bis 4,2°K die Elektron-Phonon-Streuung eine
wesentliche Rolle spielt. Wegen der groflen Reinheit des Materials kann bei allen
Wirmeleitfahigkeitsmessungen der von der Phononenleitfihigkeit herriihrende,
verschwindend kleine Beitrag vernachlissigt werden.

2. Experimentelle Methoden
2.1. Elektrische Messungen

Der elektrische Widerstand wurde durch eine einfache Strom-Spannungs-Messung be-
stimmt; zur Spannungsmessung diente entweder ein MacDonald-Galvanometerverstirker
oder ein Milli-Mikrovoltmeter der Firma Keithley vom Typ 149. Wegen der groen Empfind-
lichkeit dieser Instrumente betrug der MeB-Strom auch bei den dicksten Proben nie mehr als
3 Amp. Um keine zusitzlichen Geometriemessungen machen zu miissen, wurde stets das Ver-
hiltnis des Widerstandes bei Heliumtemperatur zum Widerstand bei Zimmertemperatur ge-
messen; die Absolutwerte wurden dann mit Hilfe des Tabellenwertes [20] (9203 = 8,82 X
X 1078 2 cm) berechnet, die Genauigkeit liegt etwa bei 39%,. Bei Messungen in Magnetfeldern
wurden die iiblichen Feld- und Strom-Umkehrungen zur Elimination der Hall-Spannungen
ausgefiihrt; bei den dicksten Proben betrug diese etwa 29, des gewohnlichen Spannungsab-
falles entlang der Probe. — Die dickeren Proben konnten elektrisch direkt im Wirmewider-
stands-MeBtopf gemessen werden; dabei wurde auch der Vakuumraum mit fliissigem Helium
gefiillt. Diinne Proben werden wegen der Lorentz-Kraft in transversalen Magnetfeldern zer-
rissen oder wenigstens gestreckt; fiir die elektrischen Messungen muf3ten sie daher sehr sorg-
faltig aus dem Wirmeleitfahigkeitskryostaten herausgenommen und zwischen zwei mit einer
Vertiefung versehenen Platten eingebettet werden. Dabei konnte den Proben fiir die elek-
trische Messung nur auf etwa 5 ° genau die gleiche Orientierung im Magnetfeld gegeben werden,
die sie bei den thermischen Messungen hatten.

Fiir die Messung im transversalen Feld diente ein Eisenkern-Elektromagnet, der etwa
8000 Oersted liefert. Die Messungen im longitudinalen Feld erfolgten in einem durch fliissige
Luft gekiihlten Solenoid mit welchem Felder bis zu 10000 Oersted erreicht werden konnten.

2.2. Thermische Messungen

2.2.1. Experimentelle Anordnung: Zur Messung des Wiarmewiderstandes bei Temperaturen
des fliissigen Heliums wurde die klassische Methode eines stationdren Wéirmestromes an-
gewendet. Heizt man das eine Ende einer Probe konstanten Querschnittes mit einer bekannten
Leistung L wihrend sich das andere Ende in gutem thermischen Kontakt mit einem Kiltebad
befindet, so erhilt man einen Temperaturgradienten d7'/dz. Nach Abwarten des stationdren
Zustandes la8t sich somit durch Messen der Temperaturdifferenz A7 = T's — T'1 zwischen
zwei Punkten 1 und 2 im Abstand Az bei bekannter Querschnittsfiiche F der spezifische
Wirmewiderstand W berechnen durch

W = (F[4z) - (AT[L). (2.1)

Fiir Absolutmessungen mufl der Geometriefaktor (F/4z) bestimmt werden. Dies geschah
sowohl durch direktes Messen mit Schublehre und Mikrometer, wie durch Wigen der Proben
und unter Beniitzung des Tabellenwertes fiir das spezifische Gewicht, als auch durch Messen
des elektrischen Widerstandes zwischen den beiden Punkten 1 und 2 bei Zimmertemperatur
und unter Beniitzung des Tabellenwertes fiir den spezifischen Widerstand. Die Genauigkeit in
der Bestimmung des Geometriefaktors betrug etwa 59,. — Die Leistung wurde durch elektrische
Widerstandsheizung zugefiihrt, als Heizelement diente ein 10-kQ2-Radiowiderstand von /19
Waitt Nominalleistung der Firma Philips. Diese Radiowiderstinde haben den groBen Vorteil,
dafB sich ihr Widerstand innerhalb sehr groBer Temperaturbereiche nicht verindert. — Als
Zufiihrungen zur Heizung und zu den Thermometern kamen 0,2 mm dicke Konstantan-
Drihte zur Anwendung. Nullversuche haben gezeigt, da der Wirmestromverlust durch



Freie Wegliingen fiir die elektrische und die thermische Leitfahigkeit 267

Zufithrdrihte, Probenhalterung und Strahlung etwa 29, des totalen durch die Probe ge-
schickten Wérmestromes betrug.

Die beniitzten Temperaturdifferenzen AT liegen zwischen 0,2° K und 0,4 °K. Diese
GroBenordnung ist durch die Temperaturabhidngigkeit des Warmewiderstandes W (7') gegeben;
die linearisierte Gleichung (2.1) darf nur dann beniitzt werden, wenn der fiir Korrekturen erster
Ordnung maBgebende Ausdruck (dW/dT) - (AT/W) klein ist. Im schlimmsten Fall betrug
dieser Ausdruck mit den angegebenen Temperaturdifferenzen etwa 19, und kann somit ver-
nachlissigt werden.

Die experimentelle Anordnung ist in der Fig. 1 dargestellt. Messungen in Magnetfeldern
erfordern einen sehr diinnen MeBtopf; die MeBanordnung muf daher gedringt sein und hatte
einen Durchmesser von 12 mm. — Um
einen moglichst guten Wirmekontakt
mit dem Bad zu haben, wurde die
Probe an einem Kupferblock angels-
tet. Da die Steifigkeit besonders der

tzun VAKUUMPUMPE
KOVAR - DURCHFUHRUNGEN

. o STRAHLL HIRM
ganz diinnen Proben nicht mehr ge- AKUUM - MANTEL H

niigt, um auch nur das Eigengewicht, ~ (W00D'S METALL

der Probe zu tragen, muBte parallel zur

Probe eine Probenhalterung aus Plexi-

glas aufgestellt werden. Daran konn-

ten die Radiowiderstands-Thermome-  yacuummanTEL

ter, in einem Abstand Az von etwa  AUS MESSING

4 cm, und die Heizung befestigt wer-

den. Die Kontaktdrihte dieser drei  KoNSTANTAN

Radiowiderstinde wurden an diinne 2" MRORANTE

Indiumdrihte angelotet, die ihrerseits

durch Anpressen oder Anléten an der

Probe befestigt wurden. Als Triiger I

fir die Konstantan-Zufiihrdrihte =y

diente ein Kupfergestell. Der Vakuum- -

Mantel aus Messing wurde durch Zuls- ~ €'Z'N® 4l

ten mit dem tiefschmelzenden Woods- ~ THERMOMETER 2 Iil :G:TEZ':,UF%‘LRDRKME
Metall geschlossen; da die Woodsche  konstantan

Legierung supraleitend wird, muften = ZUFUHRDRAHTE

zur Vermeidung magnetischer Streu-  rrosenmaLTERUNG PROBE

felder in der Nihe der Probe die Lot- ~ AUS PLEXIGLAS

stellen etwas von dieser entfernt ange-

bracht werden. Die Zufiihrdrihte wur- ~ THERMOMETER 1 ! -

den durch Kovar-Glasdurchfiihrungen / :%Yngls ;:Eas

der Jenaer Glaswerke aus dem Va- GTSTELE FUR
kuumraum ins Heliumbad gefiihrt; VAKUUM - MANTEL
diese Durchfiihrungen erwiesen sich  1cm (WOO0D'S METALL)
im allgemeinen als dicht, nur falls sehr — iz KUPFERBLOCK

oft abgekiihlt und wieder aufgewidrmt
wurde, zeigten sich im Glas kleine
Risse, die zu Undichtigkeiten fithrten.
Die Evakuierung erfolgte mit einer wihrend der Messung laufenden Ol-Diffusionspumpe; bei
Zimmertemperatur war das Vakuum stets besser als 1076 Torr.

Fig. 1. Experimentelle Anordnung zur Messung des Wéairme-
widerstandes bei tiefen Temperaturen in Magnetfeldern

2.2.2. Temperaturmessung: Zur Temperaturmessung wurden gewodhnliche Radiowider-
stdnde aus Kohleschichten von 1/19 Watt Leistung und 100 2 Widerstand bei Zimmertempe-
ratur der Allen-Bradley Company, Wisconsin, verwendet [21]. Wegen ihrer Kleinheit sind diese
Widerstéinde fiir die vorliegende experimentelle Anordnung sehr geeignet; in dem untersuchten
Temperaturintervall von 5 °K bis 1,5 °K dndert sich ihr Widerstand von etwa 1800 2 auf
25000 2, was eine recht genaue Temperaturmessung ermoglicht. Unangenehmerweise sind
diese Widerstinde nicht ideal reproduzierbar; beim Aufwéirmen auf Zimmertemperatur und
erneutem Abkiihlen kann sich die Temperatur-Widerstands-Charakteristik bis zu 59, dndern.
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Tabelle 1. FORT RAN-Programm zur Auswertung von Warmelestfihigkeitsexperimenten mit
Hilfe eines IBM-Rechenautomaten

C AUSWERTUNG VON WAERMELEITFAEHIGKEITSEXPERIMENTEN.,

FORMAT (
FORMAT (
FORMAT (
FORMAT (
FORMAT (
(
(
(
0

G—'><

‘S‘
- O\'S
N~ T

FORMAT
FORMAT
FORMAT
DIMENSI
DIMENSIO
1 PRINT 5

c AUSGLE{CHSRECHNUNG FUER E1CHUNG.

MMM M——Ta

QL OOVIWN —
[ -

1
L
F
/
2
L
3
6
N
N

—l"‘N&NS

>

PRINT 5
READ 1

~—

D0 15 K=1 .30

c EICHWERTE.
READ 2, TA,RA(1),RA(2)

IF (TAS 19 20,19
19 DOlL I=1
IF(RA(I)S]Z 13,12
12 X(1,K) = LOG(RA(1))
Y(I, K).= SQRT(X(1,K)/TA)
ACH V) =A(1, 1)+1,
ACL2)=A(1,2)+X(1,K)
A(1,3)=A(1,3)+Y(1,K)
ACL) = Al m)+x{r,K)#X (LK)
1% JBOOL(1) = 1
PRINT 3,TA,RA(1),RA(2)
15 CONTINUE
12 PRINT 3,TA,RA(1)
JBOOL(15=0
GO TO 15
28 PRINT 5
c AUSGLE | CHSRECHNUNG . STATISTISCHE FEHLER,
K=K-1
DO 22 1=1,2
iF (J4BOOL(1))21,22,21
21 XQ(1) = A(1,2)/A(1,1)
YQ(1)= A(1,3)/A(1,1)
F = XQ(1)/vqQ(l)
D= 0.
B(1,1) = @.
8(1,2) = 0.
DO 211 J=1,K
B(1,1) = B(1,1) +(X(1,3)=xQ(1))*(X(1,9)=F*Y(i,J))
D =D+ (X(1,J)-XQ(1)3*(x(1,)-xq(i)}
211 B(1,2) = B(1,2) + (X(1,3)=XQC4))*(Y(i,Jd) - vqQ(1))
B(1,1) = 8(I,1)*YQ(1)/D
B(i1,2) = B(1,2)/D
£E= 0.
DO 210 J=1,K
Fo= B(I,1)4B(1,2)%X(1,J ) = Y(1,J )
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22

229

29

30
31
32
33

37

34

L2
45

Tabelle 1 (Fortsetzung).

E = E+F%F

E = E/(A(1,1)-2.)

DO 23 J=1,2

L=-3%J+7

£B(1,J)=SQRT(E*A(1,L)/ (D*A(1,1)))
PRINT 9,8(1,3) EB(1.3),EC(1,4)

BERECHNUNG DER WAERMELEITFAEHIGKEIT.

PRINT 5
IF(JBOOL(2))220,29,220

PROBENGEOMETRIE.

READ 6,D,DELTA

PRINT 6,0,DELTA

PRINT 5
F=3,14156%(D/2.)*(D/2.)
AL=F/DELTA

MESSWERTE,

READ 2,RA(1),RA(2),U,V
PRINT 5

1F(U)30,31,3

UA=U

IF(v)32,39,32

VA=V*(, 0001
IF(RA(1))33,111,33

DO 34 1=1,2
1F(JBOOL(1))37,45,37
ANR=LOG(RA(1))
D=1.8/(B(1,1)+B(1,2)*ANR)

T(1)=ANR¥D*D
DT(1)=2.%(EB(1,1)+EB(1,2)*ANR)*D
OTA(1)=DT(1)*T(1)

PRINT 8, RA(1), RA(2)

PRINT 8. UA,VA

71=T(2)>1(1}

22=(T(2)+T(1})/2.

Z3=AL*Z1/(UA*VA)

Zh=1./13

221 = SQRT(DTA(1)*DTA(1))+SQRT(DTA(2)*DTA(2))
222 = 271/71

PRINT 50,21,22,23,Z4,T{1),T(2)

DRUCKEN DER STATISTISCHEN FEHLER FUER KONTROLLEN.
[F(SENSE SWITCH 1)42,43

PRINT 8 ,DTA(1),DTA(2),2Z1,222

GO TO 29

PRINT 8, RA(1), RA(2)

PRINT 8 ,T(1),DT(1),DTA(1)

GO TO 29

END

269
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Eine wesentliche Verbesserung der Reproduzierbarkeit kann dadurch erreicht werden, da8
man sie in vakuumdichte, mit reinem Heliumgas gefiillte Messinghiilsen einpackt. Trotzdem
wurden die Thermometer bei jedem Experiment neu geeicht. Die thermische Verbindung mit
der Probe erfolgte direkt mit Hilfe der Zufiihrdrihte ; bei sehr tiefen Temperaturen verlingerte
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sich dadurch wegen der sehr kleinen Wirmeleitfihigkeit der Kohleschichten [22] die Zeit, die
verstreicht, bis sich der thermisch stationire Zustand einstellt. Diese Relaxationszeit blieb
jedoch stets in der GroBenordnung von Sekunden.

Fiir diese Kohlenschichten gibt es keinen analytisch einfachen Zusammenhang zwischen
Widerstand und Temperatur. In dem untersuchten Temperaturintervall 1a8t sich jedoch das
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Verhalten recht genau durch eine zweikonstantige, semiempirische Formel beschreiben [23]:
T(Ry=(a+b-InR)y2-InR. (2.2)

Dabei bedeuten 7' die Temperatur und R den Widerstand ; ¢ und b sind anzupassende, nahezu
temperaturunabhingige Konstanten. Wie man aus der Formel (2.2) erkennt, ist die Auswertung
auflerordentlich miihsam und zeitraubend. Macht man sehr viele Wiarmeleitfahigkeits-
experimente, so miissen stets die gleichen Rechnungen wiederholt werden und es lohnt sich die
Anwendung eines elektronischen Rechenautomaten [24]. Die Auswertung der Experimente
wurde daher fiir einen IBM-1620-Rechenautomaten programmiert*, eine Verbesserung der
von WYDER [24] beschriebenen Methode.

Dem Automaten wurden die Eich- und MeBwerte, die geometrischen Abmessungen der Pro-
be und die zugefithrte Heizleistung eingegeben, wihrend er direkt die Werte fiir den Warme-
widerstand herausdruckte. Durch eine Ausgleichsrechnung wurden aus etwa 5 Eichmessungen
die Konstanten a;,2 und b1,9 der Formel (2.2) fiir beide Thermometer bestimmt. Diese Kon-
stanten wurden dann beniitzt, um AT = Ts(Ry) — T1(R1) und T = § (T1 + T's) der
eigentlichen Messung zu berechnen. Fiir die Ausgleichsrechnung wird die Fehlergleichung

a-+bln R; — (In Bj/TjV2 = r; (2.3)

verwendet; der Index j numeriert die einzelnen Eichwerte, r; bedeutet das Residuum. Dies ist
nicht ganz richtig, da R; und 7'; die unabhéngigen Variablen sind ; (2.3} ist jedoch ein sinnvoller
und einfacher Ansatz fiir die Fehlergleichung. Zu Kontrollzwecken wurden die statistischen
Fehler fir jede auftretende GroBe berechnet. Da im allgemeinen nur wenige Eichpunkte
beniitzt wurden, ist der statistische Fehler recht groB, der wahrscheinliche Fehler betrug etwa,
309, vom statistischen Fehler. Um den Schreibproze8 nicht zu iiberlasten, konnte das Heraus-
drucken der relativen statistischen Fehler mit Hilfe eines Schalters wihrend der Rechnung
abgestellt werden.

Das Programm in der fiir IBM-Maschinen iiblichen FORTRAN-Sprache ist in der Tabelle 1
aufgeschrieben. Da fiir einige Berechnungen die iibliche achtstellige Genauigkeit der Maschine
nicht geniigte, muBten einige, in dem Programm ersichtliche Kunstgriffe angewendet werden.
Ein Beispiel fiir eine ausgefiihrte Rechnung ist in der Tabelle 2 aufgefiihrt.

Die hier beschriebene Methode zur Auswertung hat gegeniiber der von CHALLIS [25]
angegebenen Methode — er beniitzt eine differenzierte Form der Gleichung (2.2) und nur ein
Thermometer zur Eichung — den Vorteil, dal die beiden Thermometer nicht aneinander
angepaBt werden miissen und dafB die Temperaturdifferenzen beliebig groB sein kénnen. —

Die Allen-Bradley Radiowiderstinde zeigen in Feldern von 10000 Oersted eine kleine
Widerstandsinderung von etwa 3%, In der A7T-Bestimmung braucht dies jedoch nicht
beriicksichtigt zu werden, da sie herausfillt.

Die Widerstinde wurden einzeln mit einer Wheatstoneschen Briicke gemessen, die es
gestattet, mit Hilfe einer Blindschleife den Widerstand der Zufuhrdréhte zu kompensieren.
Die benttigte MeBleistung betrug stets weniger als 10/ der Heizleistung. —

Die Temperatur zur Eichung der Thermometer wurde mit Hilfe der 1958-He4-Temperatur-
skala des National Bureau of Standards bestimmt, der hydrostatische Druck wurde nicht
beriicksichtigt. Die Genauigkeit in der Bestimmung von AT betrigt etwa 4+ 2 - 1073 °K und
in der Bestimmung von 7" etwa + 1 - 10-2 °K. Der Wirmewiderstand kann somit absolut mit
einer Genauigkeit von etwa 109, gemessen werden, die Genauigkeit fiir relative Wiarmewider-
standsmessungen betrigt etwa 29.

2.3. Proben

Gemessen wurden polykristalline zylindrische Proben verschiedener Dicken aus Indium der
Consolidated Mining and Smelting Co. of Canada (Tadanac Brand).

Die groBie Schwierigkeit bei der Bestimmung der freien Weglinge aus der Durchmesser-
abhiingigkeit des spezifischen Widerstandes verschieden dicker Proben liegt in der Proben-
herstellung. Man muB sicher sein, dal das Material durch die Herstellung des Drahtes nicht
verunreinigt wird und daB die freie Weglinge des dicken Materials auch im diinnen Draht die

* I’ch danke Herrn PETER STRAUB vom Laboratorium fiir organische Chemie an der ETH
fiir seine Hilfe bei der Beniitzung der IBM-1620.
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gleiche bleibt. Aus diesem Grund wurde der Probenherstellung sehr grofie Aufmerksamkeit
geschenkt. Es hat sich gezeigt, daB das Pressen durch Saphir-Diisen in gut gereinigten
Plexiglasrohrchen mit einem Stempel aus Teflon diesen Anforderungen geniigt; dabei wurde
das Ausgangsmaterial fiir die Herstellung aller Probendicken in die gleiche Form von Zylindern
vom Durchmesser der Plexiglasrohrchen gebracht. — Um Gitterdefekte und Fehlstellen
moglichst zum Verschwinden zu bringen, wurden die Proben mehrere Wochen lang bei
Zimmertemperatur getempert. —

4 elektrisch thermisch
2 T=3,98 °K
) ’ 401 =27 °K
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Fig. 2. Beispiele fiir die Extrapolation zur Bestimmung von Widerstandswerten fiir Temperaturen unterhalb der
kritischen Temperatur T

Eine Moglichkeit zur Kontrolle, ob das Material durch den PreBvorgang beschidigt wird,
besteht darin, dal man einen einmal gepreBten Draht durch Schmelzen in die urspriingliche
dicke Form zuriickbringt und dann wiederum den Widerstand miBt. Die wegen der Streuung
der Elektronen an der Probenoberfliche hervorgerufene Erhohung des spezifischen Wider-
standes mufl dann verschwinden und man sollte den Wert des urspriinglichen Materials
erhalten. Das ist auch bis auf etwa 5%, genau gelungen. — Eine andere Moglichkeit zur Kon-
trolle besteht darin, daB man den aus der Durchmesserabhiingigkeit des spezifischen Wider-
standes ermittelten Wert von ¢! mit dem nach anderen Methoden bestimmten Wert ver-
gleicht. Nach dem Sommerfeld-Modell ist ¢! gegeben durch (1.3a) und ist eine von der
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Reinheit unabhingige Konstante des Materials. Aus den hier durchgefithrten Messungen
erhdlt man
el =1,25-10"11 Q2 cm?2.

Corti [15] hat kiirzlich eine Methode entwickelt, die es gestattet, mit Hilfe der Abklingzeit
von Wirbelstrémen in diinnen Platten ¢l an einer einzigen Probe zu bestimmen. Sein Wert
von ol = 1,27 - 10711 © cm? stimmt recht genau mit dem hier gegebenen Wert iiberein,
was wiederum bedeutet, da die Proben durch den HerstellungsprozeB nicht wesentlich ver-
unreinigt wurden.

Indium wird bei einer kritischen Temperatur von 7'¢ = 3,406 °K supraleitend. Um auch
unterhalb 7. Werte fiir die Widerstinde im normalleitenden Zustand zu erhalten, wurde die
Supraleitung mit Hilfe eines Magnetfeldes unterdriickt. Die dabei auftretende magnetische
Widerstandsinderung von einigen Prozenten kann bei hoheren Temperaturen mit einer fiir
kleine Felder giiltigen, quadratisch mit dem Feld verlaufenden Extrapolation korrigiert
werden. Bei tieferen Temperaturen kann man zur Extrapolation die Kohler-Regel [26] in der
Form

R(H) _ ( H ) 2.4)

Ro a (Ro)
beniitzen; dabei bedeutet R(H) entweder den thermischen oder den elektrischen Widerstand
als Funktion des Magnetfeldes H, Ry den Widerstand ohne Feld, A4 (x) eine nicht explizite von
der Temperatur abhiingige Funktion und a(Ry) eine Funktion des Widerstandes Ry (im ein-
fachsten Falle ist @ = Ry). Zur Extrapolation miBt man R als Funktion des Magnetfeldes H
oberhalb der kritischen Temperatur T und triigt die Resultate in logarithmischem MaBstab
auf. Fiir Temperaturen unterhalb 7' trigt man die in tiberkritischen Magnetfeldern erhaltenen
Werte auf; gemiB der Gleichung (2.4) 148t sich dann die Kurve fiir die iiberkritische Tempe-
ratur durch zu den Koordinatenachsen paralleles Verschieben auf die MeBpunkte fiir die unter-
kritische Temperatur bringen und damit kann fiir gegen Null gehende Felder extrapoliert
werden. — Beispiele fiir diese Extrapolationen sind in der Fig. 2 aufgetragen; der damit ver-
bundene Fehler diirfte etwa 39, betragen. Bei sehr tiefen Temperaturen mufl man allerdings
bei der Anwendung der Kohler-Regel etwas vorsichtig sein (siehe Abschnitt 4.).

Tabelle 3. Proben. (Alle Proben aus Indium der Consolidated Mining and Smelting Co.
of Canada, Tadanc Brand.)

Probe Durchmesser \ 94,2/9293 -0 90/9293 S0t %" 10* (wT) T=0" 10| L0 = (?II‘ZZT)T =0
| in mm \ | inQem |incem (CK)/Watt| in Watt Q/CK)®
Inl| 148 1,05 058 | 051 | 22 2,3
In2 0485 1,23 0.79 069 | 34 2,2
In3 0282 1,50 098 08 | 40 2.1
In4 [ 0,186 196 147 | 130 47 2.8
In5 | 0094 | 252 198 | L7 6,9 2,5

Die charakteristischen Werte der untersuchten Proben sind in der Tabelle 3 zusammen-
gestellt. Ebenfalls angegeben ist die fiir 7 = 0 extrapolierte Lorenz-Zahl, allgemein definiert
durch

L(T) = (2.5)

4
wT’
Dies ist eine absolute GroBe und ihre Bestimmung ist daher mit einem Fehler von etwa 139,
behaftet; beriicksichtigt man noch die zusitzliche Ungenauigkeit bei der Extrapolation fiir
T = 0, so betriigt der Fehler etwa 15%,. Im Rahmen dieser Fehler stimmen daher die experi-
mentell gefundenen Werte mit dem theoretischen Wert
a2 (kp\2 o

Ly = 3 (T) = 2,44 - 10-8 Watt Q/(°K)2 (2.6)
iiberein. Damit ist auch fiir ein Material mit durchmesserabhéngiger Leitfahigkeit das Wiede-
mann-Franz-Gesetz fiir 7' = 0 mit einer Genauigkeit von etwa 15% experimentell nach-
gewiesen.
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3. Elektrische und thermische Leitfihigkeit diinner Driihte
bei tiefen Temperaturen

3.1. Losung der Boltzmann-Qleichung fiir dimne Drihte mit verschiedenen Relaxa-
lionszeiten fiir die elektrische und die thermische Leitfdhigkeit

Eine exakte Behandlung des Problems der Streuung der Elektronen an der
Probenoberfliche verlangt eine genaue Untersuchung der Oberflichenzustinde
und ist damit auBerordentlich schwierig; zur Losung sind nur Ansétze vorhanden
[27]. Ublicherweise macht man eine der geometrischen Optik analoge Naherung
indem man die Bloch-Elektronen als Wellen betrachtet, die an der Probenober-
fliche reflektiert werden [9]. In einer sehr groben Art kann man dann verschieden-
artige Oberflichen dadurch beriicksichtigen, dafl man einen Parameter p in die
Theorie einfiithrt; nimmt man an, da die auf die Probenoberfliche auftreffenden
Elektronen entweder gespiegelt oder diffus reflektiert werden, so soll dieses p die
Wahrscheinlichkeit einer Spiegelstreuung darstellen. Das ganze Problem ist somit
auf das Losen der Boltzmann-Gleichung mit Randbedingungen zuriickgefiihrt;
die erste Untersuchung dieser Art stammt von Fucwus [25]. Eine Zusammen-
stellung von Arbeiten tiber dieses Gebiet findet man bei SONDHEIMER [5], eine
modernere Zusammenfassung bei OLSEN [6]. — LaBt sich der StoSterm in der
Boltzmann-Gleichung mit einer einfachen Relaxationszeit t beschreiben — also
fir Temperaturen in einem Gebiet, in dem die Stofle der Elektronen als elastisch
angenommen werden kénnen (7' = 0 oder T' > 6, @: Debyetemperatur des
Kérpers), — so findet DINGLE [29] durch Losen der Boltzmann-Gleichung mit
Randbedingungen fiir den spezifischen elektrischen Widerstand g (d) eines zylindri-
schen Drahtes der Dicke d

0(d) = 0o * D(p, l/d) . (3.1a)

Hier ist g der spezifische elektrische Widerstand des unendlich ausgedehnten
Materials, @ (p, l/d) eine von DINGLE tabellierte Funktion und I die freie Weglange,
definiert durch

l=vp-7T. (3.2)

(vp: Fermi-Geschwindigkeit). Es ist bemerkenswert, daf die exakte Formel (3.1)
fir p = 0 bis auf 5%, genau mit der qualitativen Beziehung (1.2) von NORDHEIM
[7] ibereinstimmt.

Im Temperaturbereich elastischer Elektronstofie 1aBt sich das Wiedemann-
Franz-Gesetz unter sehr aligemeinen Voraussetzungen iiber die Relaxationszeit
herleiten. Definiert man insbesondere mit Hilfe von (3.1) eine effektive mittlere
Relaxationszeit v’ der Art

(@)t =7t D(p, d), (33)
so erhédlt man damit

d
‘W%(zﬁ‘ — L. (3.4)

W (d) ist der spezifische Warmewiderstand eines zylindrischen Drahtes der Dicke d
und Ly ist die durch (2.6) gegebene Lorenz-Zahl. Dies ergibt eine zu (3.la)
analoge Beziehung fiir den Warmewiderstand :

W(d) = We- D (p,ld). (3.1D)
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W stellt den spezifischen Warmewiderstand eines unendlich dicken Drahtes dar. —
Explizite Losungen der Boltzmann-Gleichung mit Randbedingungen [30, 31]
ergeben fiir den spezifischen Warmewiderstand eines diinnen Drahtes ebenfalls
die Formel (3.1b). —

Alle diese bis heute ausgefithrten Betrachtungen sind an die Existenz einer
einzigen Relaxationszeit 7 gebunden. Sie lassen sich aber, wie im folgenden gezeigt
wird, auch auf das hier experimentell untersuchte Temperaturgebiet 0 << 7' < 6
ausdehnen, in dem die Elektron-Phonon-StoBe unelastisch sind und keine einheit-
liche Relaxationszeit mehr definiert werden kann.

Legt man ein elektrisches Feld F und einen Temperaturgradienten d7'/dz
lings der z-Achse eines unendlich langen Drahtes, so erhdlt man fiir ein Sommer-
feld-Modell die Boltzmann-Gleichung in der Form
of af o, of  eF of (of
a§+ vy T ke T T e — (6t>sc
(fi: Plancksche Konstante d1v1d1ert durch 27; m: Masse des Elektrons; k = (kg,
ky, k;): Wellenvektor des Elektrons; f = f(k, r, T): Verteilungsfunktion; (9f/0t)s;

h

(3.5)

StoBterm.)
Der StoBterm 148t sich schreiben als
Y -
(ﬁjtj)st. = Aop(f) — ! Tifo (3.6)

wobei Aqp ein von der Elektron-Phonon-Wechselwirkung abhédngiger linearer
Integraloperator ist. Die Elektron-Verunreinigung-Wechselwirkung ist elastisch
und 148t sich somit mit einer Relaxationszeit 7; beschreiben. fo = fo(E, {, T) ist
die von der Energie E, Fermi-Grenz-Energie { und Temperatur 7' abhingige, un-
gestorte Fermi-Verteilungsfunktion. Die Verteilungsfunktion f(k, r, T') ist einer-
seits wegen des Temperaturgradienten dT'/dz und anderseits wegen der rdumlichen
Begrenzung des Drahtes vom Orte r abhéngig.
Mit dem tblichen Ansatz zur Linearisierung {32]

f=fot+h (3.7)
f1 = —x(k, %, y) dfo/dE (3.8)

und der Zerlegung der zu bestimmenden Funktion y(k, 2, y) in zwei unbekannte
Funktionen ¢y (k, z, ) und @a(k, z, y),

3 dC 1 dT
x(k’ Z, y) - W[(eF )‘Pl T ’E‘(Pz 3 (39)

erhidlt man die nun nur noch wegen der Oberfliche des Drahtes ortsabhingigen
Bloch-Gleichungen

hkx dfo a(pl ﬁky dfo 6(;01 _ dfo ‘1_
m dE o T m aE oy —dee(@) — g o

d Bk dfy 9 hky dfo O
k(B -0 g e O T Bl S0 Aoplge) — G P

Zur Losung von (3.10) kann das Kohlersche Variationsprinzip [34] verwendet
werden; nach der thermodynamischen Formulierung von Zimax [35] im Zusam-
menhang mit dem Entropiestrom mufl dieses Prinzip auch bei diinnen Proben
giiltig sein.
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Es ist nun nicht nur y (k, z, y) sondern auch A,, ortsabhingig; dies hingt da-
mit zusammen, daB die Elektron-Phonon-Wechselwirkung eine Kleinwinkel-
Streuung ist. Nach einem Vorschlag von OrseN [I3] wurde diese Kleinwinkel-
Streuung von BrATT und SaTz [36] und von AzBEL und GURZHI [37] analytisch,
und von LTI und WYDER [38] mit Hilfe einer Monte-Carlo-Methode berechnet.
Man erhélt eine vom Drahtdurchmesser abhingige Abweichung von der Matthies-
sen-Regel, wie sie von ALEKSANDROV [17] an Aluminium und von COCHRAN und
Yaqus [39] an Gallium beobachtet wurde. Hingegen tritt bei dem hier unter-
suchten Indium (siehe Abschnitt 3.3.) keine solche Abweichung auf und damit
darf in erster Naherung /,p als ortsunabhéngig angenommen werden. Somit kann
zur Bestimmung von Aqp(g;) wie im Falle des unendlich ausgedehnten Materials
vorgegangen werden und man erhilt die fir tiefe Temperaturen giiltigen Be-
ziehungen [32]

@1 dfo

Aop((pl) = _;(—)-EE" (311&)
ez dfo
Aop(g2) = — n? ., dE " (3.11b)
3 Y ao

Hier sind ag und y von der Elektron-Phonon-Wechselwirkung abhingige
Konstanten und es gilt
Qg o< T-5

oo T, (3.12)

Aus (3.11) folgt, daB sich fiir die Funktionen ¢, und ¢ je eine Relaxationszeit
71 und 7 angeben 148t, definiert durch

l=rgyl=a;t+ 1;} (3.13a)

-1 -1 = n? 9 -1 —1
=1 :<—§~y a,o) Lot (3.13b)

Damit erhalt man aus (3.10)

hky Ogr hky 0@ - o1

bt T T T (3.14a)
ﬁkx alpz hlcy a(pz _ P2

—h B0+t et Yy T T (3.14b)

Diese Gleichungen, zusammen mit den Randbedingungen, stimmen formal
genau mit den Gleichungen von DiNcLE [28] tiberein und lassen sich nach den
dort angegebenen Methoden 16sen. Im hier untersuchten Gebiete tiefer Tempera-
turen gilt fiir die iber die Querschnittsfliche des Drahtes gemittelte elektrische
Stromdichte j und die Warmestromdichte ¢

. 4 k2 d,
j= —;ﬁfdxdymfdk Erpi(k, x, y) %eF s (3.15a)

4 %2 dfo 1 4T
q:nlefdxdymfdkkz(ﬁj—C)(pg(k,x,y)a—éo——y,——d%—. (3.15b)
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Definiert man wie tiblich freie Wegldngen als I = vy - 7, also
hkw

la = —n Tet (3.16a)
hik
lin = —;;;" Tth (3.16b)

(Rkr[m = vr:Fermi-Geschwindigkeit), so erhilt man aus (3.15) fiir die spezifischen
Widerstande diinner Drihte

0(d) = 000 P(p, lr/d) (3.17a)
W@d) = Weo- D(p,lin/d). (3.17b)

Die Funktion @ ist die gleiche wie in den Formeln (3.1), nur muBl man hier in
den beiden Fillen verschiedene freie Weglidngen einsetzen, namlich Iy fir die
elektrische Leitfahigkeit und Iy, fiir die thermische Leitfihigkeit.

elekirische Leitfdhigkeit

Flkz) 1
—
/ \
/ \
/I \\
— 72 \/ Jervnreinigungs ~Stole ks
ottt} —et—
J Phononen-Stie

stationdre Verfellungstunktion ¥
—————— Glelchgen. Vertferlungsfunktion fp
(Fermi- Furtktion)

thermische Leifféliighkert
flkz) r-1

/ \‘
D
. N\ I\ AN
7 \/

iR, VErUNremigungs- it —— s
T Phanonen-StéBe e Pharnonen-Stole
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el — .
Phononen - StiBe

Fig, 8. Anschauliche Begriindung der Verschiedenartigkeit der freien Weglidngen fiir die elektrische und thermische
Leitfdahigkeit

Diese Verschiedenartigkeit der freien Weglingen oder der Relaxationszeiten
fiir die beiden TransportgroBen hat eine anschauliche physikalische Deutung [32].
Rechnet man nédmlich umgekehrt aus den Ausdriicken fir den elektrischen und
thermischen Widerstand die hierzu gehorenden Verteilungsfunktionen aus, so
erhilt man im elektrischen Fall

f = .fO(k:u ky, kz + 5kz)
mit (3.18a)

By = — —gr
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und im thermischen Fall
f = fO(kx: ky: k, + 5kz)
mit (3.18b)
Sk — (k — keg) 22T
Diese beiden Funktionen sind in der Fig. 3 dargestellt. Um die durch Einschal-
ten eines Feldes oder eines Temperaturgradienten gestorte Verteilungsfunktion f
wieder nach f¢ zuriickzubringen, geniigt in beiden Féllen ein einziger Verunreini-
gungsstoB. PhononstéBe dagegen sind bei tiefen Temperaturen Kleinwinkel-
Prozesse, so daB sich k, bei einem einzigen StoB nur um einen kleinen Bruchteil
andern kann. Im thermischen Fall kann dies zur Herstellung der Gleichgewichts-
Verteilungsfunktion gentigen, im elektrischen Fall braucht es jedoch mehrere
PhononstoBe. Das bedeutet, da die Verteilungsfunktion im thermischen Fall
rascher relaxiert als im elektrischen Fall und dafl damit die thermische freie Weg-
linge kleiner sein muf} als die freie Weglinge fiir die elektrische Leitfihigkeit.
Fiir die Temperatur T = 0, bei der die Phononen ausgestorben sind und nur noch
Verunreinigungsstreuungen vorhanden sind, miissen die beiden freien Weglingen
wieder gleich sein.

3.2. Bestimmung der freien Wegliinge fiir die elektrische und die
thermische Leitfihighkeit. Vergleich mit Lorenz-Zahl

Durch Messen des spezifischen elektrischen Widerstandes und des spezifi-
schen Wiarmewiderstandes verschieden dicker Drihte lassen sich die Gleichungen

201 o /=42
D m/=0 °K
70
g
N,

(0]
Dingle, p=1/2 -

7 | | R ! —
a7 az a5 7 2 5 70 20 50

a/t
Fig. 4. Spezifischer elektrischer Widerstand als Funktion des Zylinderdurchmessers d verschieden dicker Indium-
drihte angepaflt an die theoretischen Kurven mit p = Ound p = §fiir 7 = 4,2°K und 7 = 0°K

(3.17) priifen ; dabei treten die Widerstdande des unendlich ausgedehnten Materials
und die freien Weglangen als anzupassende Parameter auf. Dies ist in den Fig.
4 und 5 dargestellt; im thermischen Fall ist es von Vorteil, nicht W (d) sondern
W (d) - T aufzutragen, da dieser Ausdruck auch fiir 7' = 0 endlich bleibt. Es ist
bemerkenswert, dal sich die experimentellen Daten ebensogut an die theoretische
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Kurve fiir p = 0 wie auch fiir p = 4 anpassen lassen — natiirlich mit verschie-
denen Parameterwerten g,, und lei, oder (W 7)o und Itn —, und dies sowohl far
T = 4,2 °K wie auch fiir 7 = 0 °K. Es ist somit nicht maéglich, aus an Drihten
durchgefiihrten Experimenten dieser Art p zu bestimmen. Durch Messungen an

201 A AT=42°K
o> o7=0 °K

7 t L
a7 a2 a5 7 V4 5 70 a0 50
i/1
Fig. 5. Spezifischer Warmewiderstand multipliziert mit der Temperatur als Funktion des Zylinderdurchmessers d

verschieden dicker Indiumdrihte angepaBt an die theoretischen Kurven mit p = 0 und p = § fir 7' = 4,2°K
und T' = 0°K

Filmen konnten GaIpE und WypEer [40] zeigen, daB fir p + 0 die GroBe guw le
leicht temperaturabhingig wird; da andererseits puwler ein MaB fiir die freie
Oberfliche der Fermifliche ist und damit temperaturunabhingig sein muf, kann

elektrisch thermisch
@A =42%
20 ~ 40+ oA T=10 K
*
=
B]
S 7 =l
. =
g < A
o )
G 0 e 70 -
S 8
S
. ]
5 Nl s
1 1 1 ] 1 i 1 1 1 1
g 2 4 6 8 70 g 2 4 & 8 70

1/d in mm
Fig. 6. Nordheim-Beziehung zur Bestimmung der fl‘fqiﬁp 1YV.etgléingen fiir die thermische und die elektrische Leit-
dhigkei
man auf p = 0 schlieBen. Ferner haben P1ppARD [41] und CHAMBERS [42] gezeigt,
daB man aus dem anomalen Skineffekt fiir die von ihnen untersuchten Metalle
p = 0 erhilt. — Im Gegensatz dazu lassen sich die Leitfahigkeitsexperimente von
Friepmany und KoENic [43, 44] an diinnen Wismut-Filmen nur mit einem von

Phys. kondens. Materie, Bd. 3 19
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Null verschiedenen p erkliren. Nun ist die de Broglie-Wellenldnge eines Leitungs-
elektrons in einem normalen Metall von der GroBenordnung von einigen 4, also
wesentlich kleiner als die Unebenheit der Probenoberfliche, und damit ist eine
diffuse Oberflichenstreuung, also p = 0, zu erwarten. Beim Halbmetall Wismut
hingegen, mit seiner sehr kleinen Fermifliche, wird die de Broglie-Wellenlinge
von der GroBenordnung von 10-% em und damit wird eine Spiegelreflektion an der
Probenoberfliche méglich. Das ganze Problem ist jedoch noch keineswegs geklédrt
[9, 44), trotzdem soll im folgenden fiir Indium p = 0 angenommen werden. Statt
der unhandlichen, nur analytisch gegebenen Funktion @ kann man somit die von
NorpueIM angegebene Formel (1.2) beniitzen. Trigt man g(d) oder W(d)T
gegen 1/d auf, so erhilt man eine Gerade (Fig. 6). Fiir 1/d = 0 ergibt sich der
Wert fiir goo und (W T), und aus der Neigung der Geraden lassen sich g le
und (W T)e lin und damit die' freien Weglingen le; und i bestimmen. Macht
man dies fir verschiedene Temperaturen, so erhélt man die freien Wegldngen als
Funktion der Temperatur [45] (Fig. 7). Wie nach Abschnitt 3.1. zu erwarten ist,

0 s L/L(0)
o elektrisch ’ + U/ Ler
a thermisch
a3l a8
. a6
5 02r
< 04
~ 0,7 |
[Feﬁ/eﬂ azr
1 1 B T | L 1 L I
a 7 FA 3 4 a 7 2 g 4
7 in °K T in °K
Fig. 7 Fig. 8

Fig. 7. Freie Weglidngen fiir die thermische und die elektrische Leitfahigkeit. Der geschiitzte Fehler in der Be-
stimmung ist angegeben, die Werte fiir 77 < 1,6°K sind aus den Fig. 12 und 13 extrapoliert

Fig. 8. Verhiltnis der freien Wegléngen lin/ler und relative Lorenz-Zahl L(7)/L(0) als Funktion der Temperatur

ist Iy fiir T > 0 wesentlich kleiner als I, nidhert sich diesem aber, wenn T
abnimmt. —

Das Problem der verschiedenen freien Weglidngen fiir die thermische und die
elektrische Leitfihigkeit 148t sich auch ausgehend von der Lorenz-Zahl untersuchen ;
wie bereits aus der im Abschnitt 1. diskutierten einfachen kinetischen Theorie der
Transportphinomene hervorgeht, mull ein einfacher Zusammenhang zwischen
der Lorenz-Zahl und dem Verhiltnis der beiden freien Weglingen existieren.

Nach der Blochschen Theorie lassen sich die Widerstinde bei tiefen Tempera-
turen berechnen und man erhilt [32]

0a(D) =55 (e + ) (3.192)

e2n \ ag Ty

3
Weol 1) = s %ﬁ( 3 +L). (3.19%)

n2y2ay Ti
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In Ubereinstimmung mit (3.13) konnen die Ausdriicke in den Klammern als
reziproke Relaxationszeiten gedeutet werden. Fiir die Lorenz-Zahl ergibt sich
damit

14t
— O a2 [ kp\2 agp Ti
LoD = - = 5 (2 =5+ (3:20)
72 y2ag N

Beniitzt man (3.14), (3.17) und den Wiedemann-Franz-Wert Ly der Lorenz-
Zahl, so erhilt man

LoD _ ln
Lo la

(3.21)

(8.21) 148t sich experimentell priifen, da man einerseits L (7T') messen und anderseits
lin/le1 aus der elektrischen und der thermischen NorpHEIM-Beziehung bestimmen
kann. Dies wurde fiir die Fig. 8 durchgefiihrt; im Rahmen der MeBfehler ist die
Ubereinstimmung erstaunlich gut.

3.3. Temperaturabhingigkeit der elektrischen und thermischen
Leitfahigkeit diinner Drihte. Matthiessen- Regel

Im Gegensatz zur kinetischen Theorie gibt die Blochsche Theorie auch Auf-
schluB iiber die Temperaturabhingigkeit der freien Weglingen. Aus (3.12) und
(3.19) erhilt man einserseits das 7'5-Gesetz von Brocu

o(T) = go+ CT5, (3.22a) \

und anderseits die Formel von
MaxINsON [46] 25+

W(T)= 4+ BT?. (3.22)

po bedeutet den temperatur- bS
unabhéangigenRestwiderstand, © 5k
gegeben durch die Streuung W M

der Elektronen an Verunreini-
gungen und an der Probenober-

O293°
N
N
0o
o~

fliche. Fiir A erhalt man aus n ; , gj%%mfnrtf
dem fiir 7' = 0 giiltigen Wiede- ast s 73 d=q ”Zr':m’
mann-Franz-Gesetz 4 = go/Ly. o 2 s §=0,786‘m,m
. . . v ” =
Die Darstellungen in den Fig. | 1 ' 0 0’794"“""
9 und 10 zeigen, daf} die For- 0 200 400 600 800 57000 7200 1400
5 .
meln (3.22) auch fiir dinne 7% in (°K)
. _ s - _—
Drihte die Temperaturabhéln- Fig. 9. o(T) = 0o 4 C T5. Fg;;r;&levon BrocH fiir diinne Indium

gigkeit der Widerstinde be-
schreiben. Diese beiden Darstellungen dienten ferner zur Extrapolation der Werte
fir o und WT fiir Temperaturen unterhalb T' = 1,6 °K.

In Ubereinstimmung mit der Betrachtungsweise vom Abschnitt 3.1. kann die
Streuung der Elektronen an der Probenoberfliche fiir grobe quantitative Aus-
sagen einfach als zusédtzliche Verunreinigungsstreuung gedeutet werden. Nun

19*
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néhert sich die Lorenz-Zahl im Temperaturgebiet 0 < 7' << @ um so mehr dem
Wiedemann-Franz-Wert, je mehr Verunreinigungen man einer Probe beifiigt. Fiir
die Durchmesserabhéingigkeit der Lorenz-Zahl in diinnen Drihten bedeutet das,

?

72
N
]
Em
=
x &
2
E
:6‘ o In7,d= 148 mm
: a 7 2, d= g485mm
R a 7 3, d=0282mm
o 7 4, d= g8 mm
2 v 7 &, d= 0094 mm

aus elekirischen Messungen
1 1 1 1 1
ag /() 30 40 50 36‘0 70 89 90 700
7%in (°K)
Fig. 10, WT(T) = A + BT3. Formel von MAKINSON fiir diinne Indiumdrihte. Die aus den elektrischen Mes-
sungen bestimmten Werte fiir A = go/ Lo sind ebenfalls aufgetragen

daB in diesem Temperaturbereich fiir d; > dp fiir die Lorenz-Zahl L(d;) << L(dz)
sein muB. Dies 1Bt sich auch experimentell beobachten (Fig. 11). —
Bei der theoretischen Untersuchung iiber die Existenz von zwei verschiedenen
freien Weglédngen im Abschnitt 3.1. wurde die Annahme gemacht, dal 4,, auch
in ditnnen Dréhten ortsun-
*dn oo exfrapolier!  gphingig ist. Das bedeutet,
7,4 =148 MM gaf fiir diinne Driihte eine
Z,d =0485mm  Natthiessen-Regel [8] gel-

3, & =0282mm  ton mulB:
4, d =g6mm (3.23)

§, d=0o9smm  o(d, T)= gpn(T)+ 01 + 04

Hier ist gpn (7'} der von den
Phononen, g; der von den
Verunreinigungen und gq
der von den Wandstreuun-
gen herrithrende Teil des
Widerstandes. Der einzige
temperaturabhangige Term
ist gpn(7T), der fir 7'=0
a3 — 1 L ] verschwindet. Damit mufl

T in K (3.24)

Fig. 11. Lorenz-Zahlen verschieden dicker Indiumdrihte als Funktion

der Temperatur 0 (d, T — [ (d: 0) = Qph(T)
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eine von d unabhingige Funktion der Temperatur allein sein. Die Beziehung
(3.24) ist in der Fig. 12 untersucht; im Rahmen der Mefigenauigkeit liegen die
Punkte fiir verschiedene Probendicken aufeinander und damit ist die im Ab-
schnitt 3.1. gemachte Voraussetzung gerechtfertigt.

Im Gegensatz dazu haben nun OLSEN [15] ebenfalls an diinnen Indiumdrihten
und GaipE und WypEggr [40] an diinnen Indiumfilmen betrachtliche Abweichungen
von der Matthiessen-

Regel (3.23) beobachtet. oL

Ferner sind die von OL- < In 7, d=148 mm

sEN und GAIDE und Wy- h’& oL o v 2 d=g485mm

Jf)“ER gemessenen Wer‘fe 5l s v 3, d=0282mm

ir g ! wesentlich gro-  ¥% 4L o n 4, d=0786mm

Ber als der hier bestimm- &< o v 5, d=g0%mm

te Wert. Das 1aBt sich 2L

nur dadurch erklédren,

dall beim Herstellungs- I ey s
g 7 2 H 4

prozeB der Drihte und 7 i oK

der Filme zusitzliche Fig. 12.

VvV erunreinigungen hin- e(d, T) — o(d, 0) = gpn(T). Matthiessen-Regel fiir diinne Indiumdréhte
zugefiigt wurden, und 0 In4
zwar um so mehr, je

diinner der Draht oder o L 0Ins
der Film war. Nach L WeW7
einem von P1pPARD [47] " ,01In 5
arspriinglich fiir di 5L S SW W G

priinglich fiir die Ul- // Ini..Ins
traschallabsorption ge- /°

b A Py d1In ¢
gebenen Argumente las- 4t 4 :
sen sich dann diese Ab- IS // oA

) S s
weichungen von der Mat- =Ll oG S s
thiessen-Regel ~ verste-  3/% of H
hen. Preparp findet, daB &[S ;’// o
mit abnehmender freier 2r P
WeglingederElektronen //
die Elektron-Phonon- L e
Wechselwirkung starker //
werden muB. Einen Ef- 7

. 1 1 1 1 ]

fekt dieser Art haben 0 200 400 600 800 1000 700 7400
einerseits LINDENFELD 7% i (°K)®

und PENNEBAKER {48] Fig 13. o(7) — ¢(0) = C(e:) - T5. Abweichungen von der Matthiessen-
: . sy L s : Regel, zusammengestellt aus mehreren Arbeiten iiber die Temperaturab-
in der Gltterleltfahlgkelt hingigkeit des spezifischen Widerstandes von Indium. Die eingetragenen

4 Punkte sind Messungen von OLSEN [I5]. Die Daten der verschiedenen Pro-
von Kupferleglerungen ben sind in der Tabelle 4 eingetragen

und andererseits LiN-

DENFELD und RoOHRER [49] in der Elektronenwirmeleitfihigkeit beobachtet. Die-
ser Effekt sollte sich auch in der Temperaturabhingigkeit des elektrischen Wider-
standes duBern. Fiir reines Indium ist das 7'3-Gesetz (3.22a) im allgemeinen sehr
gut erfilllt [50, 1], auch OvLsENs diinne Drihte befolgen es innerhalb des unter-
suchten Temperaturbereiches von 1,6 °K bis 4,2 °K. Der temperaturabhéngige Teil
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des Widerstandes 14Bt sich somit darstellen als
o0(T)—o(0)=C-T5. (3.25)

Nach PrepARD mull nun die Konstante C eine Funktion des Restwiderstandes
gi sein, und zwar mubB fiir p;; > pi, auch C; > Oy gelten. Dies 148t sich in der
Fig. 13, in der die Temperaturabhingigkeit des spezifischen elektrischen Wider-
standes von Indium aus verschiedenen Arbeiten zusammengestellt ist, feststellen.
Die Daten der einzelnen fiir die Fig. 13 beniitzten Proben sind in der Tabelle 4
eingetragen.

Tabelle 4. Abweichungen von der Maithiessen- Regel. Zusammenstellung der Daten fiir die in der
Fig. 13 beniitzten Proben

: .10 Cleggao * 108
Symbol Autor in ?nm 0golesgge" 10 if(%%{ s
W4+ W1 WHITE und Woobs [560] ca. 0,5 1,82 4,0
W4+w2 WHITE und Woobs [§0] ca. 0,5 1,57 3,7
A AvLERSANDROV und D’Yaxov [§1] 3,0 0,33 2,94
0In4 OLsEN [13] 0,0855 3,06 4,9
0In3 OLSEN [13] 0,311 1,42 4,1
0Inbs OLsEN [13] 0,57 0,83 3,7
0Iné OLSEN [13] 2,54 0,54 3,1
Inl...In5 | diese Arbeit 1,48...0,096 0,58 3,9

4. Magnetische Widerstandsiinderung

4.1. Magnetische Widerstandsinderung des Materials ohne ,,Freie-Weglingen-Effekt .
Lorenz-Zahl im Magnetfeld

Nach den theoretischen Arbeiten von LirsHITZ, AZBEL und Kacawov [52]
sowie den experimentellen Untersuchungen von Jusri [53], Borovik [54],
CHAMBERS [55], LiTHI [56] und vor allem von ALEKSEEVSKII und GAIDUKOV [57]
sind die Probleme der magnetischen Widerstandsinderung des elektrischen
Widerstandes in Metallen im wesentlichen geklart {44]. Dariiber hinaus hat sich
die Messung der magnetischen Widerstandsinderung an Einkristallen als auBer-
ordentlich niitzliches Instrument zur Bestimmung der topologischen Struktur der
Fermi-Fliche erwiesen [44]. Hingegen gibt es nur sehr wenige Messungen der
Anderung des thermischen Widerstandes im Magnetfeld [58], und bis auf die
Messungen von GRUNEISEN [59], E NoBEL [60] und ALERs [61] fehlen fast vollig
gleichzeitige Messungen des elektrischen und des thermischen Widerstandes im
Magnetfeld. Untersuchungen dieser Art sind daher von einigem Interesse. Ublicher-
weise [9] wird in Anwesenheit eines Magnetfeldes und im Temperaturbereich
elastischer Verunreinigungsstreuung in grobster Nihrung die elektrische Leit-
fahigkeit durch Multiplikation mit Ly T in die thermische Leitfihigkeit {ibersetzt.
Der thermische Widerstand zeigt damit prinzipiell das gleiche Verhalten wie der
elektrische Widerstand; falls also der elektrische Widerstand in hohen Magnet-
feldern sdttigt, so mufl es auch der thermische Widerstand tun. Bei der Inter-
pretation der experimentellen Resultate mull man allerdings etwas vorsichtig sein;
einerseits gibt es einen durch Oberflichenstreuung bedingten ,,Freie-Weglingen-
Effekt* in Magnetfeldern, der zu einer zusétzlichen Feldabhéngigkeit des Wider-
standes fithren kann (siehe Abschnitt 4.2). Andererseits haben Corri [19, 62] fiir
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den elektrischen und THORN und WYDER [63, 64] fiir den thermischen Fall gezeigt,
daB, falls der Sondenabstand nicht geniigend grof3 gewahlt wird, wegen des Hall-
oder des Righi-Leduc-Effektes wesentliche Verfalschungen in der Bestimmung des
Widerstandes zu erwarten sind. Bei der Probe In 1 diirfte der Einflul dieser
Effekte klein sein; die experimentellen Daten sind in den Fig. 14 und 15 in
Kohler-Diagrammen dargestellt. Dabei bedeuten Ap = o(H, T) — (0, T) und
AW=W (H,T)—W (0, T) die Anderung des Widerstandes im Magnetfeld H, und
0 =0(0, TYund W = W(0, T) den Widerstand ohne Feld bei der Temperatur 7'.
Die elektrischen Messungen sind in guter Ubereinstimmung mit den Resultaten
von JUsTI [65] und OLSEN [15]; die thermischen Messungen zeigen im wesentlichen
die gleiche Feldabhingigkeit wie die elektrischen Messungen, insbesondere ist auch
der Sattigungscharakter in hohen Feldern deutlich erkennbar.

Unter der Annahme, dafl eine Relaxationszeit 7 existiert, tritt das Magnetfeld
H in der Boltzmann-Gleichung immer nur in der Kombination Ht auf. Dies
fiithrt zur Kohler-Regel [26]

-
4~ g(%) (4.1b)

da einerseits g und andererseits W T’ proportional zu v~1 sind; f und g sind fiir ein
bestimmtes Metall charakteristische Funktionen. Damit lassen sich Messungen
bei verschiedenen Temperaturen als Funktion von Hfgp und H/W T allein dar-
stellen. LUTHI [66] hat gezeigt, daf die Beziehung (4.1a) sehr allgemein erfillt ist,
und zwar nicht nur im Temperaturbereich reiner Verunreinigungsstreuung,
sondern auch im Phononenstreuungsgebiet. Die Fig. 14 zeigt eine dhnlich gute
Ubereinstimmung bei tiefen Feldern; bei hoheren Feldern ergeben sich jedoch
kleine Abweichungen. — Wesentlich anders ist die Situation im thermischen Fall.
Nach JoxEs und ToxgN [66] 148t sich die magnetische Widerstandsédnderung des
thermischen Widerstandes im Temperaturgebiet, in dem sowohl Verunreinigungs-
wie auch Phononenstreuungen vorhanden sind, nicht durch eine Gleichung der
Art (4.1b) angeben. IThre experimentellen Daten lassen sich jedoch beschreiben,
wenn sie eine Kohler-Regel in der Form

AW H

v _p(2) w2
beniitzen. Allerdings ist ihre Darstellung mit Vorsicht aufzunehmen: der von
JonEs und ToxeN beniitzte elektrische Widerstand ¢ wurde nicht direkt an den
gleichen Proben gemessen, sondern aus der Arbeit von WrITE und Woobs [50]
mit Hilfe der Matthiessen-Regel extrapoliert. Eine solche Extrapolation darf
jedoch nicht ohne weiteres ausgefithrt werden (sieche Abschnitt 3.3.). — Die in
dieser Arbeit durchgefithrten Messungen lassen sich, wie aus der Fig. 15 ersichtlich
ist, wenigstens fiir tiefe Felder mit einer Kohler-Regel der Form

AW H

7 =4(¥) (43)
darstellen. Bei hoheren Feldern zeigen sich, wie im elektrischen Fall, gewisse
Abweichungen. Die Ubereinstimmung fiir die hier durchgefithrten Messungen wird
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etwas schlechter, wenn eine Kohler-Regel von der Form (4.2) beniitzt wird; die
Abweichungen liegen jedoch noch innerhalb der Fehlergrenzen. Da sich einerseits

20 L
Jransversal
10—
N ’Q' a5+ In 7
o 7—4°K
92F o /=2°K
longitudinal
0/ 7 Al; 1 L i ! 1 1 L -
Y/ 5 0% z 5 wWF 2z 5
H/fo in Oersted - Q' cm?
Fig. 14. Magnetische Widerstandsiinderung des elektrischen Wider-
standes fiir In 1
20+
70 L
transversal
a5
425
0,7 e 1 4 L 1 J - l
w2 5wt z s w5 2z 5 wf
1
200 In 7
o I=40°% o I=2,4°K
X e [=34°K - I=32°K
SR L rezeck e 7-18 %K
a5+
longitudina/
92
L)
a7+
905+
802 I~ oe
0[07 i i l . — I; 1 L lv
0 2 5wt z 5 105 2z 5 0°
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Fig. 15. Magnetische Widerstandsianderung des thermischen Wider-
standes fiir In 1

W und anderseits das von
WaHITE und Woops be-
stimmte p im Temperatur-
intervall zwischen 2 °K und
4 °K relativ wenig éndern,
beschreiben (4.2) und (4.3)
prinzipiell das gleiche Ver-
halten, so daB eine Uberein-
stimmung nicht sehr er-
staunlich ist. Zur genaueren
Abklirung miissen Messun-
gen bei tieferen und bei
hoheren Temperaturen aus-
gefiithrt werden. —

Ein detaillierterer Ver-
gleich der elektrischen und
der thermischen Leitfiahig-
keit in Anwesenheit eines
Magnetfeldes 146t sich mit
Hilfe eines Zweibdndermo-
dells, oder, fiir grofie Fel-
der, mit Hilfe der L1FsHTTZ-
Theorie [52] der galvanoma-
gnetischen Effekte durch-
fithren ; iiblicherweise wird
fiir Diskussionen dieser Art
die Lorenz-Zahl L(H) als
Funktion des Magnetfeldes
berechnet. Fiir ein Zwei-
bandermodell finden SoND-
HEIMER und WiLsoN [67,
68], dafl L(H) mit zuneh-
mendem Feld zunimmt, bei
Metallen, deren magneti-
sche Widerstandsdnderung
sittigt, durch ein Maximum
geht und bei hohen Feldern
wieder den urspriinglichen
Wert ohne Feld annimmt.
Exakte Rechnungen ([69]
auf Grund der modernen
Theorie bestitigen die Tat-
sache, daB die Lorenz-Zahl
fir hohe Felder wieder den
Null-Feld-Wert annehmen



Freie Weglingen fiir die elektrische und die thermische Leitfahigkeit 287

soll. Die experimentellen Daten (Fig. 16) zeigen im wesentlichen dieses Verhal-
ten, wenigstens bei tieferen Temperaturen. Bei hoheren Temperaturen fallt aller-
dings die Lorenz-Zahl bei hohen Feldern etwa um 209, unter den Wert ohne
Feld, im Gegensatz zu den theoretischen Aussagen.
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Fig. 16. Lorenz-Zahl im Magnetfeld fiir In 1

4.2. Magnetische Widerstandsinderung diinner Drihte

In sehr diinnen Proben kann es neben der gewohnlichen magnetischen Wider-
standsidnderung des unendlich ausgedehnten Materials eine zusétzliche, durch die
Probengeometrie bedingte Widerstandsinderung geben. Ein geniigend groBes
Magnetfeld zwingt die Elektronen auf Spiralbahnen, deren Durchmesser mit den
Probendimensionen vergleichbar sein kann. Ein Teil der Elektronen erreicht daher
die Probenoberfliche nicht mehr und der Widerstand wird dadurch verkleinert.
Im Grenzfall sehr hoher Felder kann somit der Einflu der Wandstreuung senk-
recht zum Magnetfeld ganz eliminiert werden; zum Beispiel sollte man fiir einen
Zylinder in einem sehr groBen Longitudinalfeld den Widerstand des unendlich
ausgedehnten Materials erhalten. Effekte dieser Art wurden fiir die elektrische
Leitfahigkeit erstmals an Natrium beobachtet, und zwar von MacDo~NALD [70] im
transversalen und von CHAMBERS [71] im longitudinalen Magnetfeld; berechnet
wurden diese ,,Freie-Weglingen-Effekte ohne Beriicksichtigung der gewdhn-
lichen magnetischen Widerstandsénderung von MacDoNALD und SARGINSON [72]
einerseits und CEAMBERS [71] anderseits. Kiirzlich haben CocHRAN und YaqQus
[73] nachgewiesen, da8 in hochreinen Galliumproben sogar das Eigenmagnetfeld
eines durch die Probe geschickten Stromes geniigen kann, um einen solchen
Geometrieeffekt hervorzurufen. Ferner zeigen WHITE und Woobs [10] an Natrium-
zylindern, daB dieser Effekt auch fiir die thermische Leitfahigkeit vorhanden ist.

Im allgemeinen ist dieser ,,Freie-Weglingen-Effekt*« wegen der gewéhnlichen
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magnetischen Widerstandséinderung des unendlich ausgedehnten Materials nur
schwer zu sehen; einzig an Natrium, wo die gewohnliche Widerstandsdnderung

:
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Fig. 17. Magnetische Widerstandsinderung des elektrischen Widerstandes diinner Indiumdridhte im transversalen

Feld
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Fig. 18. Magnetische Widerstandsinderung des thermischen Widerstandes diinner Indiumdrihte im transversalen
Feld

sehr klein ist, 148t er sich einfach messen. Der Effekt ist nun auch, wie OLSEN [13]
gezeigt hat, in Metallen beobachtbar, wo die magnetische Widerstandsidnderung
sédttigt, inshesondere in dem hier untersuchten Indium.
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Die experimentellen Resultate fiir dinne Indiumdréhte sind in den Fig. 17
und 18 fiir den transversalen Fall und in den Fig. 19 und 20 fiir den longitu-

401

In 7, d=748 mm
73, d=0282mm
» 5 d=0094mm

T=4°K

T=2°K
07 1 " | | L | L 1
07 2 5 w¢ 2 5 w¥ 2 5

#/p in Oersted - Q' cm”

Fig. 19. Magnetische Widerstandsinderung des elektrischen Widerstandes diinner Indinmdrihte im longitudinalen

Feld
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dinalen Fall dargestellt. Der ,,Freie-Weglingen-Effekt* 148t sich fiir den thermi-
schen und den elektrischen Widerstand sowohl fiir ein transversales wie auch fiir
ein longitudinales Magnetfeld feststellen: je diinner die Dréhte, um so kleiner ist die
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Widerstandsidnderung, da der ,,Freie-Weglangen-Effekt“ der gewohnlichen mag-
netischen Widerstandsinderung entgegenwirkt. Insbesondere zeigt sich im
longitudinalen Fall (Fig. 19 und 20) wiederum sehr schén der im Abschnitt 3.
diskutierte Unterschied in den GrdBen der freien Weglingen fiir die thermische
und die elektrische Leitfihigkeit: wihrend die Widerstandsinderung fiir den
elektrischen Widerstand bereits fir verhdltnisméfBig dicke Draéhte bei hoheren
Temperaturen in grofen Feldern wegen des ,, Freie-Weglingen-Effektes wieder
abnimmt, so zeigt sich diese Abnahme fiir den thermischen Widerstand nur bei der
diinnsten Probe bei tiefen Temperaturen. Dies ist ein weiterer experimenteller
Beweis fiir die ungleiche GroBe der beiden freien Weglingen im Temperatur-
intervall 0 < T < 6.

Eine quantitative Bestimmung der freien Weglinge aus ,,Freie-Weglingen-Ef-
fekt*-Messungen in Magnetfeldern ist schwierig, eine Trennung dieses Effektes von
der gewohnlichen magnetischen Widerstandsinderung ist nicht ohne weiteres mog-
lich [74]. Zudem haben OLSEN [18, 75] und Corri [14] gezeigt, daB fir den elektri-
schen Widerstand von Indium auch bei sehr hohen Feldern der Einflu8 der Wand-
streuung nicht vollig eliminiert werden kann; das Problem der ,,Freie-Weglingen-
Effekte in hohen Magnetfeldern ist somit noch keineswegs befriedigend gelost.

Herrn Professor Dr. P. GrRassMANN, dem Vorsteher des Institutes fiir kalorische Apparate
und Kiltetechnik der ETH, mochte ich fiir sein wohlwollendes Interesse an dieser Arbeit
herzlich danken. Vor allem liegt mir daran, Herrn Professor Dr. J. L. OLsEN, der alle diese
Untersuchungen vorgeschlagen hat, fiir die groBe Hilfe, die er durch kritische Bemerkungen
sowie durch Rat und Tat dieser Arbeit schenkte, meinen tiefen Dank auszusprechen. Herrn
Professor Dr. W. BALTENSPERGER sowie meinen Kollegen, den Herren Dr. K. ANDRES, Dr.
P. Corri, Dr. S. Gyaax, Dr. B. Ltrar und Dr. H. RoHRER danke ich fiir viele anregende Dis-
kussionen. Diese Arbeit wurde durch ein Arbeitsbeschaffungsprojekt des Bundes unterstiitzt.
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Mit Hilfe des,,Freie-Weglingen-Effektes fiir die thermische Leitfiahigkeit in diinnen In-
diumdréhten wird die freie Weglédnge der Anregungen im normalen und im supraleitenden Zu-
stand bestimmt. Im Rahmen der Genauigkeit von Messungen dieser Art stimmen die freien
Weglingen in den beiden Zustdnden iiberein. — Fiir den Zwischenzustand wird die Streuung
der Elektronen an den Phasengrenzen sowohl experimentell wie auch theoretisch untersucht;
auf Grund der BARDEEN-CoOPER-SCHRIEFFER-Theorie der Supraleitung lassen sich die ex-
perimentellen Resultate erkliren.

Le libre parcours des éxcitations sera déterminé dans le cas de fils d’indium minces &
Paide de mesures de P'effet de dimension pour la conductibilité thermique, & Pétat normal et
a P'état supraconducteur. Dans I'ordre de précisions de ces mesures, le libre parcours & 1’état
normal est égal au libre parcours & I'état supraconducteur. — Pour 1’état intermédiaire, la
dispersion des électrons aux limites des phases sera étudiée expérimentallement et théorique-
ment; les résultats expérimentaux seront interprétés & 1’aide de la théorie de la supraconduc-
tivité de BARDEEN, COOPER et SCHRIEFFER.

By size-effect measurements of the thermal conductivity of thin indium wires the mean
free path of the excitations has been determined in the normal and in the superconducting
state. Within the accuracy of these measurements, the mean free paths in the two states are
found to be equal. — For the intermediate state the electron scattering from the interphase
boundaries has been investigated both experimentally and theoretically. The experimental
results can be explained with the aid of the BARDEEN-COOPER-SCHRIEFFER theory of super-
conductivity.

1. Einleitung

Die BArDEEN-CooPER-SCHRIEFFER-Theorie [I] der Supraleitung ist aufler-
ordentlich erfolgreich bei der Erklirung der thermodynamischen Eigenschaften.
Hingegen sind die Transportphdnomene in Supraleitern keineswegs vollstindig
verstanden, insbesondere gibt es zur Frage des Daucrstromes noch keine be-
friedigende Antwort. Somit sind Experimente, die iiber Relaxationszeiten und
Lebenszeiten von Anregungen Aufschlufl geben und damit die Situation von der
experimentellen Seite her zu klidren versuchen, sehr erwiinscht. Es schien daher
von Interesse, die mit den Relaxationszeiten eng verkniipften, experimentell
leichter zugénglichen freien Weglingen im supraleitenden Zustand direkt zu mes-
sen und sie mit den freien Weglingen im normalen Zustand zu vergleichen. Bei
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der Diskussion von Experimenten zur Bestimmung der Energieliicke im supra-
leitenden Zustand durch Ultraschallabsorption [2], bei gewissen Tunnel-Effekt-
Untersuchungen [3] und bei Wérmeleitfahigkeitsmessungen an diinnen Filmen [4]
und an einem Sandwich aus normalem und supraleitendem Metall [5] wird ferner
iblicherweise die Annahme gemacht, daB die freien Weglingen in den beiden
Zustéinden gleich seien; diese Annahme wurde bis jetzt noch nie experimentell
bewiesen, und sie steht im Gegensatz zur alten Heisenbergschen [6] Theorie, die
die experimentellen Daten iiber die Warmeleitfahigkeit [7] im supraleitenden Zu-
stand erstaunlich gut wiedergibt.

Eine einfache Methode zur Bestimmung der freien Weglénge ist der ,,Freie-
Wegliangen-Effekt’ in der thermischen Leitfahigkeit. Falls die freie Weglinge mit
den Probendimensionen vergleichbar wird, so darf die Streuung der Elektronen
an der Probenoberfliche nicht mehr vernachldssigt werden. Diese Streuung bewirkt
eine zusétzliche Erhohung des spezifischen Warmewiderstandes, die bei bekannter
Probengeometrie eine Bestimmung der freien Weglange gestattet, und dies kann
sowohl im supraleitenden wie auch im durch ein itberkritisches Magnetfeld herge-
stellten normalen Zustand durchgefiihrt werden. Die Probleme dieser thermischen
,,Freie-Weglingen-Effekte wurden in einer vorausgehenden Arbeit [§] untersucht;
fir diese Untersuchungen hier wurden die gleichen Methoden angewendet, ins-
besondere wurden die gleichen Proben gemessen. — Die Experimente zeigen, dall
im Rahmen der Genauigkeit solcher , Freie-Weglingen-Effekt*-Messungen die
freien Weglingen im normalen und im supraleitenden Zustand gleich sind.

Prinzipiell kann jede geometrische Grofe, deren Lineardimension mit der
freien Weglange vergleichbar ist und die irgend einen EinfluB} auf die am Transport-
phinomen beteiligten Teilchen hat, dazu beniitzt werden, um Riickschlisse auf
die freie Weglinge zu ziehen. Eine solche geometrische Grofe ist nun auch in der
Lamellenstruktur des Zwischenzustandes eines Supraleiters gegeben. Die Existenz
einer Streuung an den Phasengrenzen wurde bereits mehrfach angenommen, ins-
besondere von HurLM [9] und in einer etwas anderen Form von Zavarrrskii[10]; sie
zeigt sich experimentell an sehr reinen Supraleitern in einem Maximum des Warme-
widerstandes im Zwischenzustand. Ein solches Maximum haben MENDELSSOHN
und OrsEN [11] an Blei-Wismuth-Legierungen entdeckt und seither wurde es an
anderen Legierungen, aber auch an sehr reinen Metallen, gefunden [10]. CorNISH
und OLSEN [12] konnten zeigen, daf} sich dieses Maximum ohne weiteres erklaren
laBt, wenn neben den Elektronen auch die Phononen am Warmetransport teilneh-
men. Im Falle sehr reiner Metalle wie dem des hier untersuchten Indiums, wo die
Wirmeleitung auch im supraleitenden Zustand beinahe ausschlieBlich durch die
Elektronen geschieht, versagt jedoch ikre Erklirung und die Streuung der Elek-
tronen an den Phasengrenzen mufl beriicksichtigt werden. Eine solche Streuung
148t sich im Rahmen der BCS-Theorie berechnen [13] und sehr einfach mit
den Experimenten vergleichen, indem man die Feld- und Temperaturabhingigkeit
des Wirmewiderstandes im Zwischenzustand untersucht. Aus Messungen des
Wirmewiderstandes im Zwischenzustand gelingt es dann, die Temperaturabhén-
gigkeit der fir die Supraleitung verantwortlichen Energieliicke zu bestimmen.

Alle experimentellen Untersuchungen wurden an Indium ausgefiihrt. Kinige
Griinde fiir die Beniitzung von Indium fiir Experimente dieser Art wurden bereits
frither [8] angegeben ; Indium wird bei 3,407 °K supraleitend, somit 148t sich auch
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die Wirmeleitfahigkeit im supraleitenden Zustand in dem experimentell leicht
zugénglichen Temperaturgebiet messen.

2. Bestimmung der freien Weglingen im normalen und im
supraleitenden Zustand

Das Problem der Definition einer freien Weglinge im supraleitenden Zustand
ist ganz analog dem gleichen Problem im normalen Zustand [§]. BARDEEN,
RickaYZEN und TEWORDT [14] und GEILIEMAN [15] zeigen, daBl man die einfach
angeregten Zustinde und die Paaranregungen der BCS-Theorie in Wellenpaketen
zusammenfassen kann. Damit 1aBt sich fir diese Anregungen — die ,,normalen
Elektronen‘“ im supraleitenden Zustand im Sinne des Zwei-Fliissigkeiten-Modells
— eine Gruppengeschwindigkeit v definieren:

E, ist die Energie einer durch den Wellenvektor k charakterisierten Anregung,
in der BCS-Naherung gegeben durch

By =)ei + 6. (2)

¢y, ist die Bloch-Energie eines Elektrons im normalen Zustand mit Wellenvektor k
und g ist die BCS-Energieliicke. Damit erhilt man fiir die Geschwindigkeiten

&€
vﬁ%ﬁ-%. (3)
Die Indizes s und n beziehen sich auf den supraleitenden oder auf den normal-
leitenden Zustand.

Setzt man voraus, die Anregungen werden an einem Potential gestreut (Ver-
unreinigungsstreuung), so liB3t sich nach den iiblichen Methoden eine Relaxations-
zeit definieren und man erhélt [14, 15]
Ey
@

7

7. (4)

Fiir die freien Weglangen ergibt sich damit
l=v-r=0L=1. (5)

Wesentlich schwieriger wird die Untersuchung im Falle der unelastischen
Elektron-Phonon-Streuung. Kapanorr und MaRTIN [16] gelang es mit Hilfe von
Greenschen Funktionen auch in diesem Fall Relaxationszeiten zu definieren; sie
nehmen jedoch — im Gegensatz zur Gleichung (4) — an, daB trotz des Auftretens
der Energieliicke die Relaxationszeiten im normalen und im supraleitenden Zu-
stand gleich sind. Mit (3) wird damit

h h
B+ 5.

In eleganter Weise 16st TEworpT [17, 18] die Boltzmann-Gleichung in An-
wesenheit von Elektron-Phonon-Sté68en; er kann ebenfalls Relaxationszeiten tph
definieren und leitet fiir 72 = 72® die Resultate von Kapaworr und MARTIN
her. Er zeigt jedoch direkt, daB nach der BCS-Theorie 7%} + P! ist; allerdings
wird der Zusammenhang nicht mehr durch die Beziehung (4) gegeben. Damit
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sind ebenfalls nach dieser Untersuchung die freien Weglingen im normalen und
im supraleitenden Zustand fiir Elektron-Phonon-Sté8e ungleich.

Nachdem es auch fiir die Warmeleitfihigkeit im supraleitenden Zustand mog-
lich ist, eine freie Weglange zu definieren, so 18t sich der StoBterm in der Boltz-
mann-Gleichung mit Hilfe einer Relaxationszeit schreiben. Setzt man voraus, daB3
an der Probenoberfliche ein Bruchteil p der Anregungen elastisch und ein Bruch-
teil (1 — p) diffus gestreut werden, so 1aBt sich die Boltzmann-Gleichung mit diesen
Randbedingungen 16sen [8, 19]. Man erhalt fiir den spezifischen Wirmewider-
stand W (d) eines Zylinders des Durchmessers d

ln,S
Wao(@) = Wans- @(p, 5" ). ®)

Wx bedeutet den spezifischen Wirmewiderstand des unendlich ausgedehnten
Materials und @ (p, l/d) ist eine von DINGLE [19] tabellierte Funktion. Setzt man
p = 0, was im folgenden immer angenommen wird [8], so kann (6) durch die
wesentlich einfachere Beziehung von NorDHEIM [20] ersetzt werden:

Wn,s(d)zwm,s-(1+ ) (7)

Durch Messen des Warmewiderstandes im normalen und im supraleitenden
Zustand verschieden dicker Drahte lassen sich damit die freien Wegldngen in den
beiden Zustinden messen [21, 22]. Fiir Proben aus Indium ist die Beziehung (7)

ln,s
d

normalleitend supraleitend

5+ 70
N N
N3 R
S, C
§ $
~ ~
9 5 &
< <
NSt 3
] Z N 4
R X

~
T
N

| | { ! [ I 1 1 1

7 . -1 P —1
—/n mm = /I
7 ri mm

Fig. 1. NORDHEIM-Bezichung zur Bestimmung der freien Weglingen im normalen und im supraleitenden Zustand

in der Fig. 1 aufgetragen. Die hieraus bestimmten freien Weglingen als Funktion
der Temperatur sind fiir beide Zustinde in der Fig. 2 dargestellt. Die beiden
freien Weglingen stimmen im Rahmen der Genauigkeit dieser Art von Messungen
im ganzen untersuchten Temperaturbereich tiberein (Fig. 3). (Die Genauigkeit in
der Bestimmung von [ betrigt, wie sich aus der Fig. 1 abschéitzen 1a8t, etwa 109.)
Es ist bemerkenswert, daB fiic 7 = T (T.: Sprungtemperatur der Supraleitung)
bei dem hier untersuchten Indium der Beitrag zam Warmewiderstand, herriithrend
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von Elektron-Phonon-Stofien, etwa 609, betrigt; die Beziehung (5) ist somit
experimentell nicht nur im Gebiet der elastischen Verunreinigungsstreuung, son-
dern auch in Anwesenheit von unelastischen Phononst6Ben erfiillt.

n2r ls
o supraleitend n
o normallertend 70+ °
g22
020 9,81
g 078 -
Egr6 - | Fehler 06
N
=014
~ W
g172 - 04+ A
0] 70 + ° °
008 I L 1 1 L 02 L 1 t 1 1
g 42 04 g6 a8 10 92 a4 a6 a8 A/
L a
7e [4 7¢ frd
Fig. 2 Fig. 8
Tig. 2. Freie Weglingen im normalen und im supraleitenden Zustand. Der geschéitzte Fehler in der Bestimmung ist

angegeben
Fig. 8. Vergleich der freien Weglidngen und der spezifischen Wiarmewiderstiinde im normalen und im supraleitenden

Zustand

Aus der Gleichheit der beiden freien Weglangen und aus (7) folgt, daB

e

Fig. 4. Verhiltnis der Wirmewiderstiinde im nor-
maileitenden und im supraleitenden Zustand fiir
diinne Indiumdrihte. Vergleich mit theoretischen

Werten
O Inl. d=148 mm
0 In2 d=0485mm
A In3. d=0282mm
¢ In4, d= 0,186 mm
v Inb5. d = 0,094 mm
-—— Theoretisch

KADANOF und MARTIN [16], ¢ = 1,3

———Theoretisch

BARDEEN, RICKAYZEN und TEWORDT {14]
(Nur Verunreinigungsstreuung)

Wu(d T
Wi =9 (2.). ®
wobei ¢ eine Funktion von 7'/ T, allein, un-
abhéngig von d, sein muB. Die experimen-
tellen Resultate sind in der Fig. 4 aufge-
tragen, ebenfalls eingezeichnet sind theore-
tisch berechnete Kurven fiir g (7'/T). Die
Kurve nach BARDEEN, RICKAYZEN und
Teworpr [14] wurde unter der Annahme
berechnet, dal nur Verunreinigungsstreu-
ungen vorhanden sind. Fiir die Kurve nach
Kapanorrund MARTIN [16] beriicksichtigt
man auch PhononstoBe; der zusatzlich in
der Theorie enthaltene, anzupassende Pa-
rameter ¢ ist definiert als das Verhdltnis
der Widersténde herrithrend von der Pho-
non- und von der Verunreinigungsstreuung
bei T = T,. Es ist erstaunlich, dal} die
Theorie von Kapanorr und MARTIN eine
so gute Ubereinstimmung mit den experi-
mentellen Daten liefert, obgleich sie von
der Annahme I + I, ausgeht.
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Die in der Fig. 4 dargestellten Resultate stimmen sehr gut mit den Messungen
von JoNEs und ToxeN [23] an Indium von etwas anderer Reinheit iiberein; dies,
zusammen mit der Tatsache, dal sich die Oberflichenstreuung im wesentlichen

als Verunreinigungsstreuung auffas-
sen laBt [8], legt die Vermutung
nahe, daB g(7/T) innerhalb gewis-
ser (renzen unabhingig von der
Reinheit ist. Messungen von LINDEN-
FELD und RoHRER [24] scheinen dies
zu bestitigen.

3. Streuung der Anregungen an den
Phasengrenzen des Zwischen-
zustandes

Legt man senkrecht zu einem
supraleitenden Zylinder ein magne-
tisches Feld an, dessen GréBe sehr
weit weg vom Zylinder H betrigt,
so erhilt man an den zum Feld senk-
rechten Endpunkten des Zylinder-
durchmessers wegen des MeiBner-
effektes eine Feldstirke von 2 H.
Falls 2 H das kritische Feld H, er-
reicht, so spaltet ein reiner Supra-
leiter erster Art aus elektrodyna-
misch - thermodynami-
schen Griinden in zu der
Zylinderachse senkrech-
te Lamellen auf, die ab-
wechselnd normal und
supraleitend sind. Die-
ser  Zustand  heilt
»»Zwischenzustand ‘. Die
Schichtdicken a, und a
der normalleitenden und
supraleitenden Lamellen
héingen einerseits von z,
definiert durch

|

Lifschitz + Sharvin

1
g 92 04 a6 08 10

Fig. 5. Lamellenstruktur des Zwischenzustandes. Vergleich
der exakten Formeln von LIFSHITZ und SHARVIN mit einer
einfachen Niherung

i | | 1 |

_ (o H ,
.’IJ:(2E-1), 7

0=z<1, (9)

1
92 04 a6 a8 70 72 14

Fig. 6, Wirmewiderstand im Zwischenzustand fiir einen Indiumdraht

und andererseits vom
Drahtdurchmesser d und

(@ = 0,186 mm)

dem Oberflichenenergieparameter A ab. LANDAU [25] erhlt fiir sein ,,unverzweig-

20%*
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tes Modell -
an:‘/A ~d-p(x)
ag = VATd ~y(x).

Die Funktionen ¢{x) und () sind von LirsrITZ und SHARVIN [26] tabelliert

und in der Fig. 5 dargestellt. Eine recht gute Naherung fiir (10) wird gegeben
durch

(10)

ago agp
Oy == 7 @y =——
n 1 —x° 8 x !

a0=2|/A7V,

(11)

die ebenfalls in der Fig. 5 eingetragen ist. Indium hat einen Wert von 4 ~ 3.4
% 105 em [27], was fiir die hier untersuchten Proben eine Lamellendicke von
ag =~ 4 - 1073 cm liefert. Damit ist die Lamellenstruktur von der GréBenordnung
der freien Wegldngen und es ist zu erwarten, daf die Phasengrenzen den Wérme-
transport der Elektronen beeinflussen.

Ein Beispiel fiir die experimentellen Resultate an Indiumdrihten ist in der
Fig. 6 dargestellt. Das durch die Streuung der Anregungen an den Phasengrenzen
hervorgerufene Maximum des Warmewiderstandes im Zwischenzustand ist deut-
lich erkennbar. — Oft ist auch an sehr reinen Proben eine Hysteresis beobachtet
worden [10]; fir zunehmendes Feld erhdlt man etwas andere Werte fiir den
Warmewiderstand im Zwischenzustand als fiir abnehmendes Feld. Diese Erschei-
nung zeigen auch einige der hier untersuchten Proben. Nun konnte Preparp*
zeigen, dall durch langsames Rotieren des Magnetfeldes diese Hysteresis zum
Verschwinden gebracht werden kann. Bei diesen hochreinen Proben ist sie also
im wesentlichen experimentell bedingt und auf eine ungenaue Justierung im Ma-
gnetfeld zuriickzufithren.

Nimmt man in grobster Naherung an, sowohl die Elektronen in den normalen
wie auch die Anregungen in den supraleitenden Lamellen werden an den Phasen-
grenzen vollkommen gestreut, so 148t sich die Feldabhingigkeit des Wirmewider-
standes im Zwischenzustand angeben. Im Sinne der Niherung von NoRDHEM [§]
erhalt man fiir die effektiven freien Weglingen 7, und I, in den normalen und in
den supraleitenden Lamellen

1 1
_:_l_+

Un,s

1
PR (12)
Die freien Weglangen Iy ¢ des unendlich ausgedehnten Materials sind nach Ab-
schnitt 2. in beiden Zustdnden gleich, I, = Iy = I. Zusammen mit der Nidherung (11)
ergibt sich damit fiir die Feldabhéngigkeit des spezifischen Warmewiderstandes

im Zwischenzustand

W

Wn l Wn
W;:l—l—x

I (W,
wlr t )+ (G =) =2 (G +1) 09
Dabei wird vorausgesetzt, daBl auch diejenigen Elektronen in den normalleitenden
Lamellen, deren Energie kleiner ist als die Energieliicke go(7"), Wirme in die
supraleitenden Lamellen {ibertragen konnen, obgleich es dort gar keine Anregun-
gen mit Knergien K < g9(T) gibt. Dies ist nur moglich, wenn die niedrig energe-

* Ich danke Herrn Dr. D. SHOENBERG fiir diese private Mitteilung.
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tischen Elektronen in den normalleitenden Lamellen ihre Wérme durch Elektron-
Elektron-Wechselwirkung an hoherenergetische Elektronen abgeben, die die
Wirme dann in die supraleitenden Lamellen transportieren. Ohne diese Wechsel-
wirkung erhdlt man bei x = 1 fiir W/W einen Sprung — eine beliebig diinne
supraleitende Lamelle geniigt, um den Wirmetransport der niedrigenergetischen
Elektronen zu unterbinden — wahrend fir 0 < x < 1 gilt

w

Ws
In beiden Féllen hingt somit der Warmewiderstand im Zwischenzustandsgebiet
quadratisch vom Feld ab

l l
:l+270x—2%w2. (14)

=14 pa+ g2, (15)
und die beiden Konstanten p und ¢ lassen sich experimentell sehr einfach aus
Wiy/Ws und (W/Ws)max bestimmen. In der Fig. 7 wurden auf diese Weise ver-
sucht, die Beziehungen (13) und
(14) an die gemessenen Punkte an-
zupassen; die Ubereinstimmung
mit der Kurve, die ohne Elektron-
Elektron-Wechselwirkung berech- n4r
net wurde, ist wesentlich besser.
Das bedeutet, dal} die freie Weg-
linge fiur diese Wechselwirkung
bedeutend groBer sein muB als die
Lamellendicke; dies entspricht
auch einer Abschitzung von Pre-
PARD [28], der eine freie Weglinge
fir die Elektron-Elektron-Wech-
selwirkung von 1 cm angibt.

1 1 1 1 I
Der Grenzfall sehr kleiner frei- a g2 04 Of 08 70

er Weglingen, I <€ ag, ist in (13)

alt 3 Fig. 7. Wirmewiderstand im Zwischenzustand. als Funktion
enthalten und man erhélt in Uber- des Magnetfeldes. Vergleich der experimentellen Daten mit

einstimmung mit einer gewohnli- theoretischen Kurven.
e . o a) mit Beitrag der kleinenergetischen Elektronen im
chen Addition der Widerstinde ) normalen Zustand ¢
w w b) ohne Beitrag der kleinenergetischen Elektronen im
=1 +z n 1 (16) normalen Zustand
Ws ™ Ws ’

Der Warmewiderstand im Zwischenzustandsgebiet hingt somit fir kleine freie
Weglingen linear vom Feld ab; dies wurde auch von OLSEN [29] an reinem Blei
beobachtet.

Um die Temperaturabhingigkeit des Warmewiderstandes im Zwischenzustand
— z. B. (W/Wg)max = F(T|T;) — zu berechnen, mull der Streuprozell an den
Phasengrenzen im einzelnen untersucht werden. Das kann im Rahmen der
BCS-Theorie geschehen [13].

Nach GEILIKMAN [15] und BARDEEN, RickavzEN und TEworDT [14] erhilt
man unter der Voraussetzung, dal nur elastische Stofle vorhanden sind, fiir den
Beitrag zur Wirmeleitfihigkeit » der Anregungen eines Energieintervalls von ¥
bis £ + dE

dx = — [2N(Q)vr/3 T1I(E) E2(0fo/0E)dE . (17)
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Hier bedeutet N ({) die Zustandsdichte an der Fermi-Grenz-Energie {, vr ist die
Geschwindigkeit eines Elektrons auf der Fermifliche im normalen Metall, T' die
Temperatur, (E) die freie Weglinge als Funktion der relativ zur Fermi-Energie
gemessenen Energie B, und fy die Fermi-Verteilungsfunktion. Die Beziehung (17)
gilt ganz allgemein, unabhéngig von der Zustandsdichte. Da ferner nach dem
Abschnitt 2. Iy = Iy ist, gilt damit (17) sowohl fiir den supraleitenden wie auch
fiir den normalen Zustand.

In den normalen Lamellen hat man Bloch-Elektronen, die sich durch Er-
zeugungs- und Vernichtungsoperatoren af , und a, , (¢: Spin-Index) beschreiben
lassen. Mit der iiblichen Normierung fiir den Grundzustand |0 als gefiillte Fermi-
kugel erhalt man

af,|0>=0; |k| <k

0k |00 =0; |Ek|>ks.

In den supraleitenden Lamellen lassen sich die Anregungen am besten durch
den Varatin [30]-Bocoryusov [31]-Formalismus beschreiben. Man fithrt neue
Quasiteilchen-Operatoren ein, definiert durch:

y-’:- = (1 - hk)l/zat,a - h}slz Ak -g>

vhe =1 —he)2a’ o+ hias .

(18)

(19)

h; ist die BCS-Wahrscheinlichkeit, daB das k-te Cooper-Paar besetzt ist; die
Energieabhingigkeit [32] von & ist in der Fig. 8 dargestellt, fiir kleine Energien ist
ki >~ 1 und geht bei der Fermi-Energie ¢p = { innerhalb der Energieliicke ¢
gegen Null. Das bedeutet, daB sich die An-
regungen (19) fiir Energien weit oberhalb
und weit unterhalb der Fermi-Energie wie
Elektronen oder Locher der Art (18) be-
i nehmen.
} Trifft eine Anregung der Art (18) in
{ einer normalen Lamelle auf die Phasen-
% grenze, so muB sie nach dem Ubergang in
|
|

eine Summe von Anregungen der Art (19)
zerlegt werden. Dies bedeutet aber Uber-
& &  gangswahrscheinlichkeiten und damit

Fig. 8.255};1:;3:&15121;163iﬁagség}éggnggﬁsgﬁgbeset- Streuprozesse. Fiir Uberginge ohne Pho-
non-Wechselwirkung mul} die Energie er-

halten bleiben. Da die Anregungen (18) und (19) fiir hohe Energien iiber-
einstimmen, bedeutet das, daB nur Anregungen mit Energien E im Inter-
vall0 < K < 2 g beim Ubergang stark gestreut werden. — Diese gleiche Uber-
legung 148t sich an Hand des Energiespektrums der Anregungen fiir den normalen
und den supraleitenden Zustand (Fig. 9) etwas anschaulicher ausfithren: Normale
Teilchen tragen nur kinetische Energie A,(KE), wihrend sich die Energie der
Anregungen im supraleitenden Zustand aus kinetischer Energie Ay(KE) und
potentieller Energie As(PE) zusammensetzt [32]. Fir Ag(KE) = 0 ist A5(PE)
gerade die BCS-Energieliicke ¢9. Wenn ein normales Teilchen auf die Phasen-
grenze trifft und wenn man elastische Streuung annimmt, so mul} dieses fiir
Energien A, (KE) < g vollkommen gestreut werden, da es auf der anderen Seite
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gar keine Zustinde mit diesen Energien gibt. Falls An(KE) > g ist, so ist ein
Ubergang moglich, aber einige kinetische Energie muf in potentielle Energie
verwandelt werden oder umgekehrt; somit werden auch Teilchen mit Energien
An (KE) > &p beim Ubergang gestreut. Es ist zu erwarten, dall diese Streuungen

£(k)
L(E)
* supraleifend, {" -
~&y :
|
normal J tn=ls=l
[47] ’
0 1 el
(73 & & ~&p £
ke k T Z
Fig. 9 Fig. 10

Fig. 9. Energiespektrum fiir den normalen und den supraleitenden Zustand

Fig. 10, Energieabhiingigkeit der freien Weglinge fiir $trenung der Elektronen an den Phasengrenzen des Zwischen-
zustandes

S~

a 7 2 2 4 5 6 7 8 g 70
¥
Fig. 11. f() = 2F1(— ) + 2y - In(1 + e™¥) + y2(1 + e¥)
o0

Fi(—9) = [2(1 + e=+0) -2 dz
0

in dem Energiebereich stark ist, wo 4 (PE)/4s(KE) groB ist, also fiir Energien ¥
im Intervall g < E < 2 gg.
Damit 148t sich die Energiecabhingigkeit der freien Weglinge in (17) angeben
(Fig. 10):
WEY=1 fir O<F <eé,
' <li(B) <l fir eo<F <2¢, (20)
IBY=Ilg=l,=1 fir 2¢<E.
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U’ ist im wesentlichen durch ay gegeben und kann, fiir x = 1/2, mit / verglichen,
vernachlédssigt werden. Durch die Wahl verschiedener Testfunktionen — Ex-
ponentialfunktion, lineare Funktion, Treppenfunktion — kann gezeigt werden,

18-
17 +
16
a7
£ \
AN \
3 \
E \
N2
\E oln7
wp o7 e
o7 4
12 V"8 N
+ » 3, vorfiufige Messungen™ ~
17k mit He3- Aryostat
70 1 1 ! L 1 1 1
o ar 62 43 o4 05 06 07 48 49 10
L
e

Fig. 12. Maximum des Wirmewiderstandes im Zwischenzustand als Funktion der reduzierten Temperatur. Ver-
gleich mit theoretischen Kurven fiir verschiedene Werte von 8

BCS- Theorte
10 eorse
-+
08
e/n7
N6 m7 e
NS * g
ol v 7 g
941
+ 7 3, vorliufige Messungen mit Hed-Aryostat
2zl Experimenielle Messpunhife mit 3=0,772 angepolt
.
L [ | | 1 1 I 1

Fig. 13. Bestimmung der Temperaturabhiingigkeit der BCS-Energieliicke aus Messungen des Maximums des
Wirmewiderstandes im Zwischenzustand

daB die SchluBlresultate nicht mehr wesentlich davon abhiangen, wie [(H) von I
nach I wichst. Daher 148t sich (20) vereinfachen zu

I(E)y=0 fir 0<E <e+feo, (1)
UB)=1 fir e+ feo<E.
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Hier ist § ein temperaturunabhéngiger, anzupassender Parameter. Er 18t sich
nur durch eine exakte wellenmechanische Behandlung des Streuproblemes be-
rechnen, muB} jedoch nach (20) zwischen 0 und 1 liegen.

Aus (17) und (21) erhdlt man damit

(W W emax = | doel] dox = [ )f (L + B1- ) (22)

e o+ feo
mit y = go(T)/ kT (ks: Boltzmann-Konstante) und f(y) =2 F1(—y) + 2y X
XIn(l + e¥) + ¢2/(1 4 e¥). F1(—y) ist definiert durch

J'z (1 + ete*9)-1dz

und von RHODES [33] tabelliert. Die Funktion f(y) ist in der Fig. 11 aufgetragen.
Mit Hilfe dieser Darstellung und der von MUHLSCHLEGEL [34] tabellierten Werte
fiir die BCS-Energielicke eo(7T) 148t sich (W/Wg)max = F(T/T¢, B) bestimmen
und mit den Experimenten vergleichen (Fig. 12). Um auch bei sehr tiefen Tempe-
raturen, wo die Energieliicke temperaturunabhéngig ist, experimentelle Werte zu
haben, wurden einige vorliufige Messungen mit einem He3-Kryostaten* aus-
gefithrt. Allerdings mufl bei diesen tiefen Temperaturen fiir eine exakte Berech-
nung von (W/Wg)max der von der Phononenleitfihigkeit herrithrende Beitrag zur
Wirmeleitfahigkeit im supraleitenden Gebiet beriicksichtigt werden. Aus der
Fig. 12 ist ersichtlich, dafl man fiir § = 0,172 trotzdem auch fiir sehr tiefe Tempe-
raturen eine recht gute Uberein-

stimmung zwischen den Messun- v J = 0435x IO"Amp/cmz
gen und der theoretisch berech- 70k v J = 0869x10*Ampjcm?
neten Kurve erhilt. Kehrt man v = ns3x 10*Ampfem?

das Vorgehen um, so 1a6t sich bei 08
bekanntem f die Temperaturab-
hingigkeit der BCS-Energieliicke
aus Messungen von (W/Wg)max
bestimmen. Dies ist in der Fig. 13 & ls
dargestellt.

Nach der hier gegebenen Er-
klirung des Maximums des War- 4z
mewiderstandes im Zwischenzu-
stand ist fir den elektrischen v 0,1 Z 0,1 a6 a5 10
Widerstand kein solches Maxi- H
mum zu erwarten. In den supra- fle
leitenden Lamellen wird der elek- Fig. 14. Elektnsc}:&‘il‘lﬁ%ﬁ‘?ﬁ?jrzg izanV:&I)iicI}:;Ill])zustand fiir einen
trische Strom durch den Grund-
zustand getragen, die Anregungen sind gar nicht notig und ihr zusétzlicher Wider-
stand, herrithrend von der Streuung an den Phasengrenzen, verschwindet gegen-
iiber dem durch den Grundzustand getragenen Suprastrom. Dies wird, in Uber-
einstimmung mit Messungen von ZAVARITSKII [10], auch beobachtet (Fig. 14).
Es ist bekannt [35], daB sich bei kleinen Stromdichten die Laminarstruktur im

* Ich danke Herrn Prof. J. L. OLsx dafiir, daB er mir seinen He3-Kryostaten fiir einige
vorldufige Messungen zur Verfiigung gestellt hat.
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Zwischenzustand viel weniger exakt ausrichtet als bei groBleren Stromdichten.
Fiir die thermische Leitfahigkeit macht das kaum etwas aus, im elektrischen Fall
hingegen wirken supraleitende Léngsfiden als Kurzschlisse. Bei geniigender
Stromdichte erkennt man aus der Fig. 14 einen linearen Anstieg des Widerstandes
mit dem Feld, was der hier dargestellten Theorie entspricht.

Herrn Professor Dr. P. GRassMaNN, dem Vorsteher des Institutes fiir kalorische Apparate
und Kiltetechnik der ETH, mochte ich fiir sein wohlwollendes Interesse an dieser Arbeit
herzlich danken. Vor allem liegt mir daran, Herrn Professor Dr. J. L. OLsEN, der alle diese
Untersuchungen vorgeschlagen hat, fiir die grofle Hilfe, die er durch kritische Bemerkungen
sowie durch Rat und Tat dieser Arbeit schenkte, meinen tiefen Dank auszusprechen. Herrn
Professor Dr. W. BALTENSPERGER sowie meinen Kollegen, den Herren Dr. K. ANDRES, Dr.
P. Corri, Dr. S. Gyaax, Dr. B. LiTai, Dr. H. Rorrer und S. STRAssLER danke ich fiir
viele anregende Diskussionen. Diese Arbeit wurde durch ein Arbeitsbeschaffungsprojekt des
Bundes unterstiitzt.
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