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Freie Weglängen
für die elektrische und die thermische Leitfähigkeit

Von

Peter Wyder

Mit 20 Figuren

(Eingegangen am 6. August 1964)

Mit Hilfe von ,,Freie-Weglängen-Effekf'-Messungen wird an dünnen Indiumdrähten die

freie Weglänge der Elektronen für die elektrische und für die thermische Leitfähigkeit be¬

stimmt. Im untersuchten Temperaturgebiet (0° < T < 0/20, 0:Debye-Temperatur), in

dem die Elektron-Phonon-Stöße unelastisch sind, erweisen sich die beiden freien Weglängen
als voneinander verschieden; es besteht jedoch ein einfacher, experimentell leicht nachweis¬

barer Zusammenhang zwischen den beiden freien Weglängen und der Lorenz-Zahl. Die Un¬

gleichheit der beiden freien Weglängen kann ebenfalls durch „Freie-Weglängen-Effekt"-
Messungen in starken longitudinalen Magnetfeldern nachgewiesen werden. Die Magnetfeldab¬
hängigkeit der Lorenz-Zahl wird gemessen.

Le libre parcours des électrons, pour la conductibilité électrique et pour la conductibilité

thermique, sera déterminé dans le cas de fils d'indium minces, à l'aide de mesures de l'effet de

dimension. Pour l'intervalle de température étudié (0° < T < 0/20, 0: température de

Debye), dans lequel les chocs électron-phonon sont inélastique, il apparaît que les deux lib¬

res parcours sont différents les uns des autres ; il existe néanmoins une relation, facilement

verifiable expérimentalement, entre le libre parcours et le nombre de Lorenz. L'inégalité
des deux libres parcours peut être également vérifiée par des mesures de l'effet de dimension

dans le cas de champs magnétiques longitudinaux forts. La dépendance magnétique du

nombre de Lorenz sera mesurée.

The electronic mean free path for the electrical and thermal conductivity of indium has

been determined using size effect measurements on thin wires. In the temperature range in¬

vestigated (0° < T < 0/20, 0: Debye-temperature) where the electron-phonon collisions

are inelastic, the two mean free paths are different. There exists a simple relation between the

mean free paths and the Lorenz-number which can be observed experimentally. The diffe¬

rence in the two mean free paths can also be seen using size effect measurements in strong
longitudinal magnetic fields. The magnetic field dependence of the Lorenz-number has been

measured.

1. Einleitung

Nachdem die modernen, quantenmechanisch exakten Theorien der Transport¬

phänomene [1, 2, 3] in Metallen die übliche, halbklassische Behandlung mit Hilfe

der Boltzmann-Gleichung bis auf einige Grenzfälle rechtfertigen, ist es erneut von

Interesse, die für die elektronischen Transportphänomene charakteristischen

Größen wie Lebensdauer von Anregungen, Relaxationszeiten oder freie Weglänge

experimentell zu bestimmen. Heute ist es nun möglich, Metalle von solcher Rein¬

heit herzustellen, daß die freien Weglängen bei den Temperaturen des flüssigen
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Heliums von der Größenordnung von Millimetern werden. Damit wird die freie

Weglänge mit der Probengeometrie vergleichbar, und so läßt sich zum Beispiel der

Einfluß des Probendurchmessers auf die Transportphänomene untersuchen. Da¬

durch kann man Rückschlüsse auf die freie Weglänge ziehen. Diese „Freie-Weg-
längen-Effekte" sind seit langem bekannt [4] und sowohl theoretisch wie auch

experimentell untersucht worden [5, 6]. Aber erst seit etwa zehn Jahren gelingt es,

so reine Materialien herzustellen, daß man mit Proben von vernünftigen Dimen¬

sionen experimentieren kann.

Üblicherweise wird bei der Diskussion von Experimenten und Rechnungen
dieser Art der spezifische Widerstand gemessen oder berechnet, obwohl es eine

solche Größe in einem scharf definierten Sinne nicht mehr gibt. Man macht Mes¬

sungen an homogenen Stäben mit konstantem Querschnitt, dividiert die totale

Leitfähigkeit durch die Fläche des Querschnittes und multipliziert mit der Länge
des Stabes. Der dadurch erhaltene „spezifische" Widerstand kann dann immer

noch vom Durchmesser des Querschnittes abhängen; falls man jedoch keine

Diffusions- oder Leitfähigkeitsgleichungen für das Innere des Metalls aufschreibt,

so führt dieses Vorgehen zu keinen Widersprüchen.
Qualitativ läßt sich nach Nordheim [7] der Einfluß der Probengeometrie auf

die Transportphänomene sehr einfach beschreiben. Nimmt man an, die Elektronen

werden an der Probenoberfläche wie an Verunreinigungen gestreut, so gilt eine

Matthiessen-Regel [8]. In freien Weglängen geschrieben heißt das

£ =

T + 7- (1-1)

Jett bedeutet die effektive, für das Transportphänomenen wirksame freie Weg¬

länge, l die freie Weglänge im unendlich ausgedehnten Material und lw die von den

Wandstreuungen herrührende freie Weglänge. lw ist im wesentlichen der mittlere

Abstand zwischen zwei Wandpunkten; für einen unendlich langen Zylinder des

Durchmessers d läßt sich diese Mittelwertbildung ausführen [9] und man erhält

Zw = d. Setzt man die spezifische Leitfähigkeit als proportional zur freien Weg-
länge voraus, so erhält man für den spezifischen Widerstand B (d) eines Zylinders
vom Durchmesser d die Formel von Noedhbim [7]

R(d) = R00(l + l/d). (1.2)

Dabei bedeutet Reo den spezifischen Widerstand des unendlich ausgedehnten
Materials. Durch Messen des Widerstandes verschieden dicker Drähte läßt sich

somit die freie Weglänge mit Hilfe von (1.2) bestimmen.

Legt man nun noch zusätzlich ein longitudinales Magnetfeld an, so werden die

Elektronen auf Spiralbahnen gezwungen. Für genügend starke Felder wird der

Durchmesser der Spiralbahn mit dem Drahtdurchmesser vergleichbar und der

größte Teil der Elektronen erreicht die Drahtoberfläche nicht mehr, wird also dort

nicht mehr gestreut und man erhält eine Änderung des Widerstandes im Magnet¬
feld. Im Gegensatz zur gewöhnlichen magnetischen Widerstandsänderung des

unendlich ausgedehnten Materials ist dies ein rein geometrischer Effekt und

erlaubt, aus bekanntem Drahtdurchmesser und bekanntem Radius der Spiral¬
bahn, die freie Weglänge zu berechnen.

Gewöhnlich werden Untersuchungen dieser Art nur für den spezifischen elek¬

trischen Widerstand ausgeführt; für R lassen sich in (1.2) jedoch sowohl der elek-
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trische Widerstand q wie auch der thermische Widerstand W einsetzen. Bis dahin

haben einzig White und Woods [10] durch Messungen an einem dünnen Natrium¬

zylinder im longitudinalen Magnetfeld nachgewiesen, daß der „Freie-Weglängen-
Effekt" auch für die thermische Leitfähigkeit existiert, und Justi, Kohler und

Lautz [11] zeigen an sehr dünnen aufgedampften Filmen, daß sich ebenfalls die

Thermospannung verändert, wenn die freie Weglänge mit der Probendicke ver¬

gleichbar wird. Messungen, die einen Vergleich der für die thermische und der für

die elektrische Leitfähigkeit charakteristischen freien Weglängen gestatten, gibt
es jedoch noch nicht. Es schien daher von Interesse, diese Größen an den gleichen
Proben direkt zu bestimmen, und zwar insbesondere in dem Temperaturbereich, in

welchem die Stöße der Elektronen mit den Phononen nicht elastisch sind und man

nicht ohne weiteres eine Relaxationszeit definieren kann. In diesem Temperatur¬
bereich besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen den freien Weglängen
einerseits und der Lorenz-Zahl andererseits, der sich durch Messen der drei Größen

experimentell leicht prüfen läßt. Nach der einfachen kinetischen Theorie der

Transportphänomene lassen sich der spezifische elektrische Widerstand q und der

spezifische Wärmewiderstand W angeben [12] zu

(1.3a)e2nlel

Tf = —V-- (l-3b)

(m: Masse des Elektrons; vp: Fermi-Geschwindigkeit ; n: Zahl der Elektronen

pro Volumeneinheit; e: Ladung des Elektrons; cv: spezifische Wärme des Elek¬

tronengases pro Volumeneinheit.) Damit die Formeln (1.3) auch im Temperatur¬
bereich 0° < T < 0 (0: Debye-Temperatur) gültig sind, müssen die beiden freien

Weglängen Zei und Im als ungleich angenommen werden. Benützt man den Sommer¬

feld-Wert für die spezifische Wärme des Elektronengases, so ergibt sich für die

Lorenz-Zahl

r ? n* (kB)2 ;th
,.

..

(&b: Boltzmann-Konstante). — Im Abschnitt 3. dieser Arbeit wird durch

Lösen der Boltzmann-Gleichung mit Randbedingungen exakt gezeigt, daß die

Beziehung (1.2) auch für Temperaturen, für welche keine einheitliche Relaxations¬

zeit definiert werden kann, richtig ist. Es werden die freien Weglängen Zth und Zei

gemessen und es wird bewiesen, daß die Beziehung (1.4) experimentell erfüllt ist.

Im Abschnitt 4. werden Messungen der magnetischen Widerstandsänderung für

den elektrischen und den thermischen Widerstand dünner Drähte beschrieben.

Einmal kann mit Hilfe eines longitudinalen Magnetfeldes die verschiedene Länge
der beiden freien Weglängen nachgewiesen werden ; dann ist aber auch die Feld¬

abhängigkeit der Lorenz-Zahl des unendlich ausgedehnten Materials von einigem
Interesse, da nur sehr selten sowohl der elektrische wie auch der thermische Wider¬

stand an der gleichen Probe im Magnetfeld gemessen wurde.

Im Abschnitt 2. werden die experimentellen Methoden beschrieben. Die Mes¬

sungen wurden an hochreinem, polykristallinem Indium ausgeführt; dieses Metall

eignet sich ganz besonders für Untersuchungen dieser Art und wurde daher in

letzter Zeit häufig für „Freie-Weglängen-Effekte"-Messungen in der elektrischen

18*
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Leitfähigkeit benützt [13,14,15,16,17,18,19]. Indium läßt sich leicht durch

Zonenschmelzen reinigen ; infolge seiner großen Duktilität kann es sehr einfach in

die Form von dünnen Drähten gebracht werden. Ferner hat Indium eine verhält¬

nismäßig tiefe Debye-Temperatur, womit schon im experimentell leicht zugäng¬
lichen Temperaturgebiet von 1,5 °K bis 4,2 °K die Elektron-Phonon-Streuung eine

wesentliche Rolle spielt. Wegen der großen Reinheit des Materials kann bei allen

Wärmeleitfähigkeitsmessungen der von der Phononenleitfähigkeit herrührende,
verschwindend kleine Beitrag vernachlässigt werden.

2. Experimentelle Methoden

2.1. Elektrische Messungen
Der elektrische Widerstand wurde durch eine einfache Strom-Spannungs-Messung be¬

stimmt; zur Spannungsmessung diente entweder ein MacDonald-Galvanometerverstärker

oder ein Milli-Mikrovoltmeter der Firma Keithley vom Typ 149. Wegen der großen Empfind¬
lichkeit dieser Instrumente betrug der Meß-Strom auch bei den dicksten Proben nie mehr als

3 Amp. Um keine zusätzlichen Geometriemessungen machen zu müssen, wurde stets das Ver¬

hältnis des Widerstandes bei Heliumtemperatur zum Widerstand bei Zimmertemperatur ge¬

messen; die Absolutwerte wurden dann mit Hilfe des Tabellenwertes [20] (5293 = 8,82 x

X 10~6 Û cm) berechnet, die Genauigkeit liegt etwa bei 3%. Bei Messungen in Magnetfeldern
wurden die üblichen Eeld- und Strom-Umkehrungen zur Elimination der Hall-Spannungen
ausgeführt; bei den dicksten Proben betrug diese etwa 2% des gewöhnlichen Spannungsab¬
falles entlang der Probe. — Die dickeren Proben konnten elektrisch direkt im Wärmewider-

stands-Meßtopf gemessen werden; dabei wurde auch der Vakuumraum mit flüssigem Helium

gefüllt. Dünne Proben werden wegen der Lorentz-Kraft in transversalen Magnetfeldern zer¬

rissen oder wenigstens gestreckt; für die elektrischen Messungen mußten sie daher sehr sorg¬

fältig aus dem Wärmeleitfähigkeitskryostaten herausgenommen und zwischen zwei mit einer

Vertiefung versehenen Platten eingebettet werden. Dabei konnte den Proben für die elek¬

trische Messung nur auf etwa 5 °

genau die gleiche Orientierung im Magnetfeld gegeben werden,
die sie bei den thermischen Messungen hatten.

Für die Messung im transversalen Feld diente ein Eisenkern-Elektromagnet, der etwa

8000 Oersted liefert. Die Messungen im longitudinalen Feld erfolgten in einem durch flüssige
Luft gekühlten Solenoid mit welchem Felder bis zu 10000 Oersted erreicht werden konnten.

2.2. Thermische Messungen
2.2.1. Experimentelle Anordnung: Txa Messung des Wärmewiderstandes bei Temperaturen

des flüssigen Heliums wurde die klassische Methode eines stationären Wärmestromes an¬

gewendet. Heizt man das eine Ende einer Probe konstanten Querschnittes mit einer bekannten

Leistung L während sich das andere Ende in gutem thermischen Kontakt mit einem Kältebad

befindet, so erhält man einen Temperaturgradienten dT/dz. Nach Abwarten des stationären

Zustandes läßt sich somit durch Messen der Temperaturdifferenz AT = Ti — T\ zwischen

zwei Punkten 1 und 2 im Abstand Az bei bekannter Querschnittsfläche F der spezifische
Wärmewiderstand W berechnen durch

W = (F/Az)-(AT/L). (2.1)

Für Absolutmessungen muß der Geometriefaktor (FjAz) bestimmt werden. Dies geschah
sowohl durch direktes Messen mit Schublehre und Mikrometer, wie durch Wägen der Proben

und unter Benützung des Tabellenwertes für das spezifische Gewicht, als auch durch Messen

des elektrischen Widerstandes zwischen den beiden Punkten 1 und 2 bei Zimmertemperatur
und unter Benützung des Tabellenwertes für den spezifischen Widerstand. Die Genauigkeit in

der Bestimmung des Geometriefaktorsbetrug etwa 5%. — Die Leistung wurde durch elektrische

Widerstandsheizung zugeführt, als Heizelement diente ein 10-kß-Radiowiderstand von !/io
Watt Nominalleistung der Firma Philips. Diese Radiowiderstände haben den großen Vorteil,
daß sich ihr Widerstand innerhalb sehr großer Temperaturbereiche nicht verändert. — Als

Zuführungen zur Heizung und zu den Thermometern kamen 0,2 mm dicke Konstantan-

Drähte zur Anwendung. Nullversuche haben gezeigt, daß der Wärmestromverlust durch
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Zufuhrdrahte, Probenhalterung und Strahlung etwa 2% des totalen durch die Probe ge¬

schickten Warmestromes betrug.
Die benutzten Temperaturdifferenzen A T liegen zwischen 0,2° K und 0,4 °K. Diese

Größenordnung ist durch die Temperaturabhangigkeit des Warmewiderstandes W(T) gegeben;
die linearisierte Gleichung (2.1) darfnur dann benutzt werden, wenn der fur Korrekturen erster

Ordnung maßgebende Ausdruck (dWjdT) (AT/W) klein ist. Im schlimmsten Fall betrug
dieser Ausdruck mit den angegebenen Temperaturdifferenzen etwa 1% und kann somit ver¬

nachlässigt werden.

Die experimentelle Anordnung ist in der Fig. 1 dargestellt. Messungen in Magnetfeldern
erfordern einen sehr dünnen Meßtopf; die Meßanordnung muß daher gedrangt sein und hatte

einen Durchmesser von 12 mm. — Um

AZUR VAKUUMPUMPE

KOVAR - DURCHFÜHRUNGEN

LOTSTELLE FUR

VAKUUM-MANTEL

CWOOD'S METALI

VAKUUMMANTEL

AUS MESSING

KONSTANTAN

ZUFUHRDRAHTE

STRAHLUNGSSCHIRM

einen möglichst guten Warmekontakt

mit dem Bad zu haben, wurde die

Probe an einem Kupferblock angelo¬
tet. Da die Steifigkeit besonders der

ganz dünnen Proben nicht mehr ge¬

nügt, um auch nur das Eigengewicht
der Probe zu tragen, mußte parallel zur
Probe eine Probenhalterung aus Plexi¬

glas aufgestellt werden. Daran konn¬

ten die Radiowiderstands-Thermome-

ter, in einem Abstand Az von etwa

4 cm, und die Heizung befestigt wer¬

den. Die Kontaktdrahte dieser drei

Radiowiderstande wurden an dünne

Indiumdrahte angelotet, die ihrerseits

durch Anpressen oder Anlöten an der

Probe befestigt wurden. Als Trager
fur die Konstantan-Zufuhrdrahte

diente ein Kupfergestell. Der Vakuum-
Mantel aus Messing wurde durch Zulö¬

ten mit dem tiefschmelzenden Woods-

Metall geschlossen; da die Woodsche

Legierung supraleitend wird, mußten

zur Vermeidung magnetischer Streu¬

felder in der Nahe der Probe die Lot¬

stellen etwas von dieser entfernt ange¬

bracht werden. Die Zufuhrdrahte wur¬

den durch Kovar-Glasdurchfuhrungen
der Jenaer Glaswerke aus dem Va¬

kuumraum ins Heliumbad gefuhrt;
diese Durchfuhrungen erwiesen sich

im allgemeinen als dicht, nur falls sehr

oft abgekühlt und wieder aufgewärmt
wurde, zeigten sich im Glas kleine

Risse, die zu Undichtigkeiten führten.

Die Evakuierung erfolgte mit einer wahrend der Messung laufenden Öl-Diffusionspumpe ; bei

Zimmertemperatur war das Vakuum stets besser als 10-6 Torr.

THERMOMETER

KONSTANTAN

ZUFUHRDRAHTE

PROBENHALTERUNG

AUS PLEXIGLAS

THERMOMETER 1

HALTERUNG

FUR ZUFUHRDRAHTE

LOTSTELLE

FUR PROBE

LOTSTELLE FUR

VAKUUM-MANTEL

CWOOD'S METALL!

KUPFERBLOCK

Fig. 1. Experimentelle Anordnung zur Messung des Wärme-

Widerstandes bei tiefen Temperaturen in Magnetfeldern

2.2.2. Temperaturmessung: Zur Temperaturmessung wurden gewohnliche Radiowider¬

stande aus Kohleschichten von 1jio Watt Leistung und 100 ü Widerstand bei Zimmertempe¬
ratur der Allen-Bradley Company, Wisconsin, verwendet [21]. Wegen ihrer Kleinheit sind diese

Widerstände fur die vorliegende experimentelle Anordnung sehr geeignet; in dem untersuchten

Temperaturintervall von 5 °K bis 1,5 °K ändert sich ihr Widerstand von etwa 1800 Q auf

25000 ü, was eine recht genaue Temperaturmessung ermöglicht. Unangenehmerweise sind

diese Widerstände nicht ideal reproduzierbar; beim Aufwarmen auf Zimmertemperatur und

erneutem Abkühlen kann sich die Temperatur-Widerstands-Charakteristik bis zu 5% andern.
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Tabelle 1. FORTRAN-Programm zur Auswertung von Wärmeleitfähigkeitsexperimenten mit

Hilfe eines IBM-Rechenautomaten

C AUSWERTUNG VON WAERMELEITFAEHIGKEITSEXPER1MENTEN.

1 FORMAT (10X.20H )
2 FORMAT (i+Fl 0.6)
3 FORMAT (F10.if.2F1 2.2)
5 FORMAT (/)
6 FORMAT (2F10.7)
8 FORMAT (ifFI 2. 5)
9 FORMAT (3F10.6)
50 FORMAT (6F12.7)

DIMENSION A(2,i+), RA( 2)
,
B( 2, 2)

,
EB( 2

,
2)

, EC(2, 2) ,T(2) , DT(2)
DIMENSION DTA(2), JB00L(2),X(2,30),Y(2,30),XQ(2),YQ{2)

111 PRINT 5

C AUSGLEICHSRECHNUNG FUER EICHUNG.

PRINT 5
READ 1

PRINT 1

PRINT 5
DO 10 1=1,4
A(1,l)=0.

10 A(2, I) = 0

DO 15 K=1,30

C EICHWERTE.

READ 2, TA,RA(1),RA(2)
IF (TA) 19,20,19

19 D014 1=1,2
IF(RA(I))12,13,12

12 X(I,K) = L0G(RA(l))
Y(I,K) = SQRT(X(I,K)/TA)
A(I,1)=A(I,1)+1.
A(I,2)=A(I,2)+X(I,K)
A(I,3)=A(I,3)+Y(I,K)
A(I,U) = A(l ,if)+X(l,K)*X(l,K)

]k JB00L(l) = 1

PRINT 3,TA,RA(1),RA(2)
15 CONTINUE

13 PRINT 3,TA,RA{1)
JBOOL(l)=0
GO TO 15

20 PRINT 5

C AUSGLEICHSRECHNUNG.STATISTISCHE FEHLER.

K=K-1

DO 22 1=1,2
IF (JB00L(0)21,22,21

21 XQ(I) = A(l,2)/A(l,1)
YQ(I)= A(l,3)/A(l,1)
F = XQ(I)/YQ(I)
D = 0.

B(l,1) = 0.

B(l,2) = 0.

DO 211 J=1,K
B(l,1) = BU.D +(X(1,J)-XQ(I))*(X(I,J)-F*Y(I,J))
D = D + (X(I,J)-XQ(I))*(X(I,J)-XQ(I))

211 B(l,2) = B(l,2) + (X(I,J)-XQ(I))*(Y(I,J) - YQ(I))
B(l,1) = B(I,1)*YQ(I)/D
B(l,2) = B(l,2)/D
E = 0.
DO 210 J=1,K
F = B(I,1)+8(I,2)*X(I,J ) - Y(I,J )
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Tabelle 1 (Fortsetzung).

210 E = E+F*F

E = E/(A( I.D-2.)
DO 23 J=1 ,2
L=-3*J+7
EB(l,J)=SQRT(E*A(l,L)/ (D*A(I,1)))
EC( l,J) = EB(l,J)/B(l,J)

2j PRINT 9,B(I,J),EB( I ,J),EC( I ,J)

C BERECHNUNG DER WAERMELEITFAEHIGKEIT.

22 PRINT 5

IF(JBOOL(2))220,29,220

C PROBENGEOMETRIE.

220 READ 6,D,DELTA
PRINT 6,D,DELTA
PRINT 5

F=3.1i+156*(D/2.)*(D/2.)
AL=F/DELTA

C MESSWERTE.

29 READ 2,RA(1),RA(2),U,V
PRINT 5

IF(U)30,31,3
30 UA=U

31 IF(V)32,39,32
32 VA=V*0.0001

39 IF(RA(1))33,111,33
33 DO 3k 1=1,2

IF(J800L( I ))37,i+5,37
37 ANR=LOG(RA(I))

D=1.0/(B(I,1)+B(I,2)*ANR)
T(I)=ANR*D*D
DT(l)=2.*(EB(l,1)+EB(l,2)*ANR)*D

3h DTA( l) = DT(l)*T(l)
PRINT 8, RA(1), RA(2)
PRINT 8, UA.VA

Z1=T(2)-T(1)
Z2=(T(2)+T(1))/2.
Z3=AL*Z1/(UA*VA)
Zk= 1./Z3
ZZ1 = SQRT(DTA(1)*DTA(1))+SQRT(DTA(2)*DTA(2))
ZZ2 = ZZ1/Z1
PRINT 50,Z1,Z2,Z3,Zif,T(1),T(2)

C DRUCKEN DER STATISTISCHEN FEHLER FUER KONTROLLEN.

IF(SENSE SWITCH 1)42,^3
hl PRINT 8 ,DTA(1),DTA(2),ZZ1,ZZ2
k3 GO TO 29

kS PRINT 8, RA(1), RA(2)
PRINT 8 ,T(1),DT(1),DTA(1)
GO TO 29

END
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Verhalten recht genau durch eine zweikonstantige, semiempirische Formel beschreiben [23] :

T(R) = {a + b-lnR)-z-\nR. (2.2)

Dabei bedeuten T die Temperatur und R den Widerstand; a und 6 sind anzupassende, nahezu

temperaturunabhangige Konstanten. Wie man aus der Formel (2.2) erkennt, ist die Auswertung
außerordentlich mühsam und zeitraubend. Macht man sehr viele Warmeleitfahigkeits-

experimente, so müssen stets die gleichen Rechnungen wiederholt werden und es lohnt sich die

Anwendung eines elektronischen Rechenautomaten [24]. Die Auswertung der Experimente
wurde daher fur einen IBM-1620-Rechenautomaten programmiert*, eine Verbesserung der

von Wydbe [24] beschriebenen Methode.

Dem Automaten wurden die Eich- und Meßwerte, die geometrischen Abmessungen der Pro¬

be und die zugefuhrte Heizleistung eingegeben, wahrend er direkt die Werte fur den Warme-

widerstand herausdruckte. Durch eine Ausgleichsrechnung wurden aus etwa 5 Eichmessungen
die Konstanten 01,2 und 61,2 der Formel (2.2) fur beide Thermometer bestimmt. Diese Kon¬

stanten wurden dann benutzt, um AT = Ti(Rz) — Ti(Äi) und T = \ (Ti + T%) der

eigentlichen Messung zu berechnen. Fur die Ausgleichsrechnung wird die Fehlergleichung

a + bin Rj-(In Rj/TjjW^rj (2.3)

verwendet; der Index j numeriert die einzelnen Eichwerte, r} bedeutet das Residuum. Dies ist

nicht ganz richtig, da Rj und Tj die unabhängigen Variablen sind; (2.3) ist jedoch ein sinnvoller

und einfacher Ansatz fur die Fehlergleichung. Zu Kontrollzwecken wurden die statistischen

Fehler fur jede auftretende Große berechnet. Da im allgemeinen nur wenige Eichpunkte
benutzt wurden, ist der statistische Fehler recht groß, der wahrscheinliche Fehler betrug etwa

30% vom statistischen Fehler. Um den Schreibprozeß nicht zu überlasten, konnte das Heraus¬

drucken der relativen statistischen Fehler mit Hilfe eines Schalters wahrend der Rechnung

abgestellt werden.

Das Programm in der fur IBM-Maschinen üblichen FORTRAN-Sprache ist in der Tabelle 1

aufgeschrieben. Da fur einige Berechnungen die übliche achtstellige Genauigkeit der Maschine

nicht genügte, mußten einige, in dem Programm ersichtliche Kunstgriffe angewendet werden.

Ein Beispiel fur eine ausgeführte Rechnung ist in der Tabelle 2 aufgeführt.
Die hier beschriebene Methode zur Auswertung hat gegenüber der von Challis [25]

angegebenen Methode — er benutzt eine differenzierte Form der Gleichung (2.2) und nur ein

Thermometer zur Eichung — den Vorteil, daß die beiden Thermometer nicht aneinander

angepaßt werden müssen und daß die Temperaturdifferenzen beliebig groß sein können. —

Die Allen-Bradley Radiowiderstande zeigen in Feldern von 10000 Oersted eine kleine

Widerstandsanderung von etwa 3%. In der A T-Bestimmung braucht dies jedoch nicht

berücksichtigt zu werden, da sie herausfallt.

Die Widerstände wurden einzeln mit einer Wheatstoneschen Brücke gemessen, die es

gestattet, mit Hilfe einer Blindschleife den Widerstand der Zufuhrdrahte zu kompensieren.
Die benotigte Meßleistung betrug stets weniger als 1 °/oo der Heizleistung. —

Die Temperatur zur Eichung der Thermometer wurde mit Hilfe der 1958-He4-Temperatur-
skala des National Bureau of Standards bestimmt, der hydrostatische Druck wurde nicht

berücksichtigt. Die Genauigkeit in der Bestimmung von A T betragt etwa ± 2 • 10~3 °K und

in der Bestimmung von T etwa ± 1 • 10-2 °K. Der Warmewiderstand kann somit absolut mit

einer Genauigkeit von etwa 10% gemessen werden, die Genauigkeit fur relative Warmewider-

standsmessungen betragt etwa 2%.

2.3. Proben

Gemessen wurden polykristalline zylindrische Proben verschiedener Dicken aus Indium der

Consolidated Mining and Smelting Co. of Canada (Tadanac Brand).
Die große Schwierigkeit bei der Bestimmung der freien Weglange aus der Durchmesser-

abhangigkeit des spezifischen Widerstandes verschieden dicker Proben liegt in der Proben¬

herstellung. Man muß sicher sein, daß das Material durch die Herstellung des Drahtes nicht

verunreinigt wird und daß die freie Weglange des dicken Materials auch im dünnen Draht die

* Ich danke Herrn Petek Straub vom Laboratorium fur organische Chemie an der ETH

fur seine Hilfe bei der Benutzung der IBM-1620.
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gleiche bleibt. Aus diesem Grund wurde der Probenherstellung sehr große Aufmerksamkeit

geschenkt. Es hat sich gezeigt, daß das Pressen durch Saphir-Dusen in gut gereinigten
Plexiglasrohrchen mit einem Stempel aus Teflon diesen Anforderungen genügt; dabei wurde

das Ausgangsmaterial fur die Herstellung aller Probendicken m die gleiche Form von Zylindern
vom Durchmesser der Plexiglasrohrchen gebracht. — Um Gitterdefekte und Fehlstellen

möglichst zum Verschwinden zu bringen, wurden die Proben mehrere Wochen lang bei

Zimmertemperatur getempert. —

,

elektrisch

2,4
^-" r-3,33 °K

2,3 -

2.2 -

Z,1

2,0

'extrapoliert ^^-^*^

ill i

thermisch

0 150 200 300

s

*3,eL
400 -2 0 200300 400 SOO

\ quadratische Extra¬ it in Oersted

tO 20 SO WO 200 SOO 10002000 '10 20 SO 100 200 SOO 10002000

H in Oersted

Extrapolation mit Kohler-Regel
Fig 2 Beispiele fur die Extrapolation zur Bestimmung von Widerstandswerten fur Temperaturen unterhalb der

kritischen Temperatur Tc

Eine Möglichkeit zur Kontrolle, ob das Material durch den Preßvorgang beschädigt wird,
besteht dann, daß man einen einmal gepreßten Draht durch Schmelzen in die ursprungliche
dicke Form zurückbringt und dann wiederum den Widerstand mißt. Die wegen der Streuung
der Elektronen an der Probenoberfiache hervorgerufene Erhöhung des spezifischen Wider¬

standes muß dann verschwinden und man sollte den Wert des ursprunglichen Materials

erhalten. Das ist auch bis auf etwa 5% genau gelungen. — Eine andere Möglichkeit zur Kon¬

trolle besteht darin, daß man den aus der Durchmesserabhangigkeit des spezifischen Wider¬

standes ermittelten Wert von gl mit dem nach anderen Methoden bestimmten Wert ver¬

gleicht. Nach dem Sommerfeld-Modell ist gl gegeben durch (1.3a) und ist eine von der
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Reinheit unabhängige Konstante des Materials. Aus den hier durchgeführten Messungen
erhält man

e«=l,25-10-11ßcm2.

Cotti [15] hat kürzlich eine Methode entwickelt, die es gestattet, mit Hilfe der Abklingzeit
von Wirbelströmen in dünnen Platten q l an einer einzigen Probe zu bestimmen. Sein Wert

von qI = 1,27 • 10-11 Q cm2 stimmt recht genau mit dem hier gegebenen Wert überein,
was wiederum bedeutet, daß die Proben durch den Herstellungsprozeß nicht wesentlich ver¬

unreinigt wurden.

Indium wird bei einer kritischen Temperatur von Tc = 3,406 °K supraleitend. Um auch

unterhalb Tc Werte für die Widerstände im normalleitenden Zustand zu erhalten, wurde die

Supraleitung mit Hilfe eines Magnetfeldes unterdrückt. Die dabei auftretende magnetische
Widerstandsänderung von einigen Prozenten kann bei höheren Temperaturen mit einer für

kleine Felder gültigen, quadratisch mit dem Feld verlaufenden Extrapolation korrigiert
werden. Bei tieferen Temperaturen kann man zur Extrapolation die Kohler-Regel [26] in der

Form

R(H) I H

B0 U(-ßo)
benützen; dabei bedeutet B(H) entweder den thermischen oder den elektrischen Widerstand

als Funktion des Magnetfeldes H, B0 den Widerstand ohne Feld, A (x) eine nicht explizite von
der Temperatur abhängige Funktion und a(Bo) eine Funktion des Widerstandes Bq (im ein¬

fachsten Falle ist a = -Bo). Zur Extrapolation mißt man B als Funktion des Magnetfeldes H
oberhalb der kritischen Temperatur Tc und trägt die Resultate in logarithmischem Maßstab

auf. Für Temperaturen unterhalb Tc trägt man die in überkritischen Magnetfeldern erhaltenen
Werte auf; gemäß der Gleichung (2.4) läßt sich dann die Kurve für die überkritische Tempe¬
ratur durch zu den Koordinatenachsen paralleles Verschieben auf die Meßpunkte für die unter¬

kritische Temperatur bringen und damit kann für gegen Null gehende Felder extrapoliert
werden. — Beispiele für diese Extrapolationen sind in der Fig. 2 aufgetragen; der damit ver¬

bundene Fehler dürfte etwa 3% betragen. Bei sehr tiefen Temperaturen muß man allerdings
bei der Anwendung der Kohler-Regel etwas vorsichtig sein (siehe Abschnitt 4.).

(2.4)

Tabelle 3. Proben. (Alle Proben aus Indium der Consolidated Mining and Smelting Co.

of Canada, Tadanc Brand.)

Probe
Durchmesser e4,2's293'104 <J»SM -104 V10" (WT)T = 0

10* HO)

•10"
in Q cm in cm (°K)/Watt in Watt a/(°K)s

Inl 1,48 1,05 0,58 0,51 2,2 2,3
In 2 0,485 1,23 0,79 0,69 3,4 2,2
In 3 0.282 1,50 0,98 0,86 4,0 2,1
In 4 0,186 1,96 1,47 1,30 4,7 2,8
In 5 0,094 2,52 1,98 1,75 6,9 2,5

Die charakteristischen Werte der untersuchten Proben sind in der Tabelle 3 zusammen¬

gestellt. Ebenfalls angegeben ist die für T = 0 extrapolierte Lorenz-Zahl, allgemein definiert

durch

Q
L(T)

WT'
(2.5)

Dies ist eine absolute Größe und ihre Bestimmung ist daher mit einem Fehler von etwa 13%
behaftet; berücksichtigt man noch die zusätzliche Ungenauigkeit bei der Extrapolation für

T = 0, so beträgt der Fehler etwa 15%. Im Rahmen dieser Fehler stimmen daher die experi¬
mentell gefundenen Werte mit dem theoretischen Wert

Zn^l^ : 2,44 -IQ-8 Watt ß/(°K)2 (2.6)

überein. Damit ist auch für ein Material mit durchmesserabhängiger Leitfähigkeit das Wiede-

mann-Franz-Gesetz für T — 0 mit einer Genauigkeit von etwa 15% experimentell nach¬

gewiesen.
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3. Elektrische und thermische Leitfähigkeit dünner Drähte

bei tiefen Temperaturen

3.1. Lösung der Boltzmann-Gleichung für dünne Drähte mit verschiedenen Relaxa¬

tionszeiten für die elektrische und die thermische Leitfähigkeit

Eine exakte Behandlung des Problems der Streuung der Elektronen an der

Probenoberfläche verlangt eine genaue Untersuchung der Oberflächenzustände

und ist damit außerordentlich schwierig ; zur Lösung sind nur Ansätze vorhanden

[27]. Üblicherweise macht man eine der geometrischen Optik analoge Näherung
indem man die Bloch-Elektronen als Wellen betrachtet, die an der Probenober¬

fläche reflektiert werden [9]. In einer sehr groben Art kann man dann verschieden¬

artige Oberflächen dadurch berücksichtigen, daß man einen Parameter p in die

Theorie einführt ; nimmt man an, daß die auf die Probenoberfläche auftreffenden

Elektronen entweder gespiegelt oder diffus reflektiert werden, so soll dieses p die

Wahrscheinlichkeit einer Spiegelstreuung darstellen. Das ganze Problem ist somit

auf das Lösen der Boltzmann-Gleichung mit Randbedingungen zurückgeführt;
die erste Untersuchung dieser Art stammt von Fuchs [28]. Eine Zusammen¬

stellung von Arbeiten über dieses Gebiet findet man bei Sondheimer [5], eine

modernere Zusammenfassung bei Olsen [6]. — Läßt sich der Stoßterm in der

Boltzmann-Gleichung mit einer einfachen Relaxationszeit r beschreiben — also

für Temperaturen in einem Gebiet, in dem die Stöße der Elektronen als elastisch

angenommen werden können (T = 0 oder T > 0, 0: Debyetemperatur des

Körpers), — so findet Dingle [29] durch Lösen der Boltzmann-Gleichung mit

Randbedingungen für den spezifischen elektrischen Widerstand q (d) eines zylindri¬
schen Drahtes der Dicke d

o(d) = eoa-0(p,lld). (3.1a)

Hier ist g«, der spezifische elektrische Widerstand des unendlich ausgedehnten
Materials, 0 (p, Ijd) eine von Dingle tabellierte Funktion und l die freie Weglänge,
definiert durch

l = v-e • r . (3.2)

(vy: Fermi-Geschwindigkeit). Es ist bemerkenswert, daß die exakte Formel (3.1)
für p = 0 bis auf 5% genau mit der qualitativen Beziehung (1.2) von Nobdheim

[7] übereinstimmt.

Im Temperaturbereich elastischer Elektronstöße läßt sich das Wiedemann-

Franz-Gesetz unter sehr allgemeinen Voraussetzungen über die Relaxationszeit

herleiten. Definiert man insbesondere mit Hilfe von (3.1) eine effektive mittlere

Relaxationszeit %' der Art

(t')-1 = r--i--0{p,lld), (3.3)
so erhält man damit

gffl T ,0 AS

W(d)-f
~ Lo (6A>

W (d) ist der spezifische Wärmewiderstand eines zylindrischen Drahtes der Dicke d

und Lo ist die durch (2.6) gegebene Lorenz-Zahl. Dies ergibt eine zu (3.1a)

analoge Beziehung für den Wärmewiderstand :

W(d)= Wo=-0(pJld). (3.1b)
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Wcc stellt den spezifischen Warmewiderstand eines unendlich dicken Drahtes dar —

Explizite Losungen der Boltzmann-Gleichung mit Randbedingungen [30, 31]

ergeben fur den spezifischen Warmewiderstand eines dünnen Drahtes ebenfalls

die Formel (3 1b) —

Alle diese bis heute ausgeführten Betrachtungen sind an die Existenz einer

einzigen Relaxationszeit t gebunden Sie lassen sich aber, wie im folgenden gezeigt

wird, auch auf das hier experimentell untersuchte Temperaturgebiet 0 < T < 0

ausdehnen, m dem die Elektron Phonon Stoße unelastisch sind und keine einheit¬

liche Relaxationszeit mehr definiert werden kann

Legt man ein elektrisches Feld F und einen Temperaturgradienten dTjdz

längs der z-Achse eines unendlich langen Drahtes, so erhalt man fur em Sommer¬

feld-Modell die Boltzmann Gleichung in der Form

m
Kx

dx
+

m
kV dy

+
m

Kz
dz
+

h dhz ~\dt)st ( '

(h Plancksche Konstante dividiert durch 2n, m Masse des Elektrons, k = (kx,

ky, hz) Wellenvektor des Elektrons, / = f(k, r, T) Verteilungsfunktion, (9//9<)st
Stoßterm )

Der Stoßterm laßt sich schreiben als

wobei Aop ein von der Elektron-Phonon-Wechselwirkung abhangiger linearer

Integraloperator ist Die Elektron-Verunreinigung Wechselwirkung ist elastisch

und laßt sich somit mit einer Relaxationszeit Ti beschreiben /o = /o (E, £, T) ist

die von der Energie E, Fermi-Grenz-Energie f und Temperatur T abhangige, un¬

gestörte Fermi-Verteilungsfunktion Die Verteilungsfunktion f(k,r, T) ist einer¬

seits wegen des Temperaturgradienten dTjdz und anderseits wegen der raumlichen

Begrenzung des Drahtes vom Orte r abhangig
Mit dem üblichen Ansatz zur Linearisierung [32]

/ = /o + /i (37)

f1=-X(k,x,y)df0jdE (3 8)

und der Zerlegung der zu bestimmenden Funktion i (k, x, y) in zwei unbekannte

Funktionen cp\{k, x, y) und <f2,{k, x, y),

(3 9)

erhalt man die nun nur noch wegen der Oberflache des Drahtes ortsabhangigen

Bloch-Gleichungen

, dfo , Hkx df0 d<pi hky df0 dipi . df0 1

9

(3 10)

- h(E - c) -je +—-je -w + ^r iw ~dy-
= A°p <w -mi;?2

Zur Losung von (3 10) kann das Kohlersche Variationsprinzip [34] verwendet

werden, nach der thermodynamischen Formulierung von Ziman [35] im Zusam¬

menhang mit dem Entropiestrom muß dieses Prinzip auch bei dünnen Proben

gültig sein
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Es ist nun nicht nur %(k,x, y) sondern auch /loP ortsabhängig; dies hängt da¬

mit zusammen, daß die Elektron-Phonon-Wechselwirkung eine Kleinwinkel-

Streuung ist. Nach einem Vorschlag von Olsen [13] wurde diese Kleinwinkel-

Streuung von Blatt und Satz [36] und von Azbel und Güezhi [37] analytisch,
und von Lüthi und Wydee [38] mit Hilfe einer Monte-Carlo-Methode berechnet.

Man erhält eine vom Drahtdurchmesser abhängige Abweichung von der Matthies-

sen-Regel, wie sie von Aleksandeov [17] an Aluminium und von Cochean und

Yaqüb [39] an Gallium beobachtet wurde. Hingegen tritt bei dem hier unter¬

suchten Indium (siehe Abschnitt 3.3.) keine solche Abweichung auf und damit

darf in erster Näherung Aop als ortsunabhängig angenommen werden. Somit kann

zur Bestimmung von A0p (<fj) wie im Falle des unendlich ausgedehnten Materials

vorgegangen werden und man erhält die für tiefe Temperaturen gültigen Be¬

ziehungen [32]

(3.11a)

(3.11b)

Hier sind «o und y von der Elektron-Phonon-Wechselwirkung abhängige
Konstanten und es gilt

«o oc T~5
m (3.12)

y oc T .

Aus (3.11) folgt, daß sich für die Funktionen cpx und ç>2 je eine Relaxationszeit

n und T2 angeben läßt, definiert durch

A0p(<pi) =
<Pi dfo_
a0 dE '

Aov (<f2) =
<P2 dfo

n*
„

dE

Tl — Tel — a0 + T« (3.13a)

Tr2_1 = Tä1 = (-y-y2 «oj
*

+ Ti_1 • (3.13b)

it erhält man aus (3.10)

hkx d<pi %kv dtpi <pi
2 "r

to dx m dy rei
(3.14a)

y
m ax m oy Tth

(3.14b)

Diese Gleichungen, zusammen mit den Randbedingungen, stimmen formal

genau mit den Gleichungen von Dingle [28] überein und lassen sich nach den

dort angegebenen Methoden lösen. Im hier untersuchten Gebiete tiefer Tempera¬
turen gilt für die über die Querschnittsfläche des Drahtes gemittelte elektrische

Stromdichte j und die Wärmestromdichte q

i=~lâï J dxdy i7i*m? j dkkzcp1(k,x,y)~-eF , (3.15a)
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Definiert man wie üblich freie Weglangen als l = uF •

r, also

el Tel

hh = ~^rTth

(3.16a)

(3.16b)

(Mf/wi — i>p:Fermi-Geschwindigkeit), so erhalt man aus (3.15) fur die spezifischen
Widerstände dunner Drahte

Q{d) = Qöo-0{p,leild)

W(d) = Wœ-0(p,hhld)

(3.17a)

(3.17b)

Die Funktion 0 ist die gleiche wie in den Formeln (3.1), nur muß man hier in

den beiden Fallen verschiedene freie Weglangen einsetzen, nämlich Zei fur die

elektrische Leitfähigkeit und Zth fur die thermische Leitfähigkeit.

elektrische Leitfähigkeit
f(kz)

f 1 \ \

1 / \
\

/ / \ \
J J \ \

-

uf-fo

m
l/erunreinipunas-Stöße

<m—-*—< *—m—*

Phononen-Stöße

thermische Leitfähigkeit

>f(kz)

stationäre l/erteilungsfunktwn f

Sieichgew l/erteilungsfunkfion f0
(Fermi - Funktion)

Z
Phonone^Stoße Verunreinigung*- p/^en_sfl)aekz

Stoße

Phononen - Stöße

Fig 3. Anschauliche Begründung der Verschiedenartigkeit der freien Weglangen fur die elektrische und thermische

Leitfähigkeit

Diese Verschiedenartigkeit der freien Weglangen oder der Relaxationszeiten

fur die beiden Transportgrößen hat eine anschauliche physikalische Deutung [32].
Rechnet man nämlich umgekehrt aus den Ausdrucken fur den elektrischen und

thermischen Widerstand die hierzu gehörenden Verteilungsfunktionen aus, so

erhalt man im elektrischen Fall

mit

f = fo(kx, k„, h + ôkz

il
em

ITT

(3.18a)
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und im thermischen Fall

mit

/ = /o (kx, ky, kz + ôkz)

ôkz = (k-k¥)-Y-^.

(3.18b)

Diese beiden Funktionen sind in der Fig. 3 dargestellt. Um die durch Einschal¬

ten eines Feldes oder eines Temperaturgradienten gestörte Verteilungsfunktion /
wieder nach /o zurückzubringen, genügt in beiden Fallen ein einziger Verunreini¬

gungsstoß. Phononstoße dagegen sind bei tiefen Temperaturen Kleinwinkel-

Prozesse, so daß sich kz bei einem einzigen Stoß nur um einen kleinen Bruchteil

andern kann. Im thermischen Fall kann dies zur Herstellung der Gleichgewichts-

Verteilungsfunktion genügen, im elektrischen Fall braucht es jedoch mehrere

Phononstoße. Das bedeutet, daß die Verteilungsfunktion im thermischen Fall

rascher relaxiert als im elektrischen Fall und daß damit die thermische freie Weg¬

lange kleiner sein muß als die freie Weglange fur die elektrische Leitfähigkeit.
Fur die Temperatur T = 0, bei der die Phononen ausgestorben sind und nur noch

Verunreinigungsstreuungen vorhanden sind, müssen die beiden freien Weglangen
wieder gleich sein.

3.2. Bestimmung der freien Weglange fur die elektrische und die

thermische Leitfähigkeit. Vergleich mit Lorenz-Zahl

Durch Messen des spezifischen elektrischen Widerstandes und des spezifi¬
schen Warmewiderstandes verschieden dicker Drahte lassen sich die Gleichungen

o • r=4,2°K

/•= o °K

Fig. 4. Spezifischer elektrischer Widerstand als Funktion des Zylinderdurchmessers d verschieden dicker Indmm-

drahte angepaßt an die theoretischen Kurven mit p = 0 und p = £ fur T = 4 2°K und T = 0°K

(3.17) prüfen; dabei treten die Widerstände des unendlich ausgedehnten Materials

und die freien Weglangen als anzupassende Parameter auf. Dies ist in den Fig.
4 und 5 dargestellt; im thermischen Fall ist es von Vorteil, nicht W(d) sondern

W (d) • T aufzutragen, da dieser Ausdruck auch fur T = 0 endlich bleibt. Es ist

bemerkenswert, daß sich die experimentellen Daten ebensogut an die theoretische
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Kurve fur p = 0 wie auch fur p = ^ anpassen lassen — naturlich mit verschie¬

denen Parameterwerten q^ und Zel, oder (W T)co und kn — ,
und dies sowohl fur

T = 4,2 °K wie auch fur T = 0 °K. Es ist somit nicht möglich, aus an Drahten

durchgeführten Experimenten dieser Art p zu bestimmen. Durch Messungen an

A /•= 4,2 °K

o r= o °k

Fig 5 Spezifischer Warmewiderstand multipliziert mit der Temperatur als Funktion des Zylmderdurchmessers d

verschieden dicker Indiumdrahte angepaßt an die theoretischen Kurven mit p = 0 und p
— J fur T = 4,2 °K

und T = 0°K

Filmen konnten Gaide und Wyder [40] zeigen, daß fur p 4= 0 die Große Qco hl

leicht temperaturabhangig wird ; da andererseits @oo Zei ein Maß fur die freie

Oberflache der Fermiflache ist und damit temperaturunabhangig sein muß, kann

• A r=4,2°K
OAr-0°K

Tig 6 Nordheim-Beziehung zur Bestimmung der freien Weglangen fur die thermische und die elektrische Leit¬

fähigkeit

man aufp = 0 schließen. Ferner haben Pippabd [41] und Chambers [42] gezeigt,

daß man aus dem anomalen Skineffekt fur die von ihnen untersuchten Metalle

^3 = 0 erhalt. — Im Gegensatz dazu lassen sich die Leitfahigkeitsexperimente von

Feiedmann und Koenig [43, 44] an dünnen Wismut-Filmen nur mit einem von

Phjs kondeni Materie, Bd 3 19
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Null verschiedenen p erklären. Nun ist die de Broglie-Wellenlänge eines Leitungs¬
elektrons in einem normalen Metall von der Größenordnung von einigen Â, also

wesentlich kleiner als die Unebenheit der Probenoberfiäche, und damit ist eine

diffuse Oberflächenstreuung, also p = 0, zu erwarten. Beim Halbmetall Wismut

hingegen, mit seiner sehr kleinen Fermifläche, wird die de Broglie-Wellenlänge
von der Größenordnung von 10~5 cm und damit wird eine Spiegelreflektion an der

Probenoberfläche möglich. Das ganze Problem ist jedoch noch keineswegs geklärt

[9, 44], trotzdem soll im folgenden für Indium p = 0 angenommen werden. Statt

der unhandlichen, nur analytisch gegebenen Funktion 0 kann man somit die von

Noedheim angegebene Formel (1.2) benützen. Trägt man q(<1) oder W{d)T

gegen Ijd auf, so erhält man eine Gerade (Fig. 6). Für \jd = 0 ergibt sich der

Wert für Qao und (WT)<o, und aus der Neigung der Geraden lassen sich £><» Zei

und (WT)a> Ith und damit die^ freien Weglängen Jei und kh bestimmen. Macht

man dies für verschiedene Temperaturen, so erhält man die freien Weglängen als

Funktion der Temperatur [45] (Fig. 7). Wie nach Abschnitt 3.1. zu erwarten ist,

.c

• elektrisch

* thermisch

0,3

0,2

0,1
Fehler

\ t i

L/L (0)

hh/lel

0 13 3 4

T in °K

Fig. 7

Fig. 7. Freie Weglängen für die thermische und die elektrische Leitfähigkeit. Der geschätzte Fehler in der Be¬

stimmung ist angegeben, die Werte für T < 1,6°K sind aus den Fig. 12 und 13 extrapoliert

Fig. 8. Verhältnis der freien Weglängen Imlhi und relative Lorenz-Zahl L(T)IL(0) als Funktion der Temperatur

ist Zth für T > 0 wesentlich kleiner als lei, nähert sich diesem aber, wenn T

abnimmt. —

Das Problem der verschiedenen freien Weglängen für die thermische und die

elektrische Leitfähigkeitläßt sich auch ausgehend von der Lorenz-Zahl untersuchen ;

wie bereits aus der im Abschnitt 1. diskutierten einfachen kinetischen Theorie der

Transportphänomene hervorgeht, muß ein einfacher Zusammenhang zwischen

der Lorenz-Zahl und dem Verhältnis der beiden freien Weglängen existieren.

Nach der Blochschen Theorie lassen sich die Widerstände bei tiefen Tempera¬
turen berechnen und man erhält [32]

Tfih% n T \ 7i2y2a0

(3.19a)

(3.19b)
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In Übereinstimmung mit (3.13) können die Ausdrücke in den Klammern als

reziproke Relaxationszeiten gedeutet werden. Für die Lorenz-Zahl ergibt sich

damit

Qm n2 ( &B \2 «o Ti

Loo(T) = n(WT)a ^m
Jia y2 »o

(3.20)

Benützt man (3.14), (3.17) und den Wiedemann-Franz-Wert Lq der Lorenz-

Zahl, so erhält man

L«,(T)

hl
(3.21)

(3.21) läßt sich experimentell prüfen, da man einerseits L ( T) messen und anderseits

W^ei aus der elektrischen und der thermischen NoBDHEiM-Beziehung bestimmen

kann. Dies wurde für die Fig. 8 durchgeführt ; im Rahmen der Meßfehler ist die

Übereinstimmung erstaunlich gut.

3.3. Temperaturabhängigkeit der elektrischen und thermischen

Leitfähigkeit dünner Drähte. Matthiessen-Regel

Im Gegensatz zur kinetischen Theorie gibt die Blochsche Theorie auch Auf¬

schluß über die Temperaturabhängigkeit der freien Weglängen. Aus (3.12) und

(3.19) erhält man einserseits das r5-Gesetz von Bloch

q(T) = q0 + CT*, (3.22a)

und anderseits die Formel von

Makinson [46]

W{T) =
T

BT2. (3.22b)

In 1
,

" 2,
" 3,
" 4,
" S,

d=i,48 mm1

d=0,485mm
d=0,282m.m,
d=0,186mm,
d=0,0S4mm,

Qo bedeutet den temperatur-

unabhängigenRestwiderstand,
gegeben durch die Streuung
der Elektronen an Verunreini¬

gungen und an derProbenober¬

fläche. Für A erhält man aus

dem für T = 0 gültigen Wiede-

mann-Franz-Gesetz^. = qqJLq.
Die Darstellungen in den Fig.
9 und 10 zeigen, daß die For¬

meln (3.22) auch für dünne

Drähte die Temperaturabhän¬

gigkeit der Widerstände be¬

schreiben. Diese beiden Darstellungen dienten ferner zur Extrapolation der Werte

für q und WT für Temperaturen unterhalb T = 1,6 °K.

In Übereinstimmung mit der Betrachtungsweise vom Abschnitt 3.1. kann die

Streuung der Elektronen an der Probenoberfläche für grobe quantitative Aus¬

sagen einfach als zusätzliche Verunreinigungsstreuung gedeutet werden. Nun

Fig. 9. q{T)<

200 400 600 800 100O 1200 1400

r in (°K)9
oo + C T5. Formel von Bloch für dünne Indium¬

drahte

19*
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nähert sich die Lorenz-Zahl im Temperaturgebiet 0 < T < 0 um so mehr dem

Wiedemann-Franz-Wert, je mehr Verunreinigungen man einer Probe beifügt. Für

die Durchmesserabhängigkeit der Lorenz-Zahl in dünnen Drähten bedeutet das,

Fig. 10. WT(T)

T3in (°KJ3

A + BT3. Formel von Makinson für dünne Indiumdrähte. Die aus den elektrischen Mes¬

sungen bestimmten Werte für A = QolLo sind ebenfalls aufgetragen

daß in diesem Temperaturbereich für d\ > d<i für die Lorenz-Zahl L(d\) < Hßz)
sein muß. Dies läßt sich auch experimentell beobachten (Fig. 11). —

Bei der theoretischen Untersuchung über die Existenz von zwei verschiedenen

freien Weglängen im Abschnitt 3.1. wurde die Annahme gemacht, daß Aop auch

in dünnen Drähten ortsun¬

abhängig ist. Das bedeutet,

daß für dünne Drähte eine

Matthiessen-Regel [8] gel¬
ten muß:

extrapoliert

d = 1,48 mra

d = 0,485mm

d = 0,882mm

d =0,1semm

d = o,094mm Q(d,T) = Qvh(T)-

(3.23)

2 3 4

T in °K

Fig. 11. Lorenz-Zahlen verschieden dicker Indiumdrähte als Funktion

der Temperatur

Hier ist £ph (T) der von den

Phononen, g4 der von den

Verunreinigungen und q&

der von den Wandstreuun¬

gen herrührende Teil des

Widerstandes. Der einzige

temperaturabhängige Term

ist qMT), der für T = 0

verschwindet. Damit muß

(3.24)

Q(d,T)-e(d,0) = Qvh(T)
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• In 7
,
d=l,48 mm

° " 2
,
d= 0,485 mm,

" " S
,
d=0,282mm,

o " 4
,
d= 0,186mm

' " 5, d= 0,094mm,
è%

1 j m * ni "ir*"*^^ 1

>

1

°K

g(d, T) - Q(d, 0) :

1 2

rm
•

Fig 12

ep»(T). Mattmessen Hegel fur dünne Indiumdrahte

0 In 4

eine von d unabhängige Funktion der Temperatur allein sein. Die Beziehung

(3.24) ist in der Fig. 12 untersucht; im Rahmen der Meßgenauigkeit liegen die

Punkte fur verschiedene Probendicken aufeinander und damit ist die im Ab¬

schnitt 3.1. gemachte Voraussetzung gerechtfertigt.
Im Gegensatz dazu haben nun Olsen [15] ebenfalls an dünnen Indiumdrahten

und Gaide und Wyder [40] an dünnen Indiumfilmen betrachtliche Abweichungen

von der Matthiessen-

Regel (3.23) beobachtet.

Ferner sind die von Ol¬

sen und Gaide undWy¬

der gemessenen Werte

fur Qoo l wesentlich gro¬

ßer als der hier bestimm¬

te Wert. Das laßt sich

nur dadurch erklaren,

daß beim Herstellungs¬

prozeß der Drahte und

der Filme zusatzliche

Verunreinigungen hin¬

zugefugt wurden, und

zwar um so mehr, je
dunner der Draht oder

der Film war. Nach

einem von Pippard [47]

ursprunglich fur die Ul¬

traschallabsorption ge¬

gebenen Argumente las¬

sen sich dann diese Ab¬

weichungenvon derMat-

thiessen-Regel verste¬

hen. Pippard findet, daß

mit abnehmender freier

WeglangederElektronen
die Elektron-Phonon-

Wechselwirkung starker

werden muß Einen Ef¬

fekt dieser Art haben

einerseits Lindenfeld

und Pennebaker [48]
in der Gitterleitfahigkeit
von Kupferlegierungen
und andererseits Lin¬

denfeld und Rohrer [49] in der Elektronenwarmeleitfahigkeit beobachtet Die¬

ser Effekt sollte sich auch in der Temperaturabhangigkeit des elektrischen Wider¬

standes äußern. Fur reines Indium ist das T5-Gesetz (3 22a) im allgemeinen sehr

gut erfüllt [50, 51], auch Olsens dünne Drahte befolgen es innerhalb des unter¬

suchten Temperaturbereiches von 1,6 °K bis 4,2 °K. Der temperaturabhangige Teil

<3r

/"
y

0 Ins

/ /, W+W1

/ />/, 0 In 5

-

/ ////Im Ins

/ /////
/ 0 In 6

-

/ //'/V /

/A/f y /
-

- Svy
A
yy

^y^
Jr
r i i i i i i

1 -

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Is in (°K)5

Fig 13. q(T) — e(0) = C(si) T5 Abweichungen von der Matthiessen-

Regel, zusammengestellt aus mehreren Arbeiten über die Temperaturab¬
hangigkeit des spezifischen Widerstandes von Indium Die eingetragenen
Punkte sind Messungen von OLSEN [15] Die Daten der verschiedenen Pro

ben sind in der Tabelle 4 eingetragen
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des Widerstandes läßt sich somit darstellen als

q(T)-q{0) = C-T5. (3.25)

Nach Pippabd muß nun die Konstante G eine Funktion des Restwiderstandes

Qi sein, und zwar muß für q^ > qi2 auch C± > G2 gelten. Dies läßt sich in der

Fig. 13, in der die Temperaturabhängigkeit des spezifischen elektrischen Wider¬

standes von Indium aus verschiedenen Arbeiten zusammengestellt ist, feststellen.

Die Daten der einzelnen für die Fig. 13 benützten Proben sind in der Tabelle 4

eingetragen.

Tabelle 4. Abweichungen von der MattMessen-Regel. Zusammenstellung der Daten für die in der

Fig. 13 benützten Proben

Symbol Autor
d

in mm
e0o/e293o-io* c/«298„-io-

in ("K)-s

W + Wl White und Woods [50] ca. 0,5 1,82 4,0
W + W2 White und Woods [50] ca. 0,5 1,57 3,7
A Aleksandkov und D'Yakov [51] 3,0 0,33 2,94
0In4 Olsen [13] 0,0855 3,06 4,9
0In3 Olsen [13] 0,311 1,42 4,1
0In5 Olsen [13] 0,57 0,83 3,7
0In6 Olsen [13] 2,54 0,54 3,1
Inl ...In 5 diese Arbeit 1,48... 0,096 0,58 3,9

4. Magnetische Widerstandsänderung

4.1. Magnetische Widerstandsänderungdes Materials ohne „Freie-Weglängen-Effekt".
Lorenz-Zahl im Magnetfeld

Nach den theoretischen Arbeiten von Lifshitz, Azbel und Kaganov [52]
sowie den experimentellen Untersuchungen von Justi [53], Boeovik [54],
Chambers [55], Lüthi [56] und vor allem von Alekseevskii und Gaidtjkov [57]
sind die Probleme der magnetischen Widerstandsänderung des elektrischen

Widerstandes in Metallen im wesentlichen geklärt [44]. Darüber hinaus hat sich

die Messung der magnetischen Widerstandsänderung an Einkristallen als außer¬

ordentlich nützliches Instrument zur Bestimmung der topologischen Struktur der

Fermi-Fläche erwiesen [44]. Hingegen gibt es nur sehr wenige Messungen der

Änderung des thermischen Widerstandes im Magnetfeld [58], und bis auf die

Messungen von Grüneisen [59], de Nobel [60] und Alebs [61] fehlen fast völlig
gleichzeitige Messungen des elektrischen und des thermischen Widerstandes im

Magnetfeld. Untersuchungen dieser Art sind daher von einigem Interesse. Üblicher¬

weise [9] wird in Anwesenheit eines Magnetfeldes und im Temperaturbereich
elastischer Verunreinigungsstreuung in gröbster Nährung die elektrische Leit¬

fähigkeit durch Multiplikation mit Lo T in die thermische Leitfähigkeit übersetzt.

Der thermische Widerstand zeigt damit prinzipiell das gleiche Verhalten wie der

elektrische Widerstand; falls also der elektrische Widerstand in hohen Magnet¬
feldern sättigt, so muß es auch der thermische Widerstand tun. Bei der Inter¬

pretation der experimentellen Resultate muß man allerdings etwas vorsichtig sein ;

einerseits gibt es einen durch Oberflächenstreuung bedingten „Freie-Weglängen-
Effekt" in Magnetfeldern, der zu einer zusätzlichen Feldabhängigkeit des Wider¬

standes führen kann (siehe Abschnitt 4.2). Andererseits haben Cottt [19, 62] für
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den elektrischen und Thorn und Wydee [63, 64] für den thermischen Fall gezeigt,
daß, falls der Sondenabstand nicht genügend groß gewählt wird, wegen des Hall¬

oder des Righi-Leduc-Eifektes wesentliche Verfälschungen in der Bestimmung des

Widerstandes zu erwarten sind. Bei der Probe In 1 dürfte der Einfluß dieser

Effekte klein sein; die experimentellen Daten sind in den Fig. 14 und 15 in

Kohler-Diagrammen dargestellt. Dabei bedeuten Aq = q(H, T) — q(0, T) und

A W= W (H, T)~W (0, T) die Änderung des Widerstandes im Magnetfeld H, und

Q = q(0, T) und W = W(0, T) den Widerstand ohne Feld bei der Temperatur T.

Die elektrischen Messungen sind in guter Übereinstimmung mit den Resultaten

von Jtjsti [65] und Olsen [15] ; die thermischen Messungen zeigen im wesentlichen

die gleiche Feldabhängigkeit wie die elektrischen Messungen, insbesondere ist auch

der Sättigungscharakter in hohen Feldern deutlich erkennbar.

Unter der Annahme, daß eine Relaxationszeit t existiert, tritt das Magnetfeld
H in der Boltzmann-Gleichung immer nur in der Kombination Hx auf. Dies

führt zur Kohler-Regel [26]

Q

AW ~IH>
(4.1b)

= '(f) <^>

W y\WT

da einerseits g und andererseits W T proportional zu t_1 sind; / und g sind für ein

bestimmtes Metall charakteristische Funktionen. Damit lassen sich Messungen
bei verschiedenen Temperaturen als Funktion von Hjq und HjWT allein dar¬

stellen. Lüthi [56] hat gezeigt, daß die Beziehung (4.1a) sehr allgemein erfüllt ist,

und zwar nicht nur im Temperaturbereich reiner Verunreinigungsstreuung,
sondern auch im Phononenstreuungsgebiet. Die Fig. 14 zeigt eine ähnlich gute

Übereinstimmung bei tiefen Feldern; bei höheren Feldern ergeben sich jedoch
kleine Abweichungen. — Wesentlich anders ist die Situation im thermischen Fall.

Nach Jones und Toxen [66] läßt sich die magnetische Widerstandsänderung des

thermischen Widerstandes im Temperaturgebiet, in dem sowohl Verunreinigungs-
wie auch Phononenstreuungen vorhanden sind, nicht durch eine Gleichung der

Art (4.1b) angeben. Ihre experimentellen Daten lassen sich jedoch beschreiben,

wenn sie eine Kohler-Regel in der Form

TT-'(f)
benützen. Allerdings ist ihre Darstellung mit Vorsicht aufzunehmen: der von

Jones und Toxen benützte elektrische Widerstand q wurde nicht direkt an den

gleichen Proben gemessen, sondern aus der Arbeit von White und Woods [50]
mit Hilfe der Matthiessen-Regel extrapoliert. Eine solche Extrapolation darf

jedoch nicht ohne weiteres ausgeführt werden (siehe Abschnitt 3.3.). — Die in

dieser Arbeit durchgeführten Messungen lassen sich, wie aus der Fig. 15 ersichtlich

ist, wenigstens für tiefe Felder mit einer Kohler-Regel der Form

darstellen. Bei höheren Feldern zeigen sich, wie im elektrischen Fall, gewisse

Abweichungen. Die Übereinstimmung für die hier durchgeführten Messungen wird
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ff/ç in

Fig. 14. Magnetische Widerstandsänderung des elektrischen Wider¬

standes für In 1

etwas schlechter, wenn eine Kohler-Regel von der Form (4.2) benützt wird; die

Abweichungen liegen jedoch noch innerhalb der Fehlergrenzen. Da sich einerseits

W und anderseits das von

White und Woods be¬

stimmte q im Temperatur¬
intervall zwischen 2 °K und

4 °K relativ wenig ändern,

beschreiben (4.2) und (4.3)

prinzipiell das gleiche Ver¬

halten, so daß eine Überein¬

stimmung nicht sehr er¬

staunlich ist. Zur genaueren

Abklärung müssen Messun¬

gen bei tieferen und bei

höheren Temperaturen aus¬

geführt werden. —

Ein detaillierterer Ver¬

gleich der elektrischen und

der thermischen Leitfähig¬
keit in Anwesenheit eines

Magnetfeldes läßt sich mit

Hilfe eines Zweibändermo¬

dells, oder, für große Fel¬

der, mit Hilfe der Lifshitz-

Theorie [52] der galvanoma¬

gnetischen Effekte durch¬

führen; üblicherweise wird

für Diskussionen dieser Art

die Lorenz-Zahl L(H) als

Funktion des Magnetfeldes
berechnet. Für ein Zwei¬

bändermodell finden Sond-

heimer und Wilson [67,

68], daß L(H) mit zuneh¬

mendem Feld zunimmt, bei

Metallen, deren magneti¬
sche Widerstandsänderung

sättigt, durch ein Maximum

geht und bei hohen Feldern

wieder den ursprünglichen
Wert ohne Feld annimmt.

Exakte Rechnungen [69]
auf Grund der modernen

Theorie bestätigen die Tat¬

sache, daß die Lorenz-Zahl

für hohe Felder wieder den

Null-Feld-Wert annehmen

.

In 1

o r=4,0°K • T- 2A °K ^^^
• T=3A °K

• 1-2,8 °K

2,2

-1,8

°k y^^zz^
°K x^^^^^T

longitudinal

»y

i .i 1 l_

w 2S 70* 2 S 10s

H/W in Oersted • Watt CK)"' cm."1

Fig. 15. Magnetische Widerstandsänderung des thermischen Wider

Standes für In 1

10e
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soll. Die experimentellen Daten (Fig. 16) zeigen im wesentlichen dieses Verhal¬

ten, wenigstens bei tieferen Temperaturen. Bei höheren Temperaturen fällt aller¬

dings die Lorenz-Zahl bei hohen Feldern etwa um 20% unter den Wert ohne

Feld, im Gegensatz zu den theoretischen Aussagen.

5 10* 2 S 10"

H in Oersted

Fig. 16. Lorenz-Zahl im Magnetfeld für In 1

4.2. Magnetische Widerstandsänderung dünner Drahte

In sehr dünnen Proben kann es neben der gewöhnlichen magnetischen Wider¬

standsänderung des unendlich ausgedehnten Materials eine zusätzliche, durch die

Probengeometrie bedingte Widerstandsänderung geben. Ein genügend großes

Magnetfeld zwingt die Elektronen auf Spiralbahnen, deren Durchmesser mit den

Probendimensionen vergleichbar sein kann. Ein Teil der Elektronen erreicht daher

die Probenoberfläche nicht mehr und der Widerstand wird dadurch verkleinert.

Im Grenzfall sehr hoher Felder kann somit der Einfluß der Wandstreuung senk¬

recht zum Magnetfeld ganz eliminiert werden ; zum Beispiel sollte man für einen

Zylinder in einem sehr großen Longitudinalfeld den Widerstand des unendlich

ausgedehnten Materials erhalten. Effekte dieser Art wurden für die elektrische

Leitfähigkeit erstmals an Natrium beobachtet, und zwar von MacDonald [70] im

transversalen und von Chambers [71] im longitudinalen Magnetfeld; berechnet

wurden diese „Freie-Weglängen-Effekte" ohne Berücksichtigung der gewöhn¬
lichen magnetischen Widerstandsänderung von MacDonald und Sarginson [72]

einerseits und Chambers [71] anderseits. Kürzlich haben Cochran und Yaqtjb

[73] nachgewiesen, daß in hochreinen Galliumproben sogar das Eigenmagnetfeld
eines durch die Probe geschickten Stromes genügen kann, um einen solchen

Geometrieeffekt hervorzurufen. Ferner zeigen White und Woods [10] an Natrium¬

zylindern, daß dieser Effekt auch für die thermische Leitfähigkeit vorhanden ist.

Im allgemeinen ist dieser „Freie-Weglängen-Effekt" wegen der gewöhnlichen
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magnetischen Widerstandsänderung des unendlich ausgedehnten Materials nur

schwer zu sehen; einzig an Natrium, wo die gewöhnliche Widerstandsänderung
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Fig. 17. Magnetische Widerstandsanderung des elektrischen Widerstandes dünner Indiumdrahte im transversalen
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Fig. 18. Magnetische Widerstandsanderung des thermischen Widerstandes dunner Indiumdrahte im transversalen

Feld

sehr klein ist, läßt er sich einfach messen. Der Effekt ist nun auch, wie Olsen [13]

gezeigt hat, in Metallen beobachtbar, wo die magnetische Widerstandsänderung

sättigt, insbesondere in dem hier untersuchten Indium.
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Die experimentellen Resultate fur dünne Indiumdrahte sind in den Fig. 17

und 18 fur den transversalen Fall und in den Fig. 19 und 20 fur den longitu-
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dinalen Fall dargestellt. Der „Freie-Weglängen-Effekt" laßt sich fur den thermi¬

schen und den elektrischen Widerstand sowohl fur ein transversales wie auch fur

ein longitudinales Magnetfeld feststellen : je dunner die Drahte, um so kleiner ist die
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Widerstandsänderung, da der „Freie-Weglängen-Effekt" der gewöhnlichen mag¬

netischen Widerstandsänderung entgegenwirkt. Insbesondere zeigt sich im

longitudinalen Fall (Fig. 19 und 20) wiederum sehr schön der im Abschnitt 3.

diskutierte Unterschied in den Größen der freien Weglängen für die thermische

und die elektrische Leitfähigkeit: während die Widerstandsänderung für den

elektrischen Widerstand bereits für verhältnismäßig dicke Drähte bei höheren

Temperaturen in großen Feldern wegen des „Freie-Weglängen-Effektes" wieder

abnimmt, so zeigt sich diese Abnahme für den thermischen Widerstand nur bei der

dünnsten Probe bei tiefen Temperaturen. Dies ist ein weiterer experimenteller
Beweis für die ungleiche Größe der beiden freien Weglängen im Temperatur¬
intervall o < t < e.

Eine quantitative Bestimmung der freien Weglänge aus „Freie-Weglängen-Ef¬

fekt"-Messungen in Magnetfeldern ist schwierig, eine Trennung dieses Effektes von

der gewöhnlichen magnetischen Widerstandsänderung ist nicht ohne weiteres mög¬
lich [74]. Zudem haben Olsen [18, 75] und Cotti [14] gezeigt, daß für den elektri¬

schen Widerstand von Indium auch bei sehr hohen Feldern der Einfluß der Wand¬

streuung nicht völlig eliminiert werden kann; das Problem der „Freie-Weglängen-
Effekte" in hohen Magnetfeldern ist somit noch keineswegs befriedigend gelöst.

Herrn Professor Dr. P. Grassmann, dem Vorsteher des Institutes für kalorische Apparate
und Kältetechnik der ETH, möchte ich für sein wohlwollendes Interesse an dieser Arbeit

herzlich danken. Vor allem liegt mir daran, Herrn Professor Dr. J. L. Olsen, der alle diese

Untersuchungen vorgeschlagen hat, für die große Hilfe, die er durch kritische Bemerkungen
sowie durch Rat und Tat dieser Arbeit schenkte, meinen tiefen Dank auszusprechen. Herrn

Professor Dr. W. Baltensperger sowie meinen Kollegen, den Herren Dr. K. Andres, Dr.

P. Cotti, Dr. S. Gygax, Dr. B. Lüthi und Dr. H. Rohrer danke ich für viele anregende Dis¬
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Mit Hilfe des „Freie-Weglängen-Effektes" für die thermische Leitfähigkeit in dünnen In-

diumdrähten wird die freie Weglänge der Anregungen im normalen und im supraleitenden Zu¬
stand bestimmt. Im Rahmen der Genauigkeit von Messungen dieser Art stimmen die freien

Weglängen in den beiden Zuständen überein. — Für den Zwischenzustand wird die Streuung
der Elektronen an den Phasengrenzen sowohl experimentell wie auch theoretisch untersucht;
auf Grund der BARDEEN-CoopER-ScHRiEFFER-Theorie der Supraleitung lassen sich die ex¬

perimentellen Resultate erklären.

Le libre parcours des excitations sera déterminé dans le cas de fils d'indium minces à

l'aide de mesures de l'effet de dimension pour la conductibilité thermique, à l'état normal et

à l'état supraconducteur. Dans l'ordre de précisions de ces mesures, le libre parcours à l'état

normal est égal au libre parcours à l'état supraconducteur. — Pour l'état intermédiaire, la

dispersion des électrons aux limites des phases sera étudiée expérimentallement et théorique¬
ment ; les résultats expérimentaux seront interprétés à l'aide de la théorie de la supraconduc¬
tivité de Bardeen, Cooper et Schrieffer.

By size-effect measurements of the thermal conductivity of thin indium wires the mean

free path of the excitations has been determined in the normal and in the superconducting
state. Within the accuracy of these measurements, the mean free paths in the two states are

found to be equal. — For the intermediate state the electron scattering from the interphase
boundaries has been investigated both experimentally and theoretically. The experimental
results can be explained with the aid of the Bardeeu-Cooper-Schrieffer theory of super¬

conductivity.

1. Einleitung

Die BARDEEN-CooPEK-ScHRiEFFEB-Theorie [1] der Supraleitung ist außer¬

ordentlich erfolgreich bei der Erklärung der thermodynamischen Eigenschaften.
Hingegen sind die Transportphänomene in Supraleitern keineswegs vollständig
verstanden, insbesondere gibt es zur Frage des Dauerstromes noch keine be¬

friedigende Antwort. Somit sind Experimente, die über Relaxationszeiten und

Lebenszeiten von Anregungen Aufschluß geben und damit die Situation von der

experimentellen Seite her zu klären versuchen, sehr erwünscht. Es schien daher

von Interesse, die mit den Relaxationszeiten eng verknüpften, experimentell
leichter zugänglichen freien Weglängen im supraleitenden Zustand direkt zu mes¬

sen und sie mit den freien Weglängen im normalen Zustand zu vergleichen. Bei
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der Diskussion von Experimenten zur Bestimmung der Energielücke im supra¬

leitenden Zustand durch Ultraschallabsorption [2], bei gewissen Tunnel-Effekt-

Untersuchungen [3] und bei Wärmeleitfähigkeitsmessungen an dünnen Filmen [4]
und an einem Sandwich aus normalem und supraleitendem Metall [5] wird ferner

üblicherweise die Annahme gemacht, daß die freien Weglängen in den beiden

Zuständen gleich seien; diese Annahme wurde bis jetzt noch nie experimentell

bewiesen, und sie steht im Gegensatz zur alten Heisenbergschen [6] Theorie, die

die experimentellen Daten über die Wärmeleitfähigkeit [7] im supraleitenden Zu¬

stand erstaunlich gut wiedergibt.
Eine einfache Methode zur Bestimmung der freien Weglänge ist der „Freie-

Weglängen-Effekt" in der thermischen Leitfähigkeit. Falls die freie Weglänge mit

den Probendimensionen vergleichbar wird, so darf die Streuung der Elektronen

an der Probenoberfläche nicht mehr vernachlässigt werden. Diese Streuung bewirkt

eine zusätzliche Erhöhung des spezifischen Wärmewiderstandes, die bei bekannter

Probengeometrie eine Bestimmung der freien Weglänge gestattet, und dies kann

sowohl im supraleitenden wie auch im durch ein überkritisches Magnetfeld herge¬
stellten normalen Zustand durchgeführt werden. Die Probleme dieser thermischen

„Freie-Weglängen-Effekte" wurden in einer vorausgehenden Arbeit [8] untersucht ;

für diese Untersuchungen hier wurden die gleichen Methoden angewendet, ins¬

besondere wurden die gleichen Proben gemessen. — Die Experimente zeigen, daß

im Rahmen der Genauigkeit solcher „Freie-Weglängen-Effekf-Messungen die

freien Weglängen im normalen und im supraleitenden Zustand gleich sind.

Prinzipiell kann jede geometrische Größe, deren Lineardimension mit der

freien Weglänge vergleichbar ist und die irgend einen Einfluß auf die am Transport¬

phänomen beteiligten Teilchen hat, dazu benützt werden, um Rückschlüsse auf

die freie Weglänge zu ziehen. Eine solche geometrische Größe ist nun auch in der

Lamellenstruktur des Zwischenzustandes eines Supraleiters gegeben. Die Existenz

einer Streuung an den Phasengrenzen wurde bereits mehrfach angenommen, ins¬

besondere von Hulm [9] und in einer etwas anderen Form von Zavabitskii [10] ; sie

zeigt sich experimentell an sehr reinen Supraleitern in einem Maximum des Wärme¬

widerstandes im Zwischenzustand. Ein solches Maximum haben Mendelssohn

und Olsen [11] an Blei-Wismuth-Legierungen entdeckt und seither wurde es an

anderen Legierungen, aber auch an sehr reinen Metallen, gefunden [10]. Cornish

und Olsen [12] konnten zeigen, daß sich dieses Maximum ohne weiteres erklären

läßt, wenn neben den Elektronen auch die Phononen am Wärmetransport teilneh¬

men. Im Falle sehr reiner Metalle wie dem des hier untersuchten Indiums, wo die

Wärmeleitung auch im supraleitenden Zustand beinahe ausschließlich durch die

Elektronen geschieht, versagt jedoch ihre Erklärung und die Streuung der Elek¬

tronen an den Phasengrenzen muß berücksichtigt werden. Eine solche Streuung
läßt sich im Rahmen der BCS-Theorie berechnen [13] und sehr einfach mit

den Experimenten vergleichen, indem man die Feld- und Temperaturabhängigkeit
des Wärmewiderstandes im Zwischenzustand untersucht. Aus Messungen des

Wärmewiderstandes im Zwischenzustand gelingt es dann, die Temperaturabhän-

gigkeit der für die Supraleitung verantwortlichen Energielücke zu bestimmen.

Alle experimentellen Untersuchungen wurden an Indium ausgeführt. Einige
Gründe für die Benützung von Indium für Experimente dieser Art wurden bereits

früher [8] angegeben ; Indium wird bei 3,407 °K supraleitend, somit läßt sich auch
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die Wärmeleitfähigkeit im supraleitenden Zustand in dem experimentell leicht

zugänglichen Temperaturgebiet messen.

2. Bestimmung der freien Weglängen im normalen und im

supraleitenden Zustand

Das Problem der Definition einer freien Weglänge im supraleitenden Zustand

ist ganz analog dem gleichen Problem im normalen Zustand [8]. Bardeen,

Rickayzen und Tbwoedt [14] und Geilikman [15] zeigen, daß man die einfach

angeregten Zustände und die Paaranregungen der BCS-Theorie in Wellenpaketen
zusammenfassen kann. Damit läßt sich für diese Anregungen — die „normalen

Elektronen" im supraleitenden Zustand im Sinne des Zwei-Flüssigkeiten-Modells
— eine Gruppengeschwindigkeit v definieren:

_

JLM
(1)

Ek ist die Energie einer durch den Wellenvektor k charakterisierten Anregung,
in der BCS-Näherung gegeben durch

Ek = Yêf±4. (2)

Sk ist die Bloch-Energie eines Elektrons im normalen Zustand mit Wellenvektor k

und so ist die BCS-Energielücke. Damit erhält man für die Geschwindigkeiten

Ek
(3)

Die Indizes s und n beziehen sich auf den supraleitenden oder auf den normal¬

leitenden Zustand.

Setzt man voraus, die Anregungen werden an einem Potential gestreut (Ver¬

unreinigungsstreuung), so läßt sich nach den üblichen Methoden eine Relaxations¬

zeit definieren und man erhält [14,15]

Ts = < (4)
"k

Für die freien Weglängen ergibt sich damit

1 = vr = 11 = 11. (5)

Wesentlich schwieriger wird die Untersuchung im Falle der unelastischen

Elektron-Phonon-Streuung. Kadanoff und Martin [16] gelang es mit Hilfe von

Greenschen Funktionen auch in diesem Fall Relaxationszeiten zu definieren; sie

nehmen jedoch — im Gegensatz zur Gleichung (4) — an, daß trotz des Auftretens

der Energielücke die Relaxationszeiten im normalen und im supraleitenden Zu¬

stand gleich sind. Mit (3) wird damit

In eleganter Weise löst Tewordt [17,18] die Boltzmann-Gleichung in An¬

wesenheit von Elektron-Phonon-Stößen ; er kann ebenfalls Relaxationszeiten Tph

definieren und leitet für rpsh = t^J1 die Resultate von Kadanoff und Martin

her. Er zeigt jedoch direkt, daß nach der BCS-Theorie Tpsh 4= rp^ ist; allerdings
wird der Zusammenhang nicht mehr durch die Beziehung (4) gegeben. Damit
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sind ebenfalls nach dieser Untersuchung die freien Weglängen im normalen und

im supraleitenden Zustand für Elektron-Phonon-Stöße ungleich.
Nachdem es auch für die Wärmeleitfähigkeit im supraleitenden Zustand mög¬

lich ist, eine freie Weglänge zu definieren, so läßt sich der Stoßterm in der Boltz¬

mann-Gleichung mit Hilfe einer Relaxationszeit schreiben. Setzt man voraus, daß

an der Probenoberfläche ein Bruchteil p der Anregungen elastisch und ein Bruch¬

teil (l—p) diffus gestreut werden, so läßt sich die Boltzmann-Gleichung mit diesen

Randbedingungen lösen [8,19]. Man erhält für den spezifischen Wärmewider¬

stand W (d) eines Zylinders des Durchmessers d

Wn,s(d) = Woan,s-0(p,lf-). (6)

TFoo bedeutet den spezifischen Wärmewiderstand des unendlich ausgedehnten
Materials und 0 (p, Ijd) ist eine von Dingle [19] tabellierte Funktion. Setzt man

p = 0, was im folgenden immer angenommen wird [8], so kann (6) durch die

wesentlich einfachere Beziehung von Nobdheim [20] ersetzt werden:

Wrn.8(d) = Wroon,8-(l + -%L). (?)

Durch Messen des Wärmewiderstandes im normalen und im supraleitenden
Zustand verschieden dicker Drähte lassen sich damit die freien Weglängen in den

beiden Zuständen messen [21, 22]. Für Proben aus Indium ist die Beziehung (7)

— in mm
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a

Fig. 1. NORDHEIM-Beziehung zur Bestimmung der freien Weglängen im normalen und im supraleitenden Zustand

in der Fig. 1 aufgetragen. Die hieraus bestimmten freien Weglängen als Funktion

der Temperatur sind für beide Zustände in der Fig. 2 dargestellt. Die beiden

freien Weglängen stimmen im Rahmen der Genauigkeit dieser Art von Messungen
im ganzen untersuchten Temperaturbereich überein (Fig. 3). (Die Genauigkeit in

der Bestimmung von l beträgt, wie sich aus der Fig. 1 abschätzen läßt, etwa 10%.)
Es ist bemerkenswert, daß für T = Tc (Tc: Sprangtemperatur der Supraleitung)
bei dem hier untersuchten Indium der Beitrag zum Wärmewiderstand, herrührend

Phys. kondens. Materie, Bd. 3 20
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von Elektron-Phonon-Stößen, etwa 60% beträgt; die Beziehung (5) ist somit

experimentell nicht nur im Gebiet der elastischen Verunreinigungsstreuung, son¬

dern auch in Anwesenheit von unelastischen Phononstößen erfüllt.

• supraleitend

o normalleitend

0,22

0,20 -

^0,78 -

•] s\

£ o,re - Fehler \\
5 0,74 X\

0,72 ^v
0,70

nns i i 1 1 1 _

0,2 oa o,e

_r_
Tc

Fig 2

0,8 7,0

i

1,2 1$

in
'

)

1,0
^0"*--^^^

0,8

0,8

OA

n 9

"n

Ws
>

I i I

0,2 OA 0,6

J_
rc

Fig. 3

0,8 1.0

Fig. 2. Freie Weglangen im normalen und im supraleitenden Zustand. Der geschätzte Fehler in der Bestimmung ist

angegeben
Fig. 3. Vergleich der freien Weglangen und der spezifischen Warmewiderstànde im normalen und im supraleitenden

Zustand

Aus der Gleichheit der beiden freien Weglängen und aus (7) folgt, daß

1,0

0,8V

0,6

OA

0,2 -

Wn(d)

Ws(d) (l) (8)

0,2 0,4 0,6 0,8 10

J_
Tc

Fig. 4. Verhältnis der Warmewiderstànde im nor-

malleitenden und im supraleitenden Zustand fur

dünne Indiumdrahte. Vergleich mit theoretischen

Werten

O In 1 d = 1,48 mm

D In 2. d = 0,485 mm

A In 3. d = 0,282 mm

O In 4. d = 0,186 mm

V In 5. d = 0,094 mm
Theoretisch

Kadanop und Martin [iff], a = 1,3
Theoretisch

Bakdeen, Rickayzen und Tewordt [14]
(Nur Verunreinigungsstreuung)

wobei g eine Funktion von TjTc allein, un¬

abhängig von d, sein muß. Die experimen¬
tellen Resultate sind in der Fig. 4 aufge¬

tragen, ebenfalls eingezeichnet sind theore¬

tisch berechnete Kurven für g(T/Tc). Die

Kurve nach Bardeen, Rickayzen und

Tewordt [14] wurde unter der Annahme

berechnet, daß nur Verunreinigungsstreu¬

ungen vorhanden sind. Für die Kurve nach

Kadanoff und Martin [16] berücksichtigt
man auch Phononstöße; der zusätzlich in

der Theorie enthaltene, anzupassende Pa¬

rameter a ist definiert als das Verhältnis

der Widerstände herrührend von der Pho-

non- und von der Verunreinigungsstreuung
bei T = Tc. Es ist erstaunlich, daß die

Theorie von Kadanoff und Martin eine

so gute Übereinstimmung mit den experi¬
mentellen Daten liefert, obgleich sie von

der Annahme ls 4= ln ausgeht.
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Die in der Fig. 4 dargestellten Resultate stimmen sehr gut mit den Messungen
von Jones und Toxen [23] an Indium von etwas anderer Reinheit überein ; dies,
zusammen mit der Tatsache, daß sich die Oberflächenstreuung im wesentlichen

als Verunreinigungsstreuung auffas¬

sen läßt [8], legt die Vermutung
nahe, daß g(TjTc) innerhalb gewis¬
ser Grenzen unabhängig von der

Reinheit ist. Messungen vonLinden¬
feld und Rohrer [24] scheinen dies

zu bestätigen.

3. Streuung der Anregungen an den

Phasengrenzen des Zwischen¬

zustandes

Legt man senkrecht zu einem

supraleitenden Zylinder ein magne¬

tisches Feld an, dessen Größe sehr

weit weg vom Zylinder H beträgt,
so erhält man an den zum Feld senk¬

rechten Endpunkten des Zylinder¬
durchmessers wegen des Meißner¬

effektes eine Feldstärke von 2 H.

Falls 2 H das kritische Feld Hc er¬

reicht, so spaltet ein reiner Supra¬
leiter erster Art aus elektrodyna¬
misch - thermodynami-
schen Gründen in zu der

Zylinderachse senkrech¬

te Lamellen auf, die ab¬

wechselnd normal und

supraleitend sind. Die¬

ser Zustand heißt

„Zwischenzustand". Die

Schichtdicken an und as

der normalleitenden und

supraleitenden Lamellen

hängen einerseits von x,

definiert durch

Fig. 6. Lamellenstruktur des Zwischenzustandes. Vergleich
der exakten Formeln von Lipshitz und Sharvin mit einer

einfachen Näherung

~ 1

0 ^ x ^ 1, (9)

Fig. 6, Wärmewiderstand im Zwischenzustand für einen Indiumdraht

(d= 0,186 mm)und andererseits vom

Drahtdurchmesser d und

dem Oberflächenenergieparameter A ab. Landau [25] erhält für sein „unverzweig-

20*
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tes" Modell

«n = VA d • m (x)
\— (10)

as = y A
• d f (x).

Die Funktionen (p(x) und f(x) sind von Lifshitz und Sharvin [26] tabelliert

und in der Fig. 5 dargestellt. Eine recht gute Näherung für (10) wird gegeben
durch

a0 ao
'

"te = >11
1 — X

a0 = 2]/A-d,

die ebenfalls in der Fig. 5 eingetragen ist. Indium hat einen Wert von A ~ 3,4 X

X 10~5 cm [27], was für die hier untersuchten Proben eine Lamellendicke von

«o <=* 4 • 10~3 cm liefert. Damit ist die Lamellenstruktur von der Größenordnung
der freien Weglängen und es ist zu erwarten, daß die Phasengrenzen den Wärme¬

transport der Elektronen beeinflussen.

Ein Beispiel für die experimentellen Resultate an Indiumdrähten ist in der

Fig. 6 dargestellt. Das durch die Streuung der Anregungen an den Phasengrenzen
hervorgerufene Maximum des Wärmewiderstandes im Zwischenzustand ist deut¬

lich erkennbar. — Oft ist auch an sehr reinen Proben eine Hysteresis beobachtet

worden [10]; für zunehmendes Feld erhält man etwas andere Werte für den

Wärmewiderstand im Zwischenzustand als für abnehmendes Feld. Diese Erschei¬

nung zeigen auch einige der hier untersuchten Proben. Nun konnte Pippard*

zeigen, daß durch langsames Rotieren des Magnetfeldes diese Hysteresis zum

Verschwinden gebracht werden kann. Bei diesen hochreinen Proben ist sie also

im wesentlichen experimentell bedingt und auf eine ungenaue Justierung im Ma¬

gnetfeld zurückzuführen.

Nimmt man in gröbster Näherung an, sowohl die Elektronen in den normalen

wie auch die Anregungen in den supraleitenden Lamellen werden an den Phasen¬

grenzen vollkommen gestreut, so läßt sich die Feldabhängigkeit des Wärmewider¬

standes im Zwischenzustand angeben. Im Sinne der Näherung von Nokdheim [8]
erhält man für die effektiven freien Weglängen la und la in den normalen und in

den supraleitenden Lamellen

V~-T+^- (12)
* n,s * an,s

Die freien Weglängen ln>s des unendlich ausgedehnten Materials sind nach Ab¬

schnitt 2. in beiden Zuständen gleich, ln = h = l- Zusammen mit der Näherung (11)

ergibt sich damit für die Feldabhängigkeit des spezifischen Wärmewiderstandes
im Zwischenzustand

W.
l -*2i(^+1»- <13>

Dabei wird vorausgesetzt, daß auch diejenigen Elektronen in den normalleitenden

Lamellen, deren Energie kleiner ist als die Energielücke eq(T), Wärme in die

supraleitenden Lamellen übertragen können, obgleich es dort gar keine Anregun¬
gen mit Energien E < eo(T) gibt. Dies ist nur möglieh, wenn die niedrig energe-

Ich danke Herrn Dr. D. Shoekberg für diese private Mitteilung.
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tischen Elektronen in den normalleitenden Lamellen ihre Warme durch Elektron-

Elektron-Wechselwirkung an hoherenergetische Elektronen abgeben, die die

Warme dann in die supraleitenden Lamellen transportieren. Ohne diese Wechsel¬

wirkung erhalt man bei x = 1 fur WjWs einen Sprung — eine beliebig dünne

supraleitende Lamelle genügt, um den Warmetransport der niedrigenergetischen
Elektronen zu unterbinden — wahrend fur 0 :£ x < 1 gilt

~=l + 2~x-2—x2. (14)

In beiden Fallen hangt somit der Wärmewiderstand im Zwischenzustandsgebiet

quadratisch vom Feld ab

W

-^= 1+px + qx* (15)

* $ i.o

und die beiden Konstanten p und q lassen sich experimentell sehr einfach aus

Wn/Wg und (WIWB)m*x bestimmen. In der Fig. 7 wurden auf diese Weise ver¬

sucht, die Beziehungen (13) und

(14) an die gemessenen Punkte an¬

zupassen; die Übereinstimmung
mit der Kurve, die ohne Elektron-

Elektron-Wechselwirkungberech¬

net wurde, ist wesenthch besser.

Das bedeutet, daß die freie Weg¬

lange fur diese Wechselwirkung
bedeutend großer sein muß als die

Lamellendicke, dies entspricht
auch einer Abschätzung von Pip-

paed [28], der eine freie Weglange
fur die Elektron-Elektron-Wech¬

selwirkung von 1 cm angibt.
Der Grenzfall sehr kleiner frei¬

er Weglangen, l <^ a0, ist in (13)
enthalten und man erhalt in Über¬

einstimmung mit einer gewohnli¬
chen Addition der Widerstände

JL
_

i . (El
Ws
~

L + x
\ Ws

1 (16)

Fig 7 Warmewiderstand im Zwischenzustand als Funktion

des Magnetfeldes Vergleich der experimentellen Daten mit

theoretischen Kurven

a) mit Beitrag der kleinenergetischen Elektronen im

normalen Zustand

b) ohne Beitrag der kleinenergetischen Elektronen im

normalen Zustand

Der Warmewiderstand im Zwischenzustandsgebiet hangt somit fur kleine freie

Weglangen linear vom Feld ab ; dies wurde auch von Olsen [29] an reinem Blei

beobachtet.

Um die Temperaturabhangigkeit des Warmewiderstandes im Zwischenzustand

— z. B. (W/Ws)max = F{TjTc) — zu berechnen, muß der Streuprozeß an den

Phasengrenzen im einzelnen untersucht werden. Das kann im Rahmen der

BCS-Theorie geschehen [13].
Nach Geilikman [15] und Babdeen, Rickayzen und Tewokdt [14] erhalt

man unter der Voraussetzung, daß nur elastische Stoße vorhanden sind, fur den

Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit x der Anregungen eines Energieintervalls von E

bis E + dE

dx = -[2N(QvTl3T]l(E)E*(dfoldE)dE. (17)
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Hier bedeutet N(Ç) die Zustandsdichte an der Fermi-Grenz-Energie £, v$ ist die

Geschwindigkeit eines Elektrons auf der Fermifläche im normalen Metall, T die

Temperatur, 1(E) die freie Weglänge als Funktion der relativ zur Fermi-Energie

gemessenen Energie E, und /o die Fermi-Verteilungsfunktion. Die Beziehung (17)

gilt ganz allgemein, unabhängig von der Zustandsdichte. Da ferner nach dem

Abschnitt 2. ls = ln ist, gilt damit (17) sowohl für den supraleitenden wie auch

für den normalen Zustand.

In den normalen Lamellen hat man Bloch-Elektronen, die sich durch Er-

zeugungs- und Vernichtungsoperatoren a%a und aha (er: Spin-Index) beschreiben

lassen. Mit der üblichen Normierung für den Grundzustand 10) als gefüllte Fermi-

kugel erhält man

4a|0> = 0; |*| <ip
(!8)

«*,a|0>=0; |*| >&F.

In den supraleitenden Lamellen lassen sich die Anregungen am besten durch

den Valatin [30]-Bogolyubov [32]-Formalismus beschreiben. Man führt neue

Quasiteilchen-Operatoren ein, definiert durch:

yt =(l-Ät)1'2<a-Äi/2a_4,_a,

y+*=(l-A*)1/2ai*,-a+fcl%,.
(19)

V

hh ist die BCS-Wahrscheinlichkeit, daß das fe-te Cooper-Paar besetzt ist; die

Energieabhängigkeit [32] von hk ist in der Fig. 8 dargestellt, für kleine Energien ist

hk ~ 1 und geht bei der Fermi-Energie £f = C innerhalb der Energielücke eo

gegen Null. Das bedeutet, daß sich die An¬

regungen (19) für Energien weit oberhalb

und weit unterhalb der Fermi-Energie wie

Elektronen oder Löcher der Art (18) be¬

nehmen.

Trifft eine Anregung der Art (18) in

einer normalen Lamelle auf die Phasen¬

grenze, so muß sie nach dem Übergang in

eine Summe von Anregungen der Art (19)

zerlegt werden. Dies bedeutet aber Über¬

gangswahrscheinlichkeiten und damit

Streuprozesse. Für Übergänge ohne Pho-

non-Wechselwirkung muß die Energie er¬

halten bleiben. Da die Anregungen (18) und (19) für hohe Energien über¬

einstimmen, bedeutet das, daß nur Anregungen mit Energien E im Inter¬

vall 0 ^ E < 2 so beim Übergang stark gestreut werden. — Diese gleiche Über¬

legung läßt sich an Hand des Energiespektrums der Anregungen für den normalen

und den supraleitenden Zustand (Fig. 9) etwas anschaulicher ausführen: Normale

Teilchen tragen nur kinetische Energie zln(KE), während sich die Energie der

Anregungen im supraleitenden Zustand aus kinetischer Energie zls(KE) und

potentieller Energie Zlg(PE) zusammensetzt [32]. Für AS(KE) = 0 ist Zls(PE)

gerade die BCS-Energielücke eo- Wenn ein normales Teilchen auf die Phasen¬

grenze trifft und wenn man elastische Streuung annimmt, so muß dieses für

Energien Zln(KE) < eo vollkommen gestreut werden, da es auf der anderen Seite

EF ek

Fig. 8. Schematische Darstellung der Paarbeset

Zungsfunktion im BCS-Grundzustand
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gar keine Zustände mit diesen Energien gibt. Falls Zln(KE) > e0 ist, so ist ein

Übergang möglich, aber einige kinetische Energie muß in potentielle Energie
verwandelt werden oder umgekehrt; somit werden auch Teilchen mit Energien

An(KE) > £o beim Übergang gestreut. Es ist zu erwarten, daß diese Streuungen

Fig. 9

1(E)»

Fig. 10

Fig. 9. Energiespektrum für den normalen und den supraleitenden Zustand

Fig. 10. Energieabhängigkeit der freien Weglänge für Streuung der Elektronen an den Phasengrenzen des Zwischen-

zustandes
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\
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y

Fig. ll./(y) = 2i?i(-y) + 2yln(l + e~") + y*Kl + e")
oo

Fi(~-y) = Jz(.l + e<*-n»)->dz
0

10

in dem Energiebereich stark ist, wo zls(PE)/zls(KE) groß ist, also für Energien E

im Intervall eo < E < 2 e0.

Damit läßt sich die Energieabhängigkeit der freien Weglänge in (17) angeben

(Fig. 10):

1(E) = V für 0<E<e0,

l'<l(E)<l für £0<^<2£o, (20)

l(E) = ls = ln = l für 2eQ<E.
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V ist im wesentlichen durch an gegeben und kann, für x = 1/2, mit l verglichen,

vernachlässigt werden. Durch die Wahl verschiedener Testfunktionen — Ex¬

ponentialfunktion, lineare Funktion, Treppenfunktion — kann gezeigt werden,

Fig. 12. Maximum des Wärmewiderstandes im Zwischenzustand als Funktion der reduzierten Temperatur. Ver¬

gleich mit theoretischen Kurven fur verschiedene Werte von ß

W

0,8

BCS- Theorie
—"

k-—^ •

^« T

• In 1 >sT

0,6
" 2 Vj
" 4 \B

0,4

0,2

V » S

+ " 3
, vonläufige Messungen mit tte3-Aryostat

Experimentelle Messpunkte mitß=0,172 angepaßt
+ \

i i i i i i i i

• \

0 0,1 0,2 0,3 OA 0,5 0,6 0,7 0,8 0,3 1,0
T

Tc

Fig. 13. Bestimmung der Temperaturabhängigkeit der BCS-Energielüeke aus Messungen des Maximums des

Wärmewiderstandes im Zwischenzustand

daß die Schlußresultate nicht mehr wesentlich davon abhängen, wie 1(E) von V

nach l wächst. Daher läßt sich (20) vereinfachen zu

1(E) = 0 für 0<E<e0 + ße0,
1(E) = 1 für eo + ßs0<E.

(21)
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Hier ist ß ein temperaturunabhangiger, anzupassender Parameter Er laßt sich

nur durch eine exakte wellenmechanische Behandlung des Streuproblemes be¬

rechnen, muß jedoch nach (20) zwischen 0 und 1 liegen
Aus (17) und (21) erhalt man damit

{WIWa)aUL = jdxljdx mim + ß]-y) (22)

2F1(-y) + 2yXmit y
— EQ{T)fk-ßT (&b Boltzmann-Konstante) und f(y)

X ln(l + e-v) + 2/2/(1 _|_ ej/) Fx{-y) ist definiert durch

F1(-y) = $z(l + ete+v))-idz
o

und von Rhodes [33] tabelhert Die Funktion f(y) ist in der Fig 11 aufgetragen.
Mit Hilfe dieser Darstellung und der von Mtjhlschlegel [34] tabelherten Werte

fur die BCS-Energielucke e0(T) laßt sich (TT/Prs)max = F(TITc,ß) bestimmen

und mit den Experimenten vergleichen (Fig 12) Um auch bei sehr tiefen Tempe¬

raturen, wo die Energielucke temperaturunabhangig ist, experimentelle Werte zu

haben, wurden einige vorlaufige Messungen mit einem He3 Kryostaten* aus

gefuhrt Allerdings muß bei diesen tiefen Temperaturen fur eine exakte Berech¬

nung von (WjWB)max der von der Phononenleitfahigkeit herrührende Beitrag zur

Wärmeleitfähigkeit im supraleitenden Gebiet berücksichtigt werden Aus der

Fig 12 ist ersichtlich, daß man fur ß = 0,172 trotzdem auch fur sehr tiefe Tempe¬
raturen eine recht gute Überein¬

stimmung zwischen den Messun¬

gen und der theoretisch berech¬

neten Kurve erhalt Kehrt man

das Vorgehen um, so laßt sich bei

bekanntem ß die Temperaturab-

hangigkeit der BCS-Energielucke
aus Messungen von (JF/JFs)max
bestimmen Dies ist m der Fig 13

dargestellt
Nach der hier gegebenen Er¬

klärung des Maximums des War-

mewiderstandes im Zwischenzu¬

stand ist fur den elektrischen

Widerstand kein solches Maxi¬

mum zu erwarten In den supra¬

leitenden Lamellen wird der elek¬

trische Strom durch den Grund

zustand getragen, die Anregungen smd gar nicht notig und ihr zusatzlicher Wider¬

stand, herrührend von der Streuung an den Phasengrenzen, verschwindet gegen¬

über dem durch den Grundzustand getragenen Suprastrom Dies wird, in Über¬

einstimmung mit Messungen von Zavaeitskii [10], auch beobachtet (Fig 14)
Es ist bekannt [35], daß sich bei kleinen Stromdichten die Laminarstruktur im

* Ich danke Herrn Prof J L Olsen dafür, daß er mir semen He3 Kryostaten fur einige

vorlaufige Messungen zur Verfugung gestellt hat

H£

* j-° 0,f3Sx /0*Amp/cm2
1,0 -

* J
'• 0,869" 70'Amp/cm2 .T-T-

' /' r,mx Ä?*Amp/cm2 /

0,8 /7

0,6

r

y
T

/ V

y v

0,4 J **

/ *

0,2

0 I I—

02 04 0,6

H

Me

0,8 70

Fig 14 Elektrischer Widerstand im Zwischenzustand fur einen

Indiumdraht (d — 0 094 mm)
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Zwischenzustand viel weniger exakt ausrichtet als bei größeren Stromdichten.

Für die thermische Leitfähigkeit macht das kaum etwas aus, im elektrischen Fall

hingegen wirken supraleitende Längsfäden als Kurzschlüsse. Bei genügender
Stromdichte erkennt man aus der Fig. 14 einen linearen Anstieg des Widerstandes

mit dem Feld, was der hier dargestellten Theorie entspricht.

Herrn Professor Dr. P. Grassmann, dem Vorsteher des Institutes für kalorische Apparate
und Kältetechnik der ETH, möchte ich für sein wohlwollendes Interesse an dieser Arbeit

herzlich danken. Vor allem liegt mir daran, Herrn Professor Dr. J. L. Olsen, der alle diese

Untersuchungen vorgeschlagen hat, für die große Hilfe, die er durch kritische Bemerkungen
sowie durch Rat und Tat dieser Arbeit schenkte, meinen tiefen Dank auszusprechen. Herrn

Professor Dr. W. Baltensperger sowie meinen Kollegen, den Herren Dr. K. Andres, Dr.

P. Cotti, Dr. S. Gygax, Dr. B. Lüthi, Dr. H. Rohrer und S. Strässler danke ich für

viele anregende Diskussionen. Diese Arbeit wurde durch ein Arbeitsbeschaffungsprojekt des

Bundes unterstützt.
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