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SCHNITTFLAECHEH KOMPLEXER STIEFEL-MANNIGFALTIGKEITEN.

Einleitung.

Dhter der komplexen Stiefel-Mannigfaltigkeit O versteht
n, r

man die Mannigfaltigkeit aller orthonormierten Systeme von r Vek¬

toren im komplexen Vektorraum C . Die Abbildung

P s °n,m+l » °n,m *

welche darin besteht, dass man in jedem (m+1)-System von O .,

die letzten 1 Vektoren weglässt, ist eine lokaltriviale Faserung.

Eine Schnittfläche dieser Faserung ist eine stetige Abbildung

s s O
_

* O ., , die mit p zusammengesetzt die Identität
n,m n ,m+l

von ü srgibt, d.h. mit Hilfe einer Schnittfläche von p können
n ,m

alle m-Systeine von U durch 1 Vektoren in stetiger Weise zu

orthonormierten (m+1)-Systemen ergänzt werden.

Schnittflächen der Faserungen p sind in verschiedener Hin¬

sicht von Interesse. Zum Beispiel liefert eine Schnittfläche von

p : U ,, . » U = S ein "tangentiales komplexes 1-Feld"

auf der Sphäre S j aus einem Schnitt der Faserung

p : U , —> U _ erhält man leicht ein stetiges Vektorprodukt von

zwei \

[14]).

zwei Vektoren im C . (Für weitere Zusammenhänge siehe Eckmann

Wir befassen uns in der vorliegenden Arbeit mit der Fraget

Für welche Tripel (n,m,l) besitzt die Faserung p : ü ,—> U
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eine Schnittfläche? Unsere Frage ist für m = 1
, d.h. für die

Faserungen p : U . ) S
~

, von Eckmann [10], Borel und

Serre [8] teilweise und dann von Atiyah und Todd [6], Adams und

Walker [3] vollständig beantwortet worden. Wir betrachten deshalb

nur Faserungen mit m > 2 .

Wir untersuchen unser Problem mit drei verschiedenen Methoden.

Zuerst wird kurz die Methode beschrieben, mit der Borel und Serre

[8], mit Hilfe der gewöhnlichen Kohcnologietheorie und der Stennrod-

Potenzen, notwendige Bedingungen für die Existenz von Schnittflä¬

chen erhalten haben. Wir werten die Ergebnisse von [81 für die uns

interessierenden Fälle, m > 2 , aus und beweisen zum Beispiel,

dass p höchstens dann einen Schnitt zulässt, wenn n-m s 1

(mod 12) .

Bei der zweiten Methode benützen wir die Kohomologietheorie

von Atiyah und Hirzebruch [5] und die Adams'sehen ^-Operationen

[1]. Zunächst werden die Ringe K*(ü ) und der Homomorphismusn,r

p* : K*(ü ) 4 K*(ü .,) bestimmt. Dazu verwenden wir die von
r n ,m n,m+L

Yokata [13] hergeleiteten Beziehungen zwischen dem (n-1)-dimensio-

nalen, komplexen projektiven Raum P ,
und der speziellen unitä-

ren Gruppe SU(n) = O . , sowie die bekannte K-Theorie der
FF n,n—l

Räume P . - Mit denselben Hilfsmitteln berechnen wir die Opera-
n—l

tionen +k für gewisse Elemente aus K* (ün r) . Wir bestimmen so¬

dann den durch eine Schnittfläche s : ün m
* VR m+1 induzierten

Homomorphismus s* : K*<0n>m+1) >K*{°n,m) mit Hilfe der Natür"

k k
lichkeit der «I»-Operationen, d.h. mit der Relation t|> .«• = s*.<|i

Durch gewisse Ganzzahligkeitsbetrachtungen erhalten wir zuletzt
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notwendige Bedingungen für die Existenz von Schnitten der Faserung

P •

unsere zweite Methode ist derjenigen von Borel und Serre [8]

verwandt. Man erhält mit ihr Verschärfungen der Ergebnisse von [8];

wir beweisen zum Beispiel, dass für m > 2 höchstens dann eine

Schnittfläche existiert, wenn n-m s 1 (mod 24) . Unsere Bedingun¬

gen sind aber nicht hinreichend, wie man in Analogie zu den Verhält¬

nissen bei den Faserungen mit m = 1 vermuten könnte. (Siehe Schluss

von Abschnitt 3).

Wir zeigen dies mit einer dritten Methode. Eine Schnittfläche

der Faserung p : ü , * O .
liefert ein stetiges Vektorproduktn,3 n,4

von zwei Vektoren im Vektorraum q: . Wir geben eine Konstruktion

an, mit der man aus einem Vektorprodukt im <C eine stetige Multi-
2n+2

plikation mit Eins und Normenproduktregel im R erhält. Aus

einem Satz von Adams [2] über die Existenz solcher Multiplikationen

folgt damit, dass die Faserung p : 0 - > U 2 höchstens für

n = 3 einen Schnitt besitzt. Auf Grund eies elementaren Hilfssatzes,

den wir im ersten Abschnitt beweisen, erhalten wir, dass für m > 2

nur die Faserungen p : O »ü . Schnitte zulassen. Für die-
n,n n,n-x

se Faserungen sind aber explizite Schnittflächen bekannt, und somit

ist unsere Eingangs gestellte Frage, für die bis jetzt noch unbe¬

kannten Fälle , m > 2 , vollständig beantwortet. Man erhält mit ana¬

logen Heberlegungen, dass die quaternionischen Stiefelfaserungen

p : B ., »-H für alle m > 2 keine Schnittflächen besitzen.r n ,m+l n,m

Der Satz von Adams [2] über die Existenz von stetigen Multipli-

kationen im R , den wir für unsere dritte Methode benützt haben
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wird am einfachsten mit Hilfe der K-Theorie und der «("-"Operationen

bewiesen. Beim Vergleich unserer zweiten mit der dritten Methode

ist es daher erstaunlich, dass die zweite Methode nur schwächere

Ergebnisse liefert. Dies dürfte aber den folgenden Grund haben:

Im Beweis des Satzes von Adams werden die K-Theorie und der Chem'

sehe Charakter auf die pseudo-projektive Ebene angewandt, die zu der

aus einem stetigen Vektorprodukt im C hergeleiteten stetigen

Multiplikation im R gehört; bei der zweiten Methode dagegen

betrachten wir die K-Theorie und die Adams-Operationen nur für die

gewöhnlichen komplexen projektiven Räume.

Herrn Professor Dr. B. Eckmann danke ich an dieser Stelle für

sein förderndes Interesse, welches er dieser Arbeit entgegen ge¬

bracht hat.
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1. PROBLEMSTELLUNG.

1.1. Es sei C der Körper der komplexen Zahlen und C

der Vektorräum der n-Tupel komplexer Zahlen. e.,e_....,e

sei die ausgezeichnete Basis in C , e. = (O,...,0,1,0,...,0).
Für a,ß aus C sei {a.Pj das klassische unitäre Skalar-

produkt, d.h. für a = (a ,a ,...,a ), p = (b ,b ..,b )

Jj. 4t n x * n

a.b..

i=l

Unter einem m-System u in C, l<m<n, verstehen
n,m

wir ein Tupel von m paarweise unitärorthogonalen, normierten
n

Vektoren aus C ,

u
n,m «x„ .a.,...a >, wobei a. € C und ia.,a.f »6..

12m l l i j' 13,

i,j = 1,2,...,m . (6.. Kronecker-Symbol)

Die Menge aller m-Systeme in G , versehen mit der üblichen

Metrik, ist die komplexe Stiefel-Mannig¬

faltigkeit U . Wir zeichnen in U das m-System3
n,m n,m

*

e _

= <e. ,e. ,... ,e_> als Basispunkt aus.
n,m l 2 m r

Es sei U(n) die Gruppe der unitären Transformationen

von C . U(n) operiert transitiv auf U durch Multiplika-n ,m

tion von links. Wir identifizieren U(n-m) mit denjenigen
Transformationen aus U(n) , welche den Basispunkt <e e >

im

invariant lassen. Es ist dann leidfc, einen Homöomorphismus
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des Faktorraumes U(n)/U(n-m) auf die Mannigfaltigkeit U
n ,m.

anzugeben ([12,§7]). Die Gruppe der speziellen unitären

Transformationen, SU(n), operiert für m<n-l transitiv auf

U
_

und es ist, analog wie für U(n) , der Faktorraum
n ,m

SU(n)/SU(n-m) homöomorph zu
• U'

'

"," m<n-l.
n ,m

Beispiele von komplexen Stiefel'sehen Mannigfaltig¬
keiten sind die Sphären S

"

, die unitären Gruppen U(n)

und die speziellen unitären Gruppen SU(n) ; es ist

U = S2n_1 , U = U(n) , U
„

.
= SU(n) .

n,i n,n n,n—l

Wir betrachten die naheliegende Abbildung

p : U . _* U (m+l<n,0<l)n,m+i. n,m

die darin besteht, dass man im (m+1) - System

«i ,<x_,...,o ,a lA
a ,,> die letzten 1 Vektoren weglässt.l & m m+i m+1

p ist epimorph. Das Urbild des Basispunktes von U >

p (<e ,e ,...,e >) , besteht aus allen (m+1)-Systemen der

Form <e. ,e-(...,e ,ß.«ß_,...,ß,> und ist somit homöomorph
12 m l z 1

zur Mannigfaltigkeit U , . Nach [12,§7] ist p eine
n—m,l

lokaltriviale Faserung mit Faser U ,n-m,i

Unter einer Schnittfläche s der Faserung

p : U .,
-• U

_
verstehen wir eine Abbildungv n,m+l n,m

^*



s : U -» U
.,

mit der Eigenschaftn,m n ,m+l

p»s = Id(U ) = Identität von U
c

n,m n,m

Eine Schnittfläche ordnet also stetig jedem m-System

<a ,... ,o > ein (m+1)-System der Form <a.,a_,...,a ,ß1>....ß^>
zu, d.h. mit Hilfe von s können die m-Systeme in C stetig

zu (m+1)-Systemen ergänzt werden.

Im Falle m = 1 , wenn also die Basis der Faserung eine

Sphäre S
n_1 ist, kann eine Schnittfläche als ein stetiges

"komplexes 1-Feld" auf der S
n-1 aufgefasst werden. Für

m - 2 , 1=1, d.h. für P « °n 3
* °n 2 ' bedeutet eine

Schnittfläche ein stetiges Vektorprodukt von zwei Vektoren in

Cn . (Dieses Vektorprodukt ist durch s zunächst mr für

orthogonale und normierte Paare von Vektoren definiert, kann

aber mit bekannter Konstruktion für beliebige Paare erklärt

werden; siehe Abschnitt 4 dieser Arbeit.)

Wir wollen uns nun in dieser Arbeit mit der Frage beschäf¬

tigen: Für welche Tripel (n,m,l) besitzt die Faserung

p : U .,
-* U eine Schnittfläche?* n,m+l n,m

1.2. Der folgende, einfach zu beweisende Hilfssatz ist ein erster

Schritt zur Lösung unseres Problems.

Hilfssatz 1.1. (a) Hat die Faserung p' : Un m+1+1
"* ün m

Schnittfläche, so auch die Faserung p 1 U ^
"" °n m

*

b) Hat die Faserung ?1 « ün+l,m+i+l - Vi,m+1 eine

eine
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Schnittfläche, so auch die Faserung p : U ,
¦* U3 F -

n ,m+l n,m

fieweia: Es sei p- die Faserung U^^U^^ .

Offensichtlich gilt

(1.0)

Ist t eine Schnittfläche von p' , dann ist p"»t ein

Schnitt von p .

Es bleibt (b) zu beweisen. Sei <a.,a_,...,cx > ein m-System1 . *. m

in C , a^ - (a1,a2,...,an) , i - 1,2,... ,m . Unter a!

verstehen wir den Vektor (O.a^.a*,...,a*) « cn+1 , i = 1,2,...,m.

Wir betten nun U in U ein, i : U c U ^. _n,m n+l,ra+l . n,m n+l,m+l ,

n+l.

indem wir dem m-System <a.,a ,...,<* > das (m+1)-System

<El'ai'a2 «;> « ü„+l,m+l ¦««*»•» <e! " (1.0 0) . C1""1).
Analog betten wir U,.^ in Un+lm+1+1 ein,

il s Dn,m+1 £ ün+l,m+l+l * Das Bild TOn il ^Bteiit a«» ¦"«

Systemen der Form <e1'Y1,1'2"* * 'Vn* ' Die Inkl,Jsionen * ul»d

i sind mit den Faserungen p und p. verträglich, d.h.

(1.1) i«p = P1*'ii'
Es sei jetzt t eine Schnittfläche von p. > d.h.

p.«t = Id(U ) . Für ein Element <a„ ,a_,... ,<x > € U
l n+l,m+l 12 m n,m

gilt

ti(<a.,a ....,a >) = <e ,a\,<x»,...,a«,ß ,... ,ß > , d.h. aber:
12 m 112 ml 1

ti(U ) c i(U _..) . Wir definieren nun
n »m in,m+i
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.-1 . .

S = 1. «toi
1

—1 —1
und erhalten mit (1.1) : p»s = p°i., «toi = i >p,>t.i =» ^(^n m^"
Hilfssatz 1.2. (a) Hat die Faserung p:U _..,

- ü keine
r n ,ro+i n ,m

Schnittfläche, so gilt dasselbe für alle Faserungen

p! : U .,..-* U , 0<j«n-m-l .

*j n,m+l+] n,m
J

(b) Hat die Faserung p:U . ¦¦
~ U

„
keine Schnitt-

r n ,m+l n ,m

fläche, so gilt dasselbe für alle Faserungen

Pk ! °n+k,m+l+k * Un+k,m+k * k = 1'2"-'-

Beweis: Dieser Hilfssatz folgt durch Kontraposition und Induktion

direkt aus Hilfssatz 1.1.

Wir werden im folgenden vor allem Hilfssatz 1.2 benützen;

denn gelingt es, für eine gewisse Faserung p : U .
¦* U

zu zeigen, dass sie keinen Schnitt besitzt, so folgt aus

diesem Hilfssatz die Nichtexistenz von Schnittflächen für sehr

viele Faserungen, nämlich für alle

n' • n -? Up ' n'.m'+l« n'.m»,
mit 1*»1, m'>m und n'-m' = n-m .

Von besonderem Interesse ist es in dieser Hinsicht, Faserungen

mit kleinem m und kleinem 1 zu finden, die keine Schnitte

zulassen. Für m = 1 , d.h. für die Faserungen

p : U . .
-* U .

= S
~

ist unsere Frage von Atiyah und Todd

[6] , Adams und Walker [3] vollständig beantwortet worden.

(Problem der "komplexen l-Felder" auf S ). Im weitern werden

wir also in dieser Arbeit nur noch Faserungen mit m>2
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betrachten und hier vor allem den Fall

p : U ,
- U

n, j n,2

untersuchen (Existenz von stetigen Vektorprodukten in Cn )
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2. GEWOEHNLICHE KOHOMOLOGIETHEORIE. STEENROD-POTENZEN

Borel und Serre haben in [8] mit Hilfe der gewöhnlichen

Kohomologietheorie notwendige Bedingungen für die Existenz von

Schnittflächen der Faserungen p : U ,,
-» U angegeben.n,m+l n»m

Wir wollen in diesem Abschnitt ihre Methode kurz skizzieren

und für die uns interessierenden Fälle, m>2 , auswerten.

3.1. Es sei Z der Primkörper m± Charakteristik p .

H9(U Z ) bzw. H*(U ;Z ) sei die q-te Kohomologie-
n,r; p n,r p

gruppe bzw. der Kohomologiering von U mit Koeffizienten

in Z . Nach [7] oder [13] ist H*(U ;z ) eine
p n,r p

Grassmann'sehe Algebra über Z mit Erzeugenden

*(r) h(r) *<r> „,~>«,4 T,(r>. t»21-1/™ .7 *n_ „j.1 >h _ h , wobei h. « H (U ;Z ) .

n-r+1 n-r+2 n l n,r p

Die Steenrod-Potenzen Pk : Hq(U ;Z ) - Hq+2k(p-1)(U ;Z )
p n,r p n,r p

sind von Yokata [13] auf einfache Weise bestimmt worden. Es

ist

Pp<hir>) - (ik1)hi+k(p-l) ' für n-r+l<i<n-k(p-l)

(2.1) =0 , für i>n-k(p-l)

( ( ) Binomialkoeffizient mod p )

Wir betrachten nun die Faserung p : U .,
— U . Derr n,m+l n,m

durch p induzierte Homomorphismus
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P* ' H*(U ;Z ) >H*(U m+,l*)n,m p n ,m+l p.

ist nach [7,13] gegeben durch

(2.2) pMh*™*) «h<m+1) , i-n-m+1,

= 0 , i = n-m-1+1.... ,n-m

Es sei jetzt s : U •* U ., eine Schnittfläche von p ,n ,m n ,m+l c

d.h. p«s - Id(U„ > . Es ist
F n,m

(p.s)* - s*.p* - Id(H*(U iZ ))
n,m . p

Daraus folgt für s* mit (2.2)

(2.3) s*(h|m+l)) -h}B) , i -n-m+l,...,n .

Selbstverständlich ist

(2.4) s*(h!m+1)) =0 , i - n-M-l+l,...,n-« .'

Die Beziehung (Natürlichkeit von P ) :
P

(2.5) P*s* - s*Pk
P P

liefert nun notwendige Bedingungen für die Existenz von

Schnitten der Faserung p .

Satz (Borel-Serre) Die Faserung p : ü .,
-» U hat höch-

n ,m+i n ,m

stens dann eine Schnittfläche, wenn
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( k ) ¦ 0 (med p) , für alle j,p,k,

welche die beiden folgenden Ungleichungen erfüllen:

n-m-l+l<j<n-m , n-m+i<j+k(p-l) < n

Beweis: Die Elemente h(m+1J .......hi"£1} aus H*(U .,
Z )

——— m-m-1+1 n-m n,m+l; p

werden nach (2,4) unter s* auf Null abgebildet, also ist

pks*(hlm+1)) =0 , n-m-l+Kj«n-m .

P 3

Daraus folgt mit (2.5), (2.1) und (2.3) für diese Elemente:

*„*/!_(m+D» * ij-l,^(m+l) _ ,j-l,. (m)
0 = S*Pp(h. ) = S* (Jk Jhj+k^.!) = < k > "j+Mp-U ,

n-m+l<j+k(p-l)<n .

Das heisst aber:

(3~ ) 3 0(mod p) , für alle j,p,k mit

n-m-l+l<j<n-m und n-m<j+k(p-l)<n .

2.2. Es soll hier noch auf drei einfache Folgerungen dieses

Satzes hingewiesen werden.

Korollar 2.1: Ist m>2 , so besitzt die Faserung

d : U .
-» U für 1>2 keine Schnittfläche;

r n ,m+l n,m

d.h. die m-Systeme mit m>2 können höchstens durch

einen Vektor stetig ergänzt werden.
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Beweis: Auf Grund von Hilfssatz 1.2 genügt es, dieses Korollar

für m ¦ 2 und 1=2 zu beweisen. Für die Existenz einer

Schnittfläche der Faserung p : U .

¦» U , erhält man aber
n,4 n,2

aus dem Satz von Borel-Serre die widersprüchlichen Bedingungen

(n-3)s 0(mod 3) und (n-2) ¦ 0(mod 3) .

Korollar 2.2« Es gibt höchstens für n s 3(mod 12) ein stetiges

Vektorprodukt von zwei Vektoren im komplexen Vektorraum cn .

Beweist Ein stetiges Vektorprodukt von zwei Vektoren im Cn

ist eine Schnittfläche s der Faserung p : U ,
-» U _* r n,3 n,2

(siehe Abschnitt 4 dieser Arbeit).

Der Satz von Borel-Serre liefert die folgenden notwendigen Be¬

dingungen

k-1, p-2 i(n-3)s O(mod 2);k=l, p-3 j (n-3) a O(mod 3)

k-2, p-2 : ("-3M"-*)
s 0(mod 2)

Die ersten beiden Bedingungen ergeben: n-3 = 6r , r e z.

Somit ist fa-3Hn-4)
» (3r) (6r-l) s 0(mod 2) ,

d.h. r = 2s, s t Z . Also ist n-3 = 12s, s « z .

Korollar 2.3: Die Faserung p : U ..
¦* U hat für m>2

nfm+i n,m

höchstens dann eine Schnittfläche, wenn n-m s l(mod 12) .

Beweis: Wir schreiben p : U ..

-* U in der Form
n,m+i n,m

p : °(n-«+2)+(m-2),3+(m-2) " U(n-^a+2)+(m-2) ,2+(m-2)
und erhalten mit Hilfssatz 1.2 und Korollar 2.2

n-m+2 s 3 (mod 12) .
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3. K-THEORIE. ADAMS'SCHE (».-OPERATIONEN

3.1. In diesem Abschnitt werden wir die uns interessierenden

Definitionen und Sätze aus [5] und [1] zusammenstellen.

Es sei X ein zusammenhängender, endlichdimensionaler

CW-Komplex mit Basispunkt xQ . (Für unsere Zwecke genügt es,

diese Räume zu betrachten). Unter K (X) verstehen wir den

Ring der Isomorphieklassen von komplexen Vektorbündeln über X

K (X) ist ein kovarianter Funktor von X, eine stetige Ab¬

bildung f : X -» Y induziert einen Ringhomomorphismus

f *'
: K°(Y) » K°(X) .

Für einen einpunktigen Raum {pt} gilt: K ({ptj) S Z .

Die Einbettung i : {x-} -* X induziert einen Homomorphismus

i" : K°(X) —»Z

Man definiert

"¦O '

K (X) « Kern i

und erhält eine kanonische Zerlegung

K°(X) S K°(X) © Z .

Es ist KMX) wiederum ein kovarianter Funktor von X



- 12 -

2
Sei £ X die zweifache Suspension von X . Es gibt einen

natürlichen Gruppenisomorphismus ,

den Bott'sehen Isomorphismus

(3.1) ß « K°(X) * K^I^X) ,

Für eine stetige Abbildung f : X - Y gilt also die Beziehung

(3.2) ß.f! = (22f)!.ß

Es sei XX die Suspension von X . Wir definieren:

K^X) = K°(ZX) .

(In [ S] wird definiert: K^X) - K<)(i:x+) ; dabei ist X+ die

topologische Summe von X mit einem Extrapunkt, welcher als

Basispunkt von X ausgezeichnet wird. K°(IX+) ist aber in

natürlichser Weise isomorph zu K°(IX) , siehe fe >i.4]. Eine

stetige Abbildung f : X -» Y induziert ei nen Homomorphismus

(lf)! : kV) - KX(X) .

Man definiert nun

K*(X) = K°(X) 9 K^X)

Die Ringstruktur von K (X) lässt sich so auf K*(X) ausdehnen,

dass K*(X) ein z -graduierter Ring wird, d.h.

K°(X)-K1(X)CK1(X), K1(X)-K°(X)CK1(X), K^X)-K^X)tK°(X) .
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Eine stetige Abbildung f : X - Y induziert einen Ringhomo¬

morphismus

f* - f' 9 (Zf)' : K*(Y) K*(X) ,

teir verwenden den Index K , um f* von f* : H*(Y; )-»H*(X; )

zu unterscheiden), für zwei homotope Abbildungen, f~g , gilt:

f* = g* .

K SK
Es sei H^XiQ) die r-te rationale Kohomologiegruppe. Es gibt

einen natürlichen Ringhhomomorphismus, den

Chern'sehen Charakter

ch : K°(X) » HeV(X;Q) = $ H2q(X;tt) ,

q-o

welcher mit der Zerlegung K°(X) a K°(X) 9 Z verträglich i±.

D.h. ch induziert einen Ringhomomorphismus

eh : K°(X) »S^XiQ) =$H2q(X;Q)
q=l

Das folgende Diagramm von abelsch»a Gruppen ist kommutativ:

~0. P
K (X)

(3.3) 8h

tK°(X2X)

ch

H^X.QMH^^XjQ)

ß = Bott*scher Isomor¬

phismus

a - Suspensionsisomor¬
phismus

Der Ringhomomorphismus ch lässt sich auf K*(X) ausdehnen,

mit andern Worten: Es gibt einen natürlichen Ring¬

homomorphismus
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ch* : K*(X) )H*(X;Q) -rf0Hr(X;Q)

ch*lK°(X) - ch : K°(X) »H^UsO.)
chOlK^X) - ch^J K^X) >H°d(XiQ) =S1H2q"1(X;Q,)

Man definiert ch. , indem man fordert, dass das folgende

Diagramm kommutativ sein soll:

Kl(X) -'ff (IX).
(3.4) chj ch

tL -1 —

H°a(X;Q) < H (*XiQ)

Atiyah und Hirzebruch beweisen mit Hilfe von Spektralreihen

den folgenden Satz: .
.

Satz 3.1. (Atiyah-Hirzebruch) Es sei X ein endlicher CW -

Komplex, dessen ganzzahlige Kohomologie keine Torsion habe.

Dann ist ch* : K*(X) - H*(X»Q) monomorph. H*(X;Z) und

K*(X) = ch*(K*(X)) sind Unterringe von H*(Xjq) . Diese

beiden Unterringe stehen in folgender Beziehung

a) Ist I « K*(X) , dann gehört die erste nicht verschwindende

Komponente der rationalen Kohomologieklasse ch*(£) zu

H*(X;Z) .

b) Zu jedem * « ErfcXiZ) , r beliebig, gibt es ein Element

I « K*(X) , mit ch*(6) = x+höhere Terme.
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c) Sei B eine Untergruppe von K*(X) . Wenn es zu jedem

x « H (X;Z),r»0 , ein Element | « B gibt mit

ch*(|) - x+höhere Terme, dann ist B = K*(X) .

Als einfache Folgerung aus diesem Satz beweisen wir das

Korollar 3.2: Es seien X und Y endliche CW-Komplexe, deren

ganzzahlige Kohomologie keine Torsion habe. Sei f : X -» Y

eine stetige Abbildung, und seien f* : H*(Y;Q) - H*(X;Q) ,

f* : K*(Y) - K*(X) die durch f induzierten Homomorphismen.

Dann gilt:

a) Wenn f* monomorph ist, so ist auch f* monomorph.

b) Wenn f* epimorph ist, so ist auch f* epimorph.

Beweis: Wir betrachten das kommutative Quadrat

f*K
K*(Y) £—>K*(X)

Ch*

v"

ch*

H*(Y|Q) >H*(X;Q)

in dem die Vertikalen nach Satz 3.1 Monomorphismen sind; d.h.

falls f* monomorph ist, so auch f* .

H Iv

Es sei nun f* epimorph, und sei x € H*(X;Z) c H*(X;Q) ein

beliebiges Element. Weil f* epimorph ist, gibt es ein
ü

y e H*(Y;Z) c H*(Y;Q) so, dass f*j(y) = x . Nach Satz 3.1 (b)

existiert dann ein Element n e K* (Y) mit ch* (ry) = y+höhere

Terme; d.h. aber
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ch*f*(n) - f*ch*(n) » f*(y+höhere Terme) - x+höhere Terme

Die Untergruppe f*(K*(Y)) erfüllt somit die Voraussetzung von

Satz 3.1 (c) , also f*(K*(Y)) - K*(X) , q.e.d.

Wir betrachten das topologische Produkt X x Y .

(X,Y endliche CW-Komplexe). Es gibt einen natürlichen Iso¬

morphismus ([11 ])

th : H*(XxY;Q) = H*(X;Q) fi H*(Y;Q) .

Wenn H*(X;Z) keine Torsion besitzt, so existiert nach [4 £.7]

ein natürlicher Isomorphismus

(3.5) tr » K*(XxY) * K*(X) ® K*(Y)

und das Diagramm

K*(XxY) * K*(X) ® K*(Y)

ch* ch* & ch*

B*(XxY;Q) * H*(X;Q) fi H*(Y;Q)

ist kommutativ. Unter "»" ist dabei in beiden Fällen das

Tensorprodukt von Z -graduierten Ringen zu verstehen. ((3.5)

und (3.6) lassen sich, für den Fall wo auch H*(Y;Z) torsions¬

frei isti ohne [4] auf einfache Weise mit Hilfe von Satz 3.1

beweisen).
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Die Adams'sehen Operationen «|/ ,k e Z , sind Ringhomomorphismen

von K°(X) in K°(X) . Wir werden die folgenden Eigenschaften
k

von <|i benützen:

Lemma 3.3 (Adams). (a) Die Operationen i|i sind natürlich.

(b) Die «|ik sind mit der Zerlegung K°(X) = K°(X) ©Z verträglich,
je

d.h. 41 induziert einen natürlichen Ringhomomorphismus

tf- . g°(X) * K°(X) .

(c) Es gilt die Relation; ?> oß = k.ß«iF

(ß Bott'scher Isomorphismus)

(d) Sei 6 « K°(X) ; und sei ch2q(|) € H2q(X;Q) die 2q-te

Komponente von ch(£) . Es gilt:

+k(i) -fkq.ch2q(|) .

q=o

1 —o
Nach Definition ist K (X) = K (IX) . Die ^-Operationen sind also

auch für K^X) erklärt; ist fc1 € K (X) = K°(IX) , so definiert

Für eine stetige Abbildung f : X - Y gilt dann auf Grund von

Lemma 3.3 (a)

(3.7) *k.(£f)! = (2f)!.*k •

Bemerkung: Die Operation i|/k* = ipk © i|;k : K*(X) - K*(X) ist ein

natürlicher Gruppenisomorphismus, im allgemeinen aber kein

Ringhomomorphismus.
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3.2. Wir bestimmen nun die Ringe K*(U ) und den Charakter
n,m

ch* i K*(Onm) - H*(önjm*Q) mit Hilfe der schon bekannten

K-Theorie der komplexen projektiven Räume und gewisser Beziehungen
zwischen der Suspension dieser Räume und den Mannigfaltigkeiten
SU(n) .

Im folgenden sei R ¦ z oder Q . Unter P verstehen wir

den komplexen, r-dimensionalen projektiven Raum. P ist ein

CW-Komplex der Dimension 2r . Der Kohomologiering H*(P ;R)

wird über R erzeugt durch ein Element x « H2(P ;R) , mit
r+l
x = 0 , d.h.

H*V(PriR) - R[x](mod xr+1) .H^fP;R> * 0 .

Für die Suspension SP von P ergibt sich damit:

H*(ZPr;R) ist ein freier R-Modul mit den Erzeugenden

(3.8) l,y1,y2,.-.,yr; yj - a(x3) « H2j+1(ZPr;R)
Die Multiplikation in H*(SPr;R) ist selbstverständlich bestimmt

durch

(3.9) y±-yj - 0| i,j - 1,2,...,r .

Atiyah und Todd haben in [6] gezeigt, dass der Ring K (P )
r+l

durch ein Element u , mit u ¦ O , erzeugt wird, d.h.

(3.10) K°(Pr) - Z[u](modur+1) .
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Dabei gilt

(3.11) ch(uj) - (ex-i)j (mod xr+1) , j = 1,2.... ,r .

Aus H^P ;Q) = O und Satz 3.1 folgt: K1(Pr> ¦ 0 .

Die rationalen Zahlen *Oj = 0,1,2,..., q = j , j+1, j+2,...

seien definiert durch

(3.12) (eZ-l)j - [aV1
«sj q

Zo,Hilfssatz 3.4. (a) Es ist K (H>r) = 0 , d.h. K (XPr) * Z .

(b) In K^ZP ) gibt es Elemente r\ ,i\2,... ,nr welche die

abeIsche Gruppe K (Ip ) frei erzeugen und für welche gilt
r

ch*(n ) = £a\ « H°d(SP ;Q) , i - 1,2,....r .

q»iq q

(c) Es ist n.-tij =0, i,j = l,2,...,r.

Beweis» Es ist K°(IPr> - K1(Pr) - O .

Wir beweisen (b). Mit (3.1) erhalten wir ß : R°(Pr) * 8°(X2Pr) «

K (IP ) . Auf Grund von (3.10) wird also die abelsche Gruppe

K (IP ) frei erzeugt durch die Elemente

\ - ß(u ) ¦ i = 1,2,...,r .

Für den Charakter ch*(n.) berechnen wir mit (3.4) ,(3.3) , (3J.1)

und (3.8):
r

.
r

ch*(T, ) - ch.(T) ) = <r":1¦chß(^X) - c_1ff2eh(nX) = "laV1 - £a y .

1 -1 * q-i^ p=i* H

Aussage (c) folgt mit Satz 3.1 direkt aus (3.9).
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Die folgenden Beziehungen zwischen XP . und der speziellen
unitären Gruppe SU(n) finden sich bei Yokata in [13]. Yokata

definiert eine Inklusion

f : XP . » SU(n) , n > 2 .

n—l

Für n = 2 ist f topologisch,

(3.13) f » SP * SU(2) .

In H*(SU(n);R) gibt es Elemente

nl'n2"* * ,nn-l'ni * (SU(n) ;R) , mit den Eigenschaften:

(a) fjtty = Yj « H2j+1(XPn_1;R) , j - l,2,...,n-l .

(3.14)

(b) H*(SU(n);R) ist eine Grassmann'sehe Algebra über

R mit den Erzeugenden h.,h_,...,h . .

l £ n—l

Wir identifizieren die Erzeugenden von H*(SU(n)»z) mit den

Erzeugenden von H*(SU(n);Q) , mit Hilfe des durch Z e Q

induzierten Koeffizientenhomomorphismus.

Es sei i » SU(n-l) c SU(n) die kanonische Einbettung, und

seien h.,h2,...,h die Erzeugenden von SU(n-l) . Der Homo¬

morphismus i* ist bestimmt durch:

(3.15) i*^) = hj , j = l,2,...,n-2 , i*«»^) - 0 .

Wir betrachten das topologische Produkt SU(n-l) x Xp .
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Es ist H*(SU(n-l)xXp 4,R) x H*(SU(n-l);R) €> H*(XP ;R) j
n—1 n—a.

denn H*(SU(n-l) ;Z) , H*(XP ;Z) sind torsionsfrei ([11]).

Die Abbildung

g » SU(n-l) xIP , * SU(n)
n—l

sei definiert durch

g(A,z) - i(A)-f(z) , A « SU(n-l) , z « ^n_x
("•" Multiplikation in SU(n)) .

Der Homomorphismums g* ist injektiv und bestimmt durch ([13])

g*(h.) - h.®l + l®y. , j = l,2,...,n-2
n 3 j j

(3.16)

9H(hn-l) * 18yn-l ' (yj € ^«"n-l'*» '

Soweit die für uns interessanten Zusammenhänge zwischen

SU(n) und XP . .

n—l

Satz 3.5. (a) In K^tSUfn)), n > 2 , gibt es Elemente

n-1

\. ,*,,...,*• . mit ch*(\.) - [ajh tH^lSOWiQ) .

1 2 n-1 j £. q q

(b) K*(SU(n)) , n > 2 , ist eine Grassmann'sehe Algebra über

Z mit den Erzeugenden \>*2'*'"Ni-! '

Beweis» Für alle j ist a^ = 1 , siehe (3.12) . Die Aussage

(b) unseres Satzes folgt also direkt aus der Aussage (a) mit

Hilfe von Satz 3.1 (c) und der Tatsache, dass H*(SU(n);Q) eine
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Grassmann* sehe Algebra mit den ganzzahligen Erzeugenden

h ,h •...,h ist.
l ^ n—l

Wir beweisen (a) mit Induktion nach n . Für n=2 folgt

Satz 3.5 aus (3.13) und Hilfssatz 3.4. Es sei jetzt n>2 .

Wir unterteilen den Induktionsbeweis in vier Abschnitte.

1) Es seien V. ,*....,*• _, die nach Induktionsvoraussetzung
existierenden Erzeugenden von K*(SU(n-D) , mit

ch*(\.) = j a?h . Die Inklusion i : SU(n-l) c SU(n) indu-
3 qtj 1 q

ziert nach (3.15) einen Epimorphismus i* . Aus Korollar 3.2

folgt somit, dass auch i* : K*(SU(n)) - K*(SU(n-l) epimorph ist.

Es gibt also in K^SUfn)) Elemente M,\i,...,\* _ mit
i 2 n—2

i*(M) = \j , j = l,2,...,n-2 .

Für diese Elemente erhält man:

n-2

i*ch*(M) = ch*i*(\«) = ch*(\.) = F ajhH 3 K 3 3 gc. q q

Der Kern von i* wird nach (3.15) erzeugt durch h . , d.h.
n n—1

n-1

(3.17) ch*(M) « £a^h +h(j,-h . , j =l,2,...,n-2 ,

3 _£; q q n-1
(i) q 3

wobei h ein gewisses Element aus H*(SU(n);Q) ist.

2) Wir betrachten nun die vorhin definierte Abbildung

g : SU(n-l)xSp - Sü(n) . Nach (3.5) und (3.6) induziert

g ein kommutatives Diagramm

K*(SU(n)) g& » K*(SU(n-l)) S ^(SP^^
eh* ch* © ch*

H*(SÜ(n);Q)i->H*(SU(n-l);Q)© H*(XPnl,Q)
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Mit (3.17),(3.16), der Induktionsvoraussetzung und Hilfssatz

3.4 erhält man für K['K2""'Kk-2

ch* © ch*g*(M) = g* ch*(\') = ch* 9 ch*(X © 1+1 ®rK) +
K 3 H j J J

+ g*(h(j))-(l©yn_1) •

Die Elemente

h(j)®y .
= g*(h(j))-<l®y„ .) , 3 = 1,2,....n-2,

gehören also zum Bild von ch*fich*. D.h. es gibt in

K*(SU(n-l))»K*(Xp ) Elemente
n—l

(3.18) *(j,«Vl > *** X<j) -'b(3>+Ibifi2...i1Vi2*"\
Ki1«...d1«n-2

für welche gilt

ch*ach*(X(:i)©n ) = h(j)»v, . . j = 1,2,...,n-2 .

n—l n—i

(Durch ch*®ch* werden nur Elemente der Form f^ir>n-x auf

Elemente der Form "•"/„_^ ab9eDildet) •

Es gilt somit: ch*©ch*g*(M) = ch*»ch*(\ »l+l®n .+$'®n .)
R. 3 3 J

und, weil ch*8ch* monomorph ist,

(3.19) g*(M) = X.©l.+l®n.+^(:')»nr, . , j - i,2,...,n-2 .

K 3 3 3 n—-i

2n—1
3) Wir betrachten jetzt die Faserung p s SU(n) -* S

Sei h das erzeugende Element von H (S ;Q) .
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Es ist p*(h) = hn_t (siehe [13]). Nach Bott [9] wird K^S2""1)
von einem Element o frei erzeugt; dabei gilt ch*(») = h .

Wir definieren

*n-l ' PK(B) e K*(SÜ(n))

und erhalten mit Hilfe der Natürlichkeit von ch*

(3.20) ch*(\ J = ch*p*(») = p*ch*(») = h .

n—x r. h n—l

Daraus ergibt sich

ch*»ch*g*(* J = g*ch*(\ ) = l©y .
= ch*©ch*(l»n J ,

i\ n—l a n—1 n—l n—l

also

(3.21) g*(Vl) = 1®^ .

4) Für die Elemente

*!*!...*!* . , l<i<i,<...<i,<n-2 ,

xl *2 *1 n_1 12 1

aus K*(SU(n)) , folgt mit (3.19),(3.20) und der Multiplikations¬

regel in K*(SU(n-l))«K*(XP )

(3.22) g*(\'.\! •••*! A J - (Ä4 Ä. ..X )©n .

Ä 1. Ij x,l " A ^"4 **y ^i n—1

(Multiplikationsregel in K*(X)©K*(Y)s Wenn l'e rP(X) ,

n € Kq(Y) , p.q « Z2 , dann ist (|©n) • (| '©n') = (-Dq*p(H'©ni'))



25

Man erhält (3.22) auf einfache Weise, indem man von rechts mit

g*.(A .) = l®n t
zm multiplizieren beginnt.

Im Blick auf (3.18) betrachten wir die Elemente

x<3) - (bÜ) + T b(J) . x'. x'. x'. )\Ki^.f.d^a-2 ^l^...1! H x2... H "-1 '

j » 1,2,...,n-2 ,

und erhalten mit (3.22)

g*(A-(j)) » ^<J>®Vl ' j = 1>2"T.->n-2 •

Wir definieren nun

A. » \« - \(j) , j = l,2,...,n-2 .

Es ist g*.(\,) = Ä.®L + l®n. und somit nach (3.16)
K 3 3 3

g*.ch*(A.) = ch*8ch*g*(X.) - ch*\.«L + l©ch*n.
H 3 R 3 3 3

n-2 n-1 n-1

= I »J5q* + *• I.aqyq - *H< I.aJhq '

q=j q q q-j y * q-3 H y

Weil g* monomorph ist, (siehe (3.16)), folgtH

n-1

(3.23) cri*(\.) = J" a^h , j = l,2,...,n-2 .

3 q=3 q q

Mit (3.20) und (3.23) ist Satz 3.5 bewiesen.

Korollar 3.6. Sei f die Inklusion SP
_.

c SU(n) , und seien

A.A-'•••»*¦n-i die Erzeugenden von K (SU(n)) , r\. »It'""" ,T,n-l
die Erzeugenden von K* (XP ) .

Es gilt f*(A.) - t\. , j - l,2,...,n-l .

* 3
.

3
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Beweis» Aus Satz 3.5, (3.14) und Hilfssatz 3.4 folgt
n-1 n-1

ch*f*(A.) = f*ch*(X.) = f*(J.«JV " J^l " Ch*("j) '

Weil ch* in unserem Fälle monomorph ist, folgt

fK<V - "j •

Satz 3.7. Die Faserung p » SU(n) = U .

- U , n>2 , r<n-l ,n,n—i n,r

induziert einen Monomorphismus

Pr '• '""^n.r* >K*(SU(n)) .

Das Bild p*(K*(U .)) ist die durch X ,\
_,_.. ,... ,\ .

ä n,r n—r n—r+l n—l

erzeugte Teilalgebra A .

Beweis» Sei G die durch h ,h .„,...,h . erzeugte Teil-
n—r 'n—r+x n—l

algebra von H*(SU(n);Q) . Nach [13] ist

p* : H*(U _;Q) - H*(SU(n);Q) ein Monomorphismus auf G . Mit
h n ,r

Korollar 3.2 folgt daraus zunächst, dass auch p* monomorph ist.

Aus Satz 3.5 erhalten wir ch*~ (G) = A und somit, weil ch*

monomorph ist,

(3.24) P*j(«t*("n )) = ch*"1p*ch*(K*(Un r)) ca.

Es bleibt p*(K*(U )) i A zu zeigen. Auf Grund von Satz 3.1 (b)

gibt es in K*(U ) Elemente »* ,»' J.,...,»' . mit
n,r n—r n—r+l n—l

ch*(»!) » p*-1(h.) + höhere Terme , d.h.
3 H 3

p*jch*(»*) * h. + höhere Terme « G , also

ch*p*(»') = h. + höhere Terme « G , j - n-r,—n-1 .

K 3 3
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Aus (3.24), Satz 3.1 (a),(b) und Satz 3.5 folgt damit leicht,

dass die Elemente p*(»!) , j = n-r,—,n-l die Teilalgebra A
3

additiv und multiplikativ erzeugen, d.h. A c P*.(K*(ün r^ •

Bemerkung: Die Sätze 3.5 und 3.7 sind in anderer Form ohne Beweis

in [6] enthalten. Die Darstellung in [6] lässt vermuten, dass

wir in dieser Arbeit eine von [6] verschiedene Beweismethode ver¬

wenden .

Es seien p.p'.p" die Faserungen U _.,
* U _n,m+i n,m ,

SU(n) 8'u .. SU(n) ß"ü
m

. Seien i>. - (p'*)_1(A.) ,

n,nri, n ,m j k 3

j ¦ n-m-1,...,n-l , die Erzeugenden von K*(U _.,) und

vi ~ lpZ*)~*\) i = n-m,...,n-l , die Erzeugenden von K*(U )

Korollar 3.8. Der Homomorphismus p* : K*(""n m> - K**0,, m+1>
ist bestimmt durch p*,(».) = ». » i = n-m,— ,n-l .

K 1 1

Beweis: Nach (1.0) ist p£* = P^'P^ > d.h.

PK*PK(V = PK*(V " Xi " PK*(-Pi) * A = n-«1"--'11-1 •

Weil p'* nach Satz 3.7 monomorph ist, ergibt sich daraus
K

Korollar 3.8.

3.3. Nach Definition ist K^SUfn)) =K°(XSU(n)) . Wir fassen

1
also die in K (SU(n)) liegenden Erzeugenden X ,\.,...,\ _.

~o
von K*(SU(n)) als Elemente von K (XSU(n)) auf und werden nun

die Operationen * s K°(XSU(n)) - K°(XSU(n)) für diese Elemente
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bestimmen. (Siehe Schluss von Abschnitt 3.1).

k iDie ganzen Zahlen c ,k e Z,j = 1,2,3,...,

q ¦ J»J+l«j+2,—, seien definiert durch

((x+l)k-l)3 =[ck'j-xq
(3.25) - kj-x3 + kj (k-l)-|-xj+X

+ k3(k-l)j(33k-3J+k-5)x3+2....
24

Satz 3.9. Für die Elemente X±,X ','... i\ e K°(XSU(n)) gilt»

n-1

5*(X.) - k- I ck,j\ , j = l,2,...,n-l .

3 <£j q q

Beweis» Adams [1] hat für die komplexen projektiven Räume P _.

gezeigt:
n-1

¦4*(nj) = [ ck'juq , j - l,2,...,n-l.
q-j «*

Mit Hilfe der Beziehung «|> °ß = k-ß«i|< (siehe Lemma 3.3) , erhal¬

ten wir daraus für die Elemente n. = ß(u3) « K (X P_ .) = K (XP_ .):
j n—l n—l

n-1

?Nl,) = k- [ ck'j1„ . 3 - l,2,...,n-l .

3 ^q q

i

Nach Korollar 3.6 ist (Xf)'(A ) = n. . Aus der Natürlichkeit von

**k
<i> folgt somit

n-1

(3.26) (Xf)!5-V ) - (Xf)!(k- I ck,jX )
3 <£)« q



29

Auf Grund von Korollar 3.6 bildet der Homomorphismus (Xf)* die

von X ,X_,...X additiv erzeugte Untergruppe A isomorph auf
l 2 n—l

K (XP ) ab. Satz 3.9 folgt also aus (3.26), wenn wir zeigen
~v

können, dass t|i (X.) e A . Mit Satz 3.5 und der Beziehung
00

ch»i|( = 2_ kqch q erhält man, unter Berücksichtigung von (3.4) ,

q=l
n-1

3*<X ) = ch"1( [ kq+1a3h ) , j = 1,2,...,n-1 ,

3 q=j q **

**kd.h. aber, wiederum mit Satz 3.5, ? (X ) « A , j = 1,2,—,n-l .

Satz 3.10. Für die Elemente » ,...,» .
« K^tXU ) = K^U J——.— n—r n—l n,r n,r

n-1

3*(u.) - k- F ck'3» , j = n-r,...,n-l .

3 „_j q q

gut» n_±

q=3

Beweis: Sei p die Faserung SU(n) £—> u . Es ist
n ,r

t

(Xp)"(» ) = \ , j = n-r,...,n-l . Aus der Natürlichkeit von

~k
41 und Satz 3.9 folgt:

n-1

(Sp)'•?*(» ) - 3*(X ) - (Sp)!(k- [ ck,jv ) .

3 3 q=j 1 q

Nach Satz 3.7 ist aber (Sp)* monomorph, d.h.

n-i

$*(»..) = k- [ cq'j»q
3.4. Wir betrachten nun speziell die Faserung p s U -—? U _

und nehmen an, dass p eine Schnittfläche s : U - > U ,
n, c. n, j

besitzt.
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Es seien pn_3> vn_2' vn-i die Erzeugenden von K*(U )

und "n-2* "n-1 die E^eugenden von K*(Un 2) . Aus Korollar 3.8

und p»s ¦ Id(U ,) folgt:n,2

(3.27) s*(Pj) = SkPK("j) * 5j ' 3 - n-2, n-1 .

Das Bildelement s*(»n ) ist eine ganzzahlige Linearkombination

von V2' Vi .

(3.28) s*(» ) = u-5 + v5 , u e z , v i Z ;x\ n—j n—<s n—x

denn K (ün 2) wird frei erzeugt durch » , v .

Wir bestimmen nun die Zahlen u und v mit Hilfe der

Relation ^«(Ss)5 = (Ss) oI?k .

Lemma 3.11. Es sei s s U ,
» U

, eine Schnittfläche der
n,2 n,3

Faserung p » U ,
* U . Dann gilt für das Element

"n *
S Rl(Un »> •¦

n—3 n,3

s*(p ) =J2zi 5 _
(n-3) (3n-4) -

Vn-3' 2 ,Pn-2 24 "n-1 '

Beweis: Mit Satz 3.9, (3.27) und (3.28) erhalten wir

(«¦)*¦?(•• ,) = [kn-2u + kn"2<k-l)—!• p
,

+ [kn-2v +kn_2(k-l) (3nk-3n-8k+4)^]—. v
24 ' n-1

^(Ss)1«» -) = Kn_1u-»„ ,+[x'B"1{lt-l)J2Üu +kn.v]. p"
'

n-j n-^ 2 n-1
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Aus (Ss)!3*(» J =*k(Ss)!(» J folgt

u + (k-1)-"^3- - k-u

v + (k-1) (3nk-3n-8k+4)-2^- - k(k-i) -—¦ u + *2»

Als Lösungen dieses Gleichungssystems für die Unbekannten u und

v erhalten wir

n-3
„ .

(n-3)(3n-4)
u =-j-, v .

Satz 3.12. Die Faserung p s U -j > ün m
' m * 2 • nat

höchstens dann eine Schnittfläche, wenn n-m ¦ l(mod 24) .

Beweis» Auf Grund von Hilfssatz 1.2 genügt es, diesen Satz für

p » U j ? U . zu beweisen. (Siehe Beweis von Korollar 2.3.)F n,3 n,2
Besitzt diese Faserung einen Schnitt, so müssen nach dem obigen

Lemma
n~

und
~ ?1 ganze Zahlen sein. Die erste

Bedingung ergibt n-3 = 2q , q « Z . Damit geht die zweite

Bedingung über in: (n~3^3n~4) - ^(6%5) « Z . Der Ausdruck

6q+5 ist weder durch 2 noch durch 3 teilbar, also ist q = 12r ,

r e z, d.h. aber

n-3 ¦ 2q = 24r , r e Z ,

und somit ist n-2 e l(mod 24) .



32 -

Bemerkungen:

1) Für Faserungen U T
P

> D , m > 2 , erhält man mit
n,m_+i n,m o

o o
unserer Methode Verschärfungen von Satz 3.12 für m > m .

k2) Die Operationen 4» sind für einen CW-Komplex, dessen ganz¬

zahlige Kohomologie keine Torsion besitzt, bestimmt durch den

Chem'sehen Charakter; in diesem Fall ist nämlich ch monomorph,

und die Beziehung

ch /(!) = 1 kq-ch2q(6)
q=0

K
legt somit «I» (§) eindeutig fest. Satz 3.12 kann also auch mit

dem Chem1sehen Charakter bewiesen werden, mit einer Methode,

welche der in [6] durchgeführten verwandt ist. (Die Relation

ch »sR = sHoch ermöglicht es, die Zahlen u und v von

Lemma 3.11 zu berechnen.)

Die notwendigen Bedingungen für die Existenz einer Schnittfläche,

die man mit dieser Methode erhält ([6]) , sind für die Faserungen

°n 1+1 —* °n 1 ' wie *dams un<i Walker [3] gezeigt haben,

auch hinreichend. Wir zeigen im folgenden Abschnitt, dass dies

für die Faserungen U ., £—» U , m > 2 , nicht zutrifft.
n ,m+i n,m
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4. Stetiges Vektorprodukt und stetige Multiplikation.

Unter einem stetigen Vektorprodukt von zwei Vektoren im C

verstehen wir eine stetige Abbildung <p : C xc > C mit den

Eigenschaften t

(4.1) (a) {<p(o,ß),a} = {*(a,ß),ß} = 0 , Vo.Vß .

(b) {<p(<x,ß) ,<p(o,ß)} - {a,a}-{ß,ß}-{o,ß}-{ß,o} , Va.Vß.

({ , } Skalarprodukt in C )

Die Eigenschaft (b) bedeutet, dass <p(a,ß) genau dann der Null¬

vektor ist, wenn a und ß linearabhängig sind. Ein Beispiel

eines solchen Vektorprodukts ist das klassische Vektorprodukt im

c3 .

Es ist leicht zu sehen, dass man aus einem stetigen Vektor¬

produkt von zwei Vektoren im C eine Schnittfläche s der

Faserung p : U , > U _ erhält, und dass man umgekehrt aus
n, j iiffe

einem Schnitt dieser Faserung ein stetiges Vektorprodukt herleiten

kann. (Mit Hilfe eines festen Orthogonalisierungsverfahrens ordne

man jedem linearunabhängigen Paar (a,ß) ' das orthonormierte Paar

«x',ß'> zu und definiere» ±

1>(a,ß) = [{a,a}-{ß,ß> - {«,ß}'{ß,a}] •tr(a« ,ß>\ » dabei sei

<r(o',ß') erklärt durch s(«x',ß«>) = «x« ,ß',<r(a»,ß«) > . Für

linearabhängige Paare (<x,ß) definiere man <p(a,ß) » 0 .)

Eine stetige Multiplikation mit Eins und Normenproduktregel
k k k k(NPR) in C ist eine stetige Abbildung m » C xc ——? C mit
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den folgenden Eigenschaften:

v
(a) Es gibt ein Element E « C mit m(A,E) = m(B,A) = A , für

v

alle A aus C

(b) {m(A,B),m(A,B)} - {A,A}-{B,B> , VA, VB .

Eine solche Multiplikation kann offensichtlich aufgefasst werden

2kals stetige Multiplikation mit Eins und NPR im R

Wir konstruieren nun aus einem stetigen Vektorprodukt

9 : C xC » c eine stetige Multiplikation im cn . Dazu

fassen wir ein Element A = (a ,a.,...,a ) e C auf als Paar
ol n

<a,a> , mit a = (a.,...,a ) « Cn ,o in

und definieren

(4.2) m(A,B) = <aob0 " {«»ß}.aoß + \* + <p(a,ß)> .

Mit Hilfe von (4.1) rechnet man leicht nach, dass

{m(A,B) ,m(A,B) } = {A,A}-{B,B} und m(A, (1,0,...,0)) =

= m((l,0,...,0) ,A) = A für alle A,B € Cn+1 .

Man erhält also mit der Konstruktion (4.2) eine stetige

Multiplikation mit Eins und NPR im C , d.h. eine stetige
2n+2

Multiplikation mit Eins und NPR im R . Nach einem Satz von

2n+2
Adams [2] gibt es eine solche Multiplikation im R nur für

n - 0,1 oder 3 . Aus unseren Betrachtungen ergibt sich somit:
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Lemma 4.1. Es gibt nur im Falle n = 3 ein stetiges Vektor¬

produkt von zwei Vektoren im komplexen Vektorraum C ; d.h.

die Faserung p s U , > U , hat nur für n = 3 eine
c n,3 n,2

Schnittfläche.

Wir sind nun in der Lage unsere eingangs gestellte Frage für

die Faserungen mit m > 2 vollständig zu beantworten.

Satz 4.2.
'

Die Faserung p s Un m+1 * ün m
' m * 2 ' hat nUI

für m = n-1 eine Schnittfläche.

Beweis» Aus Hilfssatz 1.2 und Lemma 4.1 folgt, dass p für

2 < m < n-2 keine Schnittfläche besitzt. (Siehe Beweis von

Korollar 2.3.) Für die Faserungen p » Un n
? UQ x

sind

explizite Schnittflächen bekannt. Man zeigt z.B. in der linearen

Algebra, dass n-1 orthonormierte Zeilenvektoren auf genau eine

Weise durch eine Zeile zu einer unitären Matrix mit Determinante

+1 ergänzt werden können.

Bemerkung» Mit Hilfe der Konstruktion (4.2) erhält man aus einem

stetigen Vektorprodukt im quaternionischen Vektorraum H eine

stetige, nullteilerfreie Multiplikation mit Eins im H und

somit durch Normieren eine stetige Multiplikation mit Eins und

-NPR im H11 . Diese können wir wiederum auffassen als Multi¬

plikation im R4n+4 . Aus dem Satz von Adams [2] folgt dann analog

wie vorhin, dass die quaternionischen Faserungen
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p s Hn,m+1 * Hn m
für m * 2 Ke"» Schnittflächen zulassen.

Insbesondere gibt es also für alle n kein stetiges Vektorprodukt
von zwei Vektoren im H11 .
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