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EINLEITUNG

Aus Scheiben und Zylinderschalen zusammengesetzte Rotoren, nachfolgend kurz mit

Rotoren bezeichnet, haben seit langem beim Bau von Gas- und Dampfturbinen eine bemerkenswerte

Verbreitung gefunden. Die Spannungen solcher Rotoren werden einerseits durch die Fliehkraft und den

Schaufelzug und anderseits durch Temperaturunterschiede hervorgerufen. Im allgemeinen treten sowohl

Membran- als auch Biegespannungen auf. Die Berechnung der Spannungen in Scheiben und Zylinder¬

schalen findet man in verschiedenen Lehrbüchern (s. Literaturhinweise am Ende dieser Arbeit). Den

Einflusszahlen, welche sich bei der Spannungsberechnung von Rotoren als sehr praktisch erweisen,

wird in diesen jedoch nur wenig Bedeutung beigemessen. Darüber hinaus sind die Ausführungen mei¬

stens dimensionsbehaftet, was sich beim Ausarbeiten von Kurvenblättern unangenehm bemerkbar macht.

Die vorliegende Arbeit hat deshalb einleitend zum Ziel, die Spannungsberechnung in

Scheiben und Zylinderschalen auf eine einheitliche dimensionslose Basis zu stellen, um das Verständ¬

nis der teilweise neu definierten Einflusszahlen zu erleichtern.

Die Kapitel I bis III befassen sich mit der Spannungsberechnung rotationssymmetrischer

Scheiben. Dabei werden ausgehend von den an sich bekannten Grundgleichungen die später benötigten

Zusammenhänge dargelegt und die entsprechenden Kurvenblätter ausgearbeitet.

Das Kapitel IV lehnt sich eng an [5] [7j
'

an, sodass auf die Ableitung der ein¬

gangs erwähnten Ausdrücke verzichtet wird. Die Einflusszahlen werden hingegen ausführlich bespro¬

chen.

In Kapitel V wird die Aufgabe der Spannungsberechnung von Rotoren, die aus Scheiben

und Zylinderschalen aufgebaut sind, in Angriff genommen. Die in den vorhergehenden Kapiteln einge¬

führten Einflusszahlen erweisen sich dabei sehr nützlich und ermäglichen eine klare und übersichtliche

Darstellung der Zusammenhänge. In § 2 werden sämtliche Grössen, die zur Spannungsberechnung von

Rotoren benötigt werden, zusammengefasst, um die Bestimmung der Spannungen in Rotoren zu ermögli¬

chen, ohne die vorhergehenden Ausführungen eingehend durchzuarbeiten.

Die Tatsache, dass bei grösseren Scheibenzahlen Gleichungssysteme mit vielen Unbe¬

kannten auftreten, lässt sich nicht umgehen. Eine Durchführung der Rechnung ohne Mithilfe moderner

Rechengeräte ist bei drei Scheiben mit tragbarem Aufwand möglich. Da bei grösseren Scheibenzahlen

insbesondere das Auflösen der Gleichungssysteme viel Zeit in Anspruch nimmt, erscheint eine Zu¬

hilfenahme der in modernen Rechenzentren vorhandenen Rechenprogramme zu deren Auflösung zweck¬

mässig. Bei wiederholten Berechnungen dürfte sich die Aufstellung eines vollständigen Rechenpro¬

grammes, mit dem durch Eingabe der geometrischen und physikalischen Grössen die gesamte Spannungs¬

berechnung der elektronischen Rechenmaschine überlassen werden könnte, durchaus lohnen, umsomehr

als die Theorie so allgemein ist, dass sie auch auf andere aus Scheiben und Zylinderschalen aufgebaute

Maschinenteile anwendbar ist.

1) Die Zahlen in I J beziehen sich auf die Literaturhinweise am Ende der Arbeit.
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Die in der Schalentheorie üblichen Voraussetzungen werden auch hier beibehalten. Dar¬

über hinaus wird ferner die Unabhängigkeit der elastischen und thermischen Materialkonstanten von der

Temperatur und die Rotationssymmetrie, d.h. die Konstanz aller Grössen längs des Umfanges vorausge¬

setzt.

Die Ausführungen sind bezüglich des Temperaturverlaufes so allgemein gehalten, dass

die in der Praxis vorkommenden Temperaturen leicht berücksichtigt werden können. Die im Anhang zu-

sammengefassten Kurvenblätter sind jedoch nur für quadratische Temperaturverteilungen ausgearbeitet.
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I. Der Spannungszustand rotationssymmetrischer Scheiben

KSrper, deren Abmessung normal zu einer Fläche F klein ist gegenüber denjenigen in der

Fläche F, werden in der Literatur als Schalen bezeichnet, falls die Begrenzungsflächen, auf den Nor¬

malen zu F gemessen, von F den gleichen Abstand haben. Unter der Dicke der Schale, die wir im fol¬

genden stets mit h bezeichnen wollen, versteht man den senkrecht zur Mittelfläche gemessenen Ab¬

stand der Begrenzungsflächen. Ueber die Dicke wird im allgemeinen vorausgesetzt, dass sie sich

längs der Mittelfläche nicht sprunghaft ändert und im besonderen wollen wir hier voraussetzen, dass

Rotationssymmetrie bestehe.

Wir bezeichnen ferner Grössen (Spannungen, Reaktionen, Temperaturen usw.), welche un¬

abhängig vom Winkel V (Abb. 1) sind, als rotationssymmetrisch.

Die in der Schalentheorie üblichen Voraussetzungen sollen kurz erwähnt werden. Die Be¬

deutung und Zulässigkeit derselben sind in flJ eingehend besprochen :

1. Die Normalspannungen senkrecht zur Mittelfläche können vernachlässigt werden.

2. Alle Punkte, die vor der Verformung auf einer Normalen zur Mittelfläche liegen, befinden sich auch

nach der Verformung auf einer Geraden.

3. Diese Gerade ist ebenfalls Normale zur verformten Mittelfläche.

4. Die Verschiebungen sind klein im Vergleich zur Dicke.

Abäf Betastung eines Scheibenefemenfes

der Dicke h mit den SchnittgrÖssen.
x i
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Ist die Mittelfläche im undeformierten Zustand eben, so spricht man von Scheiben bzw. Platten je nach¬

dem, ob die Belastung in der Mittelfläche bzw. senkrecht dazu wirkt. Die erste Belastungsart führt zu

Membranspannungen, welche über der Dicke angenähert konstant sind, während die letzte zu Biegespan¬

nungen führt, deren Betrag in erster Näherung linear ändert. Im Dampf- und Gasturbinenbau überwiegt im

allgemeinen die erste Belastungsart, sodass dort durchwegs von Scheiben die Rede ist. Obschon beim

hier zu behandelnden Problem beide Belastungsarten auftreten, wollen wir im folgenden trotzdem von

Scheiben sprechen.

§1. Die Gleichgewichtsbedingungen

Zur Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen wählen wir ein Zylinderkoordinatensystem r,

lf), x. Am Scheibenelement der Dicke h (Abb. 1) soll nur die senkrecht zur x-Achse wirkende Fliehkraft

pro Volumeneinheit

A J
(in

angreifen, wo S die Dichte des Scheibenmaterials und tu die Winkelgeschwindigkeit bedeuten. Da die

Scheibe voraussetzungsgemäss rotationssymmetrisch ist, erzeugt diese einen ebenfalls rotationssym¬

metrischen Membranspannungszustand mit den Komponenten Oro a's radiale und Oft) als tangentiale

Spannung. Die am Scheibenaussenrand angreifenden rotationssymmetrischen Randmomente erzeugen Bie¬

gespannungen, die man durch einen radialen bzw. tangentialen Anteil Orb bzw. Otb beschreiben kann.

Da wir von weiteren Belastungen absehen und die Temperatur ebenfalls rotationssymmetrisch verteilt

sein soll, sind dies die einzigen von Null verschiedenen Spannungskomponenten. Die Gesamtspannun¬

gen setzen sich demnach additiv aus den Membran- und den Biegespannungen zusammen.

Die auf die Einheit der radialen Erstreckung bzw. des Umfanges bezogenen Schnittkräfte k

und -momente m lassen sich somit wie folgt definieren :

mr* - /<^xdx - )6rt>xdx
,h/2 -bj2

mVr--)6t x dx -
~ ] 6ft * dx

-hk -hk

(12)

(13)
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-h/2

(14)

kyiy * J 6to dx (15)

./y2

Die Indizes der Schnittkräfte und -momente sind dabei so gewählt, dass sich der erste auf

die Schnittfläche und der zweite auf die Richtung bezieht.

Die Gleichgewichtsbedingungen des Scheibenelementes sind reine Beziehungen zwischen

den auftretenden Kräften und Momenten und können unabhängig von den durch die Temperatur bewirk¬

ten Verzerrungen aufgestellt werden. Man erhält für die Momente um die Achse senkrecht zur r- und

x-Richtung sowie für die Kräfte in r-Richtung:

[mrv + dmrv)(r+dr) dv -mrv r dy +mvr dr dv - 0 m

(kfr*dk^r*dr) d? -kn rd¥-kff drcty+Xrdiydrh*0 (17)

Vernachlässigt man die unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung und dividiert durch

rdr dip ,
so erhält man

dm
m>

t
mrv » m?r

dr r
0 (18)

Die erste Gleichung beschreibt die Biegung der Scheibe, während die zweite den Membran-

spannungszustand bestimmt. Die Tatsache, dass diese beiden Gleichungen unabhängig voneinander

sind, ist eine Folge der Voraussetzung 4, welche zudem die Anwendung des Superpositionsgesetzes

erlaubt. Dies ermöglicht die voneinander unabhängige Berechnung der Membran- und Biegespannungen

und deren Addition zur Gesamtspannung.
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§ 2. Die Beziehungen zwischen den Dehnungen und den Spannungen

Zwischen Spannungen und Dehnungen wird bei unveränderlicher Temperatur eine lineare

Beziehung vorausgesetzt (Hooke'sches Gesetz).

Bei gleichzeitiger Erwärmung des Körpers setzt sich die gesamte Deformation eines Volu¬

menelementes aus zwei Anteilen zusammen :

.1. Aus einer Verformung, die durch die Temperaturerhöhung bei spannungsfreien Oberflächen des Ele¬

mentes hervorgerufen wird und

2. aus einer solchen, die durch die an der Oberfläche des Elementes angreifenden Kräfte entsteht.

Die Verteilung der Temperatur V der Scheibenmittelfläche sowie des Temperaturgefälles

A v zwischen der oberen und unteren Begrenzungsfläche der Scheibe sollen rotationssymmetrisch

sein,können aber längs des Radius beliebig, jedoch stetig variieren. In [2J wird gezeigt, wie eine

rotationssymmetrische Temperaturverteilung in einem beliebigen Punkte einer Schale ersetzt werden

kann durch eine mittlere Temperatur V (I 11) und einen linearen Temperaturverlauf Au (| 12)

längs der Schalendicke, wobei die Abweichung <ST(r,X) (Abb.2) vom wirklichen Temperaturver¬

lauf Tfr,X) zur Krümmung der Schale keinen Beitrag leistet, da die dazugehörenden Temperaturdeh¬

nungen durch entsprechende zusätzliche Wärmespannungen unterdrückt werden.

Die Temperatur der Scheibe lässt sich somit darstellen durch

T(r,x) -\frr) X'—fr- m

wobei h die Dicke der Scheibe bedeutet. (Abb. 2). Die in diesen Ansatz eingehenden Grössen, nämlich

die Temperatur V der Mittelfläche bzw. das Temperaturgefälle au lassen sich bestimmen aus den

Bedingungen, dass die Dehnung sowie die Wölbung der Schale bei allgemeinem rotationssymmetrischem

Temperaturverlauf mit den entsprechenden Werten beim Temperaturverlauf nach Gleichung (I 10) über¬

einstimmen müssen. Bei bekannter Verteilung der Temperatur erhält man somit

i>(r) «

j
•

jTir.x) dx on)

-Hz

'h/2

&A)m-tf' j Tir.x) X dx (ii2)

hk
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Abb.2 Verteilung der Temperatur länge der Schcriendidc

*+

Die vorhin erwähnten zusätzlichen Wärmespannungen lassen sich ferner berechnen zu

<3rx m6txmt!!Wl Wr-X) (113)

Diese sind im allgemeinen klein gegen die durch die Temperaturverteilung (| 10) erzeugten Wärmespan¬

nungen, weshalb sie nicht weiter untersucht werden.

Zur Beschreibung der Formänderung der Scheibe führen wir folgende Bezeichnungen ein :

(Abb. 3)

5s

fr

£rx.£h

a

Verschiebung eines Punktes der Mittelfläche in radialer Richtung.

Verschiebung senkrecht zur Mittelfläche.

Neigungswinkel, den die Scheibennormale mit der x -Achse bildet.

Dehnung in radialer Richtung.

Dehnung in tangentialer Richtung

Minung der Mittelflache (x =0)

Zusätzliche Dehnungen im Abstand x von der Mittelfläche

Lineare Wärmedehnzahl

Die Beziehungen zwischen den Dehnungen und den Verschiebungen lassen sich damit wie

folgt anschreiben :

ero" dr
(114)
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Âbb.3 Koordinatensystem der Scheibe mit positivem
Richtungssinn der Verschiebungen.

*r

MitWIdd* vor

Déformation

.
h

*~1

Ho
m

T
(115)

(116)

(117)

dr

(118)
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lr 'tro+tn '-^r~ X"dT (ll9)

^-^^-r-^-f

Der Zusammenhang zwischen den Hauptspannungen und den Hauptdehnungen ist gegeben

durch

«r-f/ör-fÄ"^H^-^j (121)

Et'ifa-w6r)+*(y>*i-**) (l22)

wo m die sogenannte Querdehnzahl bedeutet.

Durch AuflSsen von (I 21) und (I 22) nach <£,- und öt und Einsetzen von (119) und (120)

erhält man für die Spannungen :

1 \~**1 d?s 1 h
f. 1

(124)

und für die eingangs definierten SchnittkrSfte und -momente durch Integration

%
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^
^ •#**-«££>># (126)

%

1k,
.

m'Eh rdS,

.hfz

(128)

Betrachtet man diese Gleichungen, so erkennt man, dass die Momente durch den Verlauf

des Neigungswinkels V längs r und das Temperaturgefälle senkrecht zur Scheibe bestimmt sind. Die

Kräfte hingegen hängen von den Verschiebungen der Punkte der Mittelfläche und von der Temperatur

in derselben ab. Dementsprechend lassen sich die Gesamtspannungen in einen Biegespannungs- und

Membranspannungsanteil zerlegen.

Für die weiteren Ausführungen nehmen wir den Elastizitätsmodul E, die lineare Wärmedehn¬

zahl Ot und die Querdehnzahl m als konstant an. Da der Elastizitätsmodul mit steigender Temperatur

abnimmt, die Wärmedehnzahl jedoch zunimmt und die Wärmespannungen proportional dem Produkt bei¬

der GrSssen sind, kompensieren sich diese Einflüsse teilweise, wodurch sich die obigen Annahmen

rechtfertigen. Die Querdehnzahl soll bei den späteren numerischen Auswertungen zudem als 10/3 an¬

genommen werden. Dieser Wert dürfte für die üblichen Werkstoffe auch bei höheren Temperaturen ge¬

nügend genau sein, da er nur wenig temperaturabhängig ist. Die Membranspannungen sind in [3] so¬

wohl mit variabler als auch mit konstanter Querdehnzahl berechnet worden. Aus dieser Arbeit geht

hervor, dass sie nur geringen Abweichungen unterworfen sind.

§ 3. Die Differentialgleichungen für den Neigungswinkel r und die Verschiebung §§

Die Gleichgewichtsbedingungen führen mit den Beziehungen zwischen den Dehnungen und

den Spannungen und den kinematischen Bedingungen (I 14) bis (| 17) zu Differentialgleichungen für

den Neigungswinkel r
,
den die Scheibennormale mit der x-Achse bildet, und für die Verschiebung

gS eines Punktes der Mittelfläche.
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Durch Differenzieren der Gleichung (125) ergibt sich

dmrv, m2£h3 fcfip (3 dh 1 \ d<P 1 [3 dh _M <p
d 29>

dr
"

W^i) ( dr* *\h
'

dr mrl dr
*

mrl h
'

dr
~

r I

Führt man diesen Ausdruck mit (I 25) und (I 26) in (I 8) ein, so erhält man als Differential¬

gleichung für den Neigungswinkel

r2
W +rV h Tri dr V mh drlf h T mllh dr'* dr J

In analoger Weise wird durch Differenzieren der Gleichung (I27)

arc «r'Ehf&Jl dhs 1 ) d& i (i dh Mc

dr mz-11 drz \h dr mrl dr mr\h dr rl ss
(131)

1\[1 dh .dt'

und durch Einsetzen dieses Ausdruckes mit (I 1), (I 27) und (I 28) in (I 9) ergibt sich als Differential¬

gleichung für die Verschiebung

f
dr* T h dr) dr l1 mh ^F/Vr a(hmj\h dr^W)

(|32)

TjrSU'r'm

Die Differentialgleichungen (130) und (132) sollen nun in dimensionsloser Form angeschrie¬

ben werden. Zu diesem Ende führen wir folgende Bezeichnungen ein :

To = Aussenradius der Scheibe (U = \)

ho = Dicke der Scheibe im Zentrum ( fX = 0)

UTgtO
= Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe

Uq = Temperatur der Mittelfläche am Aussenrand

ÛVQ = Temperaturgefälle am Aussenrand
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ft (133)

I-A (134)

(135)

(136)

sv r (137)

< -'4*f"sj (138)

V^-^orf/^) (139)

# -

m2-/ 5 t;2

m2
'

E
(140)
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dr ra dji

d2
-

1 d2

(141)

(142)

(143)

dr2
'

ri dMz

±.ÉL=-L.A
h dr rah djx

so lassen sich die Gleichungen (130) und (I 32) in folgender Form anschreiben

&faffi.l-H)*r?$***U* <,45)

wobei Ableitungen nach /Li mit Strichen bezeichnet sind.

Mit den oben eingeführten Bezeichnungen gehen die Ausdrücke (123), (124) und (I 25)

über in

, rrfE ±f(p-.J_ î-.-\ £t\
°rb~ m*-1 ralr m'M Äs

h ]

6"> mM ralm f*> Ks T\

(I46)

(I47)
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>
_

m2E h'+±.ll_ cgl (,48)

Ä .JOfEiJ-.f' + A-^J (149)

m
m*E

.

^fri ' y
-y ^M (i50)
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II. Die Scheibe konstanter Dicke ohne Bohrung

§ 1. Der Membranspannungszustand

Die Differentialgleichung (145) der Verschiebung &s eines Punktes der Mittelflache

geht für diesen Spezialfall über in

(HD

(112)

(113)

oder

t*r l-pl -ff(flïî- *y-*M

woraus durch zweimalige Integration

entsteht.

Da g für fÀ =0 den Wert Null annehmen muss, wird C2 = 0 und man erhalt

h " CvM'-p-fa'p-dM-f-M3 (M4)

Die Konstante C-| bestimmt sich durch Einsetzen in (148) aus der Randbedingung am Aus-

senrand OroL.l'Öa •
w0 ^

a
<li* on Scheibenumfang angreifende gleichmSssig verteilte radiale

Membranspannung bedeutet.

Man erhalt

6,

c<-¥-7T^-<ßW»m* (115)

und der Ausdruck für die Verschiebung geht über in

^ 0 SO

(116)
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Wir bezeichnen nun die Verschiebung fe. am Aussenrand ( jJL = 1 ) der rotierenden Schei¬

be unter Einwirkung der Wärmedehnung und einer auf die Längeneinheit des Umfanges bezogene Ein¬

heitskraft K = ©
a

' h = 1 als Einflusszahl, welche nach (116) die Gestalt

M'Y
m Eh im £

annimmt.

Man erkennt, dass sich diese Einflusszahl aus drei Anteilen zusammensetzt, welche die

Wirkung der Radialkraft am Scheibenumfang, den Temperatur- und Fliehkrafteinfluss getrennt berück¬

sichtigen und sich wie folgt anschreiben lassen :

g~ -T1-1 1
* m~£7T (ll8)

0

Im Kapitel V dieser Arbeit werden die beiden letzten Einflusszahlen durch die Abkürzung

fMtf-iu + ?j? (ini)

erfasst.

Bei gegebener Umfangsgeschwindigkeit und Temperaturverteilung bleibt in (116) als einzi¬

ge Unbekannte noch die am Scheibenumfang angreifende Radialkraft K resp. die durch diese erzeugte

radiale Membranspannung ^ a
übrig, welche aus der Randbedingung zu bestimmen ist.

Die Membranspannungen gehen durch Einsetzen des Ausdruckes (116) in (148) und (149)

über in

àm <,t&!.ju^1,*>' "n2)

*t.-*.^s»H<-B,S)^ (1113)
8m
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0
0

éfcr = a-£'^ I ftjûd/i +jpjd>jiid/ü-J l

(M 14)

(1115)

die durch die Temperatur allein erzeugten Spannungen sind.

Es stellt sich nun die Frage, welches der einfachste analytische Ansatz für die Tempera¬

turverteilung ist, der die in der Praxis vorkommenden Verteilungen genügend genau approximiert. Es

ist bekannt, dass diese aus Symmetriegründen für U =0 eine zur x-Achse normale Tangente auf¬

weisen muss. Diese Bedingung wird, abgesehen von einer Konstanten, durch ein gerades Polynom

zweiten Grades erfüllt, sodass wir als Temperaturverteilung der Mittelfläche den Ansatz

dm do+(l-d0)p2 dl 16)

wählen.

Damit erhält man

Udo
fd-Md/i

1 fl-j-
-
Ä+il^/i2

(II17)

(II18)

und die Einflusszahl gjj geht über in

îtf-j^ *('**] (ll19)

Die durch die Temperatur bewirkten Membranspannungen vereinfachen sich somit auf

a£V<
6toT'^Mo)(1-3^)

(II 21)
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§ 2. Der Biegespannungszustand

Die Differentialgleichung (144) für den Neigungswinkel, den die Scheibennormale mit der

x-Achse bildet, geht über in

lktr+pf'-f-IA*'kstP (.122)

Es lässt sich leicht überlegen, dass Tf
* /U und T2 "

"TT zwei voneinander

unabhängige partikuläre Lösungen der homogenen Differentialgleichung darstellen.

Wir gehen sogleich zur Lösung der inhomogenen Differentialgleichung über, machen für

die Verteilung des Temperaturgefälles AV einen Potenzreihenansatz der Gestalt

u> - f Cv / (ll23)

v»o

und setzen voraus, dass sich diese sowie alle übrigen in dieser Arbeit verwendeten unendlichen Rei¬

hen gliedweise differenzieren lassen.

Als rechte Seite der Gleichung (1122) ergibt sich weiter

Mz*s äV - h l v Cy //" - ^ f (jm) C„ M* (1124)

Mit dem Ansatz

fP ' tslbyju* (1125)

für die partikuläre LSsung der Differentialgleichung (II 22) erhält man die Ableitungen

fp » *, Ivby JUV'
<-1

v fv JU

fp' - \ Zv(v-D bv JU
V>2

(II26)

(II27)

U fp - %s f V by UV (II28)
V'1
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ßzfP -is rvfv-i)bvmv "w

Der Index p soll dabei andeuten, dass es sich um eine partikuläre LSsung der inhomogenen

Differentialgleichung handelt.

Durch Einsetzen in (II22) ergibt sich als Koeffizientengleichung

V(V~l)bvl +Vby/ -by I "(V-f)Cv.J Ol 30)

V-2 V*1 V"0 Vi

woraus sich die Koeffizienten wie folgt bestimmen :

W = 0: -bQ=0

tf = 1 : b-j -bj = 0, b-| ist somit beliebig wählbar, im besonderen = 0

tf = 2 : bv = -£fj- (1131)

Die partikuläre LSsung reduziert sich somit auf

%

"iE -V7T
M

Tp ' As L.
1777

M (1132)

und als allgemeinste LSsung der Differentialgleichung (1122) erhält man

f - Dm*f-Jt* % (ll33)

wobei die Konstanten D und F durch die Randbedingungen zu bestimmen sind. Für yU — 0 muss bei

der Scheibe ohne Bohrung auch f — 0 werden. Die LSsung (II 33) geht somit über in

?-0jU+?p (1134)

Für die weiteren Ausführungen wollen wir den Ansatz für die Verteilung des Temperatur¬

gefälles spezialisieren auf

&Ü 'AU *(1-^0)HZ (II35)
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wo Avq das Temperaturgefälle im Zentrum der Scheibe bedeutet. Durch Variieren des Parameters

4U*o lässt sich Ju der jeweiligen Temperaturverteilung einigermassen anpassen. Für A\3o
= 1 erhalt man ein konstantes Temperaturgefalle und für AV0 = 0 eine Verteilung, bei der das Ge¬

falle in der Scheibenachse Null ist.

Die Koeffizienten von (1123) werden damit

Cz - f-A^o (1137)

und als einziger Koeffizient von (1125), der von Null verschieden ist, ergibt sich

fev U - h-11^ (,,38)

Die partikulare Losung der inhomogenen Differentialgleichung vereinfacht sich somit auf

f/t.hlh^s}^m ifi.,^3 (1139)

mit

h -M'-Ä)-*V-£«f'*7n)fr-<*/ (1140)

und als allgemeine Lösung der Differentialgleichung (1122) bei einer Verteilung des Temperaturgefäl¬

les nach (II 35) erhält man

f - o,u + -|fiy oui)

Die Konstante D bestimmt sich aus der Randbedingung am Aussenrand (// = 1), nach wel

cher m -, (150) gleich dem am Aussenrand angreifenden Moment M sein muss, also
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Mit der Abkürzung

Q'$ + -m'\ (ll43)

wird daraus

n_ 1Z(m-Dra u OJ.f - A?
u

m Eh*
"n

7*4r
(1144)

und durch Einsetzen in (1141) ergibt sich

(1145)

Wir bezeichnen den Neigungswinkel am Aussenrand (JJ = 1) unter der Einwirkung der Wär¬

medeformation und eines auf die Längeneinheit des Umfanges bezogenen Einheitsmomentes M = 1 als

Einflusszahl, welche sich anschreiben lässtals

M
'—+ i

und sich zusammensetzt aus einem ersten Anteil

f\ ,
Ztm-Db

.

V-A«
+ f/ (ll46)

f*
m EM

welcher die Wirkung des Biegemomentes am Aussenrand berücksichtigt, und einem zweiten

(1147)

welcher vom Temperaturgefälle allein abhängt. Dieser geht für die oben eingeführte spezielle Tempe¬

raturverteilung bei Beachtung der Abkürzung

' m*i *s
" ä '

~~r
' 41^0 duc)

h

über in

ft " j-{luÄ) (1150)
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Ist das Biegemoment M aus den Randbedingungen am Aussenrand bestimmt, so erhalt man

für die Grösstwerte der Biegespannungen an der Aussenfaser, d.h. für x = ±h/2

on, -i-pMifa AJa (1-aJ0)(1-ju2) ("I si)

6tb= t-fc-Mtj-« *& (i-*u)(i-W) ("52)

Man erkennt, dass sich diese Spannungen aus einem vom Biegemoment M herrührenden kon¬

stanten Anteil und einem vom Temperaturgefalle abhängigen variablen Anteil zusammensetzen. Im

Zentrum der Scheibe nehmen sie ferner gleiche Werte an.
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III. Die Scheibe mit dem Profil einer Scheibe "gleicher Festigkeit"

§ 1. Der Membranspannungszustand

Bekanntlich lässt sich eine nur durch Fliehkräfte beanspruchte Scheibe so ausbilden, dass

in ihr die Tangentialspannung d)fo und die Radialspannung èro überall konstant und einander

gleich sind. Man spricht in diesem Falle von einer "Scheibe gleicher Festigkeit". Es lässt sich auf

elementarem Wege zeigen, dass ihre Gestalt dem Gesetz

Su*rz

h-h0e
'

26 (im)

entspricht. Hierbei bedeuten

S = Dichte des Scheibenmaterials

•^ = Winkelgeschwindigkeit

f = Abstand vom Zentrum der Scheibe

^ = Fliehkraftspannung, welche nach Voraussetzung in der ganzen

Scheibe konstant ist.

Scheiben, die wenigstens annähernd so geformt sind, werden in der Praxis oft verwendet.

Sobald in Scheiben dieser Art Temperaturunterschiede auftreten, sind in ihnen die Spannungen nicht

mehr konstant. Aber auch rein mechanisch sind andere Spannungsverläufe durchaus möglich, selbst

wenn von Biegespannungen abgesehen wird. So würden z.B. in einer ruhenden Scheibe, die einer Ober

dem Umfang gleichmassig verteilten Radialkraft unterworfen ist, ortsabhängige Spannungen entstehen.

Unter den Verhältnissen, wie sie in Wirklichkeit besonders bei zusammengesetzten Rotoren gegeben

sind, hat also eine sog. Scheibe gleicher Festigkeit im allgemeinen nicht ohne weiteres die Eigen¬

schaft, nach der sie benannt ist. Deshalb sprechen wir absichtlich von einer Scheibe, deren Profil

dasjenige einer Scheibe gleicher Festigkeit ist und meinen damit die durch Gleichung (III 1) gegebene

Scheibenform. Sie erweist sich als der theoretischen Behandlung verhältnismässig gut zugänglich.

Für die bezogene Scheibendicke h geht der Ansatz (III 1) über in

9u)2rj „2 0 uz

h » -£- - e -e 0112)

n0

Bei der Scheibe gleicher Festigkeit, die nur durch Fliehkräfte beansprucht ist und bei der

die Radialspannung am Aussenrand den Wert & besitzt, der voraussetzungsgemäss in der ganzen

Scheibe herrschen soll, geht aus (III 2) die Definition von ß hervor zu

ß - 3Jg— (1113)

wo u
= r_

" U> die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe bedeutet.
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Bei zusammengesetzten Rotoren ist die Fliehkraftspannung aus den oben erwähnten Gründen

nicht notwendig konstant, sodass die Definition (III 3) unbrauchbar wird. Behält man das Profil der

Scheibe bei, so kann aus (1112) eine neue Definition von ß gefunden werden, welche unabhängig von

der Fliehkraftspannung ist und für beliebige Temperaturverteilungen gültig bleibt.

Für fA =1 ergibt sich aus (1112)

ß

h / = -2. = e
T (1114)

j=l ho

womit durch Auflösen

ß = 6-uS (1115)

ha

entsteht. Die Grösse ß ist damit durch das Verhältnis der Scheibendicke im Zentrum und am Aussen-

rand definiert.

Durch Differenzieren des Ausdruckes (IM 2) erhält man

h' ---j-yWe
S *

(1116)

h ß
r-

= -

j/U
(1117)

und die Differentialgleichung (145) für die Verschiebung Çy eines Punktes der Mittelfläche geht

über in

Die Lösung § u
der homogenen Gleichung lässt sich, wie wir in § 2 dieses Kapitels

sehen werden, aus derjenigen für die Biegespannung gewinnen, indem man ß durch ß /3 und

y#0 durch |2 ersetzt, sodass wir sogleich zur Lösung der inhomogenen Gleichung übergehen

wollen.

Für die Verteilung der Temperatur der Mittelfläche machen wir den Ansatz

^ - L Cv ß*v (iii9)
V'O
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und befassen uns zuerst mit der Lösung der inhomogenen Gleichung mit Temperaturglied allein. Durch

Differenzieren von (1119) erhält man

7' r2 r V'1
v

"

Z_ v Lv M (lino)
v-i

JUZ !>'- f V Cy //*' (Hill)

v-o
r

V-2

und die rechte Seite von (III 8) wird

W-iM*)-Slt*Crl&C^M
V«

(III 13)

Als Lösungsansatz der inhomogenen Differentialgleichung mit Temperaturglied allein wäh¬

len wir

*»' 6" Sa^V (III 14)

womit

2 —« Ä V+<

/i fw"«r»Mfly^ (III 15)

yU f
.

= 6 j_ (V M) Oy //
"*f

(III 16)

\i fp " 621 H)fln-2/W (III 17)
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entsteht.

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die Differentialgleichung (1118) ohne Fliehkraft wird

vlv+i)av I + v av I --i-(-L + v-i)av.2l -vCvl -f-Cy*/
(llll9)

y.f y.0 J I /77 / y«2 y.y 3 y.£
ll" lv'

woraus sich die Koeffizienten folgendermassen bestimmen :

V = 0 : 0'a_ = 0 also ist a„ beliebig wählbar,
o o a

Wir setzen

ao
= ] (III 20)

v • / : 2ai * Of - Q , a, - -y- (11121)

v i 2 : v(v2) ov- f (£ * v-fj a„-2 - v Cy - J- Cv-2

Als Spezialfall wählen wir

\> - i\ +(J-i>o)y"2 ('"23>

also

Co" T?0 (III24)

C2-/-Î3t0 Cllt 25)

und erhalten

Qq - i (III 26)
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(III 27)

(111 28)

Ansatz

Die inhomogene Differentialgleichung (1118) mit Fliehkraftglied allein lässt sich mit dem

v«o

in analoger Weise lösen. Die Koeffizientengleichung wird

(III 30)

*-4*L-»*L-ftèHfc"i,-f? "*« (III 31)

woraus durch Auflösen die Koeffizienten

ba " f (nr32)

(III 33)

(III 34)

hervorgehen.

Für gebräuchliche Werte von ß und einer Querdehnzahl von 10/3 sind die Entwicklungs¬

koeffizienten der partikulären Lösungen der inhomogenen Differentialgleichung (IM 8) mit dem oben er¬

wähnten speziellen Temperaturverlauf und dem Fliehkraftglied ausgewertet. Die zur Berechnung von

Rotoren benötigten Funktionen sind im Anhang zusammengefasst.
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Als allgemeine Lösung der Differentialgleichung (III 8) der Verschiebung § s
eines Punk¬

tes der Scheibenmittelfläche ergibt sich somit

Ss
' Q fu+ i p*

+ *ru (III 35)

Die Konstante Ci lässt sich aus der Randbedingung am Aussenrand & I = 6
ju =1

bestimmen, wo © die am Scheibenumfang angreifende gleichmässig verteilte radiale Membranspan¬

nung bedeutet. Mit den Abkürzungen

i s h
*
m m

vL Spy m ^

(III 36)

(III 37)

(III 38)

wird

^ir l^f-^L-H-'}
M'1

und der Ausdruck (IM 35) geht über in

m2-l

ß4-1 /u-1 r
'

(II140)

Als Einflusszahl bezeichnen wir wiederum die Verschiebung g am Aussenrand

( /U = 1) der rotierenden Scheibe unter Einwirkung der Wärmedehnung und einer auf die Längen¬

einheit des Umfanges bezogenen Einheitskraft

krr=<=>a ha ~ 1 (11141)
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Diese Einflusszahl setzt sich aus drei Anteilen zusammen, welche die Wirkung der Radialkraft am

Scheibenumfang, den Temperatur- und Fliehkrafteinfluss getrennt erfassen und lauten

^sc m* £ ha \ F L.,

(IM 43)

(III 44)

Im Kapitel V dieser Arbeit werden die beiden letzten Einflusszahlen durch die Abkürzung

? .- ? + ii (m45)

zusammengefasst.

Fuhrt man ferner noch die Bezeichnungen

F _L. &' + —H- (IM 46)

i ?
.

^»

— -i I
S L

.
e +-7T- (nus)

ein, so lassen sich die Membranspannungen wie folgt anschreiben
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6>° '^lw+^l)FtX* *'s *} ,,"50,

Die am Scheibenumfang angreifende Radialkraft K ist aus den Randbedingungen am Aussen-

rand der Scheibe zu bestimmen.

Im Zentrum der Scheibe ist T = P
,

-A. = .A. und <P = <P
,
sodass die radiale und

die tangentiale Spannung unabhängig von ß den gleichen Wert annehmen. Dies muss in der Tat gefor¬

dert werden, da die beiden Spannungen dort nicht unterscheidbar sind.

§2. Der Biegespannungszustand

Die Differentialgleichung (144) für den Neigungswinkel IP
,
den die Scheibennormale mit

der x-Achse bildet, geht für dieses Scheibenprofil über in

Zur Lösung der homogenen Differentialgleichung machen wir in Anlehnung an [4J den

Potenzreihen-Ansatz

,„
-ru2 A fi? m

fy0 -e ju £ azn M <lll52>

mit einem noch zu bestimmenden Anfangsexponenten A und einem frei wählbaren Parameter r in der

Funktion e'r'i
,
welche zur Konvergenzverbesserung in den Ansatz aufgenommen wurde, da die

Reihe

>r 2n
fi 2_ ^9n M 'ur ^erte von ß ~ 4 schlecht konvergiert.

Aus Symmetriegründen verschwinden die ungeraden Exponenten, sodass dieselben im Ansatz wegge¬

lassen wurden.

Die aufeinanderfolgenden Differentialquotienten von (III 52) werden
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%o-Q -ZrLOznM +I [Zn*\)a2nM / (m53)
1

n»o n*o •*

?» - e'^f %>//*"M -2r f f*,.,.^ 0a) f*

|! lZn+*)(Znn-l)a2n j/"'2*} on 5«

Bildet man die Ausdrücke yU* Vf/0
, JU ?Ho

,
M3 P'ho

, ^' fyo

und ordnet nach gleichen Exponenten 2n + A von JU ,
so erhält man

* f fen*))(Zn+]("l) a^ u2n**l (»1®

/* «tt - e "r/7-2rf «W/*""* * £ Ön*« a2n /"7 (...56,

Sri. - e^l^rt tW2"*"'?(zn-z-tia^-z pt2"'*} <'"57>

n-1
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u2
und durch Einsetzen in die reduzierte Differentialgleichung (III 51), wobei der Faktor e* / sogleich

unterdrückt wird, folgt als Koeffizientengleichung

Zr(2r+ß) o2n.4/ -f2nttr+ß)*frl\-l)'ß(£-2+7i)lalnd

+ Un(n+Xj+'k1-lJaZnl « o (ms?)

n-o

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten lässt sich daraus auf folgende Weise ermitteln :

n = o: (A
2

- 1) aQ
= 0 CHI 60)

Soll die Potenzreihe von Null verschiedene Koeffizienten aufweisen, so muss a_ é 0
' o

sein. Zur Bestimmung der Anfangsexponenten Ä ergibt sich somit als sogenannte determinierende

Fundamentalgleichung

A2 -1=0 (11161)

welche die Lösungen Ä = 1, "
i
= -1 hat.

Wählt man zur Vereinfachung a_ = 1, so erhält man für A =1 eine erste Potenz-
3 o ' o

reihenentwicklung, wobei der Parameter r durch Nullsetzen des Koeffizienten ao festgelegt wird.

n = 1 : a2=l •[ 8r +0 (1 +1)]= 0 (|||62)

r = -f d + 1) folgt. (IM 63)

Die weiteren Koeffizienten werden

n>1
• °2" J^i][ 16m2

** a^-2) + (l-rnJß(n-l)a2ln.1j (ni64)

und gehen für m —

— über in

aZn - ^|n><) [0,219375ß2 QHn.Z) + Oj(n-l) ß QZ(n-i)J (in65)
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r- -0,161500(3 (in66)

Damit ist die zur Wurzel A = 1 gehörende Potenzreihen-Entwicklung vollständig be¬

stimmt. Da die Differenz der Wurzeln ^0 - "X i
= 2 ganzzahlig ist, lassen sich die zur Wurzel

"

1
= -1 gehörenden Koeffizienten berechnen aus

%<*^l - e
""

-srlu"! a2n /f 7 an67)

wobei zu beachten ist, dass die Koeffizienten a2n aus (III 59) zu bestimmen sind und einstweilen über

"A noch nicht verfügt werden darf. Die Koeffizienten hängen also ausser von ß noch vom Anfangs¬

exponenten n ab. Durch Ausführen der Differentiation geht (III67) über in

(III 68)

Für f = 0 strebt somit *^y —* °0
,
sodass sich, wie wir später sehen werden, die

Bestimmung der einzelnen Koeffizienten erübrigt.

V/ir gehen nun zur Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (III 51) über, indem wir

die gegebene Verteilung des Temperaturgefälles in eine Potenzreihe der Gestalt

eo

,V

4w Z_ wy
V-0

entwickeln und für die partikuläre Lösung den Ansatz

?
• I fv

/ ("169)

V*0

machen. Durch Differenzieren und Einsetzen in die Differentialgleichung erhält man die Koeffizient¬

gleichung

-vCy/ -j-(3Cv.2l «im)

y.y v-2
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aus welcher sich durch Auflösen die Koeffizienten

b0'1 (III 72)

(III 73)

ergeben. Dabei ist zu beachten, dass Koeffizienten mit negativen Indizes Null zu setzen sind.

Die allgemeinste Lösung der Differentialgleichung (III 51) wird somit

f " C< %^2 f»*% (".74)

Da die Scheiben gleicher Festigkeit im Zentrum keine Bohrung besitzen, muss für fJ =0

auch T = 0 werden, sodass sich die Lösung (IM 74) reduziertauf

? - C/ fHo * % (IM75)

Als Spezialfall wählen wir für die Verteilung des Temperaturgefälles

a3 - A-k+H-Ado) /** OH76)

d.h.

Cn " à^o C»77)

G - f-4l>« Ol"78)

und erhalten

bc-1 (III 79)

(III 80)
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ko -2[/-(f*f-)^0] (11181)

b mw[TßZ*ß(j-+m)bz-l<z} o»«w

v ^
•

6V - TïWM-^ niï) bv-2 + f*2 b^j

(III 83)

(III 84)

Für die homogene und inhomogene Lösung der Differentialgleichung (III 51) mit obigem

Verlauf des Temperaturgefälles sind die Entwicklungskoeffizienten mit einer Querdehnzahl von 10/3

ausgewertet und die zur Berechnung von Rotoren benötigten Grössen im Anhang zusammengefasst.

Die Konstante C-j in (III 75) lässt sich analog der Scheibe konstanter Dicke aus der Rand¬

bedingung am Aussenrand ( JJ = 1)

"W •«•Äf^^'»'l';'s|) -*. e*\<»»
bestimmen. Mit den Abkürzungen

ergibt sich

r Ifm^T
M

TT/., -y e T

ji'i JU'1

(III 86)

(III 87)

(III 88)
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und durch Einsetzen in die Lösung (III 75) wird

f

'

12!m2-1)ra

M/.<
M -

AT

8_
6

\>% (III 89)

/Lfl

Wir bezeichnen wiederum den Neigungswinkel am Aussenrand ( U = 1) unter Einwirkung der

Wärmedeformation und einem Einheitsmoment M = 1 als Einflusszahl. Diese setzt sich zusammen aus

einem ersten Anteil

tt
izlm2'1)ra lfHo)

s m^Eha3
IM

I à L (III 90)

welcher die Wirkung des Biegemomentes am Aussenrand berDcksichtigt, und einem zweiten

(III91)

welcher vom Temperaturgefälle allein abhängt.

Mit den Abkürzungen

A ~

m rHo TT

/ %
*-+•*+*

m tp

(III 92)

(III 93)

erhält man aus (146) & (147) für die Grösstwerte der Biegespannungen an der Aussenfaser, d.h. für

x = ± h/2

(IM 94)

6tb'tJ^f-^e

Im Zentrum der Scheibe ist A =4 und 7/ = TT
,
sodass die radiale und tangentiale

Biegespannung unabhängig von der Scheibenform den gleichen Wert annehmen.
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IV. Dar Spannungszustand rotierender ZylinderschaUn konstanter Dicke

Bei Rotoren sind die zwischen zwei Scheiben sich befindenden Zylinderschalen oft so

kurz, dass sich die an den Enden angreifenden Randkräfte- und momente gegenseitig beeinflussen.

Aus diesem Grunde soll nur die endlich lange Zylinderschale behandelt werden. Da die Grundglei¬

chungen zur Spannungsberechnung von Zylinderschalen in der Literatur [5] [6] [7] [8] ein¬

gehend beschrieben sind, soll nur so weit darauf eingegangen werden, als dies zum Verständnis der

Ausführungen über die Einflusszahlen nötig ist. Die am Anfang dieses Kapitels erwähnten Formeln

können allerdings nicht in dieser Form direkt den oben erwähnten Literaturstellen entnommen wer¬

den, lehnen sich jedoch eng an [5] [7J an, sodass angenommen werden darf, dass der Leser bei

Zuhilfenahme derselben den Ausführungen mühelos folgen kann. Es handelt sich dabei im wesentli¬

chen um die Lösung der Differentialgleichung (IV 13) mit in axialer Richtung veränderlicher Bela-

stungs- und Temperaturverteilung, welche die Voraussetzung der Entwiekel barkeit in eine höchstens

viergliedrige Potenzreihe erfüllen muss.

Wir führen dazu folgende Bezeichnungen ein (Abb. 4) :

§ = Verschiebung eines Punktes der Zylinderschalenmittelfläche senkrecht zur Erzeugenden.

J5 = Verschiebung eines Punktes der Zylinderschalenmittelfläche in Richtung der Erzeugenden.

r = Radius der Zylinderschalenmittelfläche

( = Länge der Zylinderschale

h = Dicke der Zylinderschale

T = Temperatur eines beliebigen Punktes (x,z) der Zylinderschale, welche sich nach (I 11)

und (I 12) reduzieren lässt auf

T(x,z) -\>|a) *Z^iL (iv 1)

mit

V = Temperatur der Zylinderschalenmittelfläche

wo = Temperatur der Zylinderschalenmittelfläche für x = 0

AU = Temperaturgefälle der Zylinderschale senkrecht zur Erzeugenden.

AUo = Temperaturgefälle der Zylinderschale senkrecht zur Erzeugenden für x = 0.

Die in Abb. 4 eingezeichneten Kräfte und Momente sollen auf die Längeneinheit des Um-

fanges und die Belastung auf die Flächeneinheit bezogen werden. Führt man ferner noch die Abkür¬

zungen

=
?

r - -p- (iv2)
in
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AbtxU Koordinatensystem der Zylinderschale
mit Belastung und positivem
Richtungssinn der Verschiebungen.

iZ

*t—r*-
0o

t H H I tPt min,
Of

H5
'Um
'Me

ho Drehachse der Zylinderschale f-f

? = 4- (IV 3)

X - -0~
r0

(IV 4)

*0
(IV 5)

j
A1>0

(IV 6)

1 \ r0
*z- <xtl*w}-fr ^

(IV 7)

,* 3frn2-/) /r0 \2
m2 fr-r

(IV 8)
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x-h~i

V-aV-Wk-k-'U (IV 10)

(IV 11)x-4r x

iji -4/-* iff (IV12)

ein, so lautet die Differentialgleichung für die Verschiebung eines Punktes der Zylinderschalenmit-

telfläche senkrecht zur Erzeugenden

-^l+^f-Y*?7 CIV13)

ox

Um einfache partikuläre Lösungen der inhomogenen Differentialgleichung zu erhalten, setzen

wir voraus, dass sich die Funktionen "X und f in je eine höchstens viergliedrige Potenzreihe der Ge¬

stalt

flffl-Po*/?* *&?+/} *» (IV14)

entwickeln lassen.

Als allgemeine Lösung der Differentialgleichung erhält man

?=Cj Coslfx) cos{fx) 1- C2 Cos(fx) sin frx) * C3 Sin(fx) cosfax)

^C^Sin(fx)sinfrx) +Y+V <IV15>

und die Ableitungen nach x werden
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r~ïfc[Sin(t*) C0S^-Cos[p)sin[fx^C2[Sin(tï)sm^

Cosfox) cos(fx)l +CjCo$(fx) cos[fxj-Sin[fx) sin[fx)}

* C+ [Cosfyx) sin (fx) +Sin(fx) COSfrxW X * V (iv 1«

f "2jr2fQSin(jr*)sin(jrjg*C2 Sin(Yx)cos(fx)-C3 Cos[fx)sh(fx)

+ Cl>Cos(yX-)cos(p)J + X''+r ('V17>

-M

f - 2f3fCf[Cosfrx) s^M +5/'n(jrx) cosfrx)]+C2fCos(yx) cos(yx)

- Sin (fx) sin (pi)] - C3 [Sin(fx) sinfrï) + Cosfr*) cos(fx)]

+ Ct[Sm(Tx\asft*)-Cos(ptlsin(F(l])i-Xm+Vm «vi«

Für die meridionalen und tangentialen Biege- bzw. Membranspannungen ergeben sich die

Ausdrücke

^-^it)(^h4

ö> -"^r'ifj (m-?'+^ ">) (IV 20)

bzw. ^ m
6„, =

xo m* q-j^-m- S'-fm+f) <Xi&i>J (iv2i)
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^w'M-c'-HtfA^ (,V22)

Nimmt man an, dass die Membranspannungen in x -Richtung vernachlässigbar klein sind,

so kann

£-m ç-(m*f) ex ^tf -0 (|V23>

gesetzt werden.

Damit wird

und der Ausdruck für die Membranspannung in tangentialer Richtung geht über in

6Yo= Elï-a^ij

(IV 24)

(IV 25)

Die Verschiebung 5 ist mit den oben eingeführten Randkräften und -momenten durch die

Gleichungen

(IV 26)

-h/z

(IV 27)

%--^--Ä-(*"-W)

verknüpft.

Die vier Integrationskonstanten C-i bis C4 lassen sich aus den folgenden Randbedingungen

bestimmen



-44-

.
mm2-1)r0

F "

m*Eh'

(IV 29)

(IV 30)

(IV31)

1*0

*-0 ''°

und mit den Abkürzungen

Q * f t (IV33)

(IV 32)

(IV 34)

<-^-v.

n
SinQ CosQ-sinQ cosQ

,IV,,,
°

Sin*Q-sin*Q
°V36)
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b-
SinQ CosQ*sinQ cosQ

Sin*Q-sin2Q
(IV 37)

SirfQ + sinQ

Sin*Q-sin2Q
(IV 38)

• SinQ sinQ
°"

Sin2Q-sin2Q
(IV 39)

CosQ sinQ SinQ cosQ

SinKl-sin2Q
(IV 40)

f -

CosQ sinQ + S/nQ cosQ

Sin2Q-sin2Q
(IV 41)

Sf-
s^Q

SirfQ-sinKl
(IV 42)

S/n*Q

S/n2Q-s/h2Q
(IV 43)

s - 7C'*1P'*ÄZ *i> (IV 44)

i - X*V (IV 45)



(IV53)foT-rlC2*Cj*ii,

(IV52)-Cf*/ofoTX-O:

Ausdrückediemanerhält

ZylinderschalederEndendenangNeigungswinkeldenunc!§VerschiebungdieFür

si)(ivC<tm~~2rï(pMo+So)

50)(IV

49)(IVs0)-f(pMrsa}+b(pM0+C2-jfi{f(qQo*sÜ*flqQr*s,f)

wird,verzichtetWiedergabederenaufUmformungen,einigennachsichergibt

f
ifÏ.0

(iv47)i,*if•i0-ij

1-0

(IV46)S,-SI,Sa-SI
si

,

-s0

>/

-46-
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*mf: i>r"Q CosQ cosQ+C2 CosQ sinQ+C3SinQ cosQ

* Cit SinQsinQ+i't «vso

iff-ffalSinQ cosQ-CosQsinQ)+C2(SinQ sinQ+CosQ cosQ)

* C3(CosQ cosQ-SinQ sind)*C^ICosQ sinQ'SinQ cosQ)]+i'( ovra

welche durch Einsetzen der Konstanten Ci bis Ci übergehen in

?or—Çrfyfa ^S'oyflq Qt*$'Clp Mss.)-2d(pMfS$}*io 0V56)

?<r - Jfiiji^o^oYjU Qrs{)*2d(pMo+s0)-c(pMrs()yit (IV 58)

?,r * 57-{y- (9 Q>*S$*f{qQt*si)*2t(p M0>s0) -2b(p Mf**}}^ «^>

Wir bezeichnen nun die Verschiebung § und den Neigungswinkel § an den Enden der

Zylinderschale x = 0 und x = t unter Einwirkung einer Einheitskraft Q = 1 resp. eines Einheitsmo¬

mentes M = 1, sowie der Belastung und der Wärmedeformation, als Einflusszahlen. Man erkennt, dass

sich diese in die folgenden zwei Gruppen unterteilen lassen. Die Bedeutung der Indizes lässt sich

leicht merken, wenn man beachtet, dass sich der erste auf den Ort der Deformation bezieht, während

der zweite auf den Ort der Kraft- resp. Momenteinwirkung hinweist.

Die Einflusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung lauten demnach

? flu
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£ --s-r (IV 62)
na0 ~2p"

—/
qd

r=
"

. (IV 63)
Wo T2^

qe

?0Qf"~~2yT

'on, r2

(IV 64)

(IV65)

5 Pd
^."V

(IV66)

(IV67)

(IV 68)

(IV 69)
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f JUL

c JLSL

r -iL

5fMt~ it

und diejenigen der Einwirkung einer Belastung und der Wärmedeformation werden :
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l - M^^M'' (IV 79)

Beachtet man weiter, dass die Einflusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung am rechten

Ende der Zylinderschalen gemäss den Gleichungen

$OQe
" "

ffQo

—i —/

Sooe 5eQ0

Wf
"

50QC

—I —I

oq0

—i —i

50«f
" ~ ?eKo

5tMe
"

»<OMo

(IV 80)

(IV 81)

(IV 82)

(IV 83)

5o* - §e*0 (IV84)

(IV 85)

(IV 86)

^Mf 'Sono (,V87)

durch diejenigen der Einwirkung am linken Ende ausgedrückt werden können, so lassen sich die Kon¬

stanten C} bis Ca mit den oben eingeführten Einflusszahlen wie folgt darstellen :
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coffin,le q,if,vf(¥4tv^H w*

Sind die Randkräfte und -momente durch die Gleichgewichts- und Deformationsbedingungen

bestimmt, so lassen sich die Verschiebung und deren Ableitungen, sowie die Membran- und Biegespan¬

nungen an einer beliebigen Stelle der Zylinderschale leicht berechnen.
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V. Die Spannungsberechnung von Rotoren, die aus Scheiben und Zylinderschalen aufgebaut sind

§ 1. Herleitung der Grundgleichungen

Die in den vorhergehenden Kapiteln abgeleiteten Einflusszahlen ermöglichen eine über¬

sichtliche Berechnung der in solchen Rotoren auftretenden Spannungen. Für alle Zylinderschalen und

Scheiben soll das in Abb. 6 festgelegte Koordinatensystem gelten. Ferner sollen sowohl Kräfte als

auch Momente in der eingezeichneten Richtung als positiv bezeichnet werden.

Der Rotor (Abb. 5) wird in Scheiben und Zylinderschalen konstanter Dicke aufgeteilt und

die an den Schnittstellen angreifenden Kräfte und Momente eingeführt. Durch Formulieren der Gleich¬

gewichts- und Deformationsbedingungen erhält man ein Gleichungssystem zur Berechnung der unbe¬

kannten Kräfte und Momente. Die Lage der Schnittstellen ist dabei etwas willkürlich und soll so fest¬

gelegt werden, dass der Radius der Zylinderschalenmittelfläche r dem Aussenradius der Scheiben rQ

entspricht, und die Enden der Zylinderschalen durch die Mittelflächen der Scheiben begrenzt sind.

Diese Aufteilung hat den Vorteil, dass in den Deformationsbedingungen nur die bezogenen Verschie¬

bungen §5 und g auftreten und die Radien rQ und rQ herausfallen. Die Berechnung der Spannun¬

gen der Scheiben ist jedoch nur bis zum Innenradius der Zylinderschalen sinnvoll (Abb. 10).

Für die Schnittstellen der Zylinderschalen und Scheiben können folgende Gleichgewichts¬

bedingungen aufgestellt werden :

Kf*Qw-Q0t - 0

K2+Qt1 -Qoz-0

Mi * MQ1 - M[0 - 0

M2 + MQZ -Mt1 - 0

Mn + Mon " W«M * 0

(VI)

(V2)

Die weiteren Bedingungen beziehen sich auf die Deformation an den Schnittstellen. Es

müssen nämlich sowohl die Verschiebung als auch der Neigungswinkel der Zylinderschale V -1

mit den entsprechenden Werten der Zylinderschale V übereinstimmen und gleich den Werten der

Scheibe V am Aussenrand sein. Diese, als Deformationsbedingungen bezeichneten Gleichungen,
lassen sich demnach wie folgt anschreiben. Es ist dabei zu beachten, dass sich der letzte Index

der Einflusszahlen auf die Nummer der Zylinderschale bzw. der Scheibe bezieht.
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Abb.5. Beispiel eines Rotors.

Abb.6. Aufteilung des Rotors in Scheiben und Zylinderschalen.

ZytmdtrschahNr.0 Nr.1 Nr.n-1

Ute-
¥- (

Wflj Mai

»oo MfJ* '°«

Ott i%i-0 zi

"ff

—I"
tyn-fj

Drehochse des Rotors

Scheibe Nr.l Nr.n
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QooÇiw'Moo&m/Qio F«y>*Mro Çm/Çeo

(V3) (V4)

°oM FftfcM^oM &M0(n-f)+QflM ïtoe(n-l)^((n'l) fcMc(n-1)* &M

'^On SOQon*"on foMV°fn *OQ(n'"rn*OMttï£on = £SKn"'>+£u*n

—i —i

(V5) (V6)

QOo£tQ0O+MOO §(Hy$0 itQ(0+M(O £flf,0 + FfQ

Q0f &V *MoiW 0« fôati +tf« §wtt &r - & H+ f«

QoM £(%fn-^oln-i) gtMjn-ll + Qlln-l) £(Q((n-i)+%-i) ïm^ïcin-i)

"QOn foQ0n*Hon§OM0n*QCn io^n^ln §OM(n* fort" %n ^n * fyn

Die Zahl der unbekannten Kräfte und Momente beläuft sich auf 4 • (n+1) bei den Zylinder-

schalen und auf 2n bei den Scheiben, sodass insgesamt 6n +4 unbekannte Grossen auftreten, zu deren

Bestimmung 4n Deformations- und 2n Gleichgewichtsbedingungen, also 6n Gleichungen vorliegen. Die
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vier noch fehlenden Gleichungen beziehen sich auf das linke bzw. rechte Ende der Zylinderschale 0

resp. n und sollen später noch festgelegt werden. Es ist nun naheliegend die 2n Unbekannten Ki bis

K und Mi bis M dadurch zu eliminieren, dass man dieselben durch die entsprechenden Grössen der

Zylinderschalen ausdrückt und in die Deformationsbedingungen einsetzt. Ersetzt man ferner die Ein¬

flusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung am rechten Ende der Zylinderschalen nach den Gleichun¬

gen (IV80) bis (IV87) durch diejenigen am linken Ende, so gehen die Deformationsbedingungen über

(V7)

Ooifftv-tiK^av^^w*0«^^«^, - *«*-£«

Qon[*OQtn-SsKnJ*MOn *0h;n*^r«"*°'n 5yi+tyn S«,n *

£n>n~£<

(V8)

On

^V^Fo^^a^VW^j^ %i - VF«,

(viü)

Q0r, W"o„(4.n + fsn)+0fn^n+^n Z«fn~Mr(n-l) f*n = V?*
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Für die folgenden Betrachtungen wollen wir annehmen, dass das linke bzw. rechte Ende

der Zylinderschale 0 resp. n frei sei. Die vier noch fehlenden Gleichungen lauten damit

Qoo-M00'Qtn'M(n-0 (vii)

sodass man zur Bestimmung der 4n Unbekannten 4n Gleichungen besitzt, von denen jedoch, wie man

sich leicht überzeugen kann, vier nur einen Teil der Unbekannten enthalten. Es ist deshalb, insbe¬

sondere beim Rechnen mit Handrechenmaschinen, zweckmässig, aus diesen 4 Gleichungen 4 Unbe¬

kannten zu eliminieren, wodurch ein Gleichungssystem von 4(n-l) Gleichungen mit 4(n-1) Unbekann¬

ten übrig bleibt. Bei zwei Scheiben erhält man somit 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten, deren Bestim¬

mung ca. zwei Stunden in Anspruch nimmt, sofern man sich des Auflösungsverfahrens nach Banachie-

wicz [9J bedient. Da nun der Rechenaufwand im wesentlichen mit der dritten Potenz der Anzahl Un¬

bekannten ansteigt, würde die Auflösung mit Handrechenmaschine bei drei Scheiben ca. 16 Stunden

betragen. In den letzten Jahren hat jedoch die Lösung technischer Probleme mit elektronischen Re¬

chenmaschinen weite Verbreitung gefunden und es existieren Rechenprogramme zur Auflösung von

Gleichungssystemen mit beliebiger Anzahl Unbekannten. Die Rechenzeit in Sekunden zur Auflösung

solcher Gleichungssysteme beträgt dabei ca. 0,1 -n
,
wobei n die Anzahl der Unbekannten bedeutet.

Bei Rotoren mit 6 Scheiben würde sich damit eine Rechenzeit von ca. 13 Minuten ergeben, welche

dem heutigen Stand der Technik durchaus angemessen erscheint, umsomehr als sich die Berechnung

der Einflusszahlen zur Aufstellung des Gleichungssystems mit den im Anhang enthaltenen Kurven¬

blättern sehr einfach gestaltet. Wir werden im § 2 und 3 dieses Kapitels sehen, dass sich die Be¬

rechnung der Spannungen in Rotoren mittels Einflusszahlen vollständig schematisieren lässt, sodass

sich bei wiederholter Durchführung die Aufstellung eines Rechenprogrammes lohnen würde, mittels

dessen durch Eingabe der geometrischen und physikalischen Grössen die gesamte Spannungsberech¬

nung der elektronischen Rechenmaschine überlassen werden könnte.

Es ist ferner bemerkenswert, dass die Koeffizienten des Gleichungssystems nur von der

geometrischen Form des Rotors abhängen, während die rechten Seiten durch den Temperaturverlauf

und die Belastung allein bestimmt sind. Dies ermöglicht, bei richtiger Wahl des Auflösungsverfahrens,

mit geringem Mehraufwand verschiedene Temperaturverteilungen und Belastungen zu untersuchen.
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9 2. Das praktische Vorgehen bei der Spannungsberechnung

In diesem Abschnitt soll das praktische Vorgehen bei der Spannungsberechnung von Roto¬

ren besprochen werden. Die das Problem bestimmenden geometrische und physikalische Grössen, die

Abkürzungen und die in den vorhergehenden Kapiteln abgeleiteten Formeln sollen zusammengefasst

werden um Spannungsberechnungen ohne eingehendes Studium der vorangehenden Ausführungen durch¬

führen zu können.

Zu diesem Ende sollen zuerst folgende Bezeichnungen wiederholt werden.

E = Elastizitätsmodul

m = Querdehnzahl, welche bei den numerischen Berechnungen zu 10/3 angenommen

wurde.

Ûf = Lineare Wärmedehnzahl
.

S = Dichte

h = Dicke der Scheibe bzw. der Zylinderschale

--V
"h = e

6 (lll2)

bezogene Scheibendicke bei der Scheibe mit dem Profil einer Scheibe

"gleicher Festigkeit"

r = Radius der Zylinderschalenmittelfläche
o

u = Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe bzw. der Zylinderschale

t = Länge der Zylinderschale

1/ = Temperatur der Mittelfläche der Scheibe bzw. der Zylinderschale

Alz = Temperaturgefälle in x-Richtung der Scheibe bzw. z-Richtung der Zylinderschale

S = Verschiebung eines Punktes der Mittelfläche bei der Scheibe in radialer Richtung

und bei der Zylinderschale senkrecht zur Erzeugenden

V = Neigungswinkel, den die Scheibennormale mit der x-Achse bildet.

Die Indizes 0 bzw. t beziehen sich bei der Zylinderschale auf das linke bzw. rechte

Ende und bei der Scheibe weisen die Indizes 0 bzw. a auf das Zentrum bzw. den Aussenrand hin.

Die Temperatur einer beliebigen Stelle der Scheibe bzw. der Zylinderschale soll sich

angenähert darstellen lassen durch

bzw.

V^r'-nr1 (no)

TM-itorz-j*4 (,V1)
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Bei-gegebener Temperaturverteilung sind die Grössen V und AV nach § 2, Kap. I zu

bestimmen aus den Beziehungen

bzw.

12
^k

*J(M)m-tf- \T(fjL,X)X dx

-h/2

ty2

**{*)-% JT(u)zdz
-Hz

Als dimensionslose Grössen und Abkürzungen sind wichtig. Bei der Scheibe

r_

** r„

(in)

(112)

1 r*
Jf»)--j-' Tiij dz (via

-Hz

(V13)

yU »

-p- (133)

(134)

h - f- (135)

^ -4- (l36)
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V
(137)

S-^o <*{1 + WJ (138)

VaV-^-oc//*^) (139)

# -
Ü2Ü i_yi
m2

'

E
(140)

V - ^aT a (1149)

und bei der Zylinderschale

(IV 2)

»0
(IV 3)

x . iL
r0

(IV 4)

(IV 5)
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AÙ ~ "V (IV6>
&Û0

**- ali+m)-T-'*> (IV 7)

Das Problem ist durch folgende geometrische und physikalische Grössen bestimmt:

Scheibe: Aussenradius r
a

Dicke h

Umfangsgeschwindigkeit u = r
"

CO

Temperatur der Mittelfläche V

Temperaturgefälle senkrecht zur Mittelfläche ÙV

Zylinder¬
schale: Radius der Mittelfläche r

o

Dicke h

Länge f

Schaufelzug = spezifische Zugbelastung durch

die Schaufeln p

Umfangsgeschwindigkeit u = r0'C*>

Temperatur der Mittelfläche 1/

Temperaturgefälle senkrecht zur Mittelfläche A\J

Bei der Scheibe konstanter Dicke beginnt man zweckmässig mit der Berechnung der folgen¬

den Einflusszahlen:

i«-3rsr

= m-1 SU2

ft-T^+Ä) (1119)
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|uii- F« +&

12(m-l)ra
mEh3

(Mil)

(IU7)

ty-*2~(f*AikJ ("50)

Bei der Scheibe mit dem Profil einer Scheibe "gleicher Festigkeit" hat man anstatt dessen die folgen¬

den Einflusszahlen zu bestimmen:

?»
ml FU | rj^*SK
m* Eha

(III 42)

MH^-rJ (III 43)

<f> SW 5P

M-^^L

3U1> 5y 5^

f =

f2fm2-f)ra (%

(III 44)

(III 45)

's m*Eha
5L.pt) (III 90)
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»we-ft-m,
\ v.. I

(III 91)

Die darin auftretenden Funktionen sind aus den im Anhang enthaltenen Kurvenblätter S. 82 -104 zu

entnehmen und definiert durch

Hierbei ist

r.g'-L.Ä
' *w m jj

1 J[*>

]rPl>- S ju f.av ju
V'O

die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (III 8) mit Temperaturglied

J?*—*/*?/v,uDy//
V-0

(III 36)

Vi - F +7^ (IH37)

<t>
= P_ +-i — (III 38)^ spu m ju

A - &£"? (lll86)

W" - fp tÄ-J- (lll87)

(III 14)

(III 30)



-63-

die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (1118) mit Fliehkraft,

die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (IM 51),

fp -\sue6" lb„i/ (iiiTO)

2. oe

^oh6 La^ (|||52)

die Lösung der homogenen Differentialgleichung (III 51), und

Su die Lösung der homogenen Differentialgleichungen (1118), welche aus 'H0 gewonnen werden

kann, indem rff0 durch jj„ und ß durch ßfe ersetzt wird. Weiter ist

also durch das Verhältnis der Scheibendicke im Zentrum und am Aussenrand gegeben.

Wird der Rotor so erwärmt, dass Oberall dieselbe Temperatur vorhanden ist, so entstehen

keine Wärmespannungen, sofern die Werte der Wärmedehnzahlen in Abhängigkeit von der Temperatur

bei den Scheiben und den Zylinderschalen gleich sind und sich der Rotor frei dehnen kann. Wärme¬

spannungen werden somit unter den oben erwähnten Voraussetzungen nur durch Temperaturunterschiede

innerhalb des Rotors hervorgerufen. Man kann daher willkürlich die tiefste Temperatur im Rotor als

Nullpunkt der Temperaturmessung wählen. Damit sind auch die Nullpunkte sämtlicher Verschiebungen

festgelegt. Alle Verschiebungen sind Null, wenn der Rotor in Ruhe ist, keine äusseren Kräfte auf ihn

einwirken und überall die als Nullpunkt gewählte Temperatur aufweist.

Der Temperaturverlauf der Mittelfläche soll dem Ansatz V "

I/o *(• "OJ M

genügen, während das Temperaturgefälle den Ansatz dtf"A\)0+(1~AVo) jU^ zu erfüllen hat. Die

Parameter I/o bzw. Auo dienen zur Charakterisierung des Verlaufes längs des Scheibenradius. Der

erste ist voraussetzungsgemäss O^tJo ~

•
un^ ^a ^as Temperaturgefälle längs der Scheibe die¬

selbe Richtung hat, so gilt für den zweiten ebenfalls 0— AÛo ~»

Das Vorzeichen des Temperaturgefälles AVq ist nach Gleichung (I 10) so festgelegt, dass

dasselbe positiv zu nehmen ist, wenn die Temperatur an der Aussenfaser X"+ -s- höher ist als bei

X«— y . Um Uebereinstimmung mit dem in Abb. 6 gewählten Richtungssinn der Kräfte und Momente

zu gewährleisten, ist der in Abb. 7 eingezeichnete positive Richtungssinn der Einflusszahlen zu beach¬

ten.

Als Vorarbeit sind bei der Zylinderschale zuerst die Grössen
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*-*&&

n

12(m2-f)r02
1--7*wr-Pro

zu berechnen, und die Werte

CosQsinQ-SinQ cosQ

Sin2Q-sin2Q

(IV 8)

Q - Ï t «V33>

(IV 34)

(IV 35)

0 _

5/nQ CasQ-s/nQ cosQ (|V36)

Sin2Q-sin2Q.

l SinQ CosQ*sinQ. cosQ. W37)

Sin2Q-sin2Q

Sin*Q+sin2Q (1V38)

Sin2Q-sin2Q

j SinQ sinQ

Sin*Q-sin2Q
(IV 39)

(IV 40)



-65-

CosQ sinQ +Sin Q cosQ
5in2Q-sin2Q

(IV 41)

aus dem Kurvenblatt S.Ill zu entnehmen.

Abb 7. Positiver Pkhtungssinn

der Einflusszahlen der Scheibe.

Abb.8. Positiver Richtungssinn der

Einflusszahlen der Zytinderschale.

u>o,a*o

Damit lassen sich die Einflusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung nach den Gleichun¬

gen

- a a
s .

z

^oq0 zf
(IV 60)

f qC

*oq0- 2f
(IV 61)

(IV 68)



-66-

pc

— ; Pb

i -

t2

—i

>0Me~
~

berechnen.

Als nächster Schritt sind die Ausdrücke

x
h £

und

^ «^"fe'rf'i^'

(IV 69)

f«M 5-5-
<IV64)

(IV 65)

(IV 72)

(IV 73)

(IV 9)

(IV 10)

'o

in je eine höchstens viergliedrige Potenzreihe der Gestalt

P« " Po*Pfï*P2ï2^x3 (ivu)

zu entwickeln, sofern dieselben nicht in dieser Form vorliegen. Die Belastung p setzt sich zusammen

aus dem Schaufelzug ps und der Fliehkraft der Zylinderschale, welche durch
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h 2

P~$~UZ (V14)

ausgedrückt werden kann.

Damit können die Grossen

S-r+f+A^l) OV 44)

/ - X + Y7 (IV 45)

und die Einflusszahlen der Einwirkung der Belastung und der Wärmedeformation

% --?p{-Tki-cs<>'îïs--zds'h<°

c
' les'o nj as't I •

£ ~wl~*2d5o*i~C5<rlr

(IV 76)

(IV 77)

(IV 78)

(IV 79)

berechnet werden.

Der positive Richtungssinn der Einflusszahlen der Zylinderschale ist in Abb. 8 angedeutet.

Das Temperaturgefälle in Gleichung (IV 7) ist gemäss (IV 1) positiv einzusetzen, wenn die Temperatur

der Aussenfaser Z^ +
y höher ist als bei Z' — y .

Es ist ferner bemerkenswert, dass die ver¬

schiedenen Dicken der Zylinderschalen ohne Mehrarbeit leicht berücksichtigt werden können. Die ein-
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schrSnkenden Voraussetzungen, die bisher gemacht wurden, beziehen sich lediglich auf die Konstanz

der Dicke der einzelnen Zylinderschalen, sowie auf die oben erwähnte Entwickelbarkeit der Funk¬

tionen X und r

Damit sind sSmtliche Grössen berechnet, um das Gleichungssystem (V7) bis (V 11) in

numerischer Form anschreiben zu können. Das im S 1 dieses Kapitels erwähnte Auflösungsverfah¬

ren liefert zusammen mit den Gleichgewichtsbedingungen (V 1) (V 2) die Randkröfte und Momente,

sodass sich die Konstanten

Cr Qo ?oo0*M0 ?OM;0r 5*/Mf V^'^+CV"^~2dSf) (IV 88)

Cz -$%#*.&«,%?, ifjfö+b s.**?-'4 <,VM

Ci -ëoô^Mo if* vuisT(¥*bss¥-fsl "v,o,

C^-~1plMOpfSo) (IV 91)

bestimmen lassen, wobei die Grössen

g. «go,
„V42,

$in2Q-sm2Q

n-„.,yg
.

SirtQ-sintQ

wiederum aus dem Kurvenblatt S. 111 zu entnehmen sind.

Die Kenntnis dieser Konstanten führt zur Verschiebung
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Jr-Q Cos(tx)cos(tx)+C2Cosfrx)sin(fx)*C3Sinfrx) cosffx)

*Q Sin(fx) sin(fx)+X<-<f> <IV 15>

und deren zweiten Ableitung

="»

* Q Cosßvrj a>s/faj] * X** T (iv i7)

an einer beliebigen Stelle der Zylinderschale, wobei das Kurvenblatt S. 112 der Ausdrücke

Cosfyx) COs(fx) (V15)

Cosfyxjsinffx) (vw

Sin(ifx) cosffx) (vi7)

S/^/JrJr) s/irjf/j?) (v is)

wiederum nützliche Dienste leistet.

Die Membran- bzw. Biegespannungen mit deren Grösstwerten für z
= ± h/2 ergeben sich

vollends aus

<*,,„-£(£-<* iU) (IV 25)
—ju

—

J
— /

bzw.

$*-*-&7-£-(r^ (IV 19)
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womit der Spannungszustand der Zylinderschale vollständig bekannt ist.

Die Membranspannungen der Scheibe konstanter Dicke berechnen sich ferner aus

(IV 20)

^•^^•^'-/^«Wr

*>-*«T£*fyWsrSh*T
mit

aEA

(II 12)

(II 13)

6roT-*f*M(l-S)

(XEtÏq

(II 20)

(1121)

nà die Grösstwerte der Biegespannungen an der Aussenfaser x = ± h/2 werden

6» - ± j?M±farta(f-Ad0)(l-3jj*)
Bei der Scheibe mit dem Profil einer Scheibe "gleicher Festigkeit" können die Werte der

(II 51)

(II 52)

Ausdrücke

« ± s' 1"
r -

i 5 + -TT- ("l46>
1

m ^h

A 'm'%*><-— (lll47)
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— 1 £"' SPu
S » — • £» -h -rr-

(III48)

f ~wt>*\ (""3)

wiederum den entsprechenden Kurvenblättern entnommen werden. Damit erhält man als Membranspan¬

nungen

m2E [(K£sk_ ,
6-yL-4>

6ro=^-f{jy+
°

f "/ \r+A+4>-Ml (.1149)/ ]r+.A-K*>-si>)
«11^

yU-f

und für die Grösstwerte der Biegespannungen an der Aussenfaser x
= ± h/2

womit der Spannungszustand der Scheiben ebenfalls bekannt ist.



ScheibenderEinflusszahlenalsmanerhältMdyn/cm

107,84vonStahItür9DichteeinerundC•12-10vonCTWärmedehnzahllineareneiner

10/3,vonmQuerdehnzahleiner
,

Mdyn/cm10•2,06vonEElastizitätsmoduleinemMit

(0,3215-x)3,11=4Î7=ÛNr.2•

(0,965-x)1,037=ül?=01Nr.
"

(1,289-x)0,777=Jà=J0Nr.Zylinderschale

in°Cdl/MittelflächezursenkrechtTemperaturgefälleund1/MittelflächederTemperatur

cm/sek

'CJr=uUmfangsgeschwindigkeit

pSchaufelzug

(Länge

hDicke

o
rMittelflächederRadius

1,805-1041,805-1041,805-104
cm/sek

120120120Mdyn/cm

18,53718,5cm

151515cm

57,557,557,5cm

2Nr.1Nr.0Nr.

schaleZylinder

0,250,25

-21-21

00

32,597,5

1,805-1041,805-104

1212

57,557,5

2Nr.1Nr.

ScheibeScheibe

°C

n/sek

äd0

Mittelflächezur

senkrechtTemperaturgefälle

Aussenrandam

MittelflächederTemperatur

•CJ
ra

=
uUmfangsgeschwindigkeit

hDicke

a
rAussenradius

GrössenfolgendeBerechnungderGrundlagealswirentnehmen9Abb.Aus

DickekonstanterScheibenmitGasturbinen-Rotor3.1.

BeispieleeinigerHandanRechnungderDurchführungnumerischeDie3.§

-72-
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Nr. 1

$SK1 = 2,836-10"8
cm

Mdyn

hl = 1,359- KT7 1

Mdyn

SuM = 8,020-10-4

*m = -7,540-10-4

Nr. 2

Ss*2 _ 2,836-10-8
cm

Mdyn

*S2 = 1,359- 10-7 1

Mdyn

%ur}2 = 4,120-10-4

fj}2 = -7,540- 10-4

Abb9.Gasfurbinen-Rofor mit Scheiben konsfanfer Dicke.

Verlauf der Temperatur der Mitte/fläche

Verlauf des Temperaturgefalles senkrecht zur Mittelflache

schaufelzug, über die ganze Fläche verteilt gedacht

Drehzahl n'3000 U/min

130t

2tt-—«.—

Zylinderschale Nr.O

l20Mdynfcm*

-^2SV Rotors -$P5?*C

SCheibeNr.1 Nr.2
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Die Grössen jf , p und q, welche für alle drei Zylinderschalen gleiche Werte annehmen,

werden

/* = 40,20 p
= 9,047-lO"8 _!_

q
= 5,202-10~6 _£2!_

Mdyn Mdyn

und mit >t =0,81 bzw. 1,62 für die Zylinderschalen Nr, 0 und 2 bzw. Zylinderschale Nr. 1 erhält

man

Zylinderschalen

Nr. 0 und 2 Nr. 1

a = 2,480 1,312

b = 5,940 1,292

c = 4,630 1,409

d = 2,265 0,496

e = 1,230 0,559

f = 5,530 0,512

wobei zu beachten ist, dass bei genaueren Rechnungen eine Interpolation mit den im Anhang enthalte¬

nen Tabellen S. 105-108 einer Entnahme der Werte aus dem Kurvenblatt S.lll vorzuziehen ist. Die

Einflusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung ergeben sich somit zu

Zylinderschalen
Nr. 0 und 2 Nr. 1

I-,,
= -4,034-10-7 _£!!!_ -2,137-10"7 cm

0Q° Mdyn Mdyn

fôo0 = 1,895-lO"6 " 5,763-lO"7 "

I00, = -9,098-10-8 "

B' = 4,060-10~7 "

SOQf

$om = -3,300-lO"8 1 -1,004-10-8 1

°"o Mdyn Mdyn

>OM,<o
2,132-lO"7 " 4,641-10-8

ioMf = 7,078-lO"9 "

foMf = -1,841-10-8 -

Die Grösse A
,
welche für alle drei Zylinderschalen den gleichen Wert annimmt, wird

"X = S "TT +
IT

'

T"
= 1.24'10"3 + 2,235-10-4 = 1,4635-10~3
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und die Ausdrücke für t und ^7 4 1/ lauten

Zylinderschale Nr. 0 V = 1,211-10-3 • (1,289-x)

XZAÖ = 1,16 -10"3 • (1,289-x)

"

Nr. 1 t> = 1,211 -10-3 • (0,965-x)

"KZ&5 = 1,16 -KT3 • (0,965-x)

"

Nr. 2 V 1,211-10-3 • (0,3215-x)

Vi? = 1,16 lu"3 • (0,3215-x)

Da A =
a

= '=0 ist, lassen sich die Grössen 1 und s = ^/4ü für

das linke und rechte Ende der Zylinderschalen wie folgt anschreiben

Zylinderschale

Nr. 0

if
= 2,6355-IQ"3

Zylinderschale Zylinderschale

Nr. 1 Nr. 2

i0
= 2,6355 -10-3

if
= 1,8535-lu"3

i0
= 1,8535-lu"3

s0
= 1,121-10-3

%e
= 3,73 -10"4

s0
= 3,73 -IQ"4

s?
= 1,121-IQ"3

Mit den für alle Zylinderschalen konstanten Werten 1
'
= -1,211 • 10 und

s' = A£ âu = -1,16-10" werden die Einflusszahlen der Einwirkung der Belastung,

und der Wärmedeformation

Zylinderschale Zylinderschale

Nr. 1 Nr. 2

Zy linderscha

Nr.O

le

I0 =

£ =

ie := 2,6243- 10"
.3

i; == -1,416- 10"
•3

2,6081-10"3 1,8518-10-3

-9,295- TO"4 -1,1674-lu"3

1,8321-10"3

-1,3929-lO-3

Da die Zylinderschalen Nr. 0 und 2 am linken bzw. rechten Ende frei sind, lautet das

Gleichungssystem (V7) bis (VIO) der verbleibenden Kräfte und Momente
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43,1760fo - 3,300AVo - 2,836Ûoy = -182230

18,950û/>o - 3,491 «fo + 1,359 Mof = + 6620

- 43,176 O^ - 3,300 M02 + 2,836 0« = -143980

18,950flo2 + 3,491 Mo2 - 1,359 M« = + 4134

90,980Ûof + 7,Qi7ZMoi + 242,0600« - \0,040Mff _ 28,36000,2 = -1420100

-242,O6OÛ0f - 10,040/V^ - 90,9800« + 7,078/V« + 28,36O0f-O = -1806100

40,600Qo, + ],B4]Mof + 57,6306?« - 18,231rV« + 13,590/ty2 = + 63890

57,63000* + 18,231 Mof + 40,600 0« - 1,841 Mff - ]3,590MfO = + 17550

Aus den ersten vier Gleichungen lassen sich die Unbekannten QfQ , Mff}Qgo und Mgg
leicht eliminieren, sodass noch die vier Gleichungen

90,984OO/ + 7,078M0f +238,8630« - 8,594 Mff = -1262895,389

-238,863fl0/ - 8,594M01 - 90,9840« + 7,078Mff = -1594560,855

40,596OOf + 1,841/V0/ + 49,3470« - 9,WMff = +456947,683

49,34700f + 9,189Afc/ + 40,596Qff - 1,841 Mff = -558802,898

mit den vier Unbekannten Qqj , Mq* , Qff und Mff übrig bleiben, welche zusammen mit den Gleich¬

gewichtsbedingungen (V 1) und (V2) folgende Werte für die eingeführten Kräfte und Momente ergeben :

Zylinderschale Zylinderschale Zylinderschale

Nr.O Nr. 1 Nr. 2

%,= 11677^ «.= 7925^

M01= -95850 Mdyn Mq2 = -68078 Mdyn

^=-11024^ %= -9319^1
cm

Mfo = -99063 Mdyn Mff = -67390 Mdyn

Scheibe Nr. 1 Scheibe Nr. 2

K, = 22701 -Ü^L Kg = 17244^-
' cm cm

Mf = -3213 Mdyn M2 = 689 Mdyn

Mit den Werten g
= 1,821, h = 2,82 der Zylinderschalen Nr. 0 und Nr. 2 und g

= 0,204,

h = 1,205 für die Zylinderschale Nr. 1 erhält man die Konstanten :
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C, =

C3 =

Ca =

Zylinderschale
Nr.O

-10,0253-lO"4
- 0,9115-KT4
- 1,2736-10"4
- 1,1748-10"4

Zylinderschale
Nr. 1

-11,8979-10"4
- 9,2624-KT4
+ 9,3761 • 10"4

+ 5,9456-lO"4

Zylinder schale

Nr. 2

-9,5233- lO"4

-6,4357-lO"4
+ 6,0810- lO"4

+ 4,5561-lO"4

Damit kann die Verschiebung § der Zylinderschalen mit deren zweiten Ableitung nach

(IV 15) und (IV 17) leicht ermittelt werden und man gelangt zu dem in Abb. 10 dargestellten Spannungs¬

verlauf.

Im Zentrum der Scheiben treten beachtliche Membranspannungen auf, insbesondere bei der

Scheibe Nr. 1 wird &ro =

Oto
= 35,5 Mdyn/mm , hingegen sind die Biegespannungen kleiner als ca.

10% der ersteren und deshalb nicht von Bedeutung. Die tangentialen Membranspannungen des zylindri¬

schen Teils des Rotors liegen zwischen 5,7 und 13 Mdyn/mm .
Die in den Scheibenebenen an den

Zylinderschalen auftretenden Biegespannungen sind auf die Einspannwirkung der Scheiben zurückzu¬

führen, welche zusammen mit dem höheren TemperaturgefSlIe in der Ebene der Scheibe Nr. 1 daselbst

zu meridionalen Biegespannungen von 26 Mdyn/mm führt.

Abb. 10. Beanspruchung des Gasturbinen -Rotors mit

Scheiben konstanter Dicke.

6ro,<&to " Radiale bzw. tangential* Membranspannung der en

éyo * Tangentiale Membranspannung der Zylinderseh*

^rbAtb " Radiale bzw. tangentiale Biegespannung der So.« .... un

Âussenfaser X'+£

<ixb,6y£> Méridionale bzw. tangentiale Biegespannung der Zylinder¬
schalen an Aussenfaser z *+&

*
-30

Mtt»nlmm*
h

I \ -no

Âussenfaser x•*•£-
der Zylinderschale

Aussenfaserx "+•j-
der Scheibe

*o 30 20 SO 20 10 MdHmm*
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*ffo/ = 1,779 A\ = 4,691

womit sich

PSt=*S2= 6,691-10-8

ergibt.

Mit *Xs = -9,50-10"4 und AÛ0 = 1/4 erhält man ferner

ê.

?*-] = 1,897 lJ-\ = 5,021 e6 = 1,650

und die Einflusszahlen der Einwirkung des Temperaturgefälles werden

*&/ = *& =-5-87 10-4

Damit sind die neuen Einflusszahlen bestimmt und der Rechnungsgang kann, den vorher¬

gehenden Ausführungen sinngemäss folgend, weitergeführt werden.

Ein Vergleich der Abb. 11 mit Abb. 10 lässt eine Reduktion der Membranspannungen, so¬

wohl der Scheiben als auch des zylindrischen Teils des Rotors, erkennen. Die grössere Steifigkeit

der Scheiben hat anderseits eine geringe Erhöhung der Biegespannungen beider Teile zur Folge, wel¬

che jedoch kaum von Bedeutung ist.
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AbbH. Beanspruchung des Gasturbinen-Rotors mit Scheiben mit

dem Profil einer Scheibe „gleicher Festigkeit'

tfro &to " Radiale bzw. tangential* Membranspannung der Scheiben

<&yo • Tangenhaie Membranspannung der Zylinderschalen
àrb.àtb - Radiale bzw. tangentiale Biegespannung der Scheiben an

Aussentaser * *
y-

4xb,4yb - Méridionale bzw. tangentiale Biegespannung der Zylinder-
schalen x - * $

Aussentaserx • •* •

der Scheibe

Mdyn/mm2

3.3 Da m pf t ur bi nen - R otor mit Scheiben konstanter Dicke

Der Dampfturbinen-Rotor unterscheidet sich von dem in §3.1. besprochenen Gasturbinen-

Rotor, ausser den Dimensionen, durch die kleinere Temperatur und den höheren Schaufelzug. Um ein

Unterteilen der beiden Endzylinderschalen zu vermeiden, wurde der durch die Anordnung der Schaufeln

gegebene Schaufelzug so auf die ganze Länge des Rotors verteilt, dass die Gesamtbelastung gleich

gross bleibt. Die Rechnung wurde deshalb mit einem von 86 auf 257 Mdyn/cm linear ansteigenden

Schaufelzug und den übrigen, aus Abb. 12 zu entnehmenden Daten, durchgeführt.

Aus dem in Abb. 13 dargestellten Spannungsverlauf geht hervor, dass die Membranspannun¬

gen im Zentrum der Scheibe Nr. 1 den Betrag von 32,6 Mdyn/mm erreichen und die Biegespannungen

wiederum vernachlässigbar klein sind. Infolge des grösseren Schayfelzuges und der höheren Flieh¬

kraftbelastung werden die tangentialen Membranspannungen am rechten Ende des zylindrischen Teils

des Rotors 20,3 Mdyn/mm im Vergleich zu 13 Mdyn/mm beim Gasturbinen-Rotor. Der ansteigende

Schaufelzug und die in gleicher Richtung sinkende Temperatur führen weitgehend zu einem Ausgleich

der Biegespannungen der Zylinderschalen, welche mit 23 Mdyn/mm unter denjenigen des Gasturbi¬

nen-Rotors bleiben.
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ANHANG

1. Hilfsfunktionen fur Scheiben mit dem Profil einer Scheibe "gleicher Festigkeit".
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ANHANG

2. Hiifsfunktionen der Zylinderschale
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Q
SinQGasQ-sinQcasQ b

SWO-aWß Sm'Q-an^Q
h

Sin2Q

SinPQ-sirPQSirtQ-siWQ

0,1 19,99970 2999,97990 299,99532 150,49766

0,2 10,00002 375,06763 75,00286 38,00143

0,3 6,66717 111,22238 33,34271 17,17135

0,4 5,00121 47,02349 18,76673 9,88336

0,5 4,00238 24,18567 12,02618 6,51309

0,6 3,33744 14,11162 8,37101 4,68550

0,7 2,86366 9,00611 6,17371 3,58685

0,8 2,50972 6,15604 4,75438 2,87719

0,9 2,23604 4,44865 3,78823 2,39411

1,0 2,01891 3,36997 3,10415 2,05207

1,1 1,84328 2,66019 2,60502 1,80251

1,2 1,69912 2,17825 2,23238 1,61619

1,3 1,57951 1,84305 1,94930 1,47465

1,4 1,47950 1,60566 1,73146 >, 36573

1-5 1,39548 1,43535 1,56232 1,28116

1,6 1,32469 1,31212 1,43027 1,21513

1,7 1,26504 1,22256 1,32692 1,16346

1,8 1,21483 1,15742 1,24607 1,12303

1,9 1,17272 1,11020 1,18302 1,09151

2,0 1,13758 1,07619 1,13414 1,06707

2,1 1,10845 1,05196 1,09658 1,04829

2,2 1,08449 1,03496 1,06804 1,03402

2,3 1,06498 1,02326 1,04669 1,02334

2,4 1,04928 1,01543 1,03101 1,01550

2,5 1,03681 1,01035 1,01976 1,00988

2,6 1,02703 1,00721 1,01192 1,00596

2,7 1,01951 1,00537 1,00668 1,00334

2,8 1,01382 1,00439 1,00335 1,00167

2,9 1,00960 1,00394 1,00139 1,00069

3,0 1,00656 1,00377 1,00039 1,00019
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Q
SnQCbsQ-sinQasQ b_SinQCosQ*sinQcosQ

Sh3QsinaQ
c

Stn2Q*sin*0

SWß-sWß
h

Sin'Q

ÄWß-swtfßSWO-sw«

3,1 1,00441 1,00374 1,00002 1,00001

3,2 1,00296 1,00374 1,00004 1,00002

3,3 1,00201 1,00371 1,00027 1,00013

3,4 1,00141 1,00362 1,00058 1,00029

3,5 1,00107 1,00347 1,00089 1,00044

3,6 1,00089 1,00326 1,00117 1,00058

3,7 1,00081 1,00301 1,00137 1,00068

3,8 1,00078 1,00272 1,00150 1,00075

3,9 1,00077 1,00241 1,00155 1,00077

4,0 1,00077 1,00210 1,00153 1,00076

4,1 1,00076 1,00180 1,00147 1,00073

4,2 1,00074 1,00151 1,00136 1,00068

4,3 1,00071 1,00125 1,00123 1,00061

4,4 1,00067 1,00102 1,00109 1,00054

4,5 1,00061 1,00082 1,00094 1,00047

4,6 1,00055 1,00064 1,00079 1,00039

4,7 1,00049 1,00050 1,00066 1,00033

4,8 1,00042 1,00038 1,00053 1,00026

4,9 1,00036 1,00028 1,00042 1,00021

5,0 1,00030 1,00020 1,00033 1,00016

5,1 1,00025 1,00014 1,00025 1,00012

5,2 1,00020 1,00010 1,00019 1,00009

5,3 1,00016 1,00007 1,00013 1,00006

5,4 1,00012 1,00004 1,00009 1,00004

5,5 1,00010 1,00003 1,00006 1,00003

5,6 1,00007 1,00002 1,00004 1,00002

5,7 1,00005 1,00001 1,00002 1,00001

5,8 1,00004 1,00001 1,00001 1,00000

5,9 1,00002 1,00000 1,00000 1,00000

6,0 1,00002 1,00000 1,00000 1,00000
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Q q»
Sinß sinß

SinW-sin'Q

-CosOsnQ-SinQcosQ

Sin*Q-sü&

I ç^osO^ptSnQçofq
g.

fMP
"
Sin'ûsin'QSm*Q-sin*Q

0,1 149,99682 9,99985 2999,93000 149,49766

0,2 37,49810 4,99976 374,96763 37,00143

0,3 16,66385 3,33293 111,07239 16,17135

0,4 9,37003 2,49908 46,82352 8,88336

0,5 5,99226 1,99821 23,93576 5,51309

0,6 4,15553 1,66358 13,81184 3,68550

0.7 3,04609 1,42368 8,65657 2,58685

0,8 2,32401 1,24271 5,75694 1,87719

0,9 1,82693 1,10075 4,00028 1,39411

1,0 1,46933 0,98583 2,87273 1,05207

1,1 1,20272 0,89031 2,11461 0,80251

1,2 0,99794 0,80909 1,58505 0,61619

1,3 0,83662 0,73861 1,20313 0,47465

1,4 0,70674 0,67637 0,92016 0,35573

1,5 0,60018 0,62051 0,70563 0,28116

1,6 0,51129 0,56968 0,53981 0,21513

1,7 0,43610 0,52287 0,40955 0,16346

1,8 0,37172 0,47932 0,30588 0,12303

1,9 0,31604 0,43848 0,22253 0,09151

2,0 0,26752 0,39994 0,15507 0,06707

2,1 0,22499 0,36343 0,10025 0,04829

2,2 0,18756 0,32875 0,05570 0,03402

2,3 0,15457 0,29581 0,01960 0,02334

2,4 0,12548 0,26456 -0,00942 0,01550

2,5 0,09989 0,23497 -0,03247 0,00988

2,6 0,07746 0,20707 -0,05043 0,00596

2,7 0,05789 0,18089 -0,06405 0,00334

2,8 0,04096 0,15647 -0,07394 0,00167

2,9 0,02642 0,13383 -0,08066 0,00069

3,0 0,01408 0,11300 -0,08468 0,00019
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Q J. SinQ sinQ

Sin'Q-sin'Q
e.OxQshQ-SinQcosQ

Sin*Q-siri*Q

, CbsQsinQ'SinQcosO
g. fjP2^

SirtQ-sirfiQ

3,1 0,00375 0,09397 - 0,08643 0,00001

3,2 -0,00476 0,07673 - 0,08630 0,00002

3,3 -0,01165 0,06126 - 0,08463 0,00013

3,4 -0,01708 0,04750 -0,08173 0,00029

3,5 -0,02121 0,03538 - 0,07788 0,00044

3,6 -0,02421 0,02481 - 0,07332 0,00058

3,7 -0,02623 0,01572 - 0,06825 0,00068

3,8 -0,02740 0,00799 - 0,06287 0,00075

3,9 -0,02787 0,00152 - 0,05732 0,00077

4,0 -0,02775 -0,00380 - 0,05174 0,00076

4,1 -0,02714 -0,00809 - 0,04623 0,00073

4,2 -0,02616 -0,01145 - 0,04089 0,00068

4,3 -0,02488 -0,01400 - 0,03577 0,00061

4,4 -0,02338 -0,01583 - 0,03094 0,00054

4,5 -0,02173 -0,01705 - 0,02642 0,00047

4,6 -0,01998 -0,01773 - 0,02224 0,00039

4,7 -0,01819 -0,01797 - 0,01842 0,00033

4,8 -0,01640 -0,01784 - 0,01496 0,00026

4,9 -0,01463 -0,01741 -0,01185 0,00021

5,0 -0,01292 -0,01674 - 0,00910 0,00016

5,1 -0,01129 -0,01590 - 0,00668 0,00012

5,2 -0,00974 -0,01491 - 0,00457 0,00009

5,3 -0,00830 -0,01384 - 0,00277 0,00006

5,4 -0,00698 -0,01271 - 0,00124 0,00004

5,5 -0,00576 -0,01155 0,00002 0,00003

5,6 -0,00466 -0,01040 0,00106 0,00002

5,7 -0,00368 -0,00927 0,00190 0,00001

5,8 -0,00281 -0,00817 0,00254 0,00000

5,9 -0,00204 -0,00713 0,00303 0,00000

6,0 -0,00138 -0,00614 0,00337 0,00000
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fX Cos(tx)cos(fx) Sinfrxjcosffx) Cos(fx) sinfrx) SinffX) sinffx)

0,1 0,99998 0,09966 0,10033 0,00999

0,2 0,99973 0,19732 0,20265 0,03999

0,3 0,99865 0,29091 0,30891 0,08999

0,4 0,99573 0,37832 0,42098 0,15995

0,5 0,98958 0,45730 0,54061 0,24982

0,6 0,97840 0,52545 0,66936 0,35948

0,7 0,96000 0,58019 0,80860 0,48869

0,8 0,93179 0,61874 0,95941 0,63708

0,9 0,89082 0,63809 1,12257 0,80409

1,0 0,83373 0,63496 1,29845 0,98889

1,1 0,75683 0,60584 1,48699 1,19033

1,2 0,65610 0,54696 1,68760 1,40687

1,3 0,52721 0,45431 1,89909 1,63649

1,4 0,36558 0,32366 2,11960 1,87659

1,5 0,16640 0,15061 2,34651 2,12394

1,6 -0,07526 -0,06936 2,57636 2,37455

1,7 -0,36441 -0,34087 2,80474 2,62358

1,8 -0,70602 -0,66846 3,02620 2,86522

1,9 -1,10491 -1,05656 3,23419 3,09266

2,0 -1,56562 -1,50930 3,42095 3,29789

2,1 -2,09224 -2,03041 3,57741 3,47170

2,2 -2,68821 -2,62301 3,69313 3,60355

2,3 -3,35617 -3,28937 3,75628 3,68151

2,4 -4,09765 -4,03076 3,75351 3,69223

2,5 -4,91284 -4,84708 3,67000 3,62087

2,6 -5,80028 -5,73664 3,48943 3,45114

2,7 -6,75655 -6,69579 3,19401 3,16528

2,8 -7,77590 -7,71860 2,76456 2,74419

2,9 -8,84987 -8,79645 2,18065 2,16749

3,0 -9,96690 -9,91762 1,42074 1,41372
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r Cos(,jt| ctwfjtf) S<n(ft)co%(fi) Cosfrx) sinfjfi) Sinfjx) sin(yx)

3,1 -11,11188 -11,06687 0,46243 0,46056

3,2 -12,26569 -12,22500 - 0,71722 - 0,71484

3,3 -13,40480 -13,36838 - 2,14136 - 2,13554

3,4 -14,50075 -14,46848 - 3,83279 - 3,82426

3,5 -15,51973 -15,49145 - 5,81346 - 5,80287

3,6 -16,42213 -16,39763 - 8,10377 - 8,09168

3,7 -17,16216 -17,14119 -10,72177 -10,70867

3,8 -17,68744 -17,66975 -13,68223 -13,66854

3,9 -17,93876 -17,92407 -16,99562 -16,98170

4,0 -17,84985 -17,83788 -20,6693 -20,65307

4,1 -17,34728 -17,33775 -24,69431 -24,68075

4,2 -16,35052 -16,34317 -29,06763 -29,05456

4,3 -14,77212 -14,76668 - 33,76683 -33,75440

4,4 -12,51815 -12,51437 -38,76025 -38,74856

4,5 - 9,48878 - 9,48644 -44,00265 -43,99179

4,6 - 5,57927 - 5,57814 -49,43332 -49,42334

4,7 - 0,68110 - 0,68099 -54,97391 -54,96481

4,8 5,31637 5,31565 -60,52628 -60,51809

4,9 12,52404 12,52265 -65,97033 -65,96301

5,0 21,05055 21,04964 -71,16172 -71,15526

5,1 30,99946 30,99716 -75,92977 -75,92412

5,2 42,46582 42,46324 -80,07534 -80,07046

5,3 55,53217 55,52940 -83,36897 -83,36482

5,4 70,26397 70,26110 -85,54925 -85,54576

5,5 86,70433 86,70143 -86,32145 -86,31857

5,6 104,86819 104,86532 -85,35675 -85,35442

5,7 124,73562 124,73283 -82,29190 -82,29006

5,8 146,24470 146,24202 -76,72965 -76,72824

5,9 169,28347 169,28092 -68,24001 -68,23898

6,0 193,68136 193,67898 -56,36247 -56,36178
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