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EINLEITUNG

Aus Scheiben und Zylinderschalen zusammengesetzte Rotoren, nachfolgend kurz mit
Rotoren bezeichnet, haben seit langem beim Bau von Gas- und Dampfturbinen eine bemerkenswerte
Verbreitung gefunden. Die Spannungen solcher Rotoren werden einerseits durch die Fliehkraft und den
Schaufelzug und anderseits durch Temperaturunterschiede hervorgerufen, |m aligemeinen treten sowohl
Membran- als auch Biegespannungen auf, Die Berechnung der Spannungen in Scheiben und Zylinder-
schalen findet man in verschiedenen Lehrbiichern (s. Literaturhinweise am Ende dieser Arbeit). Den
Einflusszahlen, welche sich bei der Spannungsberechnung von Rotoren als sehr praktisch erweisen,
wird in diesen jedoch nur wenig Bedeutung beigemessen. Dariber hinaus sind die Ausfihrungen mei-

stens dimensionsbehaftet, was sich beim Ausarbeiten von Kurvenbldttern unangenehm bemerkbar macht.

Die vorliegende Arbeit hat deshalb einleitend zum Ziel, die Spannungsberechnung in
Scheiben und Zylinderschalen auf eine einheitliche dimensionslose Basis zu stellen, um das Verstdnd-

nis der teilweise neu definierten Einflusszahlen zu erleichtern,

Die Kapitel | bis 11l befassen sich mit der Spannungsberechnung rotationssymmetrischer
Scheiben. Dabei werden ausgehend von den an sich bekannten Grundgleichungen die spdter ben&tigten

Zusammenhdnge dargelegt und die entsprechenden Kurvenblétter ausgearbeitet.

Das Kapitel |V lehnt sich eng an [5] [7] D an, sodass auf die Ableitung der ein-
gangs erwihnten Ausdriicke verzichtet wird. Die Einflusszahlen werden hingegen ausfihrlich bespro-

chen,

In Kapitel V wird die Aufgabe der Spannungsberechnung von Rotoren, die aus Scheiben
und Zylinderschalen aufgebaut sind, in Angriff genommen. Die in den vorhergehenden Kapiteln einge-
fihrten Einflusszahlen erweisen sich dabei sehr nitzlich und erm3glichen eine kiare und Ubersichtliche
Darstellung der Zusammenhinge. In § 2 werden sdmtliche Gréssen, die zur Spannungsberechnung von
Rotoren bendtigt werden, zusammengefasst, um die Bestimmung der Spannungen in Rotoren zu ermégli-

chen, ohne die vorhergehenden Ausfihrungen eingehend durchzuarbeiten.

Die Tatsache, dass bei grosseren Scheibenzahlen Gleichungssysteme mit vielen Unbe-
kannten auftreten, ldsst sich nicht umgehen, Eine Durchfihrung der Rechnung ohne Mithilfe moderner
Rechengerite ist bei drei Scheiben mit tragbarem Aufwand m8glich, Da bei grésseren Scheibenzahlen
insbesondere das Aufldsen der Gleichungssysteme viel Zeit in Anspruch nimmt, erscheint eine Zu-
hilfenahme der in modernen Rechenzentren vorhandenen Rechenprogramme zu deren Auflésung zweck-
mdssig. Bei wiederholten Berechnungen dirfte sich die Aufstellung eines volistdndigen Rechenpro-
grammes, mit dem durch Eingabe der geometrischen und physikalischen Grassen die gesamte Spanrungs-
berechnung der elektronischen Rechenmaschine Gberlassen werden kdnnte, durchaus lohnen, umsomehr
als die Theorie so allgemein ist, dass sie auch auf andere aus Scheiben und Zylinderschalen aufgebaute

Maschinenteile anwendbar ist.

1) Die Zahlen in [ ] beziehen sich auf die Literaturhinweise am Ende der Arbeit.



Die in der Schalentheorie blichen Voraussetzungen werden guch hier beibehalten. Dar-
Uber hinaus wird ferner die Unabhéngigkeit der elastischen und thermischen Materialkonstanten von der

Temperatur und die Rotationssymmetrie, d.h. die Konstanz aller Gréssen lings des Umfanges vorausge-
sefzt.

Die Ausfihrungen sind beziiglich des Temperaturverlaufes so allgemein gehalten, dass
die in der Praxis vorkommenden Temperaturen leicht beriicksichtigt werden kdnnen. Die im Anhang zu-

sammengefassten Kurvenbldtter sind jedoch nur fir quadratische Temperaturverteilungen ausgearbeitet.



|. Der Spannungszustand rotationssymmetrischer Scheiben

Kérper, deren Abmessung normal zu einer Flache F klein ist gegeniiber denjenigen in der
Fldche F, werden in der Literatur als Schalen bezeichnet, falls die Begrenzungsfldchen, auf den Nor-
malen zu F gemessen, von F den gleichen Abstand haben, Unter der Dicke der Schale, die wir im fol-
genden stets mit h bezeichnen wollen, versteht man den senkrecht zur Mittelfldche gemessenen Ab-
stand der Begrenzungsfldchen. Ueber die Dicke wird im allgemeinen vorausgesetzt, dass sie sich
lings der Mittelfldche nicht sprunghaft dndert und im besonderen wollen wir hier voraussetzen, dass
Rotationssymmetrie bestehe,

Wir bezeichnen ferner Gréssen (Spannungen, Reaktionen, Temperaturen usw,), welche un-
abhdingig vom Winkel ¥ (Abb. 1) sind, als rotationssymmetrisch,

Die in der Schalentheorie Gblichen Voraussetzungen sollen kurz erwdhnt werden. Die Be-

deutung und Zuldssigkeit derselben sind in [1] eingehend besprochen :

1. Die Normalspannungen senkrecht zur Mittelfltiche kdnnen vernachldssigt werden,

2. Alle Punkte, die vor der Verformung auf einer Normalen zur Mittelfldche liegen, befinden sich auch

nach der Verformung auf einer Geraden.
3. Diese Gerade ist ebenfalls Normale zur verformten Mittelfidche,

4, Die Verschiebungen sind klein im Vergleich zur Dicke.

Abbf Belasfung eines Scheibenelernentes
der Dicke h mit den Schniltgrossen.
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Ist die Mittelfldche im undeformierten Zustand eben, so spricht man von Scheiben bzw, Platten je nach-
dem, ob die Belastung in der Mittelfltiche bzw, senkrecht dazu wirkt. Die erste Belastungsart fihrt zu
Membranspannungen, welche iiber der Dicke angendhert konstant sind, wihrend die letzte zu Biegespan-
nungen fihrt, deren Betrag in erster Ndherung linear dndert. Im Dampf- und Gasturbinenbau Uberwiegt im
allgemeinen die erste Belastungsart, sodass dort durchwegs von Scheiben die Rede ist. Obschon beim
hier zu behandelnden Problem beide Belastungsarten aufireten, wollen wir im folgenden trotzdem von

Scheiben sprechen,

§1. Die Gleichgewichtsbedingungen

Zur Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen wihlen wir ein Zylinderkoordinatensystem r,
@, x. Am Scheibenelement der Dicke h (Abb. 1) soll nur die senkrecht zur x-Achse wirkende Fliehkraft
pro Volumeneinheit

2
X=8rw .

angreifen, wo @ die Dichte des Scheibenmaterials und W die Winkelgeschwindigkeit bedeuten. Da die
Scheibe voraussetzungsgemiss rotationssymmetrisch ist, erzeugt diese einen ebenfalls rotationssym -
metrischen Membranspannungszustand mit den Komponenten éro als radiale und Gpp als tangentiale
Spannung. Die am Scheibenaussenrand angreifenden rotationssymmetrischen Randmomente erzeugen Bie-
gespannungen, die man durch einen radialen bzw. tangentialen Anteil Gpp bzw. O¢p beschreiben kann,
Da wir von weiteren Belastungen absehen und die Temperatur ebenfalls rotationssymmetrisch verteilt
sein soll, sind dies die einzigen von Null verschiedenen Spannungskomponenten, Die Gesamtspannun -

gen setzen sich demnach additiv aus den Membran- und den Biegespannungen zusammen,

Die auf die Einheit der radialen Erstreckung bzw. des Umfanges bezogenen Schnittkréfte k

und -momente m lassen sich somit wie folgt definieren :

+h/2 + /2
Mry = /erdx - férb x dx 12
-hf -hp

¢ h/z 'h/z

mvr"/étxdx - —fétbxdx 13
b by



- férodx 14

kyy = réto dx ®

Die Indizes der Schnittkrifte und -momente sind dabei so gewdhlt, dass sich der erste auf
die Schnittfldche und der zweite guf die Richtung bezieht.

Die Gleichgewichtsbedingungen des Scheibenelementes sind reine Beziehungen zwischen
den auftretenden Kriften und Momenten und kdnnen unabhdngig von den durch die Temperatur bewirk-
ten Verzerrungen aufgestellt werden. Man erhdlt fir die Momente um die Achse senkrecht zur r- und

x -Richtung sowie fur die Krdfte in r-Richtung:

(Mpy +dmpy)(r+dr)dy -mpy © dy +my- dr dy =0 o

(ke + dkep)(r+dr) dy K rdy ~kyy drdy+X rdydrh =0 a7

Vemachldssigt man die unendlich kleinen Grassen h8herer Ordnung und dividiert durch

rar dy , so erhilt man

dmpry s My + Myr | 9
dr r

dhrr ke - kyy
. +Xh=-0 19

Die erste Gleichung beschreibt die Biegung der Scheibe, wiihrend die zweite den Membran.
spannungszustand bestimmt, Die Ta¥sache, dass diese beiden Gleichungen unabhdngig voneinander
sind, ist eine Folge der Voraussetzung 4, welche zudem die Anwendung des Superpositionsgesetzes

erlaubt. Dies ermdglicht die voneinander unabhdngige Berechnung der Membran- und Biegespannungen

und deren Addition zur Gesamtspannung.



§ 2. Die Beziehungen zwischen den Dehnungen und den Spannungen

Zwischen Spannungen und Dehnungen wird bei unverdnderlicher Temperatur eine lineare
Beziehung vorausgesetzt (Hooke'sches Gesetz),

Bei gleichzeitiger Erwdrmung des K&rpers setzt sich die gesamte Deformation eines Volu-

menelementes aus zwei Anteilen zusammen:

1. Aus einer Verformung, die durch die Temperaturerhhung bei spannungsfreien Oberfldchen des Ele-

mentes hervorgerufen wird und

2. aus einer solchen, die durch die an der Oberfliche des Elementes angreifenden Krafte entsteht.

Die Verteilung der Temperatur Y der Scheibenmittelfliche sowie des Temperaturgefilles
aV zwischen der oberen und unteren Begrenzungsfliche der Scheibe solien rotationssymmetrisch
sein kdnnen aber ltings des Radius beliebig, jedoch stetig variieren. In [2] wird gezeigt, wie eine
rotationssymmetrische Temperaturverteilung in einem beliebigen Punkte einer Schale ersetzt werden
kann durch eine mittlere Temperatur 1Y) {111) und einen linearen Temperaturverlauf ay (112)
langs der Schalendicke, wobei die Abweichung 6T(r:x) (Abb, 2) vom wirklichen Temperaturver.
lauf Th;x) zur Krimmung der Schale keinen Beitrag leistet, da die dazugehérenden Temperaturdeh-

nungen durch entsprechende zusétzliche Wdrmespannungen unterdriickt werden,

Die Temperatur der Scheibe ldsst sich somit darstellen durch

Tirx) =0 + X'—dz“ 110

wobei h die Dicke der Scheibe bedeutet. (Abb.2). Die in diesen Ansatz eingehenden Gréssen, ndmlich

die Temperatur ¥ der Mittelflache bzw. das Temperaturgefille 4 U lassen sich bestimmen aus den
Bedingungen, dass die Dehnung sowie die Walbung der Schale bei allgemeinem rotationssymmetrischem
Temperaturverlauf mit den entsprechenden Werten beim Temperaturverlauf nach Gleichung (I 10} tiber-

einstimmen missen, Bei bekannter Verteilung der Temperatur erhdlt man somit

+hjp
Y = % ' [ Tirx dx ‘”“
-h/z

4h/2

Al}lr)"%zf : {Fr,x)-x dx (12
o



Abb.2 Verteilung der Temperafur kings der Schalendicke.

-
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-
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Die vorhin erwdhnten zusdtzlichen Warmespannungen lassen sich ferner berechnen zu

Oy = Oyt %o(_ §Tirx) 13

Diese sind im allgemeinen klein gegen die durch die Temperaturverteilung () 10) erzeugten Warmespan-

nungen, weshalb sie nicht weiter untersucht werden,

Zur Beschreibung der Formanderung der Scheibe fihren wir folgende Bezeichnungen ein :

(Abb, 3)
£
Es
¢

Er = Dehnung in radialer Richtung.

il

Verschiebung eines Punktes der Mittelfliche in radialer Richtung.

Verschiebung senkrecht zur Mittelflache,

Neigungswinkel, den die Scheibennormale mit der x - Achse bildet,

gt = Dehnung in tangentialer Richtung
Erobio = Dehnung der Mittelfitche (x =0)

Erx, Etx
X

Zusdtzliche Dehnungen im Abstand x von der Mittelfldche

]

Lineare Warmedehnzahl

Die Beziehungen zwischen den Dehnungen und den Verschiebungen lassen sich damit wie

folgt anschreiben :

d¥s

€ro” " (114
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Abb.3 Koordinatensystem der Scheibe mit positivem
Richtungssinn der Verschiebungen.

& - -if e
[ X']djri (t16)
£tx " L% )
¢ _d& (118)



-11-

§
br "brotém ® dd,-s X gf (119)
§
b = Bo* By - Tt X v

Der Zusammenhang zwischen den Hauptspannungen und den Hauptdehnungen ist gegeben

durch
& = -é-{é,. -,%- 6t)+0((\h£--4 \}) (21
& = £(6 - &) ror [# o o) 12

wo m die sogenannte Querdehnzahl bedeutet,

Durch Aufl8sen von (I 21) und (1 22) nach 6,— und 6(- und Einsetzen von (1 19) und (1 20)
erhdlt man fiir die Spannungen :

B b g )

v 5 i) a2 S B ea] o

und fir die eingangs definierten Schnittkrdfte und -momente durch Integration

mrv-férxdx fZT;EZh;T[dr an--%--({ ’)o(—‘}:-)—] (125)



=12 -

% 2Eh¥[1 dY ¢ S
{6 PER[LGE L L)q ]

iz szh[dgs 1 Es (’*

ker = {6 dx= 5 —-

& m r -,—;7—)0(;}] (127)
_h/z

b
koy = '561; dx = 'rlzzifﬁ‘ m C{jf fe —(1+_1717)0(1}] (128)
-2

Betrachtet man diese Gleichungen, so erkennt man, dass die Momente durch den Verlauf
des Neigungswinkels ¥ léngs r und das Temperaturgefille senkrecht zur Scheibe bestimmt sind. Die
Kréfte hingegen hdngen von den Verschiebungen der Punkte der Mittelfldche und von der Temperatur
in derselben ab. Dementsprechend lassen sich die Gesamtspannungen in einen Biegespannungs- und

Membranspannungsanteil zerlegen.

Fir die weiteren Ausfilhrungen nehmen wir den Elastizitdtsmodul E, die lineare Wirmedehn-
zohl & und die Querdehnzahl m als konstant an, Da der Elastizititsmodul mit steigender Temperatur
abnimmt, die Warmedehnzahl jedoch zunimmt und die Wérmespannungen proportional dem Produkt bei-
der Gr3ssen sind, kompensieren sich diese Einflisse teilweise, wodurch sich die obigen Annahmen
rechtfertigen. Die Querdehnzahl soll bei den spdteren numerischen Auswertungen zudem als 10/ 3 an-
genommen werden. Dieser Wert dirfte fir die Gblichen Werkstoffe auch bei héheren Temperaturen ge-
niigend genau sein, da er nur wenig temperaturabhéngig ist. Die Membranspannungen sind in [3] so-
woh!| mit variabler als auch mit konstanter Querdehnzahl berechnet worden. Aus dieser Arbeit geht

hervor, dass sie nur geringen Abweichungen unterworfen sind.

§ 3. Die Differentialgleichungen fir den Neigungswinkel ¥ und die Verschiebung §s

Die Gleichgewichtsbedingungen fihren mit den Beziehungen zwischen den Dehnungen und
den Spannungen und den kinematischen Bedingungen (! 14) bis (1 17) zu Differentialgleichungen fir
den Neigungswinkel ¥ |, den die Scheibennormale mit der x - Achse bildet, und fiir die Verschiebung
55 eines Punktes der Mittelfldche,



Durch Differenzieren der Gleichung (125) ergibt sich

dm,, _mER? (d‘w (3 dh )d‘P 3 dh f} PEY

a2z | dZ R d Tmel d mel h dr r

i) 4(E o0 42

Fihrt man diesen Ausdruck mit (125) und (I 26) in (1 8) ein, so erhdlt man als Differential-

gleichung fir den Neigungswinkel

o R Bt s

In analoger Weise wird durch Differenzieren der Gleichung (127)

dk,._ m*En/dEs (1 dh, )dfs 1(1 dh 1)_5

dr “mld?h a " mr dar mr “rl s (131

hd r
—a(j )(’: a(’{-h‘} dtf))

und durch Einsetzen dieses Ausdruckes mit (11), (127) und (128) in (19) ergibt sich als Differential-
gleichung fir die Verschiebung

Lol B Bt E2)

(132)
_m?1
m2E

9 w2r3

Die Differentialgleichungen (130) und (132) sollen nun in dimensionsloser Form angeschrie-

ben werden. Zu diesem Ende fihren wir folgende Bezeichnungen ein:

ra = Aussenradius der Scheibe (M =1)

ho = Dicke der Scheibe im Zentrum (/J =)
Usrgw = Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe

Vo = Temperatur der Mittelflache am Aussenrand

ava = Temperaturgefdlle am Aussenrand
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(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)



Beachtet man ferner noch die Identitdten

d-1 . d

dr la d/.l o

z _ 1 g

;_rz i (142)
1 _ 1 dh (143)
h d rh du

so lassen sich die Gleichungen (130) und (I 32) in folgender Form anschreiben

w0 ut:3u: -2—) ¢(1§mﬁ-fr) f- /42%&{2-,’5-43 wF) 0w

R A T S T BV

wobei Ableitungen nach £ mit Strichen bezeichnet sind.

Mit den oben eingefihrten Bezeichnungen gehen die Ausdriicke (123), (124) und (I 25)

Uber in

mE X[|p. 1 ¢ _, &t
6rb'm'a'[?+ﬁ‘,“ )s F} (146)

e
o thilpobud]



(1 48)

(149)

._A_i]
(150)
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1. Die Scheibe konstanter Dicke ohne Bohrung

§ 1. Der Membranspannungszustand

Die Differentialgleichung (1 45) der Verschiebung gs eines Punktes der Mittelfldche
geht fiir diesen Spezialfall Gber in

,uZES ru & - Es - 28T - 1 (1

oder
gs” +,7l!" gsl“F" gs '[7"(#?5)']'- 81-"—ae,u m2

woraus durch zweimalige Integration

- U
-G e 7 i [Vpdp- -4 w

0

entsteht.

Da ! ¢ fir 4 = 0den Wert Null annehmen muss, wird Co = 0 und man erhalt

E=Cruvi [Pada-§u me

Die Konstante Cy bestimmt sich durch Einsetzen in (148) aus der Randbedingung am Aus-
senrand 6,-0/_[‘,,'60 , wo @ 4 die am Scheibenumfang angreifende gleichmdssig verteilte radiale
Membranspannung bedeutet.

Man erhdlt
Cr= %-m" S[LI,u 3’"'7 2 (1s)
m m*l 8m)
und der Ausdruck for die Verschiebung geht Uber in
M

’- g - -
[t ol s [l g ae],u g TRt 0o
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Wir bezeichnen nun die Verschiebung ES am Aussenrand (,u = 1) der rotierenden Schei-
be unter Einwirkung der Wirmedehnung und einer auf die Lingeneinheit des Umfanges bezogene Ein-
heitskraft K = 60 * h =1 als Einflusszahl, welche nach (Il 6) die Gestalt

1 me‘u m e
!‘,L., m ER'ém E rrT/“/"/“d/‘ “n

annimmt.

Man erkennt, dass sich diese Einflusszahl aus drei Anteilen zusammensetzt, welche die
Wirkung der Radialkraft am Scheibenumfang, den Temperatur- und Fliehkrafteinfluss getrennt beriick-

sichtigen und sich wie folgt anschreiben lassen:

Esx,m-f Lh (118)

3|

_ 4 o2
gu-%.:}i a19)

‘
5 ’m% 260/”'}‘7"""/‘7 (1110)

Im Kapitel V dieser Arbeit werden die beiden letzten Einflusszahlen durch die Abkiirzung

B = Bu+ & )

erfasst.

Bei gegebener Umfangsgeschwindigkeit und Temperaturverteilung bleibt in (116) als einzi-
ge Unbekannte noch die am Scheibenumfang angreifende Radialkraft K resp. die durch diese erzeugte

radiale Membranspannung @& , Ubrig, welche aus der Randbedingung zu bestimmen ist.

Die Membranspannungen gehen durch Einsetzen des Ausdruckes (116) in (148) und (| 49)

Uber in

Gro =%a +’8mT"1.g.u2.(1-/12)+6r0r 112

2
Sto = Gat 3"’7*’ .9 u2( ’,u )+6t T (1113)
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wo

1 M
GroT = a'E‘l,a[fl}’/;'d/;‘lyf;/l}ﬂ‘d/]] (114)

{ M
Gtor = A-EVa [Irf'ﬂ-d/i +71r J-'-d,u- (11s)
[

die durch die Temperatur allein erzeugten Spannungen sind.

Es stellt sich nun die Frage, welches der einfachste analytische Ansatz fiir die Tempera-
turverteilung ist, der die in der Praxis vorkommenden Verteilungen geniigend genau approximiert. Es
ist bekannt, dass diese aus Symmetriegriinden fir M = 0 eine zur x - Achse normale Tangente auf-
weisen muss. Diese Bedingung wird, abgesehen von einer Konstanten, durch ein gerades Polynom

zweiten Grades erfUllt, sodass wir als Temperaturverteilung der Mittelfldche den Ansatz

J = U +(1-o) u? (11 16)

wihlen.

Damit erhdlt man

1*?0

‘
[J/Ic;& ~ i
o

N|§-1
+

M
o fipdn = 3G H e
o

und die Einflusszahl Ev geht Gber in
3 Yo y(f+3 (1119)
J- 2 ‘ ( 0)

Die durch die Temperatur bewirkten Membranspannungen vereinfachen sich somit auf

- 0‘5 Vg [1-Fo)(1-14%) (1120)

roT

Gtor ™ aiva '{1';’;)(1'3#’) (121)
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§ 2. Der Biegespannungszustand

Die Differentialgieichung (I 44) fir den Neigungswinkel, den die Scheibennormale mit der
x-Achse bildet, geht Gber in

M2 sp @' = = pu2hg 4 (1122

Es lasst sich leicht Gberlegen, dass ¥y = &4 und Y, - /Ll zwei voneinander
unabhdngige partikuldre L3sungen der homogenen Differentialgleichung darstellen,

Wir gehen sogleich zur Lasung der inhomogenen Differentialgleichung Uber, machen fir

die Verteilung des Temperaturgefilles 43 einen Potenzreihenansatz der Gestalt

=L ¢ u (123)

V0

und setzen voraus, dass sich diese sowie alle Gbrigen in dieser Arbeit verwendeten unendlichen Rei-

hen gliedweise differenzieren lassen.

Als rechte Seite der Gleichung (1122) ergibt sich weiter
- o0 vef v
HEAs ot =g v);v Gu =2 g(w) Cyy u (1124)

Mit dem Ansatz

B = A by u (1125)
ve0

for die partikul8re L8sung der Differentialgleichung (11 22) erhdlt man die Ableitungen

b = As V:V by u¥* (1126)
$o = A gv(v-ﬂ by U (1127)

U b = A ;V by u* (1128)
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T gzv(v-ﬁ by u’ (1129)

Der Index p soll dabei andeuten, dass es sich um eine partikuldre L8sung der inhomogenen

Differentialgleichung handelt,

Durch Einsetzen in (l122) ergibt sich als Koeffizientengleichung

V(v-1) bV, +y bV!.1~bv vl-o- (v-1) Gy !«-z (1130

V=2

woraus sich die Koeffizienten wie folgt bestimmen :

V =0: - b, =0
V = 1: by-by =0, by ist somit beliebig wahlbar, im besonderen =0
Cy-q

v 2 = 22

2 by Y] (1131

Die partikuldre L3sung reduziert sich somit auf
Cy-4 V
- 25 V7 M (1132)

und als allgemeinste L3sung der Differentialgleichung (11 22) erhdlt man

?-D,u*F%'rﬂ, (133)

wobei die Konstanten D und F durch die Randbedingungen zu bestimmen sind. Fir A = 0 muss bei
der Scheibe ohne Bohrung auch P = 0 werden, Die Lsung (1 33) geht somit Gber in

¢-Du+% (134)

Fur die weiteren Ausfihrungen wollen wir den Ansatz fir die Verteilung des Temperatur-

gefilles spezialisieren auf

oV =ath ¢t (1-:;3,) u2 (11 35)
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wo 4 l’a das Temperaturgefille im Zentrum der Scheibe bedeutet. Durch Variieren des Parameters
Al’o ldsst sich 41’ der jeweiligen Temperaturverfellung einigermassen anpassen, Fir Al’o
= 1 erhdlt man ein konstantes Temperaturgefdlle und fir 4 l’a = 0 eine Verteilung, bei der das Ge-
falle in der Scheibenachse Nuli ist.

Die Koeffizienten von {}123) werden damit

C, = avh (1 36)
G = 1-adh, (137

und als einziger Koeffizient von (I125), der von Null verschieden ist, ergibt sich

| 1-ath

(1138)
by V3 = b3 = _z'
Die partikulére L8sung der inhomogenen Differentialgleichung vereinfacht sich somit auf

mit
0 ~As (1-ak) = at%y --’E'O( (1+ %)(1‘46{,} (11 40)

und als allgemeine L&sung der Differentialgleichung (Il 22) bei einer Verteilung des Temperaturgefdl-
les nach (1135) erhdlt man

$=Du+ —)}rp-,ua (11 41)

Die Konstante D bestimmt sich aus der Randbedingung am Aussenrand ( 4 = 1), nach wel-

cherm g (150) gleich dem am Aussenrand angreifenden Moment M sein muss, also

mrv,!"' - - mZEh3 [(I+ )D (Pp %—-%L:)«J (1142)



Mit der Abkisrzung

' 1
9'%*ﬁ‘—,{% (143)

wird daraus

] |, -
D.l,ZnL%?ﬂ?_f'a_.M__e":% (11 44)

m

und durch Einsetzen in (1141) ergibt sich

; 6l -
4 -[Lzr%—-lﬂ ——ﬁxi U+ (1145)
m

Wir bezeichnen den Neigungswinkel am Aussenrand ( M = 1) unter der Einwirkung der War-
medeformation und eines auf die Langeneinheit des Umfanges bezogenen Einheitsmomentes M = 1 als

Einflusszahl, welche sich anschreiben ldsst als

[, -
_ Gut ks ¢/ (1146)

2im-1)r
4 I'f ~ T mER?

H I+ el p=f
und sich zusammensetzt aus einem ersten Anteil
? = 12/m"” rg (1 47)
s mEh3

welcher die Wirkung des Biegemomentes am Aussenrand beriicksichtigt, und einem zweiten

/'4 - —%7”— (11 48)

?\’u = ?P/l.

welcher vom Temperaturgefdlle allein abhdngt, Dieser geht fiir die oben eingefihrte spezielle Tempe-

raturverteilung bei Beachtung der Abkisrzung

m 1
7= As - “'f'd’fa (11 49)

Uber in

fs - 'g—'{’*“—"o) (1150)
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Ist das Biegemoment M aus den Randbedingungen am Aussenrand bestimmt, so erhdlt man

fur die Grosstwerte der Biegespannungen an der Aussenfaser, d.h. fir x = th/2

Grb=f'Fz-Mi-§‘0( avy (1—417‘,)(1'/12) (1151)

6 + E - 2)

G = sz'M—T-(X avy (f'nlf'o){f‘.?y (1152)
Man erkennt, dass sich diese Spannungen aus einem vom Biegemoment M herrishrenden kon-

stanten Anteil und einem vom Temperaturgefdlle abhdngigen variablen Anteil zusammensetzen. Im

Zentrum der Scheibe nehmen sie ferner gleiche Werte an,
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1. Die Scheibe mit dem Profil einer Scheibe "gleicher Festigkeit"

§ 1. Der Membranspannungszustand

Bekanntlich lésst sich eine nur durch Fliehkrifte beanspruchte Scheibe so ausbilden, dass
in ihr die Tangentialspannung &fp und die Radialspannung Grp Gberall konstant und einander
gleich sind. Man spricht in diesem Falle von einer "Scheibe gleicher Festigkeit", Es ldsst sich auf

elementarem Wege zeigen, dass ihre Gestalt dem Gesetz

sw2r?
h=he 26 ann

entspricht, Hierbei bedeuten

8 = Dichte des Scheibenmaterials

W = Winkelgeschwindigkeit

r = Abstand vom Zentrum der Scheibe

& = Fliehkraftspannung, welche nach Yoraussetzung in der ganzen

Scheibe konstant ist.

Scheiben, die wenigstens anndhernd so geformt sind, werden in der Praxis oft verwendet.
Sobald in Scheiben dieser Art Temperaturunterschiede auftreten, sind in ihnen die Spannungen nicht
mehr konstant, Aber auch rein mechanisch sind andere Spannungsverléufe durchaus méglich, selbst
wenn von Biegespannungen abgesehen wird. So wiirden z.B. in einer ruhenden Scheibe, die einer iber
dem Umfang gleichméssig verteilten Radialkraft unterworfen ist, ortsabhdngige Spannungen entstehen.
Unter den Verhdltnissen, wie sie in Wirklichkeit besonders bei zusammengesetzten Rotoren gegeben
sind, hat also eine sog. Scheibe gleicher Festigkeit im allgemeinen nicht ohne weiteres die Eigen-
schaft, nach der sie benannt ist, Deshalb sprechen wir absichtlich von einer Scheibe, deren Profil
dasjenige einer Scheibe gleicher Festigkeit ist und meinen damit die durch Gleichung (Il 1) gegebene

Scheibenform. Sie erweist sich als der theoretischen Behandlung verhiltnisméssig gut zugdnglich,

Fir die bezogene Scheibendicke h geht der Ansatz (11 1) tber in

= . -8 an2

Bei der Scheibe gleicher Festigkeit, die nur durch Fliehkrifte beansprucht ist und bei der
die Radialspannung am Aussenrand den Wert @& besitzt, der voraussetzungsgemdss in der ganzen

Scheibe herrschen soll, geht aus (Iil 2) die Definition von 8 hervor zu

o u?
B =35 (na3)

wou =ry* G die Unfangsgeschwindigkeit der Scheibe bedeutet.
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Bei zusammengesetzten Rotoren ist die Fliehkraftspannung aus den oben erwdhnten Grinden
nicht notwendig konstant, sodass die Definition (111 3) unbrauchbar wird. Behdlt man das Profil der
Scheibe bei, so kann aus (1112) eine neue Definition von 3 gefunden werden, welche unabhéingig von

der Fliehkraftspannung ist und fiir beliebige Temperaturverteilungen giiltig bleibt.

For g4 =1 ergibt sich aus (1 2)

R = h_ "7 (111 4)
/l=1 ho

womit durch Aufldsen

h
B=6- 1n.i2 (ms)

a

entsteht. Die Grésse [  ist damit durch das Verhiltnis der Scheibendicke im Zentrum und am Aussen-

rand definiert,

Durch Differenzieren des Ausdruckes (111 2) erhdlt man

B oe-tue 6¥ (ine)

-E— = - —33—-/1 a7

und die Differentialgleichung {1 45) fur die Verschiebung _gs eines Punktes der Mittelfliche geht

Gber in

-t 1

B, e ult-547) B, -(tr - 542) Esmi? § (-5 uB)-a8 e

Die Losung E H der homogenen Gleichung lisst sich, wie wir in § 2 dieses Kapitels
sehen werden, aus derjenigen fir die Biegespannung gewinnen, indem man B3 durch 8 /3 und
Yy, durch E s ersetzt, sodass wir sogleich zur L3sung der inhomogenen Gleichung ibergehen

wollen,

Fir die Verteilung der Temperatur der Mittelflache machen wir den Ansatz

S - f G /‘v o)

y-0
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und befassen uns zuerst mit der Losung der inhomogenen Gleichung mit Temperaturglied allein. Durch

Differenzieren von (I1119) erhdlt man

U V-1
Vo= Z’V Cy u 1110)
Ve

wo=FvCu” i

Vet
313 . v 32 v 12)
pRI=F G u?-F Gy
und die rechte Seite von (Il 8) wird
26(0-8u3) = §5(5vC-L.% v
u? 5 ( 3,uu*) 5(%\1(,}, 3 VZ_Z Cv-z)/u a1

Als L8sungsansatz der inhomogenen Differentialgleichung mit Temperaturglied allein wih-

len wir

- oQ
§pn = S )0y o (111 14)
womit
2 =t v+
U §N=6vi:v(v+1)av,u (115)
A2
vz y+1) ay,u (1ne)

vl

,ug EP"}, - 8; (v-1) ay-2 U 17
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Vel

u? EN - SVZ_2 ay-2 M (1118)

entsteht,

Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Differentialgleichung (I11 8) ohne Fliehkraft wird

vv+1) g, Zﬂ* vV Oy Lo_ 33-(-,71.,-4- V") ay-2 vl-z -V va,_,“g‘cﬂl,z (1119)

woraus sich die Koeffizienten folgendermassen bestimmen :
V =0: o'oo = 0 also ist a, beliebig wihlbar.

Wir setzen

9, = 1 (11120)

vel: 2q+a; = Cy, aq = %1 (nam

vVZ2: V(V*Z) ay- %{m—t + V-f) dy-2 =V Cy - -’32 Cy-2

1 B(1 8
a,- W'[?(E‘V")GV'Z +y Cv—3— Cy.g] (1122)

Als Spezialfall wahlen wir

P - BB M (11123)
also

Co' Jo (111 24)

Cz = "‘Jo (11 25)

und erhalten

Oo = 1 (11126)



az-%..[%( )+2{1 -%)- ;}} (127

04-24 [-g— az 3 (1 ;})] (11128)

. 1
V>4! ay - ez —g-(ni +V -1) dy-2 (129)

Die inhomogene Differentialgleichung (Il 8) mit Fliehkraftglied allein ldsst sich mit dem
Ansatz

fpu‘ -AU g bv ,Uv (11 30)

in analoger Weise l3sen, Die Koeffiz»ientengleichung wird
- -é 1 - ) - 0 ve 1131
v(v+1) by Lw by Lo 3 {m +v-1] by, !_2 {, yep 03N

woraus durch Aufldsen die Koeffizienten

bo = 1 1r32)
~Lf1+ 8. (L
bz =~ [1* 3 {m +1)/ (n33)
: 1
V22! by = Ve —gf-(mi+ V")bv-z (11134)

hervorgehen.

Fir gebrduchliche Werte von 3 und einer Querdehnzahl von 10/3 sind die Entwicklungs-
koeffizienten der partikuldren L3sungen der inhomogenen Differentialgleichung (111 8) mit dem oben er-
withnten speziellen Temperaturverlauf und dem Fliehkraftglied ausgewertet, Die zur Berechnung von

Rotoren bendtigten Funktionen sind im Anhang zusammengefasst.
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Als allgemeine L8sung der Differentialgleichung (111 8) der Verschiebung g s eines Punk-

tes der Scheibenmittelfldche ergibt sich somit

Es' C, gfgw*'gm (111 35)

Die Konstante Cy ldsst sich aus der Randbedingung am Aussenrand 6 ro I . = 60
M=

bestimmen, wo IC) a die am Scheibenumfang angreifende gleichmissig verteilte radiale Membranspan-

nung bedeutet. Mit den Abkirzungen

E
1 H
",§H+_.T (111 36)

A- gN+ ﬁ" . _;"_ (11137)
- 1 E
¢- o T /f“ (11 38)

wird
ot [mEt! G - g)-
G [ (A 94l "
und der Ausdruck (111 35) geht Gber in

m2-1
= —,ﬁr'j‘i‘ Alu-8§ = = (d; - =
= . - . + - . 40
§, I E, 4#7—— g, EN T—) . §’”+Epu (111 40)
ut M1 Mt
Als Einflusszahl bezeichnen wir wiederum die Verschiebung g s am Aussenrand

( M = 1) der rotierenden Scheibe unter Einwirkung der Warmedehnung und einer auf die Léangen-

einheit des Umfanges bezogenen Einheitskraft

ke =Gg hg =1 (141
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Diese Einflusszahl setzt sich aus drei Anteilen zusammen, welche die Wirkung der Radialkraft am

Scheibenumfang, den Temperatur- und Fliehkrafteinfluss getrennt erfassen und lauten

zusammengefasst,

Fihrt man ferner noch die Bezeichnungen

_ E
. 2H
r m SutTH

Y { —Pu
¢-m Bt

ein, so lassen sich die Membranspannungen wie folgt anschreiben :

(111 42)
(11143)
(111 44)
(111 45)
(111 46)
(111 47)
(111 48)
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€.  sa _
6 =7 Eg—l“‘-&,fl—"’/‘/’ F+A+4>-5ﬂ'} (1149
II#-{ )

26 fIKSa  s-A-4
él’o = _gz'f ) EISK * r /l"
Higet

)[-‘4._/_“ b-54 (111 50)

Die am Scheibenumfang angreifende Radialkraft K ist aus den Randbedingungen am Aussen-

rand der Scheibe zu bestimmen,

Im Zentrum der Scheibe ist F =1 , A = A und ¢ = @ | sodass die radiale und
die tangentiale Spannung unabhdngig von A den gleichen Wert annehmen, Dies muss in der Tat gefor-

dert werden, da die beiden Spannungen dort nicht unterscheidbar sind.

§2, Der Biegespannungszustand

Die Differentialgleichung (144) fir den Neigungswinkel ¥ , den die Scheibennormale mit
der x-Achse bildet, geht fir dieses Scheibenprofil iiber in

2v, (_ . B 2Yp o2 -g-'uz( 32, _)
M plfB,uz)'f’ (f*m,l.l)‘f’ M A e av-SB uad) sy

Zur Lésung der homogenen Differentialgleichung machen wir in Anlehnung an [4] den

Potenzreihen-Ansatz

2
-ru®
Yo =€ M £ O2n ,uz" (11152)
n=o

mit einem noch zu bestimmenden Anfangsexponenten A und einem frei wahlbaren Parameter r in der
Funktion e "M °, welche zur Konvergenzverbesserung in den Ansatz aufgenommen wurde, da die

Reihe

A 2n
# Z OZn /l fir Werte von  f3 4 schlecht konvergiert,

Aus Symmetriegrinden verschwinden die ungeraden Exponenten, sodass dieselben im Ansatz wegge-

lassen wurden.

Die aufeinanderfoigenden Differentialquotienten von (111 52) werden
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Zn-m«}
(1153)

- 2 +fs, o0
fume " ['ZF ¥ 0w E (204 0y, p
nso

nso

-r u2 e2s .
Yoo - € r'u[4rzni: O ™" ’ *ng (4n+1+22) az, ,uz”

'z /2n +A)(2n+2-1) Oz, ,uzn-z'm} (111 54)

ne{

Bildet man die Ausdriicke #2 ‘P;;o ) ,u ?H', , ﬂz P;{o , /.12 ¢g°

und ordnet nach gleichen Exponenten 2n + A von M , so erhdlt man

qu ?l;,o = e-r/‘z [4'3":2 azn.l,, ,Uzn';"'zrf (4”'3 + 2%) 02,,.2/12"”a

n=1

* f (2n+N2n+2-1) y,, ,uz"d] (1155)

ne1

[ -r#z ‘2 s
M %0 = @ -er Upn-2 /Uzn + i (2n¢)) d2n qun A (111 56)
ne{ n=o
3pr o7 2 B 2ne2 2,,.,]
M ‘oﬂo e [erg 02,,.4 ,u + g(Zn-Zoa) azn_z ﬂ (111 57)

2
-r .
ut g, =e “ faz,,_z #2n ? (111 58)
ne4
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und durch Einsetzen in die reduzierte Differentialgleichung (t11 51), wobei der Faktor e "M sogleich

unterdriickt wird, folgt als Koeffizientengleichung

2r(2r+p) a,,.,| [Zn 4repB)+4r(r-1) ‘B/rW'Z A)]‘72n-z

n+2

+[4n(n+x)q2- 1](72"!,.0 ) (11159)

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten ldsst sich daraus auf folgende Weise ermitteln :

(A2.1)-qa =0 (111 60)

3
1l
[+

Soll die Potenzreihe von Null verschiedene Koeffizienten aufweisen, so muss a, $0
sein. Zur Bestimmung der Anfangsexponenten A ergibt sich somit als sogenannte determinierende

Fundamentalgleichung
AZ.1=0 (e
welche die L&sungen A =14 1 = =1 hat.

Wahlt man zur Vereinfachung o, = 1, so erhdlt man fir A o = | eine erste Potenz-

reihenentwicklung, wobei der Parameter r durch Nullsetzen des Koeffizienten aq festgelegt wird.

n=1: 02=%'[8r+ﬂ('|+]—)]=0 (1162)

m

woraus

r =2 (1 _) folgt. (11163)

Die weiteren Koeffizienten werden

: f m+)(3m-1)
n>{: Qo = i) [L % m2 B2 aun.2)+{1-—r-:7——)3{n-1) azlm] (H164)

10

und gehen fir m = —= {ber in

3

02,, ‘fnl 1' [021937532 02{n-2) + 07/[7 1) I aZ/n’f)] (11 65)



mit

r=~01625003 (1166)

Damit ist die zur Worzel A o = 1 gehérende Potenzreihen-Entwicklung volisténdig be-
stimmt, Da die Differenz der Wurzeln A - 'X] = 2 ganzzahlig ist, lassen sich die zur Wurzel

A 1 = -1 gehdrenden Koeffizienten berechnen aus

2
N a(,”o/ -ru P A oo 2n
7;’1- 2 = @ S u 2;02" U (111 67)
A'N 2-211’1

wobei zu beachten ist, dass die Koeffizienten a,, aus (11159) zu bestimmen sind und einstweilen tber
A noch nicht verfiigt werden darf. Die Koeffizienten hingen also ausser von 8 noch vom Anfangs-

exponenten A ab. Durch Ausfihren der Differentiation geht (11167) Gber in

~FU2T -1 o9 EY 2n 1 o9 2n
f =€ [,u r;-o _3_7%&;{'__1 Mo+ U In i goaz,,’lvd M ] (11168)

Fir = 0 strebt somit %4 =% O , sodass sich, wie wir spdter sehen werden, die
He ’

Bestimmung der einzelnen Koeffizienten eriibrigt.

Vir gehen nun zur Losung der inhomogenen Differentialgleichung (111 51) Gber, indem wir

die gegebene Verteilung des Temperaturgefilles in eine Potenzreihe der Gestalt

s ':_Zo C, M (11169)

-

entwickeln und fir die partikuldre Lsung den Ansatz

g
% = g M€ f b, M’ (11170)

V0

machen, Durch Differenzieren und Einsetzen in die Differentialgleichung erhdlt man die Koeffizient-

gleichung

Bt a0 b, b |

V=2 V1 v

2 :
-v(| - £8C,, [ a7y
vt Ve2



aus welcher sich durch Auflésen die Koeffizienten

bo =1 (1172)

by = 'W%i)’(ﬁ{'g" 1"'rva') by, *'5"sz,_,,+\'®-§2--8 Cv-z} 73

ergeben. Dabei ist zu beachten, dass Koeffizienten mit negativen Indizes Null zu setzen sind.

Die allgemeinste L&sung der Differentialgleichung (111 51) wird somit

¢ - Cf"PHO + C2 ﬁ;, + % (1174)

Da die Scheiben gleicher Festigkeit im Zentrum keine Bohrung besitzen, muss fir (4 =0
avch @ =0 werden, sodass sich die L3sung (111 74) reduziert auf

¢ - C1 Yo + B (n7s

Als Spezialfall wdhlen wir fir die Verteilung des Temperaturgefdlles

a¥ = ot +[1-ath) M2 (11176)

d.h,

Ca - AT’.O 77

G = 1-ath, (1178)

und erhalten

bo- 1 (1n79)

by = _;_[3(%. - %—) +k°] (11180)
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ke = 2[1-(1*-3,-3-) A-'J'o] (urgn
by = 7’;‘[%‘3’““3(%‘*%)%-‘(2) (&)
ky = —_%—-/3 (1-ah,) (11183)

v7h: by = W%TZT'[B(%—“%)’J\!-Z * '3‘32 bV"f] sy

Fir die homogene und inhomogene L&sung der Differentialgleichung (111 51) mit obigem
Verlauf des Temperaturgefdlles sind die Entwicklungskoeffizienten mit einer Querdehnzah! von 10/3

aysgewertet und die zur Berechnung von Rotoren bendtigten Gréssen im Anhang zusammengefasst,

Die Konstante Cj in (11175) lasst sich analog der Scheibe konstanter Dicke aus der Rand-
bedingung am Aussenrand ( M = 1)

2f 3 , ' ¢ B
e M-, [0 o) (i ) s ¥ s

bestimmen, Mit den Abkirzungen

A= (p”;.,._r%_%g (11186)
%
T- P5+,—;,---ﬂi 87
ergibt sich
2 8
12im*4)r Tl eF

(=1 h M- (111 88)
Ry 4 ot
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und durch Einsetzen in die Lésung (III 75) wird

12/m2-1)r
7\
A MPEFel_ M- T‘TL 3 °ﬂ,°+‘&, (11189)
i #"

Wir bezeichnen wiederum den Neigungswinkel am Aussenrand (/,l = 1) unter Einwirkung der

Warmedeformation und einem Einheitsmoment M = 1 als Einflusszahl. Diese setzt sich zusammen aus

einem ersten Anteil

2lm*1)a_ [ Y
¥ = m2E ha3’J ( A ,)“" (11190)

welcher die Wirkung des Biegemomentes am Aussenrand beriicksichtigt, und einem zweiten

oF
o[- (et

welcher vom Temperaturgefidlle allein abhdngt.

Mit den Abkiirzungen

ﬂ’o_ (192

% (11193)

erhdlt man aus (146) & (147) fir die Grasstwerte der Biegespannungen an der Aussenfaser, d.h. fir

x=th/2

B2 | 8

+MPE hy G M H',,?\se'g) ol -

Crp = m*1 2rg {e & [(;Ho}—- ’“AI A+T As aV (11194)
"" #'1

8 / £
6tb sz . ho {e T/‘Z[(%M _ ".Alase )A ,d l A'l}} (111 95)
/‘-f

= mi-f 2rq % /
8]

Im Zentrum der Scheibe ist & = A und T = T , sodass die radiale und tangentiale

Biegespannung unabhéingig von der Scheibenform den gleichen Wert annehmen,
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IV. Der Spannungszustand rotierender Zylinderschalen konstanter Dicke

Bei Rotoren sind die zwischen zwei Scheiben sich befindenden Zylinderschalen oft so
kurz, dass sich die an den Enden angreifenden Randkréifte- und momente gegenseitig beeinflussen.
Aus diesem Grunde soll nur die endlich lange Zylinderschale behandelt werden. Da die Grundglei-
chungen zur Spannungsberechnung von Zylinderschalen in der Literatur [5] [6] [7] [8] ein-
gehend beschrieben sind, soll nur so weit darauf eingegangen werden, als dies zum Verstindnis der
Ausfishrungen Gber die Einflusszahlen nétig ist. Die am Anfang dieses Kapitels erwéhnten Formeln
kénnen allerdings nicht in dieser Form direkt den oben erwédhnten Literaturstellen entnommen wer-
den, lehnen sich jedoch eng an [5] [7] an, sodass angenommen werden darf, dass der Leser bei
Zuhilfenahme derselben den Ausfithrungen mithelos folgen kann. Es handelt sich dabei im wesentli-
chen um die L 3sung der Differentialgleichung (IV 13) mit in axialer Richtung verdnderlicher Bela-
stungs- und Temperaturverteilung, welche die Voraussetzung der Entwickelbarkeit in eine hdchstens

viergliedrige Potenzreihe erfijllen muss,

Wir fihren dazu folgende Bezeichnungen ein (Abb. 4):

E = Verschiebung eines Punktes der Zylinderschalenmitteifldche senkrecht zur Erzeugenden.
8 = Verschiebung eines Punktes der Zylinderschalenmittelfldche in Richtung der Erzeugenden.
ro = Radius der Zylinderschalenmittelfldche
{ = Ldnge der Zylinderschale
h = Dicke der Zylinderschale
T = Temperatur eines beliebigen Punktes (x, z) der Zylinderschale, welche sich nach (I 11)
und (112) reduzieren lisst auf
atx)
Tixz) = Mx) + 2 5 (v 1)
mit

v = Temperatur der Zylinderschalenmittelfldche
00 = Temperatur der Zylinderschalenmittelfldche fir x = 0
aY = Temperaturgefille der Zylinderschale senkrecht zur Erzeugenden,

aVp = Temperaturgefille der Zylinderschale senkrecht zur Erzeugenden fiir x = 0,

Die in Abb. 4 eingezeichneten Krdfte und Momente sollen auf die Ldngeneinheit des Um-
fanges und die Belastung auf die Fldcheneinheit bezogen werden, Fithrt man ferner noch die Abkir-

zungen

4

& - v (IvV2)
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Abb 4 Koordinatensystemn der Zylinderschale
mit Belastung und positivern
Richtungssinn der Verschiebungen.
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g - ?E (v3)
X = Tf‘;- (v 4)
S - -;}}; avs)
= ::,,f (ve)
Az = O[1+mr )} ade v
. 3{;,7:.0 (;° )2 (ave)
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X .T% (v 9)
Y”O(\][,v‘— ;’21,%( "%' ab, av (v10)

"x' _4)44 X (V1D
7] -4,»" Y (IV12)

ein, so lautet die Differentialgleichung fiir die Verschiebung eines Punktes der Zylinderschalenmit-

telfliche senkrecht zur Erzeugenden

L E-T v

Um einfache partikulére Lsungen der inhomogenen Differentialgleichung zu erhalten, setzen
wir voraus, dass sich die Funktionen X und ¥ in je eine hochstens viergliedrige Potenzreihe der Ge-

stalt
P{i) -P°+Eg +f23g2 +[§;3 (1IV14)

entwickeln lassen,

Als allgemeine L.3sung der Differentialgleichung erh&lt man

E=(, Cos(yx) cos(yx) * Gy Cos (p3) sin(y) + (3 Sin(yx) cos(yk)
+(, Sin(;i) sinfyi) +X+ Y (Iv1s)

und die Ableitungen nach X werden
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§. Y { G [ Sin(yi) cosfyi)-Cos{yi) sin(ﬁ]* G, Sin(rx) sin(y%)
+ Cos{yx) cos(yx) ] +(3 [ Cos{y#) cos(yx)-Sin(y%) sin( ﬁ)]

+C, [ Los(px) sin(y%)*Sinfr¥) cos{ﬁ)]) Xy (v 16)

£-2 P l: G Sin(R)sin(yx)* Gz Sin(y) cos(yx)~C3 Cos(yR) sin(yX)

* C4 Cos(yx) COS()‘)T)]*X"* ' (IvV17)

E - 2)-3{-& [ Cos(y#) sinfy%) +Sin(¢%) cos( rx)] +C,|Cos{yx) cos(y¥)
~Sin(¢x) sin| xi)] - (3 [Sin( ¢%) sin(y) + Cos(y%) cos (%) ]
+G [5,',-,(;:?) cos(ﬁ)—Cos(ﬁ)sin(yi)]} + X"y (v 18)

Fir die meridionalen und tangentialen Biege- bzw, Membranspannungen ergeben sich die

Avusdriicke

Gxp =~ TnZZ-E’ (‘é‘) ' (g"* Az A\—ﬂ (1v19)
Gyb =—Tr:7;:E,—' (7.2;) (ﬁ’--?"-f-')\z 43) (v 20

bzw, 6xo - m E [E_m E'—(mfﬂ (X]]'o ]}] (1Ivam)

m2-1



-43.

6y,- ,’Zl::, -[m —E.- E'—{m*ﬂd 7}05] (v 22)

Nimmt man an, dass die Membranspannungen in x -Richtung vernachldssigbar klein sind,

so kann

-E."m E,‘{m"‘” <t =0 (v 23)

gesetzt werden,

Damit wird

€ - %—[f-(m#) o, ‘U‘] (v 24)

und der Ausdruck fiir die Membranspannung in tangentialer Richtung geht Gber in

Gy, = E (E—O( 1]',,1_7') | (1v 25)

Die Verschiebung E ist mit den oben eingefihrten Randkrdften und -momenten durch die

Gleichungen

+hb 26 p3 »
M; =_hf/26xb z2dz = - %EZ% . (E 2, 43) (Iv 26)

+hjy
2 3 =i _
My"_’{/zéyb 2dr--EW_ (L. E' 3w

dM; 2F R3 = -
R = [ %) e

verknipft.

Die vier Integrationskonstanten Cy bis C4 lassen sich aus den folgenden Randbedingungen

bestimmen



Mz =~ E?r?zwzﬂ;}% (&, AI—")'O -Mo

X0
G| =~ (E4%, o) -0,

und mit den Abkiirzungen

Q=-yl

p - 12lm*-1)r,
m2E h3

12[m*1)r,2

- =pl
9-—meeps P

SinQ CosQ —s5inG2 cosQ

a- Sin?Q) - sin?Q)

(iv29)

(v 30)

(1v31)

(v 32)

(Iv 33)

(Iv 34)

(v 35)

(1v 36)
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p .SinQ CosQ+sinQ cosQ
Sin%Q-sin?Q

c- S5in?Q + sin®Q
Sin®Q -sin?Q

4 --2nQ sinQ
Sin2Q - sin?Q

_LosQ sinQ-SinQ cosQ

€ Sin*Q -sin2Q

¢ . LosQ snQ +SinQ cosQ

Sin?Q - sin2Q

g- sim Q)
Sin2Q-sin*Q

__ Sin?Q
h Sin2Q-sin*Q

s = X'+, o

= X+¥

(Iv37)

(v 38)

(Iv 39)

(1V 40)

(1v 41)

(v 42)

(Iv 43)

1V 44)

(IV 45)



S/ =Sy s/ -5 (Iv 46)
-0 4

] l =lo « 0] =i IV 47)
710 i/-f f

Cf"ﬁ'{;'(qao*sé)*%(q G +s;) +¢(p Myrso)-2d(pM ‘51)} (v

Co = [ 196 s) 2 0o 57)oblp oo )-FpMposg] v
er ! (] r [ 4 P ° P (4

G = 2z {19059+ (4 8eeseb(pMors)-HpMpes)] v

Cq'_TQ;—z‘(P Mo+ So) (Iv 51)

Fir die Verschiebung § und den Neigungswinkel E'un den Enden der Zylinderschale

erhd!lt man die Ausdriicke

x=0: - §°T =Ci+lo (Iv52)

., -r(cooCeis
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X-F: §,.=C CosQ cosQ+C, CosQ sinQ+ G SinQ cosQ

+ 0y SiNQ sinQ+ip (v 54)

€ -t [G(5inQ cosR~CosQ sin Q)+G,(SinQ sin@+CosQ cos©)

+ G[CosQ cosQ-5inQ sinQ)+(,[CosQ sinQ+SinQ casQ)]*i(' (1 55)

welche durch Einsetzen der Konstanten Cy bis C4 ubergehen in

or'“'z’fi'{%'( q 00*53)' 're‘( q Qp+sz)+ Clp M,*Sa)-Zd( p H{"Sg)} tlo (IV56)
g ¢;T = fff {f’( q 00'55)’%4‘(‘7 Gp*sp)*+2b(p M, +s0)-2F(p M(*S()}i‘fo‘ (IV 57)

g(r = -2-’72—{_;'(‘7 00*56)+ -xq{q Gy +5f')*2d(pMo+$°) - c(p M +5()}+,‘( (1V 58)

3
&r = 2 {340 Qi)+ £-(q Gsi)2H{p Movse) ~2bp Mgz v

Wir bezeichnen nun die Verschiebung E und den Neigungswinkel E' an den Enden der
Zylinderschale X = 0 und X = T unter Einwirkung einer Einheitskraft Q = | resp. eines Einheitsmo-
mentes M = 1, sowie der Belastung und der Warmedeformation, als Einflusszahlen, Man erkennt, dass
sich diese in die folgenden zwei Gruppen unterteilen lassen, Die Bedeutung der Indizes ldsst sich
leicht merken, wenn man beachtet, dass sich der erste auf den Ort der Deformation bezieht, wihrend

der zweite auf den Ort der Kraft- resp, Momenteinwirkung hinweist.
Die Einflusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung lauten demnach

-— q‘ a
§ae: ~Z (1v60)
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§a"'o- be
tMo =ch’_
r
Eom, " %
500,'"18—
2y3
qd

(IvéeY)

(1v 62)

(1V63)

(1v 64)

(1v65)

(1v 66)

(Ive67)

(1v 68)

(IV69)



und diejenigen der Einwirkung einer Belastung und der Wirmedeformation werden :

'Z_IP[ ars" +C S+
[

{

2y

1
2y2

_49.

= a
§ o, = "2p3
— gc
Eca, S T2p2
- pd
Eant = 12
— _ p f
on” " F
= __bpc
e 2r%
— p,b
gf"t--T

! ¢

esp

~ 2dsp [+1,

sto +2b 504,2(_;/‘5(._[ 5()]4- {,é

’ / .
€%, 2ds,+ g5 ¢ s,]Hp

(1v 70)

(v7n

(Iv72)

(Iv73)

(1v74)

(Iv75)

(v 76)

(Iv77)

(1Iv78)
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g; - —21}‘[ (dso +fs ) '2b$(]*l( (v 79)

Beachtet man weiter, dass die Einflusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung am rechten

Ende der Zylinderschalen geméss den Gleichungen

§oa, - - Eea; (1v 80)
g;o( = ge'ao (ven
Ef@( - — ano (v 82)
E;Q, - gclaao (Ve
B - B, wen
E('m, E ;Ho (v 85)
Eﬂ,{ EO"O (1v86)
§,',,{ - g‘;"o (1Iv87)

durch diejenigen der Einwirkung am linken Ende ausgedriickt werden kdnnen, so lassen sich die Kon-

stanten Cy bis C4 mit den oben eingefihrten Einflusszahlen wie folgt darstellen :
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E E 3 - as; est
(=@ goa;‘MO Eong Gt §M!+M( Eomy 2 )’z( °+cs°+ £ 2d$,) (v 88)

1 —1 5! ds!
Co- f[ qng +Mo 0M+Q( §oe H(Eo” 7 LY orbso 2 -fs)] (1V 89)

(s~ zr[ *M, Eon* Qf§ *M(E +;\/hrs° +bs, ds‘ fS()] (v 90)
{
Com- z_tf‘(Mo p+s°) (v 1)

Sind die Randkréfte und -momente durch die Gleichgewichts- und Deformationsbedingungen
bestimmt, so lassen sich die Verschiebung und deren Ableitungen, sowie die Membran- und Biegespan-

nungen an einer beliebigen Stelle der Zylinderschale leicht berechnen.
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V. Die Spannungsberechnung von Rotoren, die aus Scheiben und Zylinderschalen aufgebaut sind

§ 1. Herleitung der Grundgleichungen

Die in den vorhergehenden Kapiteln abgeleiteten Einflusszahlen erm3glichen eine iber-
sichtliche Berechnung der in solchen Rotoren auftretenden Spannungen. Firr alle Zylinderschalen und
Scheiben soll das in Abb, 6 festgelegte Koordinatensystem gelten. Ferner sollen sowoh! Kréfte als

auch Momente in der eingezeichneten Richtung als positiv bezeichnet werden.

Der Rotor (Abb. 5) wird in Scheiben und Zylinderschalen konstanter Dicke aufgeteilt und
die an den Schnittstellen angreifenden Krdfte und Momente eingefishrt, Durch Formulieren der Gleich-
gewichts- und Deformationsbedingungen erhdlt man ein Gleichungssystem zur Berechnung der unbe.
kannten Krdfte und Momente. Die Lage der Schnittstellen ist dabei etwas willkirlich und soll so fest-
gelegt werden, dass der Radius der Zylinderschalenmittelfldche r, dem Aussenradius der Scheiben r,
entspricht, und die Enden der Zylinderschalen durch die Mittelfldchen der Scheiben begrenzt sind.
Diese Aufteilung hat den Vorteil, dass in den Deformationsbedingungen nur die bezogenen Verschie-
bungen gs und E auftreten und die Radien r, und r_ herausfallen. Die Berechnung der Spannun-

gen der Scheiben ist jedoch nur bis zum Innenradius der Zylinderschalen sinnvoll (Abb, 10).

Fir die Schnittstellen der Zylinderschalen und Scheiben k3nnen folgende Gleichgewichts-

bedingungen aufgestellt werden :

Ki+Qeo-Qgy = 0

V1)
Kp +Qey - Q2 ~ 0
kn *Gpy-Gon = 0
My + Moy - Mo =0
Mz + Mgg =My =~ 0
(V)

Mn + Mon - My = O

Die weiteren Bedingungen beziehen sich auf die Deformation an den Schnittstellen. Es
miissen ndmlich sowohl die Verschiebung als auch der Neigungswinkel der Zylinderschale v -1
mit den entsprechenden Werten der Zylinderschale » iibereinstimmen und gleich den Werten der
Scheibe V am Aussenrand sein. Diese, als Deformationsbedingungen bezeichneten Gleichungen,
lassen sich demnach wie folgt anschreiben. Es ist dabei zu beachten, dass sich der letzte Index

der Einflusszahlen auf die Nummer der Zylinderschale bzw. der Scheibe hezieht,
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Abb.5. Beispiel eines Rotars.
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Abb.6. Aufteilung des Rotors in Scheiben und Zylinderschalen.
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Qoo Era,0° Moo B o* Qto §rapo™™eo Eemo*Ero

=0y EOO°1+M01 § om 1 * 0oy an,ﬁ”u §0H(1 ¥ Em = Esm Ky + S

(V3) (V4)

0o{n—1) fca,m)* ojn-1) ftno(n-f)* G((n-1) Eta({n-f) *M((n—ﬂ fm,(n-f) * Et{n-f)

= OOn ? Oﬂon*MOn F OHan+ afn EOG(n+M!n 5 OM'n* g on " E Skn K" * E utn

— — — —_ -1
O00 Erg0*Moo Emo* o Era,0 Mo Eempo* Ero

— —1 —i bad ~1
= Gy §oa01 Moy Eonof QU anﬂ My & oMl * Eor = ‘Ps1 M, + ¥y

(V3) (V)

Q=) Eeqpn-i Mop-1 E em,n-1)* Q) gca,(m) +Mefo-1) gm,{n-f) *Ec(m)

-t -l — -1 —1
'-'aan EOGon +M()n EOM°n+0(n E Ootn"Mln E Oth+ E on" 'PSn Mn * 'P\)n

Die Zah! der unbekannten Krdfte und Momente belduft sich auf 4 - (n+1) bei den Zylinder-
schalen und auf 2n bei den Scheiben, sodass insgesamt én + 4 unbekannte Gréssen auftreten, zu deren

Bestimmung 4n Deformations- und 2n Gleichgewichtsbedingungen, also 6n Gleichungen vorliegen. Die
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vier noch fehlenden Gleichungen beziehen sich auf das linke bzw. rechte Ende der Zylinderschale 0
resp. n und sollen spiiter noch festgelegt werden. Es ist nun noheliegend die 2n Unbekannten Ky bis
K,, und My bis M_ dadurch zu eliminieren, dass man dieselben durch die entsprechenden Gréssen der
Zylinderschalen ausdriickt und in die Deformationsbedingungen einsetzt, Ersetzt man ferner die Ein-
flusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung am rechten Ende der Zylinderschalen nach den Gleichun-
gen (1V 80) bis (IV 87) durch diejenigen am linken Ende, so gehen die Deformationsbedingungen Gber

in

“Ooo §“lo+Moa§,m +Q{o( ésn‘goool)*ng 0~y gsm = Eudl"gm
; {0 %

v7)

g Boagn By %80  Bstr S g i By OBt ot g

0:01 (500,1' Esm)‘Mm EOH,1+0(0 Eo 0y §M,1 * My 5’"{1 = Em}!—gm

(v 8)

Gor { anan- § sx:)*”on § on* Oy €t Oen goo(n"M!n Eon(n = SonEon

a__oo E«,O'Moo Eon,a‘“ato § oe,o'Meo{ Eon,o* ﬁ‘t) Moy b = y-F t.o

v9

ao{rr' Eetr) oo E, 17841 Eoe M0 Eomo* Mot En

001 foqﬁ”m(?ovov’vsl)’angn My Eonu ol = f\w‘fo:

(v10)

00" § n "On(fm.n sn)*of an Mt EOH(n t(n-1) fon = %n-EOn
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Fir die folgenden Betrachtungen wollen wir annehmen, dass das linke bzw, rechte Ende

der Zylinderschale Oresp, n frei sei. Die vier noch fehlenden Gleichungen lauten domit
Qo0 Moo= Qen = Men= 0 vy

sodass man zur Bestimmung der 4n Unbekannten 4n Gleichungen besitzt, von denen jedoch, wie man
sich leicht Uberzeugen kann, vier nur einen Teil der Unbekannten enthalten. Es ist deshalb, insbe-
sondere beim Rechnen mit Handrechenmaschinen, zweckmissig, aus diesen 4 Gleichungen 4 Unbe-
kannten zu eliminieren, wodurch ein Gleichungssysfem von 4(n~1) Gleichungen mit 4(n-1) Unbekann-
ten Ubrig bleibt, Bei zwei Scheiben erhdlt man somit 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten, deren Bestim-
mung ca. zwei Stunden in Anspruch nimmt, sofern man sich des Aufldsungsverfahrens nach Banachie-
wicz [9] bedient. Da nun der Rechenaufwand im wesentlichen mit der dritten Potenz der Anzahl Un-
bekannten ansteigt, wirde die Aufldsung mit Handrechenmaschine bei drei Scheiben ca. 16 Stunden
betragen. In den letzten Jahren hat jedoch die L.8sung technischer Probleme mit elekironischen Re-
chenmaschinen weite Verbreitung gefunden und es existieren Rechenprogramme zur Auflsung von
Gleichungssystemen mit beliebiger Anzahl Unbekannten, Die Rechenzeit in Sekunden zur Auflésung
solcher Gleichungssysteme betrégt dabei ca. 0,1 n3, wobei n die Anzahl der Unbekannten bedeutet.
Bei Rotoren mit 6 Scheiben wiirde sich damit eine Rechenzeit von ca. 13 Minuten ergeben, welche
dem heutigen Stand der Technik durchaus angemessen erscheint, umsomehr als sich die Berechnung
der Einflusszahlen zur Aufstellung des Gleichungssystems mit den im Anhang enthaltenen Kurven-
blattern sehr einfach gestaltet, Wir werden im § 2 und 3 dieses Kapitels sehen, dass sich die Be-
rechnung der Spannungen in Rotoren mittels Einflusszahlen vollstdndig schematisieren ldsst, sodass
sich bei wiederholter Durchfhrung die Aufstellung eines Rechenprogrammes lohnen wirde, mittels
dessen durch Eingabe der geometrischen und physikalischen Gréssen die gesamte Spannungsberech-

nung der elektronischen Rechenmaschine Gherlassen werden k3nnte.

Es ist ferner bemerkenswert, dass die Koeffizienten des Gleichungssystems nur von der
geometrischen Form des Rotors abhdngen, withrend die rechten Seiten durch den Temperaturverlauf
und die Belastung allein bestimmt sind. Dies erméglicht, bei richtiger Wahl des Auflgsungsverfahrens,

mit geringem Mehraufwand verschiedene Temperaturverteilungen und Belastungen zu untersuchen.
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§ 2. Des praktische Vorgehen bei der Spannungsberechnung

In diesem Abschnitt soll das praktische Vorgehen bei der Spannungsberechnung von Roto-
ren besprochen werden, Die das Problem bestimmenden geometrische und physikalische Gréssen, die
Abkirzungen und die in den vorhergehenden Kapiteln abgeleiteten Formeln sollen zusammengefasst
werden um Spannungsberechnungen ohne eingehendes Studium der vorangehenden Ausfihrungen durch-

fuhren zu kdnnen.

Zu diesem Ende sollen zuerst folgende Bezeichnungen wiederholt werden,

E = Elastizitdtsmodul

m = Querdehnzahl, welche bei den numerischen Berechnungen zu 10/ 3 angenommen
wurde,

& = Lineare Warmedehnzahl .

& = Dichte

h = Dicke der Scheibe bzw. der Zylinderschale

T o= e—g-,u’ (1112)
bezogene Scheibendicke bei der Scheibe mit dem Profil einer Scheibe
"gleicher Festigkeit"

o = Radius der Zylinderschalenmittelfiache

= Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe bzw. der Zylinderschale
£ = Lénge der Zylinderschale

Y = Temperatur der Mittelfliiche der Scheibe bzw. der Zylinderschale
AY = Temperaturgefille in x-Richtung der Scheibe bzw. z-Richtung der Zylinderschale

E = Verschiebung eines Punktes der Mittelfldche bei der Scheibe in radialer Richtung
und bei der Zylinderschale senkrecht zur Erzeugenden

¥ = Neigungswinkel, den die Scheibennormale mit der x-Achse bildet,

Die Indizes O bzw. £ beziehen sich bei der Zylinderschale auf das linke bzw. rechte

Ende und bei der Scheibe weisen die Indizes 0 bzw. a auf das Zentrum bzw. den Aussenrand hin.

Die Temperatur einer beliebigen Stelle der Scheibe bzw. der Zylinderschale soll sich

angendhert darstellen lassen durch

aul
];,“-")s I]'{;z) + ) ._—h'“ (10)

bzw,

a \]'{x)

-I]X,Z) -l’(x, +Z h (v
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Bei~gegebener Temperaturverteilung sind die Grossen v und a¥ nach § 2, Kap. | zu

bestimmen aus den Beziehungen

2
al) = HE f Tpy X dx
-hl
bzw,
ohp
Wy = H f ﬁx,z) dz
H
0'1/2
atn = % I-ﬁu) zdz
e

Als dimensionslose Grdssen und Abkiirzungen sind wichtig. Bei der Scheibe

(1

(112)

(V12)

(V13)

(133)

(134)

(135)

(136)
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und bei der Zylinderschale

(137)

(138)

(139)

(1 40)

(11 49)

(Iv2)

(v 3)

(v 4)

(tvs)
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(1vV 6)

(tv7)

Das Problem ist durch folgende geometrische und physikalische Gréssen bestimmt :

Scheibe : Aussenradius
Dicke

Umfangsgeschwindigkeit
Temperatur der Mittelfltche

Temperaturgefille senkrecht zur Mittelfidche

Zylinder-

schale: Radius der Mittelfldche
Dicke
|_8nge

Schaufelzug = spezifische Zugbelastung durch

die Schaufeln

Umfangsgeschwindigkeit

Temperatur der Mittelflache

Temperaturgefille senkrecht zur Mittelfldche

Ta

h

Bei der Scheibe konstanter Dicke beginnt man zweckmdssig mit der Berechnung der folgen-

den Einflusszahlen :

= m-1 1
Esx =—.Eh_

(18

(119)

(t119)
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Ewv= Eu+5y i
12{m-1)-ra
. elm-1-fa (1147)
¥ mEh?
7 -
@y = —2—(1+ ath) (11 50)

Bei der Scheibe mit dem Profil einer Scheibe "gleicher Festigkeit" hat man anstatt dessen die folgen-

den Einflusszahlen zu bestimmen:

= m2-1 | 5
Es“-—"""’_'—fnh—'(_l"—)’u., {111 42)
E\}- = 5[(1_%)._%_.*_6_”"] (11 43)

(111 44)

e
n
X
'_l"
x|e-
—J| v
+
e<| =
=

Em,'- §u+ E\’ (111 45)

0 - 1_2{_”"_2_’)_'3_{&.&) (11190)
s “"mZERZ (4 »
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B
- g2 (L - e®) du]
¥y ls[xs (ls ) iy (11191)

Die darin auftretenden Funktionen sind aus den im Anhang enthaltenen Kurvenbldtter S, 82 -104 zu

entnehmen und definiert durch

I '§”+—r;.,-% (11136)
>y 1 Pe

A= EP\}*TH_'T (1137)
- B .1 5P

¢ EPu+ m (1138)

A = %+%-%ﬁ (11186)
Y | ¥

m=¢ +F'7 (1187

Hierbei ist
- » Y (11114)
§p\’ 6,“ vz.oay/l 11

die L8sung der inhomogenen Differentialgleichung (111 8) mit Temperaturglied

179 '-"'X,Ugby,uv (11130)
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die L8sung der inhomogenen Differentialgleichung (Il 8) mit Fliehkraft,

B 2
fo = As e &6/ > bv/u" (1170)

y=0

die L&sung der inhomogenen Differentialgleichung (11151),

=r &
/lzngo az,,/uz" (11152)

Bol 1 €

Y

die L&sung der homogenen Differentialgleichung (111 51), und

g, die L8sung der homogenen Differentialgleichungen (1118), welche aus P”o gewonnen werden
kann, indem %o durch §” und 8 durch ﬂ/3 ersetzt wird, Weiter ist

B =6 7’;—" ans)
a

also durch das Verhiltnis der Scheibendicke im Zentrum und am Aussenrand gegeben,

Wird der Rotor so erwdrmt, dass iberall dieselbe Temperatur vorhanden ist, so entstehen
keine Warmespannungen, sofern die Werte der Warmedehnzahlen in Abhédngigkeit von der Temperatur
bei den Scheiben und den Zylinderschalen gleich sind und sich der Rotor frei dehnen kann, Warme-
spannungen werden somit unter den oben erwiihnten Voraussetzungen nur durch Temperaturunterschiede
innerhalb des Rotors hervorgerufen. Man kann daher wilikiirlich die tiefste Temperatur im Rotor als
Nullpunkt der Temperaturmessung wihlen, Damit sind auch die Nullpunkte sémtlicher Verschiebungen
festgelegt. Alle Verschiebungen sind Null, wenn der Rotor in Ruhe ist, keine dusseren Krdfte auf ihn

einwirken und iiberall die als Nullpunkt gewdhlte Temperatur aufweist.

Der Temperaturverlauf der Mittelfidche soll dem Ansatz J- 170 “'(f‘ 170) /I’
geniigen, wa_hrend das T_emperaturgeféille den Ansatz 4:7'4[7‘,4'("4 Jo)/uz zv erfiilien hat, Die
Parameter Up bzw. a4t dienen zur Charakterisierung des Verlaufes ldngs des Scheibenradius. Der
erste ist voraussetzungsgemdss 0O (70 1 und da das Temperaturgefille ldngs der Scheibe die-

selbe Richtung hat, so gilt fir den zweiten ebenfalls 0= Alio =1.

Das Vorzeichen des Temperaturgefilles 4Ug ist nach Gleichung (1 10) so festgelegt, dass
dusselb; positiv zu nehmen ist, wenn die Temperatur an der Aussenfaser X=+ 2A heher ist als bei
X==2 . Um Uebereinstimmung mit dem in Abb. 6 gewdhlten Richtungssinn der Kriifte und Momente
zu gewdhrleisten, ist der in Abb, 7 eingezeichnete positive Richtungssinn der Einflusszahlen zu beach-

ten.

Als Vorarbeit sind bei der Zylinderschale zuerst die Gréssen
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zu berechnen, und die Werte

q- SinQ CosQ-sinQ cosQ
Sin?Q - sin?Q

b SinC2 CosQ+sinQ cosQ2

Sin2Q-sin?g2

5in2Q2 +sin?C2

C == .
Sin?Q2- sin?Q

_ 5inQ sin@
Sin*Q-5in*Q2

Cos Q sin@-Sin &2 cos§2

e= Sin?Q-sin?G2

(1v 8)

(1v 33)

(v 34)

(1v 35)

(v 36)

av3n

(1v 38)

(1v 39)

(1v 40)
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f = CosS2 sinQ2+5in &2 €05L2 avan
Sin?Q2-sin2Q2

aus dem Kurvenblatt $.111 zu entnehmen,

Abh 7. Posiliver Richtungssinn Abb.8 Positiver Richtungssinn der
der Einflusszahlen der Scheibe. Einflusszahlen der Zylinderschale.
z
¥s . B g B
- - - A{’ >0 - & %{gf
Bor 8., 8y & | /
u»0,7>0 S X
| \ X=0 1174
- :

Damit lassen sich die Einflusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung nach den Gleichun-

gen

E =—ﬂ {1V 60)
0Q, 2x3
—
gc
L:oaf .EF (IV6)
ge (1V 68)

§00e=_ 2y
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z . 99 (IV 69)

— p c
§0H° - - —23‘—2— (v 64)
- pb
z - pd_ (v 72)
OMp 2
f' ._PE (v 73)
OMp Y
berechnen.
Als ndchster Schritt sind die Ausdrijcke
X = _r—o- . L (tv 9)
h E

und

(tv10)
in je eine hdchstens viergliedrige Potenzreihe der Gestalt
Pa = PorPi R a2+ Py i e

zu entwickeln, sofern dieselben nicht in dieser Form vorliegen. Die Belastung p setzt sich zusammen

aus dem Schaufelzug pg und der Fliehkraft der Zylinderschale, welche durch
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co.h 2
P = g ro u (V 14)
ausgedriickt werden kann.
Damit kénnen die Gréssen

S=X"+¥' 4, a0 (IV 44)
I = X+Yy (IV 45)

und die Einflusszahlen der Einwirkung der Belastung und der Warmedeformation

z 1 [as, es’' :
€, =~ g o c e FC-2d 5] vio e

cs. : \
E, - —2’7[ =+ 2b s,,*Z(-%-S-'-fs()]* io v 7

= { es, a sy .
& - -271[ ¥ +2d5°+T( —cs,}w av7e)

berechnet werden.

Der positive Richtungssinn der Einflusszahlen der Zylinderschale ist in Abb. 8 angedeutet,
Das Temperaturgefille in Gleichung (IV 7) ist gemdss (IV 1) positiv einzusetzen, wenn die Temperatur
der Aussenfaser Z=+ 2ﬁ hsher ist als bei Z-—z,A . Es ist ferner bemerkenswert, dass die ver-

schiedenen Dicken der Zylinderschalen ohne Mehrarbeit leicht beriicksichtigt werden kénnen, Die ein-
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schriinkenden Voraussetzungen, die bisher gemacht wurden, beziehen sich lediglich auf die Konstanz

der Dicke der einzelnen Zylinderschalen, sowie auf die oben erwdhnte Entwickelbarkeit der Funk-

tionen X und ¥

Damit sind s8mtliche Gréssen berechnet, um das Gleichungssystem (V7) bis (V 11) in
numerischer Form anschreiben zu kénnen, Das im § 1 dieses Kapitels erwdhnte Auflgsungsverfah-
ren liefert zusammen mit den Gleichgewichtsbedingungen (V1) (V 2) die Randkrdfte und Momente,

sodass sich die Konstanten

2 - c - _1 (385, e s¢
Cr= Qo BoosMo on; Ot Soa,Mr Sowe 2y { ¥ C%* : ‘stl) (v 88)

9%

drsé -f 5()] (IV 89)

[Go +Mo Fort O gmtn, go”( 55
ds
(3= 2,‘[00 *Mo §an Q qu, Mfg,,, (_'9+bs° Y -fs)] (IV 90)

1
Cp=- 2_)‘5.{/‘10 Pfso) (v 91)

bestimmen lassen, wobei die Gréssen

g- sin?Q

Sn20-sin?0 (Iv42)
n2
h- Sin?Q (v 43)

Sin?Q-sin%Q

wiederum aus dem Kurvenblatt S. 111 zu entnehmen sind.

Die Kenntnis dieser Konstanten fihrt zur Verschiebung
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B=Cy Cos{t)cos{y )+ Cz Cos{t) Sin(r5)*C; Sin(1%) cos{y3)
+C4 Sin(px) sin(px)+X+y¥  (v15)

und deren zweiten Ableitung
=
§ ~27[-; Sin{1%) sinfy3)+CoSin(y) cosfy)-CsCost) sinfr)

+ Gy Cos(yi) Cas{)'i)] a3 (v17)

an einer beliebigen Stelle der Zylinderschale, wobei das Kurvenblatt S. 112 der Ausdriicke

Cosfyx) cos{ri) V1)
Cos{yx) sin(y 3) vV 16)
Sin(¢x) cos(sX) V17
Sin(yx) sin(yx) v 18)

wiederum nitzliche Dienste leistet .

Die Membran. bzw, Biegespannungen mit deren Grésstwerten fir z = + h/ 2 ergeben sich

vollends aus

Gy, = E( E-av, 3) (1v25)
bzw,
2 N -
G =+ nnzz.Ef "zb};( §+2z ‘“") (1v19)
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mE h (1 F'.. =
Gy = +m'z—r;‘(ﬁ§ +Az 47) (V20

womit der Spannungszustand der Zylinderschale vollstdndig bekannt ist,

Die Membranspannungen der Scheibe konstanter Dicke berechnen sich ferner aus

Gro= Cq+ 38’:; 1 .guz(f-,uz) +GroT (1 12)
G- 6a+ 3me1 9u’(1 me3 ,uz)+6t,r (113)
BroT= .Q'_f_l.’;‘.! (1-,1){4 _/uz) (11 20)
GtoT= a 54 va .(1-{10)(1- 3/42) (121

und die Grésstwerte der Biegespannungen an der Aussenfaser x = t+ h/2 werden

6rb = £ %M b '85 au?a (f’AlZ)(f—luz) (1t 51)
G = * 7.,6;2 is adﬂafl-m} )(1’3/.42) (11 52)

Bei der Scheibe mit dem Profil einer Scheibe "gleicher Festigkeit® kinnen die Werte der
Ausdriicke

1

f-%g % o (1n46)

§P.;

By

(111 47)

BI*
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¢ = -n% EPu+ 7 (111 48)
A= F{f . ?;I;+ %3 (1192)
ﬁ =F;7_. (f’; +% (1193)

wiederum den entsprechenden Kurvenbldttern entnommen werden, Damit erhdlt man als Membranspan-

nungen

6m=m2_E.{{/£g$K + 5-_/1-4’/ )/"+/|_+¢>-5{b} (111 49)

_.m2E {(K E ,4 ) + N+0 \—}} (1150)

und fiir die Grésstwerte der Biegespannungen an der Aussenfaser x = t h/2

I
B2 | T
e m2E he [oeHfM _ThatAs €V ) <] ies
S "me1 2r, {e [(v;,o/ Y Jamacady o
oot st
8 [ 2
L mE b, [EFeM The-Ase®y_
#" Fl’1

womit der Spannungszustand der Scheiben ebenfalls bekannt ist,
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§ 3. Die numerische Durchfihrung der Rechnung an Hand einiger Beispiele

3.1. Gasturbinen-Rotor mit Scheiben konstanter Dicke

Aus Abb. 9 entnehmen wir als Grundlage der Berechnung folgende Gr3ssen :

Scheibe Scheibe
Nr. 1 Nr. 2
Aussenradius Mo cm 57,5 57,5
Dicke h cm 12 12
Umfangsgeschwindigkeit u=r, W cm/ sek 1,805 104 1,805- 104
Temperatur der Mittelflache
am Aussenrand Yq °C 97.5 32,5
7}0 0 0
Temperaturgefille senkrecht
zur Mittelfldche a¥q °c =21 =21
a, 0,25 0,25
Zylinderschale
Nr. O Nr. 1 Nr. 2
Radius der Mittelfldche o cm 57,5 57,5 57,5
Dicke h cm 15 15 15
Lé&nge 4 cm 18,5 37 18,5
Schaufelzug P Mdyn/ cm? 120 120 120
Umfangsgeschwindigkeit  v=r "W cm/sek 1,805-104  1,805-104 1,805 10%

Temperatur der Mittelfldche J und Temperaturgefille senkrecht zur Mittelfldche 417 in°C

Zylinderschul‘e Nr. 0: Iz = 4_3
* " Nr1:U =ad
" * Nr.2: 3 = A-ly

0,777 (1,289-%)
1,037 (0,965-x)
3,11 (0,3215-%)

Mit einem Elastizitdtsmodul E von 2,06 - 106 Mdyn/ cm?, einer Querdehnzahl m von 10/3,
einer linearen Wirmedehnzah! @ von 121076+ °C ™7 ynd einer Dichte § fir Stahl von 7,84~ 10~6

Mdyn/cm2 erhdlt man als Einflusszahlen der Scheiben
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Nr. 1 Nr. 2
3 cm =
Bsks = 28%-10°8 Mdyn Boo = 2,83%-10°8
- -7 1 = 107
Psy 1,359-10 Vdyn Y2 1,359-10
8,91 = 80201074 Bu2= 412071074
Pyy = -7,540-1074 P92 = -7,540.104
Abh 9.Gasturbinen-Rolor mit Scheiben konstanter Dicke.
—— Verlouf der Temperatur der Mittelfliche
-- - Verlauf des Temperaturgetilles senkrecht zur Mittelfidche
—-— Schautelzug, iber die ganze Fidche rerteilt gedacht
Drehzah! n=3000 U/min
130
2n~g\\ . Vl?bﬁdyn/g:_n__r_f
Zylinderschale N0 Net - MrE
-21°C 975°C -21°C _| 325°C ~
‘\‘ , / 1 Ly
[} \
125 \| o] /250 aoi 125
W / 740\
) [
\ v
| \ %
: ‘-. &
] ]
| |
' i
' |
‘ .
1| |orenactse des| |
~525°C Rotors _B25°C
Scheibem:1 Nr2

cm

Mdyn
1
dyn
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Die Gréssen Y 4, p und q, welche fir alle drei Zylinderschalen gleiche Werte annehmen,

werden
4 _ = -8 1 - -6
= 40,20 = 9 047-10 = 5202-10~° _cm_
! , P , Wiy q , Ty

und mit §2 = 0,81 bzw. 1,62 for die Zylinderschalen Nr, 0 und 2 bzw, Zylinderschale Nr. 1 erhdlt

man

Zylinderschalen

Nr.0 und 2 Nr. 1
a = 2,480 1,312
b = 5,940 1,292
c = 4,630 1,409
d = 2,265 0,496
e = 1,230 0,559
f = 5,530 0,512

wobei zu beachten ist, dass bei genaueren Rechnungen eine Interpolation mit den im Anhang enthalte-
nen Tabellen $.105 - 108 einer Entnahme der Werte aus dem Kurvenblatt $.111 vorzuziehen ist. Die

Einflusszahlen der Kraft- und Momenteinwirkung ergeben sich somit zu

Zylinderschalen

Nr. O und 2 Nr. 1
E = -4,034-10~7 _cm_ -2,137-10-7 _¢&m
goa" ! Mdyn ! Mdyn
—t
Boo, = 1,895-106 = 57631077 »
=3 — .10-8 L]
€ = 9,098+ 10
£, - —_— 4,06016~7 =
oq,
E = -3,300-10-8 __1_ -1,004-10"8 _1_
g0""0 ! Mdyn Mdyn
g - 2,132-10-7 " 4,641-10°8
oM, g '
EOH’ = —_ 7,078-10-9 =
E;m, = -1,841-10-8 »

Die Grosse X , welche fir alle drei Zylinderschalen den gleichen Wert annimmt, wird

o Ps

2
X = S-EE-+h—-—E——= 124-10°3  + 2,235-10% = 1,4635-10~3
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und die Ausdriicke fir ¥ und Az 4 l-i lauten

Zylinderschale Nr. 0 ¥ = 1,211-103 - (1,289-%)
Azad = 1,16 -1073 - (1,289-%)

" "N y = 1,211:103 - (0,965-%)
Aza¥ = 1,06 -1073 - (0,965-%)

" " N2 ¥ = 1211-1003 - (0,3215-%)

Aza¥ = 1,16 <1073 - (0,3215-%)

Da X' = X” = q" = 0 ist, lassen sich die Grésseni und s = 'Az Al’ for

das linke und rechte Ende der Zylinderschalen wie folgt anschreiben :

Zylinderschale Zylinderschale Zylinderschale
Nr. 0 Nr. 1 Nr. 2
i, = 2,6355-1073 i, = 1,8535-10"3
ip = 2,635-10°3 ip = 1,8535-10-3
so = 1,121-1073 sy = 3,73-107
- .10-3 - -4
sp = 1121010 sp = 373 10
Mit den fir alle Zylinderschalen konstanten Werten i' = -1,211-10=3 ynd
st = Az 4!7' = -1,16* 10-3 werden die Einflusszahlen der Einwirkung der Belastung,

und der Warmedeformation

Zylinderschale Zylinderschale Zylinderschale
Nr.0 : Nr. 1 Nr, 2
g - ——— 2,6081- 10-3 1,8518- 103
E - —— -9,295-10~4 -1,1674- 1073
B, = 2,6243-1073 1,8321- 1073
g, = -1416-1073 1,3929- 10°3
e = -l -l

Da die Zylinderschalen Nr. 0 und 2 am linken bzw. rechten Ende frei sind, lautet das

Gleichungssystem (V7) bis (V 10) der verbleibenden Krifte und Momente
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43176Gp, - 3,300Mp, - 2,836Qp = -182230

18,9508y, ~ 3,491Mfp + 1,359Mpy = + 6620

-43176Qpp - 3,300Mpp + 2,836Qpy = -143980

18,950Qp, + 3,491Mpp - 1359Mpy = + 414
90,9808y + 7,078Mpy + 242,060Qpy - 10,040Mps - 28,360Qg2 = -1420100
-242,0608ps - 10,040Mps - 90,9808p¢ + 7,078Mpr + 28,360Gpp = -1806100
40,6000gy + 1,841Mos + 57,630Qe1r - 18,231Mpt  + 13,590Mp2 = + 63890
57,6308p¢ + 18,231Mp, + 40,6008ps - 1,841Mpf - 13,590Mpp = + 17550

Aus den ersten vier Gleichungen lassen sich die Unbekannten Gpp , N{o] Qpp und Moo

leicht eliminieren, sodass noch die vier Gleichungen

90,984Qps + 7,078Mpy + 238,8638py - 8,594Mer = - 1262895,389
-238,863Gpy - 8,59%4Mps - 90,984Qpy + 7,078Mps = - 1594560,855
40,596Qp¢ + 1,841Mpy + 49,347Qp1 - 9,189Mp1 =  +456947,683
49,347Qps + 9,189Mpg + 40,59%Qpf - 1,841Mps = - 558802,898

mit den vier Unbekannten 001 , ”01 , 0” und Mpy Ubrig bleiben, welche zusammen mit den Gleich-
gewichtsbedingungen (V1) und (V 2) folgende Werte fir die eingefiihrten Krdfte und Momente ergeben :

Zylinderschale Zylinderschale Zylinderschale
Nr.0 Nr. 1 Nr.2
Mdyn Mdyn
Qo = 11677 —— Goz= 7925 —
Mpg= -95850 Mdyn Mpp= -68078 Mdyn
Md Md
Qo = ~11024 ——2 G = 9819 =1
Mpp = -99063 Mdyn Mpy = -67390 Mdyn
Scheibe Nr. 1 Scheibe Nr.2 .
_ Mdyn _ Mdyn
Ky = 22100 Ko = 17204
My = -3213 Mdyn My = 689 Mdyn

Mit den Werten g = 1,821, h = 2,82 der Zylinderschalen Nr.Ound Nr,2 und g = 0,204,
h = 1,205 fisr die Zylinderschale Nr. 1 erhilt man die Konstanten :
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Zylinderschale

Zylinderschale

Nr. 0 Nr. 1 Nr.2
C, = -10,0253-10" -11,8979-10~4 -9,5233-10~4
Cy = - 09115-1074 - 9,2624-1074 -6,4357- 1074
Cy = - 1,273~ 1074 +9,3761- 104 +6,0810- 10~4
Cqy = - 1,1748-107 + 5,9456- 1074 +4,5561- 1074

Damit kann die Verschiebung § der Zylinderschalen mit deren zweiten Ableitung nach
(IV 15) und (IV 17) leicht ermittelt werden und man gelangt zu dem in Abb. 10 dargestellten Spannungs-

verlauf,

im Zentrum der Scheiben treten beachtliche Membranspannungen auf, insbesondere bei der
Scheibe Nr. 1 wird éro = 6'.0 = 35,5 Mdyn/mm2, hingegen sind die Biegespannungen kleiner als ca,
10% der ersteren und deshalb nicht von Bedeutung. Die tangentialen Membranspannungen des zylindri-
schen Teils des Rotors liegen zwischen 5,7 und 13 Mdyn/mm2. Die in den Scheibenebenen an den
Zylinderschalen auftretenden Biegespannungen sind auf die Einspannwirkung der Scheiben zuriickzu-
fihren, welche zusammen mit dem hsheren Temperaturgefdlle in der Ebene der Scheibe Nr. 1 daselbst

zu meridionalen Biegespannungen von 26 Mdyn/mm2 fihrt,

Abb. 10. Beanspruchung des Gasturbinen-Rotors mit
Scheiben konstanter Dicke.

Gro,Sto = Radiale bzw. tangentiale Membranspannung der = =~ .#n

é4o = Tangentiale Membranspannung der Zylindersch.

Grp,Sp = Radiale bzw. tangentiale Biegespannung der SCri« ui Jn
Aussenfaser x =+

&b, Gyb = Meridionale bzw. ?angcnb'alo Biegespannung der Zylinder-
schalen an Aussenfaser z =+ 5

-30

h -20

Aussenfaser z~ + E =
der Zylinderschale Seb
Ny N -10

” ~
-~ .
L - A e ™S~
= AN S>r > 0

10

20

ét5] Gro T 1

Aussenfaserx =+ h

der Scheibe

40 30 20 0 o 8 20 10 o My pm2
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3.2 Gasturbinen-Rotor mit Scheiben mit dem Profil einer Scheibe "gleicher

Festigkeit”

Die hohen Membranspannungen im Zentrum der Scheiben kdnnen erniedrigt werden, indem
man dieselben gegen das Zentrum hin dicker ausfihrt, Um den Einfluss einer solchen Aenderung zu
untersuchen, sollen im vorhergehenden Beispiel sowohl die Temperaturverteilung als auch die Be-
lastung unveriindert beibehalten werden, Die Scheiben sollen jedoch durch solche mit dem Profil einer
Scheibe "gleicher Festigkeit® mit (3 = 3 ersetzt werden, Dadurch missen die Einflusszahlen der
Scheiben neu berechnet werden, und man gelangt zu einem leicht modifizierten Gleichungssystem fir
die Randkrifte und -momente, dessen Aufldsung zu den in Abb, 11 wiedergegebenen Spannungen fihrt,
Da der Rechnungsgang analog dem Beispiel 3.1 durchzufihren ist, soll nur auf die davon abweichende

Bestimmung der Einflusszahlen der Scheiben eingegangen werden.

Zur Berechnung der Einflusszahlen der Einwirkung einer Radialkraft am Scheibenumfang

bestimmen wir vorerst

2
m2-1 1 0,91 _ -8
V — = i = 368-10
2 " Eh, 20610012 '

m

und aus den Kurvenblittern der homogenen Ldsung der Differentialgleichung (111 51) fir ‘PH , indem
B durch 3/3 ersetzt wird, entnehmen wir §”/ . = 1,188 und aus demjenigen fir A folgt
analog I_'/ = 1,975, womit “

pet

g

~-B - 108 - 1,188 _ -10-8
kg = Sskp = 368-10°8 - LI88 = 5015010

1,975

wird,

Die Einflusszahlen §'y bleiben gleich wie bei den Scheiben konstanter Dicke und lauten
By = 5,85-10-4 B> = 1951074

Mit 8 = 1,129- 1073 und den Kurvenblattern der partikuldren L&sung der Differential-
gleichung (111 8) mit Fliehkraftglied erhélt man fir (3 = 3

-§ﬁ/ = 133 -$/ = 2,494
¥* /u.1 X}l:’

und die Einflusszahl der Einwirkung der Fliehkraft wird

§,=5.= 189 104

Zu den Einflusszahlen der Biegung Ubergehend, entnehmen wir, wiederum fir 3 = 3, aus den Kur-

venbldttern
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Lol = 1779 sl - 4,691
U1

womit sich
Bey=%p = 6,691-10°8

ergibt.

Mit Ag = -9,50-10"4 und 2t

1/ 4 erhdlt man ferner

8
%’&/ = 1,897 i! = 5,021 eb = 1,65
S ust Zspd

und die Einflusszahlen der Einwirkung des Temperaturgefdlles werden

By = $gp =-587-107

Damit sind die neven Einflusszahlen bestimmt und der Rechnungsgang kann, den vorher-

gehenden Ausfihrungen sinngemdss folgend, weitergefthrt werden.

Ein Vergleich der Abb. 11 mit Abb, 10 |dsst eine Reduktion der Membranspannungen, so-
woh! der Scheiben als auch des zylindrischen Teils des Rotors, erkennen. Die grossere Steifigkeit
der Scheiben hat anderseits eine geringe Erhshung der Biegespannungen beider Teile zur Folge, wel-

che jedoch kaum von Bedeutung ist.
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Abb.11. Beanspruchung des Gasturbinen-Rolors mit Scheiben mit
dem Profil einer Scheibe ,gleicher Festigkeit”

Bro . Sto = Radiale bzw. fangentiale Membranspannung der Scheiben

Byo = Tangentiale Membranspannung der Zylinderschalen

Srp, % = Radiale hml-angenr‘;alo Biegespannung der Scheiben an
Aussentaser x=+

dxb,Syb = Meridionale bzw. tangentiale Biegespannung der Zylinder-
schalen xz =+

-30 de’ymmz
-20
Aussenfaser z = + 5 / \%xb
der Zylinderschale )
gl A -10
N
. ‘”’5 \\7 = )
10
&yo
20
[&ro
Aussenfasery s+ 2"-
der Scheibe
e
2
30 20 0 o 20 fo o Mn/mm

3.3 Dampfturbinen-Rotor mit Scheiben konstanter Dicke

Der Dampfturbinen-Rotor unterscheidet sich von dem in §3.1. besprochenen Gasturbinen-
Rotor, ausser den Dimensionen, durch die kleinere Temperatur und den hdheren Schaufelzug. Um ein
Unterteilen der beiden Endzylinderschalen zu vermeiden, wurde der durch die Anordnung der Schaufeln
gegebene Schaufelzug so auf die ganze Ldnge des Rotors verteilt, dass die Gesamtbelastung gleich
gross bleibt, Die Rechnung wurde deshalb mit einem von 86 auf 257 Mdyn/cm2 linear ansteigenden

Schaufelzug und den Ubrigen, aus Abb, 12 zu entnehmenden Daten, durchgefihrt,

Aus dem in Abb, 13 dargestellten Spannungsverlauf geht hervor, dass die Membranspannun.
gen im Zentrum der Scheibe Nr, 1 den Betrag von 32,6 Mdyn/mm2 erreichen und die Biegespannungen
wiederum vernachldssigbar klein sind. Infolge des gréssaren Schaufelzuges und der hsheren Flieh-
kraftbelastung werden die tangentialen Membranspannungen am rechten Ende des zylindrischen Teils

~des Rotors 20,3 Mdyn/mm2 im Vergleich zu 13 Mdyn/mm2 beim Gasturbinen-Rotor. Der ansteigende
Schaufelzug und die in gleicher Richtung sinkende Temperatur fthren weitgehend zu einem Ausgleich
der Biegespannungen der Zylinderschalen, welche mit 23 Mdyn/mm2 unter denjenigen des Gasturbi-

nen-Rotors bleiben,
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1. Hilfsfunktionen fisr Scheiben mit dem Profil einer Scheibe "gleicher Festigkeit®.
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ANHANG

2. Hilfsfunktionen der Zylinderschale
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Q |o-LO0ege| pSR0en | oFRIR | g
0 19,99970 2999,97990 299,995 150,49766
0,2 10,00002 375,06763 75,00286 38,00143
0,3 6,66717 111,22238 33,34271 17,7135
0,4 5,00121 47,02349 18,76673 9,88336
0,5 4,00238 24,18567 12,02618 6,51309
0,6 3,33744 14,1162 8,37101 4,68550
0,7 2,86366 9,00611 6,17371 3,58685
0,8 2,50972 6,15604 4,75438 2,87719
0,9 2,23604 4,44865 3,78823 2,39411
1,0 2,01891 336997 3,10415 2,05207
11 1,84328 2,66019 2,60502 1,80251
1,2 1,69912 2,17825 2,23238 1,61619
1,3 1,57951 1,84305 1,94930 1,47465
1,4 1,47950 1,60566 1,73146 136573
1,5 1,39548 1,43535 1,56232 1,28116
1,6 1,32469 1,31212 1,43027 1,21513
1,7 1,26504 1,22256 1,32692 1,16346
1,8 1,21483 1,15742 1,24607 1,12303
1,9 1,17272 1,11020 1,18302 1,09151
2,0 1,13758 1,07619 1,13414 1,06707
2,1 1,10845 1,05196 1,09658 1,04829
2,2 1,08449 1,03496 1,06804 1,03402
2,3 1,06498 1,02326 1,04669 1,02334
2,4 1,04928 1,01543 1,03101 1,01550
2,5 1,0381 1,01035 1,01976 1,00988
2,6 1,02703 1,00721 1,019 1,0059
2,7 1,01951 1,00537 1,00668 1,00334
2,8 1,01382 1,00439 1,00335 1,00167
2,9 1,00960 1,00394 1,00139 1,00069
3,0 1,00656 1,00877 1,00039 1,00019
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o |o-SREstcn | | SHOO siGen0 | SRR |, _SwlR_
Q-sin%2 Sin?2-sin?Q Sin?R-sin?Q Sin?Q-sin’Q
3,1 1,00441 1,00374 1,00002 1,00001
32 1,00296 1,00374 1,00004 1,00002
3,3 1,00201 1,00371 1,00027 1,00013
3,4 1,00141 1,00362 1,00058 1,00029
3,5 1,00107 1,00347 1,00089 1,00044
3,6 1,00089 1,00326 1,00117 1,00058
3,7 1,00081 1,00301 1,00137 1,00068
3,8 1,00078 1,00272 1,00150 1,00075
3,9 1,00077 1,00241 1,00155 1,00077
4,0 1,00077 1,00210 1,00153 1,00076
4 1,00076 1,00180 1,00147 1,00073
42 1,00074 1,00151 1,00136 1,00068
43 1,00071 1,00125 1,00123 1,00061
44 1,00067 1,00102 1,00109 1,00054
45 1,00061 1,00082 1,00094 1,00047
46 1,00055 1,00064 1,00079 1,00039
47 1,00049 1,00050 1,00066 1,00033
48 1,00042 1,00038 1,00053 1,00026
4,9 1,00036 1,00028 1,00042 1,00021
5,0 1,00030 1,00020 1,00083 1,00016
5,1 1,00025 1,00014 1,00025 1,00012
5,2 1,00020 1,00010 1,00019 1,00009
53 1,00016 1,00007 1,00013 1,00006
5,4 1,00012 1,00004 1,00009 1,00004
55 1,00010 1,00003 1,00006 1,00003
56 1,00007 1,00002 1,00004 1,00002
57 1,00005 1,00001 1,00002 1,00001
58 1,00004 1,00001 1,00001 1,00000
5,9 1,00002 1,00000 1,00000 1,00000
6,0 1,00002 1,00000 1,00000 1,00000
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Q | it | || Vit
0,1 149,99682 9,99985 2999,93000 149, 49766
0,2 37,49810 4,99976 374,96763 37,00143
0,3 16,66385 3,33293 111,07239 16,17135
0,4 9,37003 2,49908 46,82352 8,8833
0,5 5,99226 1,99821 23,93576 5,51309
0,6 4,15553 1,66358 13,81184 3,68550
0,7 3,04609 1,428 8,65657 2,58685
0,8 2,32401 1,24271 5,75694 1,87719
0,9 1,82693 1,10075 4,00028 1,341
1,0 1,46933 0,98583 2,87273 1,05207
11 1,20272 0,89031 2,11461 0,80251
1,2 0,99794 0,80909 1,58505 0,61619
1,3 0,83662 0,73861 1,20313 0,47465
1.4 0,70674 0,67637 0,92016 0,36573
1,5 0,60018 0,62051 0,70563 0,28116
1,6 0,51129 0,56968 0,53981 0,21513
1,7 0,43610 0,52287 0,40955 0,16346
1,8 0,37172 0,47932 0,30588 0,12303
1,9 0,31604 0,43848 0,22253 0,09151
2,0 0,26752 0,39994 0,15507 0,06707
2,1 0,22499 0,36343 0,10025 0,04829
2,2 0,18756 0,32875 0,05570 0,03402
2,3 0,15457 0,29581 0,01960 0,02334
2,4 0,12548 0,26456 -0,00942 0,01550
2,5 0,09989 0,23497 -0,03247 0,00988
2,6 0,07746 0,20707 -0,05043 0,00596
2,7 0,05789 0,18089 -0,06405 0,00334
2,8 0,0409 0,15647 -0,0739%4 0,00167
2,9 0,02642 0,13383 -0,08066 0,00069
3,0 0,01408 0,11300 -0,08468 0,00019
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3,1 0,00375 0,09397 - 0,08643 0,00001
3,2 -0,00476 0,07673 - 0,08630 0,00002
3,3 ~0,01165 0,06126 - 0,08463 0,00013
3,4 -0,01708 0,04750 - 0,08173 0,00029
35 -0,02121 0,03538 - 0,07788 0,00044
36 -0,02421 0,02481 - 0,07332 0,00058
3,7 -0,02623 0,01572 - 0,06825 0,00068
3,8 -0,02740 0,00799 - 0,06287 0,00075
3,9 -0,02787 0,00152 - 0,05732 0,00077
4,0 -0,02775 -0,00380 - 0,05174 0,00076
41 -0,02714 -0,00809 - 0,04623 0,00073
42 -0,02616 -0,01145 - 0,04089 0,00068
4,3 -0,02488 -0,01400 - 0,03577 0,00061
4,4 -0,02338 -0,01583 - 0,03094 0,00054
4,5 -0,02173 -0,01705 - 0,02642 0,00047
4,6 -0,01998 -0,01773 - 0,02224 0,00039
47 -0,01819 -0,01797 - 0,01842 0,00033
4,8 -0,01640 -0,01784 - 0,0149% 0,00026
49 -0,01463 -0,01741 - 0,01185 0,00021
5,0 -0,01292 -0,01674 - 0,00910 0,00016
5,1 -0,01129 -0,01590 - 0,00668 0,00012
5,2 -0,00974 -0,01491 - 0,00457 0,00009
5,3 -0,00830 -0,01384 - 0,00277 0,00006
54 -0,00698 -0,0127} - 0,00124 0,00004
55 -0,00576 -0,01155 0,00002 0,00003
56 -0,00466 ~0,01040 0,00106 0,00002
5,7 -0,00368 -0,00927 0,00190 0,00001
58 -0,00281 -0,00817 0,00254 0,00000
5,9 -0,00204 -0,00713 0,00303 0,00000
6,0 -0,00138 -0,00614 0,00337 0,00000
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v Cosfyi) cos{yx) Sin(yx) cos{yx) Cos(y%) sinfyx) Sinfyx) sin(y)
0,1 0,99998 0,09966 0,10033 0,00999
0,2 0,99973 0,19732 0,20265 0,03999
0,3 0,99865 0,29091 0,30891 0,08999
0,4 0,99573 0,37832 0,42098 0,15995
0,5 0,98958 0,45730 0,54061 0,24982
0,6 0,97840 0,52545 0,66936 0,35948
0,7 0,96000 0,58019 0,80860 0,48869
0,8 0,93179 0,61874 0,95941 0,63708
0,9 0,89082 0,63809 1,12257 0,80409
1,0 0,83373 0,6349 1,29845 0,98889
1,1 0,75683 0,60584 1,48699 1,19033
1,2 0,65610 0,54696 1,68760 1,40687
1,3 0,52721 0,45431 1,89909 1,63649
1,4 0,36558 0,32366 2,11960 1,87659
1,5 0,16640 0,15061 2,34651 2,12394
1,6 -0,07526 -0,06936 2,57636 2,37455
1,7 -0,36441 -0,34087 2,80474 2,62358
1,8 -0,70602 -0,66846 3,02620 2,86522
1,9 ~1,10491 -1,05656 3,23419 3,09266
2,0 -1,56562 -1,50930 3,42095 3,29789
21 -2,09224 -2,03041 3,57741 3,47170
2,2 ~2,68821 -2,62301 3,69313 3,60355
2,3 -3,3517 -3,28937 3,75628 3,68151
2,4 ~4,09765 ~4,03076 3,75351 3,69223
2,5 -4,91284 -4,84708 3,67000 3,62087
2,6 - 5,80028 -5,73664 3,48943 3,45114
2,7 -6,75655 -6,69579 3,19401 3,16528
2,8 -7,77590 -7,71860 2,76456 2,74419
2,9 -8,84987 -8,79645 2,18065 2,16749
3,0 -9,96690 ~9,91762 1,42074 1,41372
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13| Cosfpjoosys) | Sings)cos(p) | Costyi)sines) | Sinfi) sinfrs)
3, -11,11188 -11,06687 0,46243 0,46056
3,2 -12,26569 -12,22500 - 071722 - 0,71484
3,3 -13,40480 -13,36838 - 2,141% - 213554
3,4 -14,50075 - 14,46848 - 3,83279 - 3,8242
3,5 -15,51973 -15,49145 - 5,81346 ~ 5,80287
3,6 -16,42213 -16,39763 - 8,10377 - 8,09168
37 -17,16216 -17,14119 -10,72177 -10,70867
3,8 -17,68744 -17,66975 -13,68223 -13,66854
3,9 -17,93876 -17,92407 -16,99562 -16,98170
4,0 -17,84985 -17,83788 -20,6693 -20,65307
4, -17,34728 -17,33775 -24,69431 - 24,68075
42 -16,35052 -16,34317 -29,06763 -29,05456
4,3 -14,77212 -14,76668 - 33,76683 -33,75440
44 -12,51815 -12,51437 -38,76025 -38,74856
45 - 9,48878 - 9,48644 - 44,00265 -43,99179
4,6 - 5,57927 - 5,57814 -49,43332 -49,42334
47 - 0,68110 - 0,68099 -54,97391 -54,96481
48 5,31637 5,31565 -60,52628 -60,51809
4,9 12,52404 12,52265 -65,97033 -65,96301
5,0 21,05055 21,04964 -71,16172 -71,15526
5,1 30,99946 30,99716 -75,92977 -75,92412
5,2 42,46582 42,46324 -80,07534 -80,07046
53 55,53217 55,52940 - 83,36897 -83,36482
5,4 70,26397 70,26110 -85,54925 -85,54576
55 86,70433 86,70143 -86,32145 - 86,31857
56 104,86819 104,86532 -85,35675 -85,35442
57 124,73562 124,73283 -82,29190 - 82,29006
58 146,24470 146,24202 -76,72965 -76,72824
5,9 169,28347 169,28092 - 68,24001 -68,23898
6,0 193,6813% 193,67898 - 56,36247 -56,36178
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