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.. et; sans perdre courage,
Vingt fois sur le métier remettez votre ouvrage;
Polissez-le sans cesse et le repolissez.

(Boileau, Art poétique, Chant I, vers 171)
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La présente Contribution a Pétude du voilement utilise les
méthodes de statique appliquée, développées et enseignées si
magistralement par M. le Prof. Stiissi dans ses cours a I’Ecole
polytechnique fédérale. Par Pintérét témoigné tout au long de
~ cette étude et par ses nombreux conseils bienveillants, M. le Prof.
Stiissi a grandement facilité ma tiche. Je lui exprime ici toute ma
reconnaissance. - _
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dont les avis et les remarques m’ont été trés précieux.
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Introduction

Généralités. lLes phénoménes- d’instabilité, flambement des
barres, déversement des poutres et voilement!) des toles, inter-
disent_trés souvent d’utiliser complétement le métal. Pour ’ame
des poutres pleines, cela peut avoir une grande importance pra-
tique, deés que 1’épaisseur nécessaire dépasse un certain minimum,
déterminé avant tout par des raisons de fabrication et de montage.
En effet I'ouvrage peut devenir rapidement plus lourd et par
conséquent plus onéreux. Aussi les deux premiers grands ponts
métalliques, celui de Britannia ‘et celui de Conway 2?), sont-ils
restés pendant longtemps les seuls grands ponts métalliques 3 dme
pleine 8); Mais la tendance a la simplification, ’emploi toujours
plus généralisé de la soudure a l’arc électrique et les progres de
la métallurgie ont permis, dés 1927, la construction d’un nombre
considérable de ponts métalliques de grande portée a dme pleine, i
aux lignes sobres et 4 I’aspect séduisant ¢).

Economiquement parlant, la hauteur d’une poutre pleine dmt '
&tre aussi grandg que possible, pour diminuer la section des mem-

1) On parle aussi de gauchissement ou de cloquage et 'on dit d’une
toéle qu’elle se gondole.

?) Les toles et les raidisseurs de ces deux ponts ont été déterminés
uniquement au moyen d’essais sur modeles réduits. Cf. W. Fairbarn: An
account of the construction of the Britannia and Conway Tubular Bridges,
London 1849; Clark-and Stephenson The Britannia and Conway Tubular
Bridges, London 1850, '

3) M. le Prof. Karner cite encore un pont sur le Njemen, prés de
Kowno (note 4).

4) Cf. L. Karner: La poutre & dme pleine dans la construction des
ponts métalliques de grande portée, Mémoires A. LP.C (Association.intern.
des Ponts et Charperntes) 1932,



brures. Quant a I’Ame, elle doit dtre formée d’une tole trés mince,
capable de résister au cisaillement et munie de raidisseurs pour
I’empécher de se voiler. 11 est donc nécessaire que le praticien dis-
pose de données suffisantes lui permettant de choisir, en toute con-
naissance de cause et sans crainte aucune, la t6le la plus mince et
les raidisseurs les plus légers. Ces données doivent étre recherchées
dans les nombreuses publications relatives au voilement5). En les
'rasseml_)lant 6), on constate des divergences parfois considérables?),
qui proviennent des simplifications introduites dans les calculs8).
Ces calculs different d’ailleurs notablement de ceux que Pingé-
mieur utilise couramment. En outre ils sont esquissés seulement
dans la plupart des ouvrages. Ils sont donc difficiles a-vérifier par
le praticien. D’autre part on s’apercoit, en parcourant les diverses
publications, que le choix du meilleur raidisseur est un probléeme
qui n’a pas été entierement élucidé jusqu’ici, puisque tous les
auteurs ont admis pour leurs calculs une certaine position du rai-

5) Voir la notice bibliographique & la fin de cet ouvrage.
6) ‘Cf. les ‘récapitulations de F. Schleicher: Stabilititsprobleme voll-

-wandiger Stahltragwerke, Ubersicht und Ausblick, Der Bauingenieur, 21.

Dez. 1934, et de E. Chwalla: Knick-, Kipp- und Beulvorschriften fiir Bau-
stahl DIN E 4114, Entwurf 4a, Okt. 1943 (supplément i la revue Die Bau-
technik 1944). Voir aussi les «Erliuterungen» correspondantes, ainsi que:
Fr. Hartmann, Der Briickenbau, herausgegeben von E. Melan, 3. Bd., Stahl-
briicken, S. 177 der 1. Teillieferung, Wien 1946, Deuticke.

-7} A titre d’exemple on comparera les résultats obtenus par O. Stein

" ¢t publiés une premiere fois en 1934 et une seconde fois en 1936: Die

Stabilitat der Blechtrigerstehbleche im zweiachsigen Spannungszustand, Der
Stahlbau, 13. April 1934; Stabilitit ebener Rechteckbldche unter Biegung
und Schub, Der Bauingenieur, 24. Juli 1936. Pour obtenir le facteur de
voilement % dont nous parlerons au chapitre IV, il faut multiplier par
0,527 les valeurs données par Stein en 1934. .

8) Cf. notamment- l’article de Stiffel (Biegungsbeulung versteifter
Rechteckplatten, Der Bauingenieur, 5. Okt. 1941), qui a vérifié les calculs
de Chwalla * (Beitrag zur Stabilititstheorie des Stegbeches vollwandiger
Triger, Der Stahlbau, 9. Okt. 1936), les.a complétés én considérant un plus
grand nombre de terme$ (Méthode énergétique avec emploi de séries de
Fourier) et a extrapolé ses résultats jusqu’a l’infini. Il obtient de la sorte
un coefficient de voilement de 94,4 seulement & la place de 101,85 trouvé
par Chwalla, dans le cas d’une dme fléchie et raidie trés fortement au
quart supérieur de sa hauteur. .
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- disseur, sans s’occuper de savoir si cette position était verltable-
ment la meilleure ?). Aussi le but de cet ouvrage sera-t-il double.
D’une part nous mettrons au point une méthode de calcul des
toles au voilement facilement accessible au pratitien 10) et d’autre
.part nous donnerons toutes les indications nécessaires pour raidir
de fagon rationnelle ’Ame des poutres de grande hauteur.

Flambage. Rveprenons pour débuter le cas bien connu d’une

barre comprimée a ses deux extrémités par une force P 11). Sup- ’

posons que ’axe de la dite barre soit 1égeérement courbe et appe-
“lons w la fleche 12) ainsi formée. Cette courbure de I’axe provoque
nécessairement un moment fléchissant, évidemment égal a Pw,
si la barre est munie de rotules i ses deux extrémités (fig. 1):

M = Pw , | (1)

Flg.l ' . ’ ' 4 .

Si nous connaissions le moment M = Pw, rien ne nous serait plus
facile que de calculer la fleche w produite par ce moment, a ’aide

95 ‘Afin d’¢liminer les contradictions qui provenaient de cette manitre .
de faire, Chwalla et Kromm ont été amenés i introduire le concept de
rigidité de premitre et de seconde espéce, dont on peut fort bien se passer,
comme nous’ le verrons au chapitre V. Cf. A. Kromm: Zur Frage der Min-
. deststeifigkeiten von Plattenaussteifungen, Der Stahlbau, 8. Sept. 1944, et
E. Chwalla: Uber die Biegebeulung der lingsversteiften Platte urid das Pro-
blem der Mindeststeifigkeit, méme numéro du «Stahlbauy.

10) Dans le cas particulier des téles comprimées, on peut utiliser aussi
le procédé qui vient d’étre publié par M. le Prof. Stiissi: Berechnung der
Beulspannungen gedriickter Rechteckplatten, Abhandlungen I.V.B.H. (In-
ternationale Vereinigung fiir Hoch- und Briickenbau) 1947.

1) Cf, F. Stiissi, Baustatik I, S. 314; Basel 1946, Birkhiuser.

" 12) Par fléche nous -entendons ’ordonnée de la ligne élastique, voir
fig. 1.

'



du procédé de Mohr13), par exemple, ou en résolvant ’équation
différentielle de la flexion:

.

a=—xr | L@

Mais la fleche w qui cause le moment M = Pw doit étre égale-
ment la fleche due 4 ce moment. Elle ne peut donc é&tre quelconque

et nous ne la connaissons pas a priori. En combinant (1) et (2)
nous voyons que w est la solution de ’équation différentielle

dw _  Pw

& T T ET G)

cette équation (3) exprimant simplement un état d’equlllbre entre
la charge extérieure P et les efforts intérieyrs dus i la flexion de
la barre. Cependant rien ne nous empéche d’admettre la fleche w,
que nous désignerons alors par w,. Le moment M = Pw, produira
une fleche w,, que nous calculerons aisément au moyen de la
méthode de Mohr. Au moment oit nous aurons:

W= wy = w 4)

nous aurons trouvé la fléeche de la barre, sous- I’effet de ’effort
de compression P. Cet effort P se trouvera déterminé par la
- condition (4) dans laquelle il est contenu, puisque w, dépend
du moment M = Pw,. Le plus souvent, la condition (4) me
sera pas remplie exactement du premier coup. On peut amé-
~liorer ‘'le résultat obtenu en recommencant le calcul et en pre-
nant comme moment l’expression Pw; a la place de Pw,. On

13) On sait que le procédé de Mohr est basé sur Panalogie des équa-

tions .
dcw_ M am
. @~ " EJ (2) et g =P (M

que nous rencontrerons tout a l’ﬁeure En chargeant une poutre avec .ses
moments fléchissants, les moments que l’on obtient sont donc les fléches,
au facteur EJ prés.
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calcule ensuite les fleches w, produites par ce moment. Les valeurs
de w, et de w, concordent déja bien mieux que les valeurs w, et

. En continuant le ¢alcul et en utilisant Wy, wg,..., on obtient
tres rapidement une excellente concordance (aussi poussée que
T'on désire) de w, et de w,,:

Wp2 Wap1 2 W ' (5)

C’est le procédé bien connu d’Engesser-Vianello 14),

Mais si la barre peut fléchir sous ’action d’un effort de com-
pression P (état d’équilibre), alors toute déformation de I’axe
affine de la déformation trouvée est aussi possible. En effet, nous
pouvons trés bien multiplier les w, aux différents points par un
facteur constant quelconque (facteur d’affinité). Ce faisant nous
multiplions également le moment fléchissant M = Pw,. On ob-

tient donc poir la fleche aux différents points les valeurs w, .,

également multipliées par ce facteur, et la condition (5) restera
vérifiée, Si donc la barre comprimée se déforme, la fléche peut
atteindre une valeur quelconque i Pexception des appuis 15),

Au lieu d’admettre les fleches et d’en déduire la valeur de
P au moyen de la condition (5), on peut aussi chercher les fleches
qui correspondent & une valeur choisie de P. Procédons ainsi et

14) Proposé pour le calcul des barres & moment d’inertie variable
par F. Engesser (une seule approximation), et exposé systématiquement par
L. Vianello (améliorations successives). Cf. F. Engesser, Uber die Berech-
nung auf Knickfestigkeit beanspruchter Stibe aus Schweiss- und Fluss-

‘eisen, Zejtschrift des &sterreichischen Ingenieur- und Architekten-Vereines,

22, Sept. 1893; Luigi Vianello, Graphische Untersuchung der Knickfestig-
keit gerader Stiibe, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure, 24, Dez.
1898, ’

18) 1’équation différentielle (2) étant inexacte pour des fleéches w
importantes, le raisonnement ne vaut strictement que pour de faibles dé-
formations de la barre. Voir les deux ouvrages suivants de A. Schleusner:
Strenge Theorie der Knickung und Biegung, Leipzig und Berlin 1937, Teub-
 ner; Zur Konvergenz des Engesser-Vianello-Verfahrens, Leipzig und Berlin
1938, Teubner. Voir aussi S. Timoshenko, Theory of Elastic Stability, New
York and London 1936, McGraw-Hill, p. 69: Large Deflections of Buckled

- Slender Bars, ou p. 66 de la traductlon fram;axse (Theorle de la Stabilité.

elasthue, Paris et Litge 1943, Béranger).

1
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augmentons progressivement 1’effort de compression P. Pour des
charges trés petites, il est impossible de trouver une déformation
différente de zéro qui satisfasse a la condifion (5): la barre com-
primée reste rectiligne. Puis brusquement, pour une charge déter-
minée, on s’apercoit qu'une certaine fléche est possible, la barre
. restant toujours en équilibre. Mais, puisque a ce moment la fleche
peut étre quelconque, comme nous venons de le démontrer, il ne
faut donc aucune augmentation de Ia charge P pour provoquer une
fleche trés grande 16). Par conséquent l’equlllbre de la barre est
instable sous Veffet de cette charge, que nous appelons la charge
critique P,: la barre flambe. Il est facile de voir que, si on
admet une forme simple de I'élastique, la valeur de P tirée de la
condition (5) est précisément la plus faible valeur capable de pro-
duire des fleches non nulles, c’est-a-dire la charge critique P,,.

Voilement. Nous pouvons traiter le probleme du voilement
des toles exactement comme celui du flambement des barres, en
faisant intervenir non seulement les efforts de compression, mais
encore les déformation possibles dues a ces_efforts. Pour I’étude .
du flambement, nous avons fait appel a la relation existant entre
les moments et les fleches d’une poutre, car le moment dii a la
déformation possible de la barre pouvait de la sorte s’exprimer
trés simplement. Mais nous aurions pu employer aussi la relation
existant entre les charges transversales et les fleches d’une poutre,
soit:

dtw _ p
det EJ (©6)

relation obtenue en combinant (2) avec I’équation fondamentale.
de la statique des poutres:

oM | .
dxg.:~_p ) . (7)

16) L’erreur sngnalee 4 la note précédente fait qu’en réalité P doit
_encore augmenter trés légérement pour que’la barre accuse une fléche con-
sidérable. La charge crmque est donc la charge qui amorce le flambement.

12



En tenant compte des equatlons (1) et (7), on tnouveraxt que la
charge transversale vaut:

azw
P=—Pgw ®)
. . . 2w . d2Wo,
Si nous admettions alors les —g% » due mous appellerions o

nous pourrions en déduire d’une part les w; correspondants et
. d’autre part les fleches w, dues aux charges transversales (8),
toujours en appliquant le théoréme de Mohr. En répétant le calcul
jusqu’a ce que la condition (5) soit remplie avec une exactitude
suffisante, nous aurions en fait résolu la nouvelle équation diffé-
rentielle remplac;ant (3), soit:

dtw. P d*w :
dx* —  EJ dx? , ©)

La condition (5) nous livrerait également la charge P qui fait -
fléchir la barre, c’est-a-dire la charge critique, ‘puisque, i ce mo-
ment, les fleches peuvent devenir trés grandes sans que P varie
(indétermination des fléches, instabilité du systéme).

Or la relation qui lie les charges transversales et les fleches
d’une plaque s’écrit comme suit:

tw. . tw w  p v L
EpT +28x2¢9y2+ T D (10) -

Comme (6), elle contient donc les dérivées quatrimes de w. Quant
aux charges transversales dues & une flexion possible de la téle
par suite des efforts de bout qui la s0111c1tent elles dépendent des
o*w o*w 0w
0x2’ dx oy’ oy?
Péquation différentielle (9), et en outre des dérivées quatriemes
otw otw
8xt Gyt
_versales, ¢ ‘est-a-dire les

comme Ie second membre de

dérivées secondes

au droit des raidisseurs. En supposant ces charges trans-
%wo 02wo 0%wy
6x2’0x oy oy’

, et par conséquent les

13,



w, correspondants, on peut calculer les w, enrésolvant d’une
maniére ou de 'autre ’équation différentielle (10). La condition
(5) une fois remplie, nous en déduirons comme toujours la valeur
des efforts critiques. :

Bien que la relation (10) soit connue, nous I’établirons 2
nouveau, de fagon aussi simple que possible. Le lecteur n’aura pas
besoin de la sorte de consulter d’autres ouvrages, dont le but,
les méthodes et les notations sont différents des nétres ou qui
sont écrits dans une langue étrangere. La recherche des fleches
d’une plaque en fonction des charges transversales ¢xige un travail
long et compliqué. On a de ce fait intérét & résoudre le probléme
une fois pour toutes, c’est-a-dire a calculer les fleches aux diffé-
rents points par suite de charges unitaires en ces points. Les résul-
tats obtenus sont de véritables lignes ou plutét de véritables sur-
faces d’influence. Malheureusement, nous n’avons pas pu employer
les solutions classiques du probléme de la plaque fléchie. C’est
la raison pour laquelle nous exposerons une nouvelle méthode.
Nous le ferons pour commencer de maniére tout i fait générale,
puis nous passerons au cas particulier d’une charge unitaire dans
un sens et sinusoidale dans Pautre; ce cas nous intéresse particu-
litrement, puisque nous allons le rencontrer lors du voilement
de I’Ame des poutres fléchies. Aussi en donnerons-nous un exemple
numérique complet, avec toutes les explications nécessaires pour
“les lecteurs qui voudraient traiter d’autres cas.

Nous passerons alors .au voilement proprement dit. Apres
~avoir traité comme auparavant le probleme général, puis le cas
particulier de I’dme des poutres fléchies, nous: continuerons notre
exemple numérique. Ensuite, nous montrerons comment il faut
raidir les poutres pleines de grande hauteur, en donnant tous les
résultats de nos calculs nécessaires au constructeur -avec quelques
applications pratiques. Ceci fait, nous développerons la. méthode
énergétique, que nous utiliserons uniquement comme controle.
Quelques compléments suivis d’un appendice contenant les figures
de voilement des cas traités et une notice blbhographlque termine-
ront cette étude. »

14



CHAPITRE I

Relation entre les charges transversales et les
fléches d'une plaque mince

(Equauon différentielle de la flexion des plaques
minces)

Introduction. Des tensions intérieures prennent naissance
dans les plaques, lorsqu’elles sort sollicitées par des charges ex-
térieures. Nous considérerons en premier lieu 'seulement les
efforts résultant des tensions internes, sans rien dire tout d’abord
de la répartition exacte de ces tensions. Nous montrerons que les
lois de I’équilibre ne suffisent pas i déterminer complétement
les efforts résultants: le probléeme est par conséquent hypersta-
tique. §’il s’agit de plaques minces, l'hypoth‘ese de Navier permet
de trouver les conditions manquantes 4 Vaide des fleches, ce qui
nous donne finalement la relation désirée entre ces fleches et les
charges transversales extérieures. Mais pour exprimer les fleches,
‘nous devouns faire appel aux tensions. Le probléme de leur répar-
tition se trouve de ce fait également résolu17). )

Efforts résultants. Les lois de la composition des forces défi-
nissent immédiatement les efforts résultants par unité de longueur
ou de largeur de la plaque (fig. 3), en fonction des tensions pro-
voquées par les charges extérieures (fig. 2). Avec les signes et
les sens habituels18) de la mecamque appllquee on obtient les
résultats suivants:

17) La meilleure fagon de procéder pour établir la relation charges-
fleches des plaques est, a notre avis, celle que donne W. Fliigge, Festigkeits-
lehré und Elastizititstheorie, S. 185 des Taschenbuches fiir Bauingenieure,
herausgegeben von F. Schleicher, Berlin 1943 Sprmger Cest la fagon
de procéder que nous utiliserons ici. -

18) Les charges p positives sont dirigées vers le bas. Les’ efforts de
bout N,, Ny, N,, et N,, ont le méme signe que les contraintes correspon-
dantes. Si les fibres supérieures de la plaque sont comprimees, les moments

de flexion M ! et M_,f’ ! sont positifs; si les fibres supérieures de la plaque
sont sollicitées par des contraintes de cisaillement negatlves, les moments

dé torsion MY et M;’ sont positifs. Enfin, si Q' et Qy sont positifs, les

.15



| Ne=+] 0dz

1. Pour les efforts’

D

7

de bout, normaux et au cisaillement:

(11)

B

+
ny = "f‘I thy-dZ
. ST .

(13)

Ny =+ I, oy-dz
~
Ny +I Tyx 02

(12).

(14)

contraintes de cisaillement correspondantes sont négatives. Rappelons que
les contraintes de traction sont positives et que les contraintes de cisaillement
sont dites positives, si elles se dirigent, d’entente avec les contraintes de
traction qui agiraient sur la méme face, comme les axes de coordonnees

positifs ou comme les axes de coordonnées négatifs.
. L’indice p! de QY Q”’ m?, Mp’ M”l et M”I précise qu’il s’agit

" des efforts tranchants et des moments de la plaque, et non des poutres de

16

‘remplacement dont nous parlerons au’ chapltre II.
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2. Pour les efforts résultant d’une flexion de la plaque, c’est-
-a-dire les efforts tranchants et les moments de flexion et de

torsion:-

. 2 o '
Q¥ =-[ wu-dz| (15) 2= | Teedz| (16)
+§ y '+% '
My=—[ oy z-dz | (17) My =-[ oyz.dz| (18).
3 ' 'l
7 ok
2 ]
My=~ wyzdz| (19) , |ME=-[" s.zdz| (20
3 ' ~3 :
z
ol
pl @x J
Ql:’ M
pl \ /”x
My
N lp
My— A\
Y
<
oN
Nxy + bxy dx N‘J""—‘g dy
> p g%@'
Nx + aaﬂx dx My -+ 2y dy
ar«l)"S » , 3G9
Mx+—37xdx Qy+ 3y dy
o : "N
Qx+ 28X gy Nyx+ agxdy
e p! afglfglx
oMx
ng+-——gax dx Myx+ 3y dy
Fig. 3 s
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Y
4

Equations d’équzltbre ‘Nous savons que, pour des ralsons
d’équilibre 7., = 7,,. On en tire immédiatement:

Ny = Ny (21’) _ ME =M (22)

Appliquons les lois de 1’équilibre aux efforts agissant sur le petit
élément de plaque de la figure 3, en observant que les efforts
indiqués sont tous positifs et que la charge extérieure du petit
‘élément considéré vaut p-dx- -dy 19). Apres simplification, division
par dx-dy et en tenant compte de (21) et de (22), on trouve:

1. Pour les efforts de bout:

o N, 0Ny
ax + oy

12 Ny | (29)

=0| (23

s

2. Pour les efforts résultant d’une flexion de la ‘plaque:

pl pl . pl pl
2L -t =ol@) |24 T8 _of=0| (@)
~ Pl .
e 6Q @17

On peut faire bdisparaitre les efforts tranchants de Péquation
(27) en substituant les expressions de Q¥ et de Q}” tirées des
“équations (25) et (26). L’équation (27) devient alors:

oMy
xy —_ 2
37 dy + Fre P (27a)

orMP a2 MP
6x“’x +2

19) On negllge la variation de p comme infiniment pet1t d’ordre su-
périeur.
20) Dans Je cas des poutres, on obtnent les équations bien connues:
_ dM _ aQ Mo '
N = constant, T Q, =P et N ——p.

Voi}f“pa'f re'xempl‘e: F. Stus_s1, op. cit. a 1a note 11, S. 56.
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Nous avons maintenant a disposition deux groujaes indépendants
d’équations d’équilibre 20), soit un premier groupe de 2 équations
pour les 3 inconnues N,, Ny, Ny, et un second groupe de 3 équations
pour les 5 inconnues M2\, M, MZl, QF, Q}'. Le probléme de la
détermination des efforts resultants des plaques est donc un pro-
pleme hyperstatique 2t).

Conditions et équations de déformation. Pour résoudre tout
‘probléme hyperstatique, il faut faire intervenir les déformations
et exprimer les relations qui existent entre elles: ce sont les con-
ditions de déformation, alors que:les équations de déformation
qui en découlent renferment les efforts surabondants, liés aux
déplacements par la loi- de Hooke, pour le domaine elastzque,
auquel nous voulons borner toute notre étude.

Pour simplifier le probleme, supposons que la plaque soit
formée d’une pile de tranches trés minces chevillées les unes aux
autres, mais n’exercant entre elles aucune action réciproque 22),
Si tel est bien le cas, il n’y a pas de cisaillement possible entre
les différentes tranches, ni par conséquent de mouvement relatif
entre deux tranches voisines. En coupant la plaque entiére per-
pendiculairement aux tranches, I’angle droit ainsi formé sera con~
servé aprés la flexion: les sections planes avant la déformation-
restent planes apreés la déformation. C’est I’hypothése bien connue
de Bernoulli-Navier, que nous ‘voulons examiner maintenant.

En excluant tout cisaillement entre les tranches, nous négli-
geons délibérément la déformation due ¢ Ueffort tranchant (mais
non Deffort tranchant lui-méme, qui reste dans les équations
d’équilibre, lesquelles ne peuvent étre satisfaites sans lui). Dans

1) D’aprés la note précédente, on voit que le probléme est isostatique
pour les poutres (on dit aussi hypostatique ou simplement statique).

22) Cette hypothése a été exprimée explicitement pour la premitre fois
par Barré de St-Venant dans une de ses notes a I'ouvrage de Navier: Résumé
des lecons données 3 I’Ecole des Ponts et Chaussées sur 'application de
la mécanique a 1’établissement des constructions et des. machines, Paris
1864, Dunod, p. 32, note intitulée: Hypothéses tacitement invoquées. On
consultera aussi G. Pigeaud, Résistance des Matériaux et Elasticité, Paris
1934, Gauthier-Villars, p. 893.
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le cas de la flexion pure 23), I’hypothése de Bernoulli-Navier sera
donc parfaitement exacte. 11 en sera de méme si I’effort tranchant
-reste partout invariable. Dans ce cas, la déformation supplémen-
taire due a.cet effort (effet de gauchissement de la section) s’ajoute
simplement a celle de la flexion pure. Si effort tranchant varie,
I’erreur commise reste faible. On le montre pour certains cas de
flexion des poutres, dont on connait la solution exacte 2¢). Il est
cependant bien entendu que I’hypothése de la conservation des
sections planes apres la flexion ne vaut avec une approximation -
suffisante que pour les poutres et les plaques, c’est-a-dire. si la
hauteur de la poutre et ’épaisseur de la plaque sont faibles par
rapport a la portée. Remarquons enfin que nous négligeons pres-
que toujours, en mécanjque appliquée, la déformation due a P’effort
tranchant lorsqu’il s’agit de résoudre des problemes hyperstati-
ques de poutres continues, d’arcs ou de cadres. On sait que cette
simplification ne change guere les efforts surabondants, ni en
général les charges critiques des problémes de stabilité. Par contre,
si ’on désire obtenir la valeur véritable des fleches, I’influence de
Ieffort tranchant ne peut étre négligée. ‘

Considérons une charge extérieure agissant sur une plaque,
perpendiculairement a celle-ci. Eloignons-nous de son point d’appli- .
cation, en restant dans son prolongement. Puisque cette charge
représente -en fait les tensions en surface 25), celles-ci doivent se
répartir lentement en tous sens et disparaitre complétement sous
la plaque. Pour satisfaire aux lois de 1’équilibre, il faut alors que"
des contraintes de cisaillement s’exercent entre les tranches. L’hy-
pothése de Bernoulli-Navier n’est donc pas valable au droit des
forces extérieures, mais seulement & une certaine distance 26) : elle

23) Appelée parfois circulaire, par exemple loc. cit. 4 la note pré-
cédente (St-Venant).

24) Cf. S. Timoshenko, Theory of Elasticity, New York and London
1934, McGraw-Hill, p. 27 (Two-dimensional Problems in rectangilar Co-
ordinates) ou p. 29 de la traduction frangaise (Théorie de l’Elastmte, Paris
et Liége 1936, Beranger) :

25) Cf, S. Timoshenko, op. cit. & la note precedente, p- 21 (Boundary
Conditions) ou p. 23 de la trad. frangaise.

- 26) (C’est le principe bien connu de B. de St-Venant, op. cit. 4 la note
22 (p. 40: Observations sur le mode d’application et de distribution des
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.n’est jamais 3 méme de rendre compte des phénomeénes .dits
_«locaux» -

Un effet immédiat de I’hypothése de Bernoulli-Navier est de
rendre les équations de la flexion (25), (26), (27), indépendantes
de celles des efforts de bout (23), (24). En effet, les efforts de
bout agissent sur toutes les tranches de la méme facon. lls ne
changent pas par conséquent la déformation propre de la flexion,
ni les contraintes, moments fléchissants ou efforts tranchants qui
en résultent. Les effets de la flexion et des efforts de bout sont
donc bien indépendants et peuvent étre simplement superposés.

Z

\ 7. .

Fig. 4

Le second effet de I’hypothése de Bernoulli-Navier est de
nous permettre de poser trés aisément les deux conditions man-
quantes 27); les conditions de déformation. Appelons «, v, w, les

“forces qui font fléchir). Voir aussi: Jean Résal, Résistance des matériaux,
Paris et Liege 1922, Béranger (p. 72: Effet des forces concentrées);
G. Pigeaud, loc. cit. 3 la note 22 (p. 334: Réserves relatives aux zones
d’application des forces extérieures); Timoshenko, op. cit. 4 la note 24
(p. 31: St-Venant’s Principle, ou p. 33 de la trad. fr.); A.E.H. Love:
A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, New York 1944,
Dover Publications, p. 131; Henry Favre, Cours de mécanique, I. Statique,
" p. 274, Paris et Zurich 1946, Dunod et Leemann; ...

27) Ces conditions sont approximatives comme Thypothése elle-méme.
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déplacements d’un point quelconque de la plaque aprés flexion.
En considérant la figure 4, olt w-positif est dirigé vers le bas, on
trouve les deux relations:

é:z—— '(28)v ' ‘ v=z ‘(29)

- Pour passer des condltlons (28), (29) aux équations de de-
formation, il faut exprimer les déplacements u et v des diffé-
rentes tranches minces qui forment la plaque. Considérons les
contraintes (fig. 5) et les déformations correspondantes (fig. 6)

< 2 TP >
: A6 .
Txy o 1 -
A y
K N
i 6y \l, at
: . yx
i Tyx+ d
. y 3y Y
- T olxy
o J ‘Y | Txy+ % dg
x . 6x+§a67x dx
Fig. 5

d’une de ces tranches. Dans le domaine élastique, auquel nous
nous sommes limités, les relations des tensions et des déformations
sont les suivantes: ’

c=c¢E| ' (30) 1e=yG ‘ (31‘)
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Les modules E et G ne sont pas indépendants; ils sont liés entre
eux par- la relation 28): '

E

= 3(1+7) 32)

a

olt v est le coefficient de contraction latérale d’aprés Poisson.
En cumulant les effets de o, et de o,, on trouve les equatlons
connues 29) : : ‘

: av

v+ 2 dx--
! ox '
- QromemVee-
TATAT — —>y
o vt
. . ' ]
orugy ¥ N
Y ! e R e
- -yv - .. - EREEETTE TR -;-
A
i
:
1
v
b3

- Fig. 6

28) Pour la trouver il faut considérer un petit élément rectangulaire
tendu sur deux faces opposées et comprimé sur les deux autres par des ten-
sions o, = —a,. Sur les faces a 459, on a seulement du cisaillement, d’olt
Pon tire facilement Ia relation (32). Cf. Timoshenko, op. cit. note 24, p. 9;
Th. Poschl, Elementare Festigkeitslehre, Berlin 1936, Springer, S 50;
H. Favre, op. cit. note 26, p. 235;

29) Cf. Timoshenko (p. 23; trad fr. p. 24); Poschl (S. 52); Favre

(p- 238); ... mémes ouvrages que note précédente. Remarquons que «les °
trois composantes de la déformation sx=%, sy=ﬂ, y=gl—‘+? sont

exprimées par les deux fonctions « et v: elles ne peuvent donc etre choisies

._arbltralrement et il existe entre elles une relation» (Tlmoshenko) En for-
‘o ' o%e, o%c, o'y , " aZe 8%e, 0%y

mant-les expressions — YL ax2 ' 515y’ on s’apercoit que: I S T =5m-

c’est la condition dite de compatibilité.

23



du 1 N v 1

Ex?5;=—E—(0x—VUy) ey_w_—g(oy—vax)
T 2(1+%)
’=G="E ™

av
ox
fondre les angles a, et ay avec leurs tangentes, la différence étant
un infiniment petit d’ordre supérieur. Nous pouvons résoudre les
équations précédentes par rapport aux tensions, ce qui donne:

- _ E (3 av) | - E (6v 6u)
~"‘—1-p2<ax+"$ % =15t \ay TV ox

B (o, o)
¥ 2(4v)\ay | ox

~ Avec les valeurs de u et de v des conditions de déformation (28),
(29), on trouve: ‘

_ E [o'w | o'w ) _ Ez (a2 azw)
0= T (ax2+ ot) T T G P e

Remarquons que y = oy ag = + 6 , puisque Pon peut con-

. Ez o*w
¥ =13% gxdy

Pour simplifier écriture, désignons par D la rigidité de la
plaque 2 la flexion (EJ d’une poutre): -

ER® -
D=wmam ' .63

Les dimensions de D sont, remarquons-le, des t-cm ou des kg-cm
~ (t-cm3/cm2); le facteur £3/12 n’est rien d’autre que le moment
‘d’inertie d’'une bapde de plaque de largeur unitaire et 1 — 2 re-
présente Pinfluence de la contraction latérale. '

Introduisons maintenant les valeurs precedentes de o, 0y, 7y
dans les équations (17), (18), (19), en tenant oompte de (33).
On obtient alors:
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PN CIINECT [ PR T
MP = (6x2+ 6y) @) | =-D(G7 +r555) [ 09

MY =D (1-3)5. (36)

axay

Ces trois équations renfermant une inconnue supplémentaire w
ne constituent donc en fait que deux relations supplémentaires, les
équations de déformation cherchées. En conséquence, nous avons
maintenant a disposition six équations [(25), (26), (27), (34),
(35), (36)] pour déterminer les cinq efforts inconnus (MZ, MZ,
M, Q¥, QP') et la fleche w, également inconnue. Utilisons I’équa-
t7ion (27a), qui remplace (25), (26), (27); en la combinant avec
(34), (35), (36), on obtient immédiatement la relation charge trans-
versale-fleche (10) que nous désirons et que mous. appellerons
dorénavant équation (37) 39): .

- ‘ otw otw ow_ g '
"t oxt +26x2 ay® + ayt — D (37)

Nous avons une derniére remarque i formuler concernant la répar-
tition des tensions, car nous n’en avons pas parlé jusqu’ici. L’hypo-
thése de la conservation des sections planes aprés flexion fait
que les déformations des différentes tranches varient linéarement
a partir du feuillet moyen [(équations (28) et (29)]. Or les tensions
sont proportionnelles aux déformations dans le domaine élastique,
par conséquent les tensions se répartissent aussi linéairement a
_ partir du feuillet moyen (les expressions de o, o, €t 7., sont fonc-
tion de z seulement dans le sens de I’épaisseur de la plaque). Une
fois les moments résultants connus, les lois de ’équilibre suffisent
pour déterminer la grandeur des contraintes en tous les points,
%0) Dans le cas des poutres, la relation (37) devient: dw —p—(6)
d 4

Cette relation (37) s’écrit parfois de fagon p]us ramassée, en utlhsant
P’opérateur de Laplace ou Laplac1en !

P ___ 2y, P
AAW—-D ou VW , ou encore Afw D
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- comme dans le cas des poutres. C’est pourquoi nous avons dit au
début de ce chapitre I, que le probléme de la répartition des ten-
sions se trouverait résolu, lorsque mous aunons trouvé la rela-
tion (37). '

CHAPITRE I

Signification de la relation entre les charges
transversales et les fléches d'une plaque mince

Solution par la statique appliquée

Introduction. La plupart du temps, il est trés malaisé de ré-
soudre mathématiquement 1’équation différentielle des plaques
fléchies (37). On peut cependant y parvenir d’une premiére ma-
niére, en exprimant les charges transversales au moyen d’une série
double trigonométrique (série de Fourier) 31). Les inconvénients de
cette méthode sont cependant trés grands. En effet, on est obligé de
se limiter a un petit nombre de termes de la double série. Malgre
cela les calculs sont démesurément longs, spécialement s’il s’agit
de charges réparties sur de petites zones, et a plus forte raison, s’il
s’agit de charges concentrées. En outre, les coefficients de la série-
ne donnent pas une image immédiate de la charge que I’on calcule
effectivement; pour le non-initié, il s’en suit un manque de clarté
des opérations effectuées. Enfin, pour apprécier erreur commise,
on est obligé de recommencer le calcul plusieurs fois, en augmen-
tant chaque fois le nombre de termes. On peut ainsi se faire une
image de la convergence 3%2) et par conséquent de Pexactitude

81) Cf. Pigeaud, op. cit. & la note 22, p. 893; S. Timoshenko: Theory
of Plates and Shells, p. 117 (Navier Solution for Simply Supported Rectan-
gular Plates), McGraw-Hill, New York and London 1940; W. Fliigge,
note 17, S. 191; Karl Girkmann: Flichentragwerke (S. 176: Die frei dreh-
bar gelagerte Rechteckplatte. Die allgemeine Losung von Navier). Wien
1046, Springer; ... On peut égallement utiliser d’autres séries (séries hyper-
boliques, ...) _

32) I1 faut alors proceder comme Stlffel loc. cit. 2 la note 8 (calcul
par la méthode- énergétique directe) et W. Burchard, Beulspannungen der
quadratischen Platte mit Schrigsteife unter ‘Druck bzw. Schub, Ingenieur-

‘AftChiV, Okt. 1937 (calcul direct a I’aide de différences finies).
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atteinte. Le résultat probable se calcule en extrapolant jusqu’a
Tinfini les résultats obtenus avec un nombre croissant de termes.
Remarquons que la différence 4, ,, des résultats obtenus avec #
et 71 termes n’est pas Uerreur du résultat & n termes. En effet,-
rien ne prouve a priori que la différence 4,4, .4, des résultats ob-
tenus avec n+1 et n+ 2 termes soit négligeable vis-a-vis de
Ay ni1, Cest-a-dire que la convergence soit précisément bonne avec
le nombre de termes choisis.

Une deuxiéme maniére d’obtenir les fleches des plaques con-
siste a utiliser une méthode énergétique. Il semble, d’apres Timo-
shenko 33), que les calculs soient de cette fagon plus rapides et
plus précis, méme s’il s’agit de charges concentrées. A part cela
les inconvénients signalés auparavant paraissent bien subsister en-
tierement.

Une autre méthode, mise au point par Marcus 34), fait usage de
différences finies. Au début de nos recherches, nous avons employé

‘33) Timoshenko, Theory of Elastic Stability, op. cit.  note 15, p. 314
{Deflections of Rectangular Plates with Simply Supported Edges) ou p. 303
de la traduction francaise.

8¢) H. Marcus, Die Theorie eldstischer Gewebe und ihre "Anwendung
auf ' die Berechm.mg biegsamer Platten, Berlin 1932, Springer. L’exposé
de Marcus est un peu difficile i lire, car il assimile la plaque fléchie A un
tissu ou treillis - élastique tendu, & mailles laches, chargé seulement aux
neeuds. C’est donc une application aux plaques de la méthode utilisée par-
fois pour la poutre fléchie, dont on compare la fibre moyenne & un -fil
tendu. (Cf. par exemple: H. Favre, op. cit. 4 la note 26, p. 282.) On arrive
plus simplement et plus rapidement aux formules de Marcus en considérant
les charges, les efforts tranchants et les moments en trois points équidis-
tants d’une poutre fléchie. En supposant la charge constante entre ces trois
points, on trouve directement les valeurs des différences premiéres, deu-
xitmes, troisi¢mes, quatriémes, ..., ce qui permeét de transformer en un
tournemain 1’équation différentielle (37). Nous donnerons i ce sujet au
chapitre VIII des explications complémentaires. A défaut de 1’ouvrage de
Marcus, on consultera Timoshenko, Theory of Plates and Shells, op. cit.
a la note. 31, p. 180 (Application of Finite Differences Equations to the
Bending of Slmply Supported Rectangular Plates) ou Adrien Paris, Cours -
de béton armé, Lausanne et Paris 1936, Rouge et Dunod, tome I, p. 263
+(Treillis élastique). Ces deux ouvrages reproduisent sensiblement I’exposé
de Marcus. Fliigge (op. cit. 4 la note 17,°S. 194: Differenzenmethode)

" développe la chose trés briévement, i ’aide des expressions des différences
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uniquement cette méthode, plus simple et plus rapide que les
précédentes; en outre les nombreux exemples calculés par son
auteur nous faisaient espérer une exactitude plus que suffisante.
" Nous avions choisi un réseau de 8 X 8, soit 64 mailles. Le procédé
du renversement des charges d’André, dont nous parlerons plus
tard, nous permettait de ramener les 49 équations a 49 inconnues
de la plaque simplement appuyée sur ses cOtés a 4 systemes, 'un
de 16 équations a 16 inconnues, deux autres de 12 équations a
12 inconnues et le dernier de 9 équations a 9 inconnues, soit en
tout de nouveau 49 inconnues. En outre, il fallait résoudre chacun
de ces systémes pour autant de cas de charge qu’il y avait d’équa-
tions, puisque nous voulions les fléches pour la charge unitaire
en tous les points. Par addition des 4 systémes, nous pouvions
obtenir les fleches aux 49 points, pour les 49 charges unitaires
‘possibles. Le travail, on le voit, est considérable 3%), puisqu’il doit
étre exécuté pour les diverses valeurs du rapport longueur-largeur
de la plaque rectangulaxre dont nous voulons nous occuper unigue-
ment,

Poyr les applications pratiqites, une erreur de la charge cri-
tique de 59 peut trés bien étre tolérée. Cependant nous avons
voulu nous limiter 2 une erreur probable maximum de 29 seule-
ment. Or nous avons calculé quelques charges critiques, en uti-
lisant les fleches obtenus par la méthode de Marcus, avec un
réseau de 64 mailles. Méme dans les cas les plus simples, 'erreur
de 290 peut étre atteinte, voire dépassée. Pour les cas plus com-
pliqués que nous devions traiter (double onde transversale), il
fallait s’attendre a des résultats franchement mauvais. Un réseau
_plus serré de 1010, soit 100 mailles, n’aurait pu améliorer sen-
siblement la chose. Avec des mailles encore plus fines, le travail

finies, qu’il n’étahlit d’ailleurs pas. Il faut cependant se garder de con-
server les deux équations différentielles du deuxiéme ordre remplagant (37),
pour le calcul aux différences, car le travail de résolution. des équations
augmente alors inutilement. On lira enfin avec intérét le résumé de la
méthode de Marcus dans R. L’Hermite: L’expérience et les théories nou-
velles en Résistance des Matériaux, Paris 1945, Dunod, p. 27.

] 35) Malgré d’importantes simplifications (symétrie, théoréme de réci-
procité), que nous utiliserons également plus tard.
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n’aurait pu étre terminé dans un délai raisonnable et avec les
_moyens courants. Comme d’une part, il nous paraissait impossible’
d’améliorer a peu de frais le procédé de Marcus 36), et que d’autre
part les solutions mathématiques ne convenaient pas, force nous
a €été d’utiliser une méthode se rapprochant de celles employées
journellement par lingénieur, une méthode de statique appli-
quée 37). On calcule en-pratique la plupart des dalles & armatures
croisées en les supposant formées de deux bandes ou poutres entre-
crois€es. Le calcul des barrages arqués ne se fait pas autrement,
sauf que l'on divise I"ouvrage en une série de bandes ou poutres
entre-croisées (arcs et murs) 38). Dans les deux cas on néglige
'influence de la contraction latérale et de la torsion. Il suffira
d’en tenir compte, pour que le procédé soit juste. Pour éviter des
calculs démesurés, le nombre des poutres entre-croisées est petit.
Il subsiste donc une erreur analogue i celle due 4 ’espacement
des ‘mailles du systéme de Marcus ou au nombre de termes con-
sidéré des séries de Fourier; en principe la remarque concernant
la convergence faite précédemment s’applique également ici.
Enfin, une derniére raison nous a fait adopter la méthode des
« poutres entre-croisées ». Nous avions en effet étudié, en utilisant
les fleches calculées selon Marcus, le voilement d’une téle solli-
citée sur deux de ses cOtés par des efforts de bout normaux. Nous
avions alors constaté que toutes les fleches étaient et devaient étre

des sinusoides, parallélement aux efforts. Avec le systéme des
A\

86) La chose a été tentée par P. M. Frandsen, Berechnung von Platten
mittels Differenzengleichungen, Abhandlungen der Internationalen Vereini-
gung fiir Briickenbau und Hochbau (I. V. B. H.) 1932, S. 173, et par E. Am-
stutz, Genauere Differenzengleichungen zur Berechnung gebogener Platten,
Schweizerische Bauzeiturng, 20. August 1938. Les complications nécessitées
paraissent en général hors de proportion avec le résultat atteint. Il en est
de méme des «améliorations» de Marcus lui-méme et de Adolf Pucher,
Die Momenteneinflussfeder rechteckiger Platten, Berlin 1938, Ernst & Sohn,
pour les moments dus & des charges concentrées.

87) Cf. F. Stiissi, Baustatische Methoden, Schwelzensche Bauzeitung,
20. Juni 1936, ou Baustatlk I, op. cit. a la note 11, S. 11 (Baustatische
Methoden)- '

38) Cf. Alfred Stucky, Etude sur les barrages arqués, Bulletin tech- -
nique de la Suisse romande, 1922 ou tirage i part. . :
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poutres entre-croisées, il est facile d’introduire cette condition au
début, ce qui permet de ne conserver en fait que la poutre médiane
perpendiculaire aux efforts. Il en résulte une simplification énorme
du travail i effectuer. '

Nous aurions été entrainés beaucoup trop loin, si nous avions
voulu parler de toutes les applications possibles de la méthode
améliorée des poutres entre-croisées, aussi ne ’avons-nous déve-
loppée qu’en vue du voilement. Il n’y a cependant aucune difficulté
spéciale d’application au calcul des gandes dalles en béton armé
et des tabliers de ponts en poutrelles Differdange enrobées. Enfin,
le calcul rigoureux des barrages arqués, des voiles et des tranches
minces 3%) pourrait se faire de maniére analogue. Nous avons toute.
raison de penser, que dans la plupart des cas, le procédé donne
un maximum de précision avec un minimum de peine.

Plaque fléchie et poutres de remplacement. 1. Considérons une
plaque rectangulaire (fig. 7) et une série de poutres longitudinalés,
paralitles & Paxe des x selon fig. 8, telles que les fleches de la
plaque et des poutres coincident partout. Désignons par p, les
charges qui produisent dans les dites poutres les mémes fléches
w, que celles de la plaque w. Nous pouvons donc écrire:

Wy = W ‘ : ) | (38)

En remplagént la rigidité EJ des poutres par la rigidité D des )
. plaques selon (33), et en utilisant la relation (6), nous trouvons:

otw "
moz] =

39) On sait qu'une tranche mince peut é&tre traitée comme une plaque
non chargée transversalement, mais satisfaisant sur son pourtour a cer-
taines conditions d’encastrement, conditions qui dépendent uniquement des
charges dites extérieures. On consultera & ce sujet la publication suivante,
oit toute la bibliographie nécessaire est indiquée: C. F. Kollbrunner und
Ch. Dubas, Anwendung von Differenzengleichungen zur Berechnung von

Eisenbeton-Wehrpfeilern, Schweiz. Bauzeitung, 7. Okt. 1944 ou tirage i part.

i
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" 2. Considérons ensuite la méme plaque rectangulaire que pré-
cédemment (fig. 7) et une série de poutres transversales, paral-
leles A ’axe des y selon fig. 9, telles que les fléches de la plaque
et des poutres coincident partout, comme auparavant Nous aurons
de méme:

— ' otw __ p, -
wm=w| o) e |FE=2 (41)

3. Considérons a nouveau les poutres transversales chargées
avec la méme charge p, que précédemment. Selon la relation (2),
les moments de flexion correspondants M, satisfont a I’équation:

=—7 @

’

Considérons maintenant les poutres longitudinales, mais chargées
cette fois avec une nouvelle charge p,, (fig. 11). Les moments de
flexion correspondants M,, satisfont i la relation fondamentale de
la statique (7): ' :

02 My
o x?

= Dy (43).

Supposons que ces moments M,, soient les mémes que ceux des
poutres transversales chargees avec p,, soit M Nous écrivons
donc: : :

My=M, ’ (44)

En combinant (42), (43) et (44), nous trouvons pour la charge
Py la relatlon

0w Py
ox2dy: D

(45) -

4. En opérant de méme avec les poutres longitudinales
chargées ‘avec p, d’aprés la figure 8 et les _poutres transversales
chargées avec p,. d’aprés la figure 10, on aura:
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otw o p — .
My = My | (46) | 53 aygz%f (47), doit | py = pyc |-(48)

5. Cherchons enfin quelle est la charge totale supportée .par
les poutres longiutudinales (charges p, et p,,) et les poutres trans-
versales (charges py et p.,). Nous obtenons:

otw - otw é‘*w)
ax:’ay‘z" '8y4

piatal:px+2pxy+ﬂy: (c’?x* +2

. : ’ 1
| /F" g
‘ ’ v
... e ) ¥ g
) \ _('lL.___'.-'— -y -—---;-'—y
: LA D X X oA X 2’
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La relatlon (37) nous montre -immédiatement que ce Protar N est
rien d’autre que la charge extérieure de la plaque p:

P=pre+2py+p| - 49y’

' Nous avons de la sorte ramené le probléme de la plaque & un>
systéme quadruple de poutres entre-croisées (fig. 8, 9, 10 et 11).
Or le probléme des poutres remplacant la plaque peut étre résolu
par les méthodes classiques de la statique appliquée. Ce pro-
bléme, il est vrai, est doublement hyperstatique, puisque nous ne

. disposons que de la seule condition d’équilibre (49) pour les trois
inconnues p,, p., et p,. Mais nous disposons également des deux
conditions de déformation nécessaires. En effet, les poutres longi-
tudinales chargées avec p, et les poutres transversales chargées
avec p, ont la méme- fleché en leurs différents points de croise-
ment, selon (38) et (40). La premiére” condition d’élasticité s’ex-
“prime donc comme suit:

Wy =w, ' T (50)

T

D’autre part, nous avons supposé [relation (44)] que les poutres: -
longitudinales chargées avec p,, et les poutres transversales char-
gées avec p, avaient leurs moments fléchissants identiques apnx
différents points d’intersection. Nous avons supposé de méme [re-
- lation (46)] que les poutres transversales chargées avec p., et les
poutres longitudinales chargées avec p, avaient également leurs
moments fléchissants identiques aux différents poigts de croise-
‘ment. A cause de égalité de p,, et de py,, selon (48), les relations
(44) et (46) ne représentent en fait qu’une seule relation nouvelle -
pour les poutres entre-croisées, la’ seoonde condltlon de déforma-
. tion qui nous manqualt encore,

La methode elementalre du calcul des plaques par bandes
entre-croisées  tient compte umquement de DPégalité des fléches:
aux points de croisement. L’équation d’équilibre (49) se réduit
alors & p,+p,=p (cf. A. Paris, op. cit. 4 la note 34, p. 386)
et I'unique condition de déformation nécessaire est la condition
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(50). On néglige de ce fait 'influence de la contraction latérale et
de la forsion, qui obligent les bords des bandes provisoires a rester
en contact et a former ainsi la plaque réelle. Le terme 2 p,, de (49)
qui représente cette influence rne doit cependant pas étre négligé.
On s’en rend compte facilement en considérant une plaque carrée,
appuyée sur son pourtour et chargée sinusoidalement dans les
deux sens. On trouve alors, d’aprés (37): p,=p, = p, = p/4
tandis que la méthode élémentaire donne: p, = Py = p/2, c’est-a-
dire une erreur du simple au double.

Les poutres entre-croisées se rencontrent frequemment en pra- .
tique: il n’y a donc pas de difficulté i se représenter la condition
(50), pourvu que la rigidité 4 la torsion des poutres en cause soit
négligeable. Par contre, la liaison nécessaire pour que les moments
des poutres longltudmales et transversales soient les mémes [con-
ditions (44) et (46)] est inusitée. On peut néanmoins se la repré-
senter, si on le désire absolument. Il faut pour cela couper la
poutre longitudinale considérée au point de croisement choisi et
relier le haut et le bas des deux moitiés au moyen d’une charniére
et d’'un vérin hydraulique. La poutré transversale correspondante
doit étre munie du méme dispositif. Si ’on réunit les vérins par
-une conduite, 'effort qu’ils. supportent est identique. Grécé aux
“charniéres, il en est de méme des moments. On’ pourraxt imaginer
aussi un systeme de tringles et de leviers.

Remarquons encore. que nous ne formulons les condmons de
.- déformation quw’aux points de croisement des poutres longitudi-
nales et transversales- L’erreur qui en résulte sera naturellement
d’autant plus faible que les poutres seront plus rapprochées, que

Pon prendra un plus grand nombre de poutres. Par contre, le fait -~
de considérer toutes les poutres de remplacenient comme ayant !

une largeur umtaxre (charges et rigidité D a la flexion) n’est pas
. une source d’erreur D’ailleurs I’espace situé entre ces poutres

. est également compris dans le calcul, qui admet la continuité des

charges, efforts, contraintes et fleches de ‘toute la plaque.

- Le lecteur observera ﬂnalement que M,, et Myx tie sont pas

.A ~ égaux. Ils sont s1mplement lnes par l’ecjuatlon FMy_ 60./;4” tirée

0 x®
de (43) et (48).
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Méthode pour résoudre le probléme général de la plaque
fléchie au moyen des poutres de remplacement. Nous commence-
rons par choisir un réseau suffisamment serré de poutres longi-
tudinales et transversales, avec des appuis correspondant parfaite-
ment A ceux de la plaque. Nous savons alors, qu’en tout point de
croisement des poutres de remplacement, la charge p de la plaque
se décompose, suivant la condition d’équilibre (49):

1. En une charge p, aglssant sur-la poutre Iongxtudmale pas-
sant par le point de croisement considéré,

‘2. En une charge 2 p,, agissant moitié sur la poutre longl-
tudinale et moitié sur la poutre transversale correspondante.

3. En une charge p, agissant sur la poutre transversale.

Nous savons en outre, qu’en tout point de croisement:

1. La fleche w, de la poutre longitudinale chargée avec les p,
_ doit étre égale a la fleche w, de la poutre transversale chargee avec
. les p, [condition de déformation (50)]. :

2. Le moment M, de la poutre longitudinale chargee avec les
p: doit étre égal au moment M,, de la poutre transversale chargee
avec les p,, [condition de déformation (46)]. :

3. Le moment M, de la poutre transversale chargée avec les
py doit étre égal au moment M,, de la poutre longitudinale chargee :
avec les p,, [condltlon de controle (44)].

Nous appliquerons en premier lieu ces considérations aux
poutres situées sur le pourtour de la plaque40). Les fléches étant
parfaitement connues en ces endroits, nous en déduirons, en géné-
ral trés facilement, les valéurs correspondantes des charges, que

- mous appellerons p, , p.y, et py,.

Rien ne nous empéche alors d’admettre les charges inconnues
Ds des poutres longltudmales On peut ensuite calculer les fléches
w, dues aux p, connus (aux appuis extrémes) et aux p, admis,
en employant par.exemple la méthode de Mohr. Dans le cas oll
* les poutres longitudinales sont hyperstatiques, il faut d’abord les’
diviser en tron‘gons is‘ostatiqurés ret faire agir des sefforts surabor-

49) Nous montrerons plus tard que ces poutres ne sont pas solhcxtees, o

si la plaque est appuyee seulement sur son pourtour Pour cette raison, -
nous les avons supprimées sur les figures 8, 9, 10 et 11. .
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dants ]usqu a ce que les conditions de deformatlon hant les dlffe-
rents trongons soient satisfaites. - ‘
Considérons maintenant une poutré transversale (fig. 12) Les
w, étant égaux aux w, selon (50) sont donc connus. Il faut alors
. écrire que les p,, connus (aux appuis extrémes) et les p, encore -
inconnus engendrent précisément ces Tleches w, = w,. En utilisant
de nouveau la méthode de Mohr et en superposant ’influence des
divers p,41), la fleche en chaque point sera exprimée par une
équation contenant tous les p, inconnus. Nous obtiendrons donc

PYyo PY1 Pye Fu; 994‘}395 Pye
ARAEN Lt/

—

-

. — ot

1.2 3 4 5
V‘,’Uo )’V'U' I,V‘/Uz/\"/‘:la)/‘/g-a ,V*/'Js ,W'Js

T m—— .

<Ag XAQ—)‘A!J)-(AQ %Agxng 9

:

(.-.-.--- ceamea b...-.....-..;..)%
Fig. 12

autant d’équations qu’ll y a de pomts de croisement entre les
- appuis, c’est-a-dire aittant que d’inconnues p, . Ces p, péuvent alors
étre calculés. En considérant 'une aprés Pautre chaque poutre
transversale 42), on obtiendra finalement les p, de t-ou-te 1a plaque.

“41) Clest un procede classique utilisé dans la résolution des problémes
hyperstatiques (cf.- par exemple: M. Ritter, Repetitorium der Vorlesungen
itber Baustatik; III, Allgemeine Theorie statisch unbestimmter Systeme,
Eidg. - Techn. Hochschu]e, Abteflung fiir Bauingenieurwesen ou W. Kauf-
mann, Statik der Tragwerke, Berlin 1930, Springer, S. 168).

. 42) Pratiquement on ne calculera qu'une seule poutre transversale pour
les divers w,= 1, ce qui pérmettra d’obtenir ensuite les p, correspondant-
a’ n’lmporte quels w, par simple superposxtlon

»
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Puisque nous avons utilisé la méthode de Mohr, nous avons
~déja calculé les M, des poutres longitudinales par suite. des p.,
connus-et des p, suipposés. Nous connaissons par conséquent les
M,, des poutres transversales, car M,, = M, selon (46). Nous

- pouvons donc déterminer les p,, inconnus, qui, avec les p,, connus
(aux appuis -extrémes) proddisent ces-moments M,,; on procedera
comme pour passer.des w, aux p, corresp«ondants ‘La relation (44)
servira de vérification. ’

Nous connaissons maintenant en tous les points de croise-
ment des poutres longitudinales et transversales les diverses char-
ges Py, 2Py Py, Par conséquent leur somme p, charge effective
de la plaque, selon (49). Cette charge ne sera pas, en général,
_celle que nous devrions obtenir. On pourrait évidemment essayer
de corriger les p, jusqu’a ce que l’on obtienne les p voulus; mais
. ce procédé, long et pénible, n’est pas & conseiller. I1 vaut mieux
procéder de la facon suivante. Comme dans le.calcul des p,
partir des w, nous écrirons que les p réels résultent de la super-
position des p correspondant aux p, inconnus pris séparément.
‘Nous obtiendrons encore une fois autant d’équations que d’incon-
‘nues p,. Nous pouvons donc calculer les p, des poutres longitudi-
nales de remplacement par suite de n’importe quelles charges exté-
rieures p de la plagque. Toujours par la méthode de Mohr, on passe .
sans difficulté aux w, rorrespondants, et par consequefzt aux
fleclzes w de la plague, selon (38). Le probleme de la plaque fléchie
sous l'effet de charges transversales est donc maintenant résolu,
comme. un probleme de poutres entre croisées ‘de statnque appll-

 quées). , - '

LA

43) Pour le voilement, seules ‘les fleches nous intéressent. La recherche
* de la -sollicitation d’une plaque ne présente pas de difficulté, lorsque les :
P, sont connus en tous les points. 11" est aisé de calculer les p,, et les pJ,
leur dépendance d’avec p, ayant dii étre déterminée dans les premiéres opé-
rations effectuées. On trouve alors: ‘ :

-a) Moments de flexion. Selon (34) et (36), Mfl“ rr"M " et
ME =M, M,

b) Momerzts de torsion. Les M” et My sont engendres par des
charges py' = p,.—-vp., [éq. (39), (42)et(44)] et p, _p,,—]-vp_u, L’equatlon

Ky

38 | L -



Bien entendu, nous pourrions faire un 'rais~onnement analogue * .
en choisissant comme inconnues, non plus les p,, mais les p,,
- ou les p,,, ou méme les M, ou les-M,, ou enfin les w, directement.
La meilleure fagon de procéder differe suivant les cas..

Plague appuyée seulement sur son pourtour et fléchie par des
charges d distribution sinusoidale dans un sens. Considérons les
" poutres transversales de remplacement d’une plaque rectangulaire.
Appelons pyy , Pyy,, --- les charges p, aux divers points 1, 2,
de la poutre transversale médiane (fig. 13). Ces charges produl-
ront des moments Myy , My, ... (fig. 14) et des fleches Wy M
Wypy,, --- (fig. 15) en ces mémes pomts Supposons que les autreq .
poutres transversales soient toutes chargées de fagon semblable
et appelons 4 le facteur d’affinité. Aux points 1, 2, ... d’une poutre-
transversale quelconque, la charge serd donc Aprm,s APy ---5 1€
- moment, Ml/IyMl AMyy, - - - et la fleche, Awyy, Awyy,,

Sl’l varie smusmdalement entre les deux bords transver%aux

de la plaque, nous pouvons écrire: 2 = sin (7[ ) Sur les bords

7 est donc nul (x =0 et x = 4); il atteint son maximum au droit
de la poutre médiane (x = 4/2). Nous trouvons alors les expres-
sions suivantes pour les charges, moments et fleches d’une poutre
transversale quelconque d’abscxsse x:

Py = sin (z“x)'/zyM;-’ Pr. ZS'"(T‘)"’M '
. ' - ’ n |
- My, = sin (‘a—x) ) M}'M,v_ My, = sin (Fx) ) MyMs’

‘wy, = sin (%x) “Wyy s Wy, = sin (-Z—x) Wy, o
(27a) devient: p,/-2p./ +p/=p; p5 »/ et’ p étant connus, on en
déduit les p,,’, d’olt les Mf,f correspondants. . .
c) Efforts iranchants. -‘Les équations (25) et (26) dévienne_nt:
QF =@/ +-Qy™ et QJ'=0Q,'4-Qy"™, ot Q, Q' et Q' sont les
efforts tranchants dus a p,’, p,’ et p,’. L’indice long. et trans. de Q,,’

indique s’il faut calculer cet effort tranchant le long des poutres longi-
“tudinales ou transversales.

i
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Or M, = M,, selon (44) et w, = 'w,, selon (50); de svd'rte que:
. My, = sin (7;> “Myy s My, = sin (7.\:) . Mmg
Wy, = Si\=-x) - Wy wx,‘_: sin{—-x) - Wy,
Nous n’avons plus besoin de I’analogie de Mohr pour remonter
des M,, aux p., et des w, aux p,. Nous pouvons le faire directe- -

ment, en utilisant les relations (7) et (6), oilt nous remplagons
comme toujours EJ par D. Il vient alors:

2 2
g m O My 2% (N M
Py = o0x2 ~ a? a m
L 2 - 2 .
U = Ele = sin(Z ) My,
Py, — -~ 9xz2 T a2 a IMy .

o0t wy, nt . (= '
po = D55 = Zsin(Z4) - Duy,,
otw Cat o, (m
Px, =D ax:* =stm(7x)-DWyM,

'Nous pouvorns mamtenant calculer ‘d’aprés (49) la-valeur de
= pr+ 2 psy+p,. Nous obtenons:

g p1=sin(%x)( D - wy,, +2 Mm + p,,M)

t

pz—-sm(—‘;— )( D. WyM +2 yM2+pyM) . |

o D T AT _ )
La charge extérieure de la pldque p, est'donc une sinusoide le long
de la poutre longitudinale passant par le point 1. Il suffit dés lors
dé: connaitre 1a valeur de p, en un seul point de la poutre longi-
tudinale 1, pour étré en mesure de calculer trés rapidement les
pyentous les autres points. Il en est de méme pour p,,.:.-Nous
choisirons tout naturellement comme abscisse. des points a consi-
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dérer x=7 (sommet des sinusoides), c’est-a-dire la poutre trans-
versale médiane, qui seule nous intéressera désormais. Nous pou-
vons écrire par conséquent, en supprimant définitivement l’in-
dice M: - e )

at FAd
Pr= FD Wy, + 2;{ MJ’: + Py,

. 4 n2 ’ . 5] ’
p2:%D'w}':+2;?M}’e+lfys ( )

Utilisation des charges nodales. Considérons une poutre
simple transversale, appuyée elle-méme sur une autre poutre simple
plus longue (fig. 16). Nous appellerons la premiére, poutre secon-
daire et la seconde, poutre principale. Sur la- poutre secondaire

- Y%

. Fig. 16

‘agissent une ou plusieurs forces, concentrées ou réparties. Les
.réactions de la poutre principale ne changent pas, si les forces
- sont appliquées directement sur celle-ci. Il en.est de méme des
moments fléchissants, sauf entre les appuis de la poutre secon-
daire. Nous pouvons donc remplacer les charges réparties sur une
" poutre simple par des charges concentrées aux endroits oit les
moments fléchissants doivent étre calculés. Il suffit pour cela de
considérer les points choisis comme appuis d’une série de poutres
secondaires. Les charges concentrées dues i ces appuis sont ap-
.pelées « charges nodales ». '
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.~ - Nous ne connaissons-en général que les valeurs des charges
réparties aux points choisis précédemment. En admettant une
vdriation linéaire entre deux points consécutifs, nous trouvons,
en appliquant les lois de I’équilibre (fig. 17): =

 AYme AYm,m X
Ky = V252 (g 4 20y,) + 2225 Q4 y,) | (52)

<ZAym-im>}

oo AYm-gm =Die - Aymmey-->i.
Fig. 17 -

€i lés points sont‘équildistants Aymr,m = AYm.m+1 = 4y), on ob-
tient: o Ay - A
. 4 y .
' Ky = T Pryi_s + 4 Pym + Prpr)
 .Mais si les points sont équidistants, on peut admettre une varia- -
tion paraboligite de la charge entre trois points consécutifs, ce qui -
~ sera bien plus exact. Il faut alors ajouter a la formule précédente
’effort d’appui au point m provenant des deux secteurs para-
boliques .égaux 4¢) de la figure 18, c’est-a-dire la surface totale

, " 4f) La parabole peut étre considérée comme le moment d’une poutre
- simple allant de m — 1 2 in <~ 1 et sollicitée 4 ses deux extrémités par des
moments p, et L ainsi. que par une force uniformément répartie

- p)’m—l +2 pJ’lrz -F Ym41
: , 4y , ‘
Les deux secteurs paraboliques ont. donc bien la méme surface..
S

43



calculée d’apres-la formule de Simpson moins celle des deux tra” .
pézes. L’effort complémentaire de chacun des deux secteurs vaut
par conséquent: ' "

1 A ) B . A . . -
. 5[% (Py,,,_l + 4p.}'m + pJ"m+1) - _2J—’(p}'m_1 + 2pym + pym-i:l)] )
soit E % (— Pym_s + 2Py Pymia)

de sorte qué finalement:

. A y !
Ky, = j% (Pyp_r +10py, + py,) (53>

¢ m.-1 H m : m+1
g by <70y
LR VONI
S o - VHym -
S o * Fig. 18

La ‘charge nodale-a P’appui de la poutre priﬁcipale est assez rare-
ment utilisée. En désignant cet appui par I’indice 0 et en le mettant
au point m —1 de la figure 17, on obtient évidemment:

K}'o = Ty(zp)'o_i_ p)’l)

Si on ajoute ’effort oompléméntaire du secteur parabolique situé
entre les points-m—1-et m de la figure 18,-on aura finalement:

.
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dy .. .. .14 :
K= @+ )+ 575 (Pt 2om—)

c’est-a-dire:

Y|
K}’o = 2—: (7 Py, + 6p}'1 - p)’s) (. (54)

$’il's’agit d’une poutre longitudinale, il faut naturellement rem-
placer I’indice y par x dans les formules (52) a (54):
Conmnaissant les moments aux points choisis, on peut trés bien
admettre leur variation intermédiaire, comme nous venons de le
faire pour les charges. Grace & ’analogie de Mohr, on peut alors
calculer les fléches et les angles de rotation aux extrémités 45). La
méthode des charges nodales est par conséquent utilisable pour
résoudre tous les problemes de poutres, arcs et cadres, qu ’ils
soient iso- ou hyperstatiques 46).
 Dans le cas des poutres entre-croisées remplagant la plaque,
il faut prendre garde que la relation (49) est une relation entre -
des charges réparties py, p.,, p, et p. Si 'on choisit par exemple
les p, comme inconnues pour exprimer les p, les charges nodales
auxiliaires des formules (52) a (54) contiendront ces p, inconnus.
Ceux-ci seront conservés tout au long des calculs: ce sont donc
. les valeurs de ces p, répartis, correspondant aux p également ré-
partis, que nous obtiendrons finalement. A moins de commettre
délibérément une erreur inutile, on ne peut pas des lors étendre
la relation (49). 2 des charges concentrées aux points de croise-
ment, en €crivant simplement: P, + 2 P,, + P, = P. Puisque cette
_relation est inexacte, on voit maintenant trés bien la différence
entre le calcul des poutres entre-croisées remplacant la plaque et

45) Les charges nodales fictives de la poutre chargée avec ses moments
sont appelées «charges élastiques» W. Si on superpose linfluence des
«charges élastiques» aux différents points, -on s’apergoit que les calcnls
. mumériques effectués pour obtenir les fléches sont strictement les memes
"que si on emploie la méthode des travaux virtuels.

" 46) Cette facon de procéder a été introduite par J. Wanke: Die giin- -
stigste Form des eingespannten Gew3dlbes ind die Bestimmung seiner E|gen-
. gew1chtsspannungen Technische Blitter 4. Nov. 1920

45



le calcul des poutres entre-croisées ordinaires. Quoique nous ne
formulions les conditions dites d’élasticité (44), (46) et (50)
. qwaux points de croisement, c’est effectivement en tous les points
que ces conditions sont satisfaites, vu la continuité des charges
réparties, et par conséquent des moments et des fléches qui en
découlent. Le seule erreur commise provient de I’hypothése plus
ot moins arbitraire admise pour la continuité. —

Pour passer aux charges concentrées de la plaque, il faudrait
resserrer de plus en plus les poutres de remplacement, en di-
minuant chaque fois -la partie de la plaque ol agit p, jusqu’a ce-
qu’on puisse la réduire a zéro ,par extrapo]atvon des résultats ob-
ténus. On peut cependant se tlrer d’affaire avec une approximation
suffisante de la manidre suivante. On calcule d’abord les charges
réparties p = p. 42 p., - p,, puis les charges nodales K qui en
" découlent aux points de croisement des poutres longitudinales et
transversales. On admet alors que ces charges nodales K pro-
_ duisent le méme effet que les efforts concentrés P de méme valeur
. agissant sur la plaque: -

P=K ‘ e (85)

Le procédé est donc bien différent de celui qui consiste & remplacer -

dés le début les charges réparties de I’équation (49) par des -

charges concentrées et a écrire tout de suite P, 4-2P,, +4- P, = P.
' Comme nous I’avons dit auparavant, nous devons considérer
séparément linfluence des diverses charges inconnues choisies.
La répartition parabolique entre trois- points équidistants d’une
" charge agissant toute seule est donnée i la figure 19. On voit
quwelle n’est pas du tout la méme, suivant que ’on considére les
charges nodales aux points m —1, m ou m-1. Or le fait de
considérer séparément les charges inconnues n’est qu’un artifice
“de calcul, puisque nous les superposons ensuite. L’exactitude de
12’ répartition parabolique peut donc étre estimée seulement lors-.
“que toutes les charges sont connues et qu’elles agissent toutes -
" .ensemble. Il s’en suit que la figure 19 est sans importance. Lors-
 qwune charge agira toute seule en un point, nous. dessinerons
dox:énava(lt (fig.-21)- une répartition unique qui ne correspond .

v
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; ’h-atu-rellt;‘mént plus aux formules (53) et (54) utilisées dans les :
calculs 47). ' ‘ ‘ '

REOR

Lo Fig. 19
x —
AR >
> 1
X, 4
. 3 24
: 9,(1 4
b%bie: 51 /
P31 |
: *1 71
|
AR 10
' eeeeeenes 75 --- >< e TBeemnnns >
LS PoT) | P
! Fig. 20

471) L’emploi de formules plus compliquées ne parait guére justifié

dans notre cas. On consultera & ce sujet: G. Kriwoschein, Anwendung -der

. Simpson’schen Regel zur Ermittlung der Biege- und EinfluBllinien, Der
Stahlbau, 1. Mirz 1940 et F. Chmelka: Niherungsformeln zur Berechnung

der Winkelgewichte fiir biegungssteife Triager, Der Stahlbau, 1.-Nov. 1940:
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Application numérique. Soit une plaque rectangulaire (fig. -
20), de longueur a = 15 et de largeur b = 1048), appuyée sur son
pourtour, sollicitée par des efforts extérieurs p répartissinusoidale-
"ment dans le sens longitudinal et non chargée sur ses bords.

Nous savons que dans ce cas seule la poutre ‘transversale
médiane est A considérer avec ses charges p, liées aux p de la
plaque selon (51). Divisons cette poutre transversale en dix inter-
valles égaux. Nous obtenons de la sorte les points équidistants
"0,1,2,...,9,10. :

Occupons nous tout d’abord des extremltes de la poutre 0
et 10. Puisque w, et M, sont nuls, alors, selon (51)49): '

po = p}’o plo = p)‘w

Aucune charge exterleure n’agissant sur les bords de la plaque,
on a -
Pye = Py = 0.

Il faut maintenant déterminer les charges p; , p,,, ... ,'p,,9 de
la poutre transversale m¢diane aux points 1, 2, ..., 9, correspon-
dant aux charges données de la plaque py, p,, ..., py, €n ces mémes
points. En utilisant le double indice de Muller-Breslau nous.
appellerons: -

| pu la charge p au boiﬁt 1 correspondant a la charge‘uhitaire =1,
p12 la charge p au pomt 1 correspondant  la charge unitaire gy, =1, |

19 la charge p au point 1 correspondant 2 la‘chérgeAunitaire Prn=1;
#8) Nous n’avons pas indiqué 'unité de longueur qui sert & mesurer
a et & nii 'unité de force qui sert 2 mesurer p, car le coefficient de voile- .
ment que nous voulo;is obtenir (chap. lV)'- ne dép'end.que du rapport %
(cf. note 77). '
19) Pbur_ une pladué rectangulaire appuyée sur son contour et chargée
de fagon quélconque, on démontre aisément que les poutres de tremplace-

ment transversales supportent entxerement les efforts des bords Iongxtu-
‘ dmaux et recxpnoquement . S

1
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a1 la charge p au point 2 correspondant a la charge unitaire py,'—_—‘.l ,'.
P22 la charge p au point 2 correspondant a la charge unitaire p,, =1,

P2 la charge p au point 2 correspondant a la charge unitaire g, =1;

pa la charge p au pdint 9 correspondant a la charge unitaire p, =1,
po2 1a charge p au point 9 correspondant a la charge unitaire p,, =1,
P la charge p au point 9 correspondant a la charge unitaire p,, =1.

En appliquant le principe de superposition, nous obtiendrons:

PL=pu-Ppt+pe-p+ -+ p-py, /
P2 = P21 Py, + P22 Py, + -+ P2 * P (56')'
Ps = po1 - Py, + ﬁsz Pyt s+ pes- py,

Nous disposons donc de 9 équations a 9 inconnus p,, py,, ..., Py,-
Pour simplifier la résolution de ce systéme, nous allons utiliser
la méthode de décomposition des forces d’Andrée 50). Pour cela
nous faisons agir tout d’abord aux points symétriques 1—9 deux
charges égales et de méme sens % (p; + py), et de méme aux autres
points symétriques 2—8, 3—7, 4—6, 5—5, des charges égales
2 (ps+P8), 3(Ps+P1), $(pa-+Pe), 3P En ces mémes points
symétriques 1—9, 2—8, 3—7, 4—6, 5—5, nous faisons .ensuite
agir des charges égales et de sens contraire 1 (p; —py), 3 (P2 —Ps),

3(7s — P2), $(ps — Po), +3ps = —4py = 0. Nous obtenons alors
deux systémes, ’'un de 5 équations 3 a 5 inconnues pour les charges
symétriques puisque p,, = py,, Py, = Pygs--- et 'autre de 4 equa-.
tions a 4 inconnues pour. les charges dites antimétriques puisque

50)-W. Ludwig Andrée, Das B U-Verfahren Oldenburg 1919. Il existe
aussi ure traduction frangalse de cet ouvrage par Jean Kessler, La méthode
de deodmposmon des charges apphquees -aux poutres, cadres, porthues chdr-
pentes,. etc., dite methode B.U., Paris: et Liége 1925} Beranger Lo
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Py, =—Pry> Py, = —Pyg> -+ Bien que ces deux systémes ren-
ferment 9 inconnues, ils sont sensiblement plus vite résolus que
le systéme primitif (56) a 9 équations. Des que les p, par suite
de % (py+7)s 3 P2+ ps), ..., et par suite de }(p; — ps),
1(ps—pg), ... seront connus, il suffira de les additionner et de
les retrancher pour obtenir lés p, désirés par suite de py, p,,
vers Pye : -

Nous mettons les équations a résoudre sous forme de tableau:
tous les termes connus et inconnus figurent dans un seul membre;
de sorte que ’autre membre, nul, disparait complétement;-en outre
les p, inconnus sont inscrits en téte des colonnes qu’ils multiplient.

Nous obtenons de la sorte les deux tableaux suivants:

Equations a /rés\oudre par suite de charges symétriques
(P = Pyor Pra=Pyo> Pyrs =Pp» Py = Pyo)

pt. |  P» Py, Pys " Py Py, Charge p

> =< <L > >
1 | pa1 + posr | Prz + Poz | P1s + Pos | Pra + Pos| P1s 4 Pos | — 3 (p1 + po) 57
2. | P2y + Pas| Poz + Psz| Pos + Pss| Pos + Pss| Pas + Pos [~ 3 (pe + ps) 67
3 |ps1 + pas| P32+ Pre| Pss + Pis| Pas + P | Pas 4 pas [ - 3(ps + pa)
4 | pas + Por| Pas -+ Poz| Pas -+ Pes| Pas + Pos|Pas + Pos |~ 3 (P2 + Pe)
5 F 2ps | . 2Pse 2 pss 2 pss 2 pss -1 ps '

Y

Eqdatiorzs a résoudre par suite de charges ~antimétriques
. (lp)ﬁ“: —Pyi> Py = —Prsy Pys =Py Pre= —Pysr Py = 0)

“Pt. Py Py Py Py, Charge p
‘ > > > >
1 | P12 —"Po1| Pra— Poz | Prs — Pos | P1a — Pos |~ 3 (P1 — Po) (58)
2 . | P21 — Ps1| P22 — Psz | P2s — Pas | P2s — Poa|~ $(p2 —ps) ‘
. 3 [Ps1— P11 Psz— Prz|Pss — Pr1s | Pss — Pua|— 3 (ps — po)
- 4 | Pas— Por|Paz — Pez| Pss — Pos | Pas — Pos| =+ (Ps — Ps)

Si nous avons plusieurs cas de charge a traiter, nous les écri-
rons les uns A coté des autres, a droite, dans de nouvelles_co- .
lonnes, puisque les termes.contenant. les inconnues ne subissent
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aucun changement. Si le nombre des cas de cliarge est plus grand ~
que celui des inconnues, on a tout intérét a calculer séparément
Linfluence des différentes charges unitaires p; =1, p, =1, ...,
po = 1. Par superposition, il nous sera ensuite facile d¢ déterminer
les py , py,» ---» Py, Provenant de charges quelconques py, ps, ...,
Pg9. Clest le principe bien connu des lignes (respectivement des
surfaces) d’influence.

Avant de résoudre les systemes (57) et (58), il faut calculer
les py1, Pias ---» Pgo. Nous utilisons pour cela les formules (51).
Nous devons donc déterminer d’abord les fleches w, , wy,, ..., Wy,
et les moments M,,l, M,,, ..., M, par suite des charges unitaires
py,=1, py,=1, ..., pyy=1. En utilisant le double indice de
Muller-Breslau nous disons que nous devons chercher les Wy
Wyigrenrs Wy, €t les M, , M, ., ..., M, . Nous donnons ci-apres,
a titre d’exemp_le, le calcul complet deM, , M » M,,, et de
Wygs Wyges ooes Wy, pour 4y = 1 (Table 1 et fig. 21).

Yq12 TV 00

Table I (exemple de calcul de M, et w*,,)

Pt.| p |12K|12Q|12M[144W %)(144Q,,| 144 w* | Charges Moments  Fliches
+7.2 +907,2 PoxR :
1| —1— + 7,2] + 86,4 + 907,2 1% : _ '
‘ +7,2 +820,8 P
21— | — +14,4| +172,8 +1728,0 2% i
+7,2 4+ 648,0 A
3| —1|+1 +21,6 | +2582 +2376,0 3% i _
1 . +6,2| - +380,8 1 T '
4 1+1 |+10 +27,8| +323,6 +2765,8 4 ¥
-3,8 + 66,2 i / \
5| — 1| +1 +24,01 +287,0 +2832,0 5 %10 v
4,8 : -220,8 it 7 ‘ /
61— — +19,2] +2304 +2611,2 'S B
R -48 - 4512 i / -/
7| —1 — +14,4] +1728 +2160,0 7% -
‘ —48] . -624,0| . i _
8 — | — + 96| +1152 +1536,0 8% : . _
- |-4,8 : -1739,2 141/
9| — | — | " |lra8|+ 576 + 796,8 °§ Lo
= 418 - 796!8 leo¥.. ¥

: Fig. 21
Dans la’ résolution des problémes hyperstatiques, il est inu-
tile de connaitre la valeur réelle des fleches en cm ou en 'mm; il
faut seulement calculer les valeurs des multiples des fléches, D - w.
Pour simplifier ’écriture, nous:avons remplacé D-w par w*:
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‘wr=Dw

. (59)

Aux points 1, 2, 3 et 5, on obtient des tables semblables, dont’
nous donnons les résultats dans les tables récapitulatives 11 (Mo-
ments multipliés par 12) et III (Fleches multipliées par 144 D).
A cause de la symétrie, il est inutile de considérer les charges uni-
taires-aux points 6, 7, 8 et 9. On remarquera également les con-
troles dus au principe de réciprocité (Maxwell): '

Mnm = an (60) v et Wam = Wpp
Table Il (12M,,)

Pt. 1 2 3 |- 4 5
1 +08 + 9,6 + 8,4 + 72 + 6,0
2 | +96 +182 | +168 | +14,4 | +120
3 | +84 +168. | +242 | +21,6 | +180
4 | +172 +144 | +21,6 | +278 | +24,0
5 | +60 +12,0 | +18,0 +24,0 +20,0
6 | +48 + 96 | +144 | +192 | +240
7 ) +36 + 72 | +108 | +144 | +180

"8 | +24 +48 | + 72 | + 96 | +120
9 + 1,2 +:24 + 3,6 + 48 |+ 6,0

Table III (144 w*,,)
Pt. 1 2 3 4 5
- 1 | +3898 |+ 672,0 |+ 8400 |+ 0072 |+ 8880

2 | +672,0 [+12298 |+1579,2 [+1728,0 [+1704,0

"3 | . +840,0 [+1579,2 |+21178 [+2376,0 |+2376,0
4 | +907,2 [+1728,0.[+2376,0 |+276538 |+2832,0
5 | +888,0 |+1704,0 |+2376,0 [+2832,0 [+3001,0
6 | +796,8 |+15360 [+2160,0 |+2611,2 [+2832,0 |
7 | +648,0 |+1252,8 |+1771;2 {+2160,0 | +2376,0-

8 | +456,0 |+ 8832 |+1252,8 |+1536,0 |+1704,0
9 | +2352 |+ 4560 |+ 6480 |+ 7968 |+ 8880
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Si la charge p, n’était pas 'mille il faudrait ajouter une colonne
aux tables II et III. On trouverait alors les chlffres suivants aux
points 1, 2, ..., 9: ' :

Moments (multlphes par 12):
09; 0,8; 0,7; 0,6; 0,5; 04 03 0,2; 01
Fléches (multlpllees par 144 D):
33,3; 56,8: 70,7;-76,2; 74,5; 668 54,3, 382 19,7.

Nous pourrions de la sorte vérifier les tables II et 111 au moyen
d’une charge p répartie uniformément sur toute la poutre. Au point
5 par exemple, milieu de la travée, nous obtiendrions par super-
position: '

My = ‘—L'p [2(05 + 6412+ 18 4 24) 4 20] =125

wh = 14 p [2(745+888+1704+2376+2832)+ 3001] = ‘5635 P

. 2
Avec 1és formules bien connues Mo, — PE ot Worae = 5ay PI4, ON
' 8 384 _
1562,5
12
nodales (53) et (54) étant exactes dans le cas de droites (charges)
ou de paraboles (moments).
On peut faire une autre vérification au moyen d’une charge
sinusoidale:

trouve également 12,5 p et p, les formules des charges

p = sin (10 )
En utilisant (7) et (6), et en intégrant on trouve:
M = 102 10,132119 sin
= 10y = 107
‘w*=1% Zy—= 102,65082 sin = y
: "10 10

La sinusoide de sommet 1 a les valeurs suivantes aux points 1— 9
2-8 3—17,4—6, 5: : : :

0,30002; 0,58779; 0,80002; 0,95106; 1. (erreur max.: 4 0,005 /00)
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A Yaide des tables II et 111 on trodve alors, au point 5 par exemple:

My = [2(6 030902—|—12 0,58779 4 18-0,80902
‘+ 24.0,95100) + 29-1] = 10,1326

Wi = ]}ﬂ [2(888-0,30902 4 1704-0,587 79 + 2376-0,809 02
. + 2832.0,951 06) + 3001 - 1) = 102,669.

Selon les formules données précédemment les valeurs exactes sont
10,1321 pour le moment et 102,660 pour la fleche. L’erreur n’est
donc que de 0,05°/4, pour M et de 0,000/, pour w. Aux autres
points, nous avons contrdlé que ’erreur est encore plus faible.

On remarquera que le calcul de M ou de w en chaque point
se fait en une seule opération de la machine a calculer, ¢’est-a-dire-
sans qu’il soit besoin de noter un résultat intermédiaire. Pour le
calcul de wy*, par exemple, on multipie une premiére fois 0,30902
par 888; on efface 888 seulement et l’on multiplie & nouveau
0,30902 par 888; puis on efface 0,30902 et 888 et I’on multiplie
0,58779 deux fois par 1704,... sans s’occuper du résultat, qui
est ainsi une véritable superposition. Une fois les multiplications
effectuées, on peut diviser par 144 sans avoir pris connaissance
d’un seul résultat intermédiaire. Nous parlerons plus loin du choix
de la machine a calculer la plus adéquate. Il est bien inutile
d’écrire toutes les opérations i effectuer comme nous venons de le
faire pour My et wg*. Il suffit d’avoir sous les yeux les valeurs
0,30902; 0,58779; ... de la sinusoide et les tables II et III, dont
on cache 3 tour de rdle toutes les colonnes (ou les lignes),
sauf une.

Avec a = 15, nous obtenons 42 = 225 et a* — 50625, et
comme n = 3,14159265, 22 = 0,869604, »t = 97 409090. Les
formules (51) deviennent: -

pu = (13,362015.10-5.144.D-w,, + 7310,818.10-5. 12Myu + )
piz = (13,362015.10-5.144. D -w,,, + 7310818-10¢. ]2My"+py“)

--------------------------

Les tables II et I1I se transforment alors pour devenir les tables IV
(13,362015-10-6 - 144 w},) et V (7310,818-10-6-12 M,,).
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Table IV (px,, = 13,362015-10-6. 144 w},)

2

1

2

3

4

o]

+ 0,005 209
"+0,008 979

+0011224 -

+0,012 122

+0,008 979
+0,016433
+0,021 101
+0,023 090

+0,011 224
+0,021 101
+0,028 208
+0,031 748

+0,012122
+0,023 090
+0,031 748
+0,036 957

+0.011 865
+0,022 769
+0,031 748
+0,037 841

+0,011 865

+0,022769

+0.031 748

40,037 841

+0,040 099

Cco~o|lalswn -

+0,010 647
+0,008 659
+0,006 093
+0,003 143

+0,020 524
+0,016 740
+0,011 801
+0,006 093

+0,028 862
+0,023 667
+0,016 740
+0,008 659

+0,034 891
+0,028 862
+0,020524
+0,010647

+0,037 841
+0031748
+0,022 769
+0,011 865

Table V

(2 P um =

7310,818-10-6- 12 My,,) .

.
g

1

2

3

4

5

+0,071 646
+0,070 184
+0,061 411
+0,052 638

+0,070 184
+0,133 057
+0,122 822
+0,105 276

+0,122822
+0,176 922
+0,157914

+0,061 411

+0,052 638
+0,105 276
+0,157 914
+0,203 241

+0,043 865
+0,087 730
+0,131 595
+0,175 460

+ 0,043 865

+0,087 730

+0,131 595

+0,175 460

+0,212 014

OO Ut D WN

+0,035 092
+0,026 319

+0,017 546 |

+0,008 773

+0,070 184
+0,052 638
+0,035 092
+0,017 546

+0.105 276
+0,078 957
+0,052 638
+0,026 319

+0,140 368
+0,105 276
+0,070 184
+0,035 092

“+0,043 865

+0,175 460
+0,131 505
+0,087 730

Nous mettons égaleme

(VI).

Table VI (py,n)

nt les valeurs de Pymn SOus forme de table

)

2

3

+1

G

[

[l

+1

[l

+1

Pt

+1

OO~ | T LN -

L1l

11

[0

55



Il suffit maintenant d’additionner les tables.IV, V et VI pour ob-

tenir les valeurs de piy, pys, ..., Pgg des équations (57) et (58)

(Table VII),

Table VII (p,;;”) A

Pt. 1 2 3 4 5
1 |+1,076855 | +0,079163 | +0,072635 | +0,064760 | +0,055730 *
"2 | +0079163 | +1,140490 | +0,143923 | +0,128366 | +0,110499
3 | +0,072635 | +0,143023 | +1,205220 | +0,189662 | +0,163 343
4 [+0064760 | +0,128366 | +0,180662 | +1,240198 | +0,213301
5 | +0,055730 | +0,110409 | +0,163343 | +0,213301 | +1,252113
6 |+0,045739 | +0,000708 | +0,134138 | +0,175259 | +0,213301
7 | +0,034978 | +0,069378 | +0,102624 | +0,134138 | +0,163343
8 |.+0,023630. | +0,046803 | +0,060378 | +0,000708 | +0,110 499
9 [+0011916 | +0,023639 | +0,034978 | +0,045739 | +0,055730

Les équations (57) et (58) donnent alors les deux tables suivantes

VI et IX:

Table VIII. Equations & résoudre pour des cﬁarges réparties symé- -
_triquement le long de la poutre transversale médiane

Pt.

pJ’l
>

p)’z -
>

p)’s
>

pJ’A
.o

p)’ﬁ
>

Différents cas de charge;

OVl W N =

+1,088 771
+0,102 802
+0,107 613
+0,110 499
+0,111 460

0,102 802
+1,196 383
+0,213 301
+0,219 074
+0,220 998

10,107 613
+0,213 301
1,307 844
+0,323 800
+0,326 686

+0,110 499
+0,219 074
10,323 800
+1,415 457
+0,426 602

+0,111 460
+0,220 998
+0,326 686
40,426 602
+2,504 226

-05

-05

P1s P2y Pss Pss Ps = 05

Table IX. _Equa'tions a résoudre pour des charges réparties anti-

métriquement le long de la poutre transversale médiane

Pt. Py, Py, ; Py, Py, Différents cas de charge:
i > > T X > P1s P2, Ps, Ps = 0,5

1 [+1,064 939|+0,055 524(+0,037 657 +0,019021(~-05 | — | — —

2 (40,055 524 +1,102 597 +0,074 545+0,037 658 — [-0,5 — —

3 [+0,037 657{+0,074 545|-+1,102 596 { +0,055 524 — — |-05 —

4 }+0,019021{+0,037 658 |+0,055 524 |+1,064 939 — — | — |-05
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Supposons maintenant que les charges extérieures de la pla-

que soient des forces concentrées Py, P, ..., P, aux points 1, 2,
, 9 de la poutre transversale médiane, tout en restant réparties
sinusoidalement dans le sens longitudinal. Selon (55), nous pou-
vons confondre alors ces forces P avec les charges nodales K des
efforts p. Dans les équations (57) et (58), les termes py, p,, ... py
deviennent Py, P, ..., Py €t les py1, Prs, ..., Pgg S€ changent en

" Pyy, Pigy onoy Pygg. Pour ’exemple que nous traitons, 4y vaut 1,

de sorte que selon (53):
12 Py, = Prm—-1 + lopnm + Prmi1

Nous appllquons cette formule aux tables VIII et IX (charges ré-
parties le long de la poutre transversale médiane), en observant
que si les charges sont symétriques, alors p,, = p,; d’oil:

| 12Pn5 = 2 paa + 10 pps
Si les charges sont antim_étriqu-eg on aura p,; = 0, d’bh:
2P =pas + 10t
Nous obtenons finalement les tables X et XI (charges concentrées

le long de la poutre transversale médiane, page 60).

Il serait imprudent de résoudre les quatre systémes d’équa-
tions en présence (tables VIII a4 XI) sans les avoir préalablement
contrdlés. La facon la plus simple et la plus efficace d’y parvenir
est de supposer une fléche sinusoidale dans les deux sens.

1. Charges symétrigues. Dans ce cas Ia fleche suivante est
possﬂ)le

1 (1
Dw 10000005m(15 )sm(lony)

Les ‘r"e'la-ti'on:s (39), (41) et (45) donnent alors:

= po w__ (1 ) (1 ' ) .

, D 19,7530865m(15nx sin lony
oL twe 1 1 ) -
)2_/@_ a ox7 oyt = 88 888889 sin (ﬁ :rtx) sm(ﬁ ]
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- ot - :
Py = D% = 1007sin (% n.x) 'Sin,(l_l(j ny)

D’apres (49), on trouve:

p = 208,641975 sin (% nx) .sin (% n y) |
Il s’en sﬁit que: "
px=00046746p  2p, = 04260355p  p, = 04792890 p
ce’ ciui donne: v ‘ A
p=2086420p, et 12P,=2086420 (p,, , +10p,, + Pyn.y)

. . (1 . .
Si p,= Sl‘n’-(iﬁ”y)’ nous en connaissons les valeurs aux points

1—9, 2—8, 3—7, 4—6, 5, soit 0,30902; 0,58779; 0,80902;
0,05106; 1; comme précédemment lors du contréle des tables 11
et 11L. Om trouve alors, & I’aide de la derniére formule donnée, les

. valeurs de 12 P aux points 1, 2, 3, 4, 5:

7,67383 14,59647 20,00024 23,61 748  24,83282

En employant la table X, on obtient par superposition de Peffet
des divers p, les valeurs de 12 P suivantes:

7,67400 14,50682 20,090 76 23,61809 24,833 48

Cest-a-dire une erreur maximum de 0,0005 ou 0,03 °/q,.
La table VIII n’a pas besoin d’étre vérifiée, puisque la table
X en est directement tirée.

2. Charges antimétriques. Puisque les points symétriques des
- poutres transversales ont des fleches égales et de signe contraire
comme les charges qui les provoquent, la fleche est nulle le long

de la poutre longitudinale médiane, exactement comme sur le pour- ‘

tour de la plaque. Nous considérons donc en réalité dans nos
calculs une plaque de largeur 4/2 = 5. Remarquons que cette pla-
que pourrait étre A Son tour chargée symétriquement et antimétri-
quement. Dans ce dernier cas, sa largeur serait réduite a /4. On
pourrait d’ailleurs poursuivre le raisonnement aussi longtemps
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qw’on le voudrait. On notera a ce propos la ressemblance entre 1é
procédé de décomposition des charges d’Andrée et le procédé de
décomposition en séries de Fourier.

Comme auparavant, il suffit de vérifier la table XI, tirée
dlrectement de IX. Pour cela nous utilisons la fleche:

D-w= 1000v0005inil—5nx-sin%ny

Des calculs analogues aux précédents nous donneront:

7:=0010p 2p,=0,180p p,=0810p doit p=1,234568p,

. 1 .
Avec p, = sin -y, les valeurs de p, seront les suivantes aux

"points 1—4 et 2—3: 0,58779 et 0,95106. On en tirera: 12P; =
12P, = 8,43082 et 12P, = 12 P; = 13,64130. Si nous utilisons
la table XI nous trouverons par superposition de Peffet des divers
py: 12P; =12P, = 8,43193 et 12P, = 12P; = 13,64309. L’er-
reur maximum est de 0,0018 ou 0,159/, donc sensiblement plus
que pour les charges symétriques, 4 cause du petit nombre de
points intermédiaires considérés (4 i la place de 9).

Pour exécuter rapidement et correctement les calculs, il faut
utiliser une machine présentant les caractéristiques suivantes:

1. Clavier complet, pour ev1ter d’écrire les zéros et permettre
les rectifications instantanées.

2. Grand nombre de chiffres, afin de pouvoir diviser une fois
pour toutes le clavier, le multiplicateur et le résultat en tranches
correspondantes de 3 chiffres, quels que soient les nombres en pré-
sence et les opérations a effectuer. C’est la facon la plus rapide
d’obtenir le résultat avec la virgule correcte. Nous avons utilisé
une machine 8 X 8 X 16 (8 chiffres au clavier et au multiplicateur,
16 chiffres au résultat), mais nous avons été obligés de changer
plusieurs fois la division en tranches de 3 chiffres. La machine
technique parfaite serait une 99X 18. Malheureusement, une
telle machine n’existe pas i notre connaissance. Les types actuels

~ sont tous congus pour des opérations essentiellement commerciales,
avec les deux chiffres de droite pour les centimes.
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- - Table X. Equations A résoudre pour des charges concentrées -

- symétriquement le long de la poutre transversale médiane

Pt

. pyl i py.

- Py
> > >< >< > Plyphpayp-hpx‘»:

. Py, Py, Diiférents cas de charge:

05

QbW N =

+10,990 51 |+ 2,224 40|+ 1,289 43|+ 1,324 06+ 1,33560( -6 — - | -
+ 2,224 401+12,279 93 |+ 3,548 47 |+ 2,62504+ 2,64813] — |-6 - —-

|+ 1,280 43+ 3,548 47 (+13,615 54 |+ 4,872 53 |+ 3,01446) — — -6 —_

+ 1,324 06 |+ 2,625 04|+ 4,872 53 |+14,904 97 + 7,00693| — — — |-6

+ 1,33560(+ 2,648 13+ 3,914 46|+ 7,096 93 ;25,895 46| — — - | =

~Table XI. Equations a résoudre pour des charges concenirées
antimétriguement le long de la poutre transversale médiane

Pt Py, Py, Py Py, Différents cas de charge:
> > >< > Py, Py, 'Py, P, = 05
1. [+10,704 91 |+ 1,657 84|+ 0,451 12|+ 0,22787]-6 — — —
-2 |+ 1,65784|+11,156 04 |+ 1,885 70|+ 0,45112] — (-6 — —.
3 |+ 0,451 12|+ 1,88570|+11,156 03|+ 165784 — | — |-6 —
4 |+ 0,227 87|+ 0,451 12|+ 1,657 84|+10,70491] — | — — |-6

3. Report automatique ou avertisseur de non-report, pour per-
mettre d’effectuer en une seule opération de.la machine le quotient
d’un produit de facteurs, de multiplier un nombre fixe par uné série
d’autres par simple correction du multiplicateur (passage des
tables II et 111 aux tables IV et V) et enfin de commencer les opéra-
tions indifféremment avec le chariot 2 gauche ou 2 droite. Lorsque
le report automatique fait défaut, les chiffres du chariot en dehors
du corps de la machine ne sont plus influencés par les opérations
qui se déroulent dans le corps. Les résultats obtenus peuvent étre
pour cette raison complétement faux. Avec un. avertisseur,. une
rectification est toujours possible, en faisant revenir le chariot
dans le corps. '

. ~

4. Possibilité d’utiliser les nombres negattfs au multzplzc.ateur
Les machines qui donnent ces nombres en rouge 1nous paralssent
préférables.
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5. Légéreté et maniabilité, spécialement si Iopérateur doit
inscrire lui-méme les résultats. :

Résolvons maintenant, a titre d’exemple, les équations de la
table XI. Nous opérerons par éliminations successives. La premiére
équation obtenue contiendra toutes les inconnues Pyys Prys Prgs Py
(équation 11) ; la deuxiéme,  Pyy Py Py, (€quation 12); la troisieme;
Pry> Py, (équation 13) et la quatriéme p,, seulement (équation 14),
ce qui nous donne immédiatement la valeur de p,,. En introduisant

dans Péquation 13, nous trouverons tout de suite p,,. De méme,
si nous introduisons les valeurs de p,, et de p,, dans I’équation 12,
nous trouverons p,,. Enfin ’équation 11 nous donnera p,, , puisque
Pyy5 Pygs Py, SOnt alors connus. La résolution d’un systéme d’équa-
tions linéaires comprend donc deux parties: les éliminations suc-
- cessives et le calcul proprement dit des inconnues.

1.  Eliminations successives (table XII). Vu la symétrie des
coefficients des inconnues par rapport a la diagonale principale (de
gauche en haut & droite en bas), nous pouvons utiliser la méthode
abrégée de Gauss. Nous obtenons alors les équations 11, 12, 13 et
14 de la facon suivante:

Equation 11. Nous la prenons tout naturellement ldenthue a
I’équation au point 1 (équation 1).

Equation 12. Nous écrivons d’abord Péquation au point 2
(équation 2). Puis nous multiplions Péquation 11 par le coefficient
de p,, divisé par celui de p,, en changeant de signe, ce quiA nous
donne I’équation 111, La somme des equatxons 2 et 111 est ]’equa-
tion désirée 12.

Equation 13. Nous écrivons l’equatlon au.point 3 (equatlon 3).
Nous multiplions l’equatlon 11 par le ocoefficient de p,, divisé par
celui de p,, , en changeant de signe et nous obtenons 1’équation 112.
Ensuite nous multiplions P’équation 12 par le ooeff1c1ent de p,,
divisé. par celui.de p,,; en changeant également de signe et nous
obtenons P’équation 121, La sonme de 3, 112 et 121 est l’equa- '
tion 13.- : - :

. Equation 14. Clest la somme des equatxons 4 113 122 et 131
On obtient 113, 122 et 131 .en multlpllant 11, 12'et 13.par leur
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coefficient respectif de Py, divisé par leur premiér coefficient non

- nul et en changeant de_signe 51).

I serait imprudent de ne pas controler les equatlons 11, 12,
13, ... sit6t obtenues. On emploie a cet effet 1a méthode des restes
d zéro. On entend par reste a zéro d’une équation le nombre qui,
ajouté a la somme des coefficients des inconnues et a la charge de
cette équation, donne zéro. Pour les équationrs 1 ou 11, nous trou-
vons:

+10,704901 +1, 65784 +0451 12 +0,22787 -6 +R; =0,

dot Ry =-7,04174

De méme P’équation 2 nous donne:

+1,65784 +11,15603 -+1,88570 +0,45112 -6 +R; =0,
d'ott Re =-9,15069

Au moment ot nous multiplions Péquation 11 par —0,15486725

- pour obtenir 111, nous multiplions également le reste —7,04174

par ce facteur. En additionnant les équations 2 et 111, nous addi-
tionnons aussi les restes a zéro —9,15069 et 4-1,090535. Le résul-
tat —8,060155 doit étre le reste a zéro de I’équation 12, si celle-ci
est exacte. On doit donc avoir:

+'10,899285v+1,815836 +0,415830 +O,929204 —6 —8,060155: o

On voit qu’il suffit d’écrire les restes a zéro dans une colonne
spéciale et de les considérer comme faisant partie des équations
pour pouvoir vérifier 11, 12, 13, ... a 'aide d’une simple addition.

~ des coefficients des inconnues et des charges de ces équations 52).

Les astérisques de la table XII représentent des coefficients
que nous n’avons pas écrits, car dans les équations 12, 13, ... leur -

81) Pour opérer les diverses ehmmatlons, nous n’utilisons que les
équations primitives 1, 2, 3, ... et les équations éliminées 11, 12,13,
On peut donc écrire au fur et A mesure ces équations 11, 12, 13, dans :

- une table spéciale et procéder aux éliminations successives dans des tables

séparées les unes des autres, ce qui est trés pratique lorsque le nombre
des inconnues est grand.

82) Méme si le nombre d’inconnues est élevé (16), nous avons' cons-
taté- que le contréle joue toujours & -2 de la derniére décimale.
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- somme est nulle. Cependant on fera bien, les premiéres fois, de
calculer ces coefficients, afin de se rendre compte du mécanisme
de Pélimination et de "ordre de grandeur des erreurs. :

On remarquera enfin que nous avons corrigé i 'équation 2.
le coefficient de p,,, afin d’obtenir, en vue des contrdles, une sy-
métrie parfaite par rapport i la diagonale secondaire (de gauche
en bas a droite en haut). . h

2. Calcul des inconnues (table XIII). La loi de réciprocité
(Maxwell) permet de ne pas exécuter complétement le travail pour
tous les cas de charge. Comme précédemment, on fera cependant
bien de tout calculer les premiéres fois. Dans le cas-traité ici, nous

“obtenons en plus un certain nombre de contrdles supplémentaires, -
par suite de la symétrie des coefficients par rapport a la diagonale
secondaire. Les divers p, obtenus pour les P unitaires aux diffé-
rents points sont inscrits dans une table spéciale (XIV). Nous
avons également noté dans cette méme table les p, correspondant
aux P unitaires agissant a la fois partout. Nous pouvons alors
introduire ces p, dans les équations primitives 1, 2, 3, ..., ce
qui vérifie tous les résultats partiels 33). En procédant ainsi, nous
avons trouvé une charge P égale 3 —6 -+ 0,000000, c’est-a-dire
une erreur maximum de 0,001 9/,

Si nous résolvons de fagon identique les équations de la table
X, nous trouverons les résultats contenus dans la table XV. Ainsi
que nous I’avons déja dit, nous obtenons les p, correspondants
aux P unitaires en tous les points par simple addition et soustrac-
tion: des tables XIV et XV, ce qui nous donne la nouvelle table
XVI54), Connaissant les p,, il nous est facile de trouver les

53) §il faut considérer de nombreitx cas de charge par suite du nombre '
élevé des inconnues, on fera bien de calculer d’abord entiérement le cas
de charge P=1 agissant i la fois en tous les points et d’en vérifier les
résultats en les introduisant dans les équations primitives 1, 2,3, .., Dgs
quwune inconnue aura été- déterminée pour les P unitaires séparément aux
différents points, on contrdlera les résultats obtenus par simple addition,
‘et I’on corrigera ai fur et & mesure les erreurs qui auraient pu se produire.
On peut de la sorte travailler en toute Sécurité.

'84¢) Pour obtenir une symétrie parfaite par rapport aux dxagonales,
nous avons rectifié trés légérement certames valeurs. . :
1
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- w, = w correspondants, en util_isimt a nouveau la table III et en
" superposant I’influence des divers p,. On trouve par exemple pour
la fléche au point 5 par suite de P =1 également au point 5:

[1 081519.3001 -2(0,021812.888 +0,046714 - 1704 +0059708 2376
+0,227796- 2832)] 144 = +10,23424

Nous répétons que les opérations 2 effectuer non't pas besoin
d’étre écrites et qu’il suffit d’avoir sous les yeux les! tables 1II et
XVI, dont on cache toutes les lignes et colonnes, sauf celles que
Pon doit multxpller —

A U

Table XIV. Valeurs de p, aux différents. points ‘de’la jpou’(re trans-
versale médiane pour des charges concentrées et antzmetrtques
' (solution de la table XD

p. | Py=05 | P,=05 | Py=05 | P.=05
1 +0,573938 | -0,083643 | -0,007962 | -0,007 459
2 -0,083643 | +0,565976 | -0,001101 | -0,007 962

3 -0,007962 | -0,091101 | +0,565976 | -0,083 643

4 -0,007459 | -0,007962 | -0,083643 |.+0,573938
"2 | +0474874 | +0,383270 | +0,383270 | +0,474874

Table.XV Valeurs de 'py aux différents points de la i)outre trans-

versale médiane pour des charges concerztrées et symétriques
(solution de la table X)

Pt. P, =05 P,=05 | P;=05 P,=05 j Py =0,
1 | +0570613: ~0,090 541 -0,018948 | -0,023357 | - 0,010906 .
2 -0,090541 | +0,551 666 | -0,113898 | —0,040760 | -0,023357
3 -0,018948 | -0,113808 | +0,529853 | -0,137255 | — 0,029 854
\ 4 -0,023357 | -0,040760 | -0,137255 | +0,510005. { -0,113898 |
) 5 -0,010906 | -0,023357 | -0,029854 |-0,113898 | +0,270380*
2 | '+0426861 -| +0,283110 | +0,229898 | +0,195635 | +0,092365 '
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. Table XVIL Valeurs de p,-aux ¢ différents points-de la poutre trans-
: versale médiane pour des charges corzcenirées o

P | Pim1 | Pam1 | Pam1 | Pimi | Pim1
"1 | +1,144551 | ~0,174184 [-0,026910 | ~0,030816 | -0,021 812
“ 2 | -0,174184 | +1,117642 | -0,204999 | -0,048722 |0,046714
"3 | -0026910 | -0,204999 | +1,005829 - | -0,220898- | - 0,059 708
4 | -0030816 | -0,048722 | -0,2208098 | +1,084843 | ~0,227 796
5. | -0021812 | -0,046714 | ~0059708 | ~0,227796 | +1,081519
6 |-0015808 | -0,032798 |-0,053612 | —0,063033 |20,227796"
7 | -0010086 | -0,022797 | -0,036123 | -0,053612 | ~0,050708:"
8 |-0006898 |-0,014310 | -0,022797 |-0,032798 | -0,046714
9 |-0003325 |-0,006898 |-0,010986 | -0,015898 | =0,021812
> | +0853722 | +0,566220 | +0,459796 | +0,391270 | +0369450
» ' 0
;
L o R 31
4 ﬂ) <.4 :
. 5 b.
> 6
1 7
8
9
A i v N
Py P 7 py w

Fig. 22

: En procédant de méme pour tous les points et tous les P
unitaires, mous trouverons la table XVII. A titre d’exemple, la
figure 22 nous donne les p, correspondant 3 P = 0,5 aux points
4 et 6 (symétrie), P = 40,5 au point 4 et P = —0,5 au point 6
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(antimétrie), P =1 au point 4 seulement ainsi que le w corres-
pondant i ce dernier cas. L’action de soulagement de la plaque
par rapport i la poutre ressort clairement de ces figures 55).

- Nous avons obtenu les tables X et XI en exprimant les p, in-
cormus des tables VIII et IX correspondant aux charges nodales
unitaires K; =1, K, =1, ..., qui, d’aprés la supposition (55),
produisent le méme effet que les charges concentrées P; =1;
P, =1; ... Si nous désirons connaitre les fleches dues 2 des efforts
répartis p; = 1; p, = 1; ... il nous faut d’abord déterminer les
charges' modales correspondantes La formule (53) nous donne
alors pour p, = 1:

1 : 10 1
l(m—l—-lz : . Km=ﬁ Km+1—f1—i

En utilisant 1a table XVII et en superposant I'influence des trois
charges précédentes, nous obtenons fmalement les fleches de la
table XVIII 56),

Nous voyons donc qu’il est inutile de résoudre les équations
des tables VIII et IX (charges réparties), une fois résolues les
équations des tables X et XI (charges concentrées). Mais nous
aurions pu tout aussi bien résoudre d’abord les équations des
tables VIII et IX. I! jau(&it alors été inutile de résoudre les équa-
tions X et XI. Il faudrait seulement connaitre aux différents points
les charges réparties p remplacant les charges nodales unitaires
Ky =1; Ky =1; ... ou, selon (55), les efforts concentrée équiva-
lents P, = 1; P, = 1; ... Dans la formule (53) les p sont dpnc in-
connus et les K valent 13 tour de réle aux différents points. Nous
obtenons ainsi une série d’équations (table XIX), dont la résolu-
tion nous fournit les charges réparties de la table XX, ce qu’il est
aisé de vérifier. A titre d’exemple, la figure 23 montre les charges
réparties correspondant a3 K, =P, = 1. Il suffit maintenant de

85) Les boucles de la figure 22 au droit de la force concentrée P
sont inexactes, - puisqu’en réalité p, est infini sur une longueur infiniment
petite ( y—>0)

56) Si nous désirons obtenir les Py correspondant aux dlvers ' 11
1

faudra utiliser la table XVI avec les charges concentrées P, _ ,== =13

. 10 1
Pni 12!Pm+1—i§‘
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superposer Vinfluence des charges réparties de la table XX pour
trouver linfluence des charges_concentrées correspondantes, A
I'aide de la table XX, on peut donc passer de la table XVIII i la
table XVII, ce qu’il est facile de vérifier. Au point 5 par exemple,
on trouvera la fléche suivante par suite d’une charge concentrée
Py=1:

—288048 0,122462 + (1, 224617 + 0,000001) 5,570 77
—(0,123711 + 0,000013) 7,85821 + (0,012497 + 0000128)948408
— 0,001262 - 10, 12286—_560403

Il est bien entendu que les chlffres ci-dessus n’ont pas besoin
d’étre inscrits comme nous venons de le faire, l’operateur se ser-
vant directement des tables XVIII et XX. :

® 0

e ol
Fig. 23

. Lorsque nous avons affaire a la fois a des charges concentrées

_ et a des charges réparties, il est préférable de déterminer d’abord

Pinfluence des premiéres et de passer ensuite aux secondes, comme

nous lavons fait. L’inverse demande sensiblement plus de tra-

vail, surtout si I’on doit tout exprés résoudre les équations de la
table XIX. ‘
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Table XVII. Valeurs de-la fleche w* aux différents points de la
poutre transversale médiane pour des c/zarges concenirées trans-

P : versalement

Pt | P=1 1 Pi=1 | Py=1 P,=1 | Py=1

1 + 1,63507 + 2,61265 | + 3,05363 + 3,110‘56 + 2,896 20

2 + 2,612 65 |+ 4 688 72 | + 5,72321 + 5,949 82 | + 5,604 03

3 -+ 3,05363 | + 5, 79321 | + 7,58490 | + 8,21669 | + 7,912 85

4 +3,11056 | + 594082 { + 8,21669. | + 9,54800 | + 9,566 20

"5 +2,80620 | + 560403 | + 7,91285 | + 9,566 20" +110,234 24

-6 ' +2 ,49346. | + 4,85922 | + 6,95347 | + 8,59914 .+ 9,566 20

7 Y 963 02 +,3,84294 | + 554550 + 6,95347. | + 17, 912 85

8 + 1,349 47 1 +2,649033 | + 3,84204 + 4,859 22 + 5, 604 03
9’ + 0,68630 | + 1,34947 | + 1,96302 | + 2,40346 | + 2 896 20' '

Table XVIII. Valeurs de la fleche w* aux différents point's'. de la
poutre transversale ‘médiane pour des charges répartzes transver-

: salement

Pt. py=1 pr=1 - ps=1. pa=1 | py=1

1 +1,58027 | +256793 | +3,02162 | + 308793 | +2,88048
2 + 256793 | +4,60102 | + 565588 | + 590214 | + 557077
3 +.3,021 62 +5,65588 | + 7,48241 + 8,138 72 + 7,858 21
4 + 3,0877937_ +590214 | + 8,13872 | + 9,43857 + 0,484 08.
5 + 2,88048 |-+ 5,57077 | + 7,35821 + 9,484‘08 +10,122 86
6, +.2,48280 | +4,83659 | + 6,91609 s 8,542 57 | + 9,484 08
7 + 1,956 08 + 382815 | + 5,520 95 + 6,916 09 + 7,858 21
8 + 1,345 33 +2,64047 | + 3,82815 + 4,836 59 + 5,57077 -
9 + 0,684 36 - o 1,34533 | + 1,956 08 + 2,482 80 + 2,88048

Les fleches obtenues a la table XVIII peuvent étre facilement
controlées a:laide: de’ charges sinusoidales dans les deux sens,
" ¢e qui vérifie égalemént la“table XVII, 'd’oti XVIII est directement
tiré. Nous savons par le oontrole de la table VIII que p, vaut alors
0 4792899p et Dwy Dw 0 4792899p = 49 203 85 p. En utx—

.llsan.t les valeurs de p aux pomts 1—9, 28, 3—7, 4—6, 5, de]a
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maintes fois employées, soit 0,30902; 0,58779; 0,80902; 0,95106;
1, nous trouverons les fléches suivantes: 15,2050; 28,9215;
39,8069; 46,7958 et 49,2038. En calculant ces fleches a aide de
la table XVIII, nous obtiendrons, par superposition: 15,2056;
28,9230; 39,8090; 46,7980 et 49,2068, soit une-erreur maximum
de 0,06 9/,,.

Table XIX. Equations i résoudre pour obtenir les charges rép'arties
d’une poutre correspondant aux diverses charges nodales umtalres

K,=1,K,=1,.
Pt| P1 | P2 | Ps| Pa)| Ps | Ps| Pv| Ps| Ps | Différentes charges nodales K; =1, Ks=1
X | X | X | X | X | X X |.X X - N .
1|s0l+1|—|=[={—=|=|=|—=12|=|—-|—|~=|—-|=|—-1—
2l+1|+0|+ 1| —|—=|=|=|=|=|—=|12|=|=|=|—|—|—]|—
[3l—(+1|+10(+1| = —|—=|—=|—{—~=|—|-12|—|—{—=|—|—{—
4| —|—l+1fs0f4+1|—~| = | == =|—|—|12|=|—|—|—|—
5 —|—|—[+1]4#10/+1| = | = | =} —=|—=|—=|=|12)=|—|—|—
6| —|—|—|—|+1j+10{+1| = | =|~=1—=|=|—=|~|12|—]|—|—
7| === |—=|+1|s0l+1] - | —|=|=|=]—=|—|-12] - | —
8| —|~[—=1—|—=|=[+1]x0]+1|=|—=|=|—=|={—|—|12]—
ol—|—|—=|—=|—=|=|=|+1|[s10| = | —|—=|=[—=|—=|—|—= |12
Table XX. Charges réparties p d’une poutre oorrespon.dant aux
diverses charges nodales unitaires K; = 1, K, =
Ptl| Ki=1| Ko=1| Ks=1| Ki=1| Ks=1| Kg=1| Kz =1|K=1]| K=1

O 00 =1 Ot LN

+1,212 246|-0,122 462(+0,012 371|-0,001 250(+0,000 125|-0,000 013/+0,000 001 — —
-0,122 462(+1,224 617|-0,123 711+0,012 497(-0,001 261(+0,000 128[-0,000 013/+0,000 001 —
+0,012 371{-0,123 711|+1 224 743|-0,123 724/+0,012 497-0,001 262(+0,000 128/~0.000 013|+0,000 001
-0,001 250(+0,012 497|-0,123 724/+1,224 745/-0,123 723[+0,012 498|-0,001 262+0,000 128/-0,000 013
+0,000 125|-0,001-261(+0,012 497|-0,123 723 +1,224 745-0,123 723|+0,012 497,-0,001 261|+0,000 125; .
—0,000 013/+0,000 128/-0,001 262+0,012 498(-0,123 723|+1,224 745/-0,123 724+0,012 497|-0,00% 250
+0,000 001(-0,000 013/+0,000 128|-0,001 262|+0,012 497(-0,123 724|+1,224 743~0,123 711}+0,012 371
— +0,000 001|-0,000 013/+0,000 128/-0,001 261(+0,012 497|-0,123 711}1+1,224 617{-0,122 462
— .o +0,000 001{-0,000 013(+0,000 125(-0,601 250(+0,012 3711~0,122 462(+1,212 246
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CHAPITRE III

w-F.:I:pxn'tvas;si.ons mathématiques des charges
transversales dues a la flexion des tdles raidies
' sollicitées par des efforts de bout

Signiiication nStatique” de ces charges

Efforts de bout. En admettant la conservation des’ sections
planes apres la déformation, la statique élémentaire classique nous
permet de calculer sans difficulté les contraintes o, et z,, d’une
poutre pleine (fig. 24). Les valeurs obtenues sont assez exactes
.~ partout, pourvu que les forces extérieures importantes soient répar- -

S/ /o

/4

.‘/

Fig. 24

ties convenablement dans I’dme au moyen de montants, ou tout au
moins de nervures. Dans le cas contraire, il faudrait appliquer la
théorie rigoureuse des problémes 4 deux dimensions (tranches
mmces) aux zones voisines des points d’application des forces 57),
en découpant ces zones du reste de la poutre et en faisant agir sur
leur pourtour les efforts de flexion de la théorieclassique (fig. 25)
et les forces incriminées 58). Nous pouvons donc déterminer tou-

57) Cf. note 26.
58) Cf. note 39.



jours et partout les efforts de bout qui agissent sur ’dme d’une
poutre pleine ou d’une autre -tdle quelconque, c’est-a-dire les-
N; = 0.k, Nyy = 1, h, N, = o,k définis par les relations (11), (12),
(13), (14) et (21). Si ’dme est munie de raidisseurs boulonnés,

rivés ou soudés, ces derniers sont a considérer comme partie inté-
grante de la poutre 59). Comme on le voit, la détermination des
efforts de bout est un probléme ordinaire, sans rapport avec la
question de la stabilité. ]

> X

«-1—«—4—4—4—4—-(—-]96)(

Fig. 25

Action de la tole. Considérons un petit élément de tole dont
nous venons dé calculer les efforts N., N,,, N, (fig. 26), comme
s’il s’agissait d’une plaque fléchie sous l’effet de charges trans-
versales. Puisque les fleches w sont petites, nous pouvons con-

_fondre tangentes et sinus. L’effort p, agissant sur ’élément est
alors égal a la somme des efforts'de bout multipliés par les valeurs

59) Une interruption des raidisseurs au droit des montants entraine
de sérieuses perturbations locales aux extrémités des divers trongons. D’autre
part, un raidisseur unilatéral déplace le centre de gravité de la poutre, qui
ne se trouve plus dans le feunillet moyen de 1’dme. Il en résulte des flexions
et des torsions secondaires de ’Ame et des raidisseurs.

Le calcul de ces effets peut se faire rigoureusement. Il faut pour oela
découper les zones troublées, dont le pourtour supportera les efforts de la
théorie élémentaire, puis séparer la tole des raidisseurs et faire agir des
contraintes de cisaillement surabondantes jusqu’a ce que les déplacements
mutuels le long des surfaces de contact soient nuls (condition de déforma-
tion du probléme hyperstatique. Cf. Ernst Chwalla und Alexander Novak:
Theorie der- emseltng angeordneten Stegblechsteife, Der Stahlbau, 7.- Mai
"1937).
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correépbndantes des tangentes indiquées a la figure 26. Or ces
tangentes ne sont rien d’autre que les. dérivées premieres des
fleches, plus les augmentatlons de ces dérivées (dérivées secondes
multipliées par les longueurs: correspondantes), lorsqu’on passe
d’un sommet i 'autre 'de I’élément considéré. On trouve alors, .

apres snnphfxcatxon et division par dx-dy:

., 0w aN,,a'w ON, 0w 8°w ONgdw Ny 6w
',’?’—-N" 5%* T ax ox ' ox ox? dx+N""ayax+ dx dy dx dyox -

i

3w  ONuow ONu 8w 9w N, dw Ny *w
d
»oxy' oy ox ' oy oxoy y+N’ ot Yoy 6y+ oy 0y

“Fig. 26

Nous négligeons les infiniﬁ?ent pe’tits d’ordre supériéur ce qui faii ‘

tomber les w c')_v_v Les ﬁﬂ -— dlsparalssent a leur tour, a cause
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des équ.ations d’équilibre (21), (23) et (24). Il reste finalement
pour Veffort transversal p, dii a la flexion de la tole 60):

VR PY Vi N o w (62)
Pt ox° "J’axy Warm

En faisant appel aux poutres de remplacement du probléeme -
de la plaque fléchie et en appelant (64) l’equatlon (42), nous .
voyons que:

azw';—. :-M.x' 621";__—@ - "
.a_x“%,‘ '“_‘7.5 ©3) =—p| ©®

2

otw
it t t
Q an au erme —— xé’y

\l’mdlce Q pour indiquer le passage par ’effort tranchant, ainsi que
10U allons le voir:

nous I’écrivons de maniere analogue, avec -

1 o*w ___M,g'
loxéy D -

(65)

Pour trouver la signifi.cat‘ior‘m'dé cette derniére relation, il faut se
rappeler que ’équation (7)-est une combinaison des deux rela-
tions 61) ; -

Frimhatd I CORNL N bl R L)

Appliquons une nouvelle fois le théoréme de Mohr et chargeons
les poutres longitudinales avec les M . Si les efforts tranchants
qui ‘en découlent sont égaux aux effor{s tranchants des poutres
transversales dont les moments som‘ les fléches w, on aura bien,

€0) C’est:la forme donnee par la plupart des manuels Cf par exemple:
S. Timoshertko, 'op. cit. & la note .15, p. 305 ou p. 295 de la trad. francaise;
W. Fliigge, op. cit. a la note 17, S. 211; K. Girkmann, op. cit. a la note 31,

. . Y
S. 268. Pour les.barres au flambement, p = —P Z—x—': (8).
61) Cf. m. 20.



‘aux divers points de croisement, la relation (65). Nous pouvons
donc écrire ’équation (62) sous la forme suivante:

- ) 1 N . ' .
pr =15 (Ns- Mc+2Ngy - M5+ Ny - My) (08)

Action des raidisseurs. Considérons une tdle munie d’un seul
raidisseur longitudinal (fig. 25), de section et de moment d’inertie
constants (F, et J,). Si la tole fléchit, elle .entraine avec elle le
raidisseur (condition de déformation du probleme hyperstatique).
Or nous connaissons d’apres (6) la charge qui produit les fleches
w du raidisseur séparé de la tole (systéme provisoire isostatique).
Le raidisseur peut donc étre supprimé et remplacé par une charge

égale et de sens contraire, selon le principe de Paction et de la
réaction. Cette charge vaut alors, par unité de la surface de con-
tact:

EJ, o*w

Pre=— =" & (69)

oll ¢ est la largueur du raidisseur au droit dé la tole.

Mais la relation (6) suppose que ’effort normal est sans in-
fluence sur la fleche du raidisseur, ce qui est faux pour le probléme
de stabilité a traiter, 2 moins que les trous des boulons ou des
rivets d’attache 2 la tdle ne soient ovalisés. La charge transversale

Pry due é cet effort normal o, F, = —IZ—"F, 62) se tire de la relation

"(62), en annulant N,, et N,. On obtient alors par unité de la surface
de contact €3): -

'F, 0*w
he 6x*

PN — N, (70)

62) Aux perturbations locales prés.

63) Puisque P’effort normal augmente la fléche du raidisseur et tend
a le faire flamber, la résistance de ce dernier a la flexion de la tdle en est
diminuée d’autant: p, et p,y ont donc méme sens.

d Nx
On remarquera que ax

est 'effort de cisaillement qui s’exerce entre

la tole et le raidisseur.
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En tenant compte de (39) et (63), il vient finalement, au droit du
raidisseur:

_ __1(EJ,
PrF’f"PrN-—_ D(

On tiendra compte dans les calculs de la rigidité accrue du rai-
disseur par suite de sa liaison avec la téle. S’il s’agit d’un raidis-
seur unilatéral (ou bilatéral dissymétrique), on admet en pratique
quwune bande de tdle de largeur 30/ fait partie intégrante du
raidisseur 64). On devrait en toute logique le faire non seulement
pour J, mais aussi pour F,, et décompter cette bande dans ‘le
calcul de p,. Mais ce qu’on compte en trop dans le calcul de p,
est compté en trop peu dans le calcul de p,y, de sorte que P’erreur
commise en considérant la bande de largeur 307 comme faisant
partie du raidisseur uniquement pour le calcul de /, est minime,
surtout si on songe que les 304 con31deres sont assez arbi-
traires 64),

Comme la, largeur du raidisseur au droit de la tble est trés
petite, on multlphera p.r et p,y par c: 'action du raidisseur sera
donc une force concentrée dans un sens et répartie dans I’autre.

~ Les raidisseurs ne possédent pas une rigidité appréciable i
la torsion, de sorte que nous pouvons négliger cet effet €5).

Si nous avions affaire a plusieurs raidisseurs, il faudrait appli-
quer & chacun d’eux les formules précédentes. Avec un raidisseur

 transversal, il suffirait de changer x en y, et s’il était quelconque,
en s.

6t) Pour le calcul rigoureux, cf. Ernst Chwalla, Die Formeln. zur
Berechnung der «voll mittragenden Breite» diinner Gurt- und Rippenquer-
schnitte, Der Stahlbau, 8. Mai 1936.

65) Si ce n’était pas le cas (membrures!) on en tiendra compte comme
- suit. On sait que Pangle de torsion du raidisseur est donné par la relation
a0 _ Mr
dx — G/rT’

My = -—d (oondmon d’équilibre), de sorte que M = —GJ

Or le ‘moment de flexion engendré dans la tole vaut
03

mit Lings- oder Querstelfen, Ingenieur-Archiv, April 1937
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CHAPITRE v

Efforts crmques au voilement des téles raidies
solhcltees par des efforts de bout

Calcul de ces efforts par la methode d'Engesser—V:anello '

Cas général. Bien que les charges transversales p,, p,r, pN
dues a une flexion possible de la tole [relatlons (68) et (71)] ne
soient pas mdependantes, nous pouvons néanmoins admettre leurs
valeurs, puisque d’une part nous savons calculer les efforts de bout
Ny Ny, N, (chap. III) et que d’autre part nous connaissons les
relations qui unissent entre-eux les M,, M2, M,, p, et p, (comme
au chap. II), en passant par les fleches que nous appellerons w,.
Nous ne voulons pas entrer dans les détails et montrer comment il
faut procéder dans chaque cas partxculler pour choisir convenable-
ment les p;, p,r et p,y. Disons seulement qu’il est préférable de
partir d’exemples connus, en changeant progressivement les di-
mensions de la tole et des raidisseurs, ’emplacement de ces der-
niers, ainsi que la distribution des efforts de bout. Cette distri-
bution est donnée par les facteurs o,, Wyyy Wy, varlabIes suivant le
point considéré. On a donc par defmltlon

Ny = we N&™ (72) ny = wyy- Ne'™* (73) Ny = w,-Ny'** (74)

si I’on raméne tout & N7%*. On peut bien entendu choisir n’impzorte 7
quelle valeur de N,, N,,, N, a la place-de N7, 1l est en outre
d’usage de mesurer les efforts de bout en fonction de la charge
critique au flambement d’une bande de longueur unitaire et.de
hauteur égale i celle de la téle (fig. 27), avec la méme rigidité D
a la flexion 6‘5) Puisque cette charge | crlthue N,, dite d’Euler, vaut

7D

i ona, par définition:

%6) On pourrait aussi considérer une bande de haateur tinitaire. Il suffi-
_ rait de s’en souvenir tout au long des calculs et dans la comparaison des
resultats obtenus avec ceux d’autres méthodes. - : :
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—Ne=ockg | (5 ~Ny =yt | (16)

iD ) A- (77)

y=wyk b

en remarquant que N, est un effort de compression et en tenant
~ compte de (72), (73) et (74). Le facteur %, .constant en tous les
points, sera, comme nous le verrons plus loin, le coefficient de
voilement, mesure des efforts critiques qui font voiler la tdle.

l Nx ‘

L
Riliiliiivilic.

SR
SEaCl - JEOTEPP DO

ﬁ,\:
;

Fig. 27

Nous désignons enfin, toujours selon I'usage des problémes de

v voilement, par y le rapport des rigidités du raidisseur considéré
et de la tole dans sa hauteur, ainsi que par 6, le rapport des sec-
tlons Ona donc, également par définition:

-

(78) 5=

EJ,

Y= Db ‘(79)

o
Ny
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Les équations (68).et (71). deviennent 2 ce moment:

2 - 5
pi=~Fk %‘(wx-Mx + way-M,g + w, My) (80)

. . 2 ' » '
oo+ ) =— (r0pe—wckd T m) | @1)

" dans lesquelles Mx, Mxy, M, et p, doivent etre choisis de maniére
a_satisfaire aux conditions d’appui. ,

Nous savons calculer (chap I1) les fleches d’une plaque solli-
citée par des charges transversales quelconques, donc aussi les
fleches latérales d’une téle sous 'effet de p;, cp,r, cp,x, que nous
venons d’admettre Nous désignerons ces fleches par wy, -k, wy
et wy, k. La fleche totale w, vaut donc:

w1 = (Wi + Wi ) b+ Wi (82)

Nous avons déja vu dans Vintroduction qu’au moment oit
wo = w, = w [relation (4)], Péquilibre est instable, puisque w
est indéterminé, et que les efforts correspondants sont les efforts
critiques 67). Les relations (4) et (82) réunies nous fournissent
donc la valeur du coefficient de voilement &:

p= 0 Wl ®3)
Wit W,y

Si w, est bien égal & w, en tous les points, alors le facteur constant
k sera le méme partout. Si ce n’est pas le cas, il faudra recommen-

1) On peut aussi ajouter les w,, les w; dus aux w,, les w, dus aux
wy, etc. ... jusqu’a l'infini. On obtient également w, = w,,.si I"on écrit que
la fleche totale wy - w; +w, -} ... tend vers Pinfini. Cf. F. Stissi: op.
cit. 4 la note 11, S. 314, ou Die Stabilitit des auf Biegung beanspruchten
Tragers Abhandlungen 1. V. B. H. (lnternatlonale Verelmgung fiir Briicken-
und Hochbau) 1935, Bd. 3.
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cer le calcul avec de nouveaux p;; p;r et p,v, jusqu’a ce qu'il en'

soit ainsi avec suffisamment d’exactitude. Dans les problemes de-

flambement des barres, on recommence le calcul en partant des
wy pour trouver les w,, puis on passe des w, aux w; et ainsi de
suite jusqu’a ce que w,_, = w, selon (5): c’est le procédé d’amé-
liorations successives imaginé par Vianello. On pourralt Pappli-
quer au voilement des tdles, mais les p;, p,r, p,v que 'on tirerait
des w,, w, ... seraient en general trop irréguliers et ne converge-
‘raient que trés mal ou méme pas du tout 68). De plus les w, étant
fonction de I’inconnue % selon (82), les w, dépendraient de 42 et.
de %, les wy, de k3, k2, k, et ainsi de suite. Si la convergence n’était
pas trés rapide, les calculs deviendraient beaucoup trop compli-
qués. Nous montrerons plus loin comment: on peut aisément se.
tirer d’affaire de maniére quelque peu différente. - S :
Considérons maintenant un raidisseur dont nous faisons varler
les caractéristiques y et 4, La charge p, ne_change pas, puisqu elle,

dépend de la tole seulement. Si la somme p,r+- p;y des charges,

transversales agissant le long du raidisseur demeure invariable,
alors les fleches wy, = w, et le facteur £ ne changent pas: le voile-
ment se produit tou]ours de la méme maniere. Or il est facile de
maintenir constante cette somme p,F—I—p,N ’équation (81) montre
qu’a toute augmentation de 4 correspond.une augmentation pro-

~ portionnelle de y. Pratiquement on traitera tout d’abord le .cas

0 = 0, puis on cherchera le nouveau y qui cérrespond a un ¢ non
nul quelconque. A ce moment, une simple inferpolation ou extra-
polation linéaire nous fournira les valeurs de y correspondant i
r’imparte quel 4. Si on le désire, -on peut aussi utiliser, a la place
des charges transversales p,r - p,v, les fléches Wy, et Wi k
‘dues a ces charges. A- cet effet, on écrira la relation (83) sous la
forme: ) ~

’

(Wige + Wiy n) b — wo = — wlrF - (84)

PR

- ‘“63) C’est la raison pour laquelle nous avons dit de choisir les” biy
Pir, Poy et non les w,. Dans le cas- particulier que nous allons traiter,
on peut cependant choxs1r les w,, sans qu’il en résulte un mconvement quel-
conque.. :

N

81+

VP



Puisque p; et p,r 4 p,y ne varient pas, il en sera de méme de w, ,
ket wy. Une fois 4 choisi, w,, sera également déterminé. A ’aide
de (84)“ on obtiendra W1,p» d’oll Pon tirera aussitot y..
~ Nous savons ainsi compenser trés exactement toute augmen-
tation de la section relative é du raidisseur par. une augmentation -
correspondante de sa rigidité relative y. Or la charge transversale
py due a Pefford normal du raidisseur est proportionnelle a cet
. 2 1\
effort nprmal ‘et par conséquent A 8: py = ¢ (Nx% %—;:), en
combinant (70) et (79). Toute augmentation de 6 entraine donc une
augmentation de p,y, c’est-a-dire une augmentation de la tendance
au flambement du raidisseur et une diminution de sa résistance a
la flexion 69). En conséquence nous pouvons dire que le déchet de
résistance du raidisseur par suite de Peffort normal peut étre en-
tiérement compensé par une simple augmentation de sa rigidité y.
Dans le cas général, cette augmentation variera d’un point a ’autre
du raidisseur. ° ‘

/
7
4

Fig. 28

\'“"Cas particulier d’une tole appuyée seulement sur son pourtour
et sollicitée uniqguement par des efforts de bout paralléles ¢ son
raidisseur. Supposons que le raidisseur soit horizontal (paralléle
a Paxe des ¥, fig. 28). Les seuls efforts de bout agissant sur la

®) Cf. n. 63.
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tole sont les N,, d’olt wy = w, = 0.-Nous écrivons des lors w,

sans indice, soit w. Par suite de la condition d’équilibre (23),

" N, est constant le long de toute horizontale; w l’est donc égale-

. ment 70), '

Choisissons p:, p,r, p-v de maniére a ce que w, soit une

sinusoide le long de toute horizontale. En appelant wy_ 1la fleche

‘ W, sur la verticale passant par le milieu de la- tole (fig. 28), nous
aurons:

. JT
| Wo = Woy, Sin —x

62Wo
0x?
place de M, et de p,. Nous trouvons d’aprés (80):

Introduisons i nouveau les valeurs de —

wo .
T ala

. . ELIT a

p¢=—kﬁ ) DW =k— S @ D wy,, sin —x
Puisque cp,r et cp,y sont des charges concentrées sur toute verti-
" cale, nous écrivons: c¢p,r = P,r, cp,y = P,y et nous obtenons
selon (81): - o , _ -

: _ 9t wy at 6"wo)»
, PrF+Pr' ——D(Vb‘gx—.,, + wkd o —
} o b
=—D-w,, sm—x(yb—————w k. 6a2b)

Les charges p,, P,r, P,y sont donc des sinusoides le long des
différentes horizontales, comme les wy. Il en est de méme des
fleches w; que ces charges produisent, ainsi que nous ’avons vu
au chapitre Il. La condition (4) est donc satisfaite le long dé toute
horizontale et les fléches wy = wy = w sont effectivement des
smusozdes comme nous Pavons supposé. 11 suffit de considérer -
maintenant le sommet des sinusoides, c’est-a-dire la verticale pas-

sant par le miliewde la tole (x = % , sin —3 xr=1). En supprimant

Pindice m comme au chapitre II, nous pouvons écrire:

.

70) On parle alors trés souvent d’efforts homogenes.
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D . 4 . . - PN
o pt_=kafb2wDWof )}

] ) 4 Re _
Pt P =—Dwi(y6 % —w-1-8 )| (80)

Nous choisirons donc les w, en tous les points intermédiaires de la
verticale passant par le milieu de la tdle (aux extrémités wy, = 0)
et nous obtiendrons les p;, P,r et P,y selon (85) et (86). De la
nous passerons aux wy,,, wy.., wy,, d’aprés le chapitre II et

d’abord les w; a laide de (82), en introduisant un seul et unique
k en tous les points. Puis on combinera ces w; avec les w, primi-
tifs, ce qui donnera de nouveaux w,. On répétera le calcul avec
ces nouveaux w, ]usqu’a ce, que £ soit le méme partout.. Pour ob-
temr une bonne convergence, il faut combiner les w1 et les w,
en proportlons variables suivant les points: la part a donnqp aux

_ w, est grande dans les zones comprimées et petite dans les zones

tendues. C’est naturellement le contraire pour les . v

On remarquera, pour terminer, que ’augmentation de rigidité

.aux k de la relation (83). Si £ n’est pas le méme partout, on re-
commencera le calcul de la maniere suivante. On cherchera tout.

destinée’a compenser le déchet de résistance du raidisseur par suite

de Peffort normal est le méme en tous ses points et non seulement
en son mlheu : :

Application numérique. Soit une poutre pleine raidie au cin- -

quxeme supérieur de sa hauteur, dont d’écartement des entretoises
a =15 et celui des membrures & = 1048). Considérons le pan-
neaut central et supposons qu’il soit sollicité a la flexion pure 7).

Découpons alors I’dme de ce panneau (fig. 29) : nous nous trouvons
précisément dans le cas particulier que nous venons d’examiner,

pourvu que les entretoises et les membrures soient trés rigides

1) C’est le-cas d’une poutre simple chargée symétriquement par l’m-
termédiaire des entretoises. Pour une poutre continue, il faut encore, 1a®
symétrie de cette dermere o e e

s
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a la flexion laterale mais tres peu Ala “torsion. En outre nous stip-
posons par notre maniére defaire que les panneaux voisins
n’exercent aucune influence. sur la téle considérée. Il faudrait pour
~ cela’ qwils se voilent de la méme facon, afin de’respecter la conti-
nuité avec la partie sectionnée (probléme hyperstatique). En géné-
ral les panneaux voisins sont moins sollicités et retiennent par
conséquent la_tole du panneait du milieu lors du voilement. Les
efforts critiques calculés, c’est-a-dire le coefficient de voilement %,
_ ~sont donc trop faibles (c1roonstance favorable au point de vue

. sécurité).

H

- ' X o v : ) 6x max
: - — T P . ; -

A
Y ” Te
Mo & 13
LIRS
‘ is
= 76
+7
e
79
. .
B * <.._._-..'._..'._‘. 15 .............. ):
Fig. 29

La premlere chose que ﬁwous falsons est de chercher les wy

4
dus a p = 21;2 —z @D entous les pomts, pUIS les w, dus a P_~£an—D
et P = ! - D au pomt 2 (raldxsseur), en utilisant. les tables XVIII

a®b
et XVII établis - au chapitre I1I pour une plaque de longueur

a = 15 et de largeur 6 = 10, comme la téle dont nous nous occu-
ot bt port

‘-pons Une simple multiplication Par —o @, — i etmw nous

donne alors les nouvelles tables XXI,-XXII et XXI1I, puisque le

facteur D dlsparalt etant conténu 2 la fois dans les charges et

~ dans les fleches w* = w-D. Pour obten‘.lr les wy,, dus aux p, de
la formule (85), il suffit 4 ce moment de multiplier chaque colonne
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de la table XX1 par les Wwo chmsxs aux divers pomts et d’addl-
tionner les résultats. Pour obtenir les w, et Wy, dus aux P,e

et P,yde la formule (86), une simple multiplication par wyy et
w6 au point 2 suffit. On prendra tout naturellement ce w; égal
Punité, la courbe des wy = w, pouvant étre multipliée par un
facteur quelconque d’affinité, comme nous P'avons déja dit plu-
sieurs fois. Les tables XXI, XXII et XXIII nous permettent donc
de calculer facilement les wy, , wy et wy, ., d&s que nous avons

choisi les w, aux différents points équidistants 1 3 9'de la verti-'
cale passant/ par le milien de la tdle (fig. 29). La formule (83)
nous donne -alors la valeur de £. Pour arriver & ce que % soit le
méme partout, nous avons déterminé les w, de tous les points selon
la formule (82) en prenant pour % la valeur trouvée au raidisseur.
Puis nous avons combiné ces w, avec les wy. A cet effet nous avons -
multiplié les w; par les facteurs suivants aux différents points
» 90 +1,15; +1; 40,855 +0,7; —; 4-0,4; +0,3; +0,25;
+0,25. Les facteurs de multiplication correspondants des w,
étaient donc: —0,15; 0; 4-0,15; --0,3; —; +0,6; +0,7; +-0,75;
+-0,75. Les w ainsi trouvés étaient les nouveaux w,, avec lesquels
on a recommencé le calcul jusqu’a ce que £ soit le méme partout.
Il faut noter que les facteurs de multiplication précédents peuvent
étre choisis assez arbitrairement, pourvu que Pon conserve sen-
siblement les w, dans les zones comprimées et qu'on les freine
au contraire par les w0 dans les zones tendues. Remarquons encore
qu’il est imutile de s’occuper du point 5, oit v = 0 n’influence pas
les calculs. Si 'on désire néanmoins connaitre la valeur de Wy=w, .
~ 4 cet endroit (allure de la déformation et contréle du % par la mé-
thode énergétique), on se servira de la formule (82), une fois
obtenue la valeur définitive de &. .
Dans ’exemple numérique que nous considérons, nous avons.
utilisé la'méthode progressive en traitant tout d’abord les cas sui-
vants, énumérés par ordre chronologique, pour é = 0:

y=0(7 essals), y = 40 (8 essais).

7 = 20 (5 essais), les w, de la premiére approximation étant
obtenus par mterpolatlon linéaire des wy = w,; de y = 0 et de
y == 40, :
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-~y = 10 (5 essais) et y = 30 (3 essais), les Wy étant obtentis

: cette fois par interpolation. parabollque 72) des wy = wl de y =40,

y = 20, y = 40. .
7—5, = 15, y= 25 (2 essals pour chaque nouveau y), les

12) Voir par ‘ex.: F. G. Gailsz, Fimfstelllge vqllstandxge loganthm\sche
und trigonometrische Tafeln, Stuttgart 1937, Wittwér; S. 146. On peuit

" aussi traiter le probléme de ’inferpolation parabolique comme probléme de

‘.

mécanique appliquée. Il s’énonce alors de la facon suivante: la charge p d’une
poutre étant constante entre trois pomts equldlstants m—1, m4-1, m—}— 3
(Axm_y’ mi1 = 2 = AXppy, mys), chercher 1a valeur ‘de- /I'I,,z lorsque M,
My et M, 5 sont connus. Appelons’ Q,,_; , Véffort tranchaut entre les
.points m— 1 et m lorsque les forces nodales agissent en ces points. App‘e—
lons de méme Q,_, iy Peffort tranchant entre les points m — 1 et m 1.
lorsque les forces nodales agissent en ces deux derniers points. Puisque_ r

est constant Q varle ‘linairement et l’on obtient:

Qmulm Qm 1m+1+05p

,‘ll s’aglt mamtenant de calculer Qm_l my1 €8 05p en fonction de Mm 1 M,,H_l»,

M,,,+3. Or on salt -que M,,,+1 = Mm 1+ 2 Qm_l mals dou Qm_1 myl =
0,5 (Mm+1 Mp_q) . D’autre 'part nous pouvons retrancher la relatlon
Mm+1 =M, _ 1 R 2Q,,, 1.m41 de Mm+3—M,,,+1 +2Qm_,_1 mi3s Ce qu| donne
2 (Qm+l m+3 — Qm—l m+1) = /“m -1 —2 Mlﬂ+1 + Mm+3 Or Qm+1 m+3
Qm_1 my1 vaut — Zp, puxsque p est constant. Il s’en suit que: :

Qm 1 m= 05 (Mm+1 m— )—Ye M m-t + YoM myl — s M”f.}.g' o
- o= 5/8 m-1 + 5/4 m+i - 1/5 ‘wm+3 ) o

'pmsque M, = =M _1 -+ Q,,,_l m» on trouve finalement:

My, = 0375 M, _y + 0750 M, g — 0,125 My, 5

En apphquant cette formule aux fleches w,,, w, Wy, de troxs pomts equl-

+17

- distants m, m+1, m+2, on trouve pour la fleche W, m41 du pomt sttue a

ml-dxstance de m et de m+1

W, my1 = 0375 Wy, + 0750 P 0125 Wies

-~

‘ S’ll fallait extrapoler Mm+3 lorsque M,, Mm+1, Mm+2 'sont connus (Ax—-l),

on trouverait de méme: Q,,(+2 me3 = Q,,,+1 mi2 p Or Qm+1 m+2 M,,,+2
- Mm+1 et—p= Qm+1 my2 Qm mil = M, =2 Mm+1 + Mm+2' d’oit
Qm+2,m+3 =+ 2 Mm+2 3 Mm+1 + Mm . p“'sque Mm+3 - I"m+2 +
Qrmy2, megy 0N obtiendrait finalement: M M —3 Mm+1 + 3 Mm+2 et
-‘!E m,én}i’_: pour l.és w:

m+3 -,_'_'

;_j'.‘(-\
- . wm+3 = wm m+1 + 3

€
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wo étant ‘obtenus également par interpolation parabolique 73).
«+'Empressons:nous de dire que le-nombre élevé des essais est dit

_ au fait: que nous avons' voulu obtenir en tous les points sans ex-
ception le méme k, mais que celui-ci n’a pas varié dans la zone
déterminante ™) (comprlmee) lors des deux dermers essais, et trés
' peu lors des deirx essais précédents. Lo )
‘ ‘Noiis verrons pliss ‘tard que le-£ ne peut depasser la valeur

de 129,3. Pour cette raison, nous avons cherché -par tatorinement
a quelle valeur dé ». correspondalt cette valeur de k: le. calcul ne

présente aucune difficulté nouvelle et s’exécute comme: auparavant
Comme exemple numérique, nous donnons c1-dessous la table
XXIV, représentant Pessai final exécuté prec1sement pour trouver
le y correspondant au £ = 129,3. Bien que l’o opérateur;n alt besoin
‘que de la table XXI et des w, de la table XXIV, nous écrivons
comme exemple le détail des calculs a effectuer (uine seulé opéra-
tion de la machine!) pour trouver la valeur de Wi, au plomt 2, ceci
afin de faciliter la tiche du lecteur:.

+ 8,80386 >< 0,570 + 11,05383 >< 1 -+ 9,704 38 >< 1,313
B+ 511042 >< 1,337 —4,18780 >< 0,731 5°— 6,629%7 < 0,3965
i+ 6,858 82 >< 0,171 4,659 46 >< 0,053 = 29,604 3.

Pour ‘obtenir le y correspondant a 6 = 0,1 et k= 1293 il
suffit de maintenir constante la somme des charges transversales
P,r+ P,y donnée par (86). Ori obtlent alors:

10 10

36 = 065120301 L
dou | y= (311:26+1293><0006>—_4882

En procedamt avec les déformations dues aux charges P,F—,—P,N,
on obtient, a l’alde de (84), la table XXV.

- ™) En combinant wy, ,,., = 0,375 w,, -+ 0,750 w,,, — 0,125 w,, 5 avec
Wmms1 = 0, 0, 125 W1 -+ 0 750 w, + 0375 Wmi1s ON obtle_:nt.:
1 %m, ma = = 0,0625 Wp_1 +0,5625 w,, + 0,5625 Wyt — 0.0625 w,,,+2

l' 74) La zone tendue donne des W1, de plus en plus sensibles aux varia:

jons deé wy, & mesure qu’on se rapproche du pomt 9 (dxfference de grands -

nombres).
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Table XXIL
Fleches produites aux divers
points par des charges
. 4
P:—b—;:—D:—IO,241301x10'3-D
~au point 2
* " (chiffres 2 multiplier par 107%)

Pt. 2

- 502710
- 90,2171
-110,1220
-114,4823
-107,828 8
- 934977
- 73,9432
- 50,9766
~ 25,965 6

OO U A WN = |

Table XXIIL.
Fleches produites aux divers
+ points par des charges
4 i :
P="— ©D=2597576x10".D
abh -

au point 2 (w=0,6)
(chifires & multiplier par 107%)

Pt.

2

O 00 ~1 3 U b W N =

+ 67,8656
+121,793 1
+148,664 7
+154,551 1
+145,568 9
+126,2219
+99,8233
+ 68,818 4
+ 35,0535

Table XXIV, Caleul des wy = wy et de y pour £ = 129,3 et 6 =0
(La figure de voilement oorrespondan’ée' est donnée ‘dans 1’appendice)

Pt 7 | -wir | wp [100wy,| &
1 +1,5765 [+0,570 | +16,596 |129,3
2 +2,8292 f+1 +20,604, [ 120,3
3. |+3,4534 |+1,313 . | +36,861 [1293
4 | |+35902 |+1,337 | +38,006 1293 |.
. 5 131,36 |+3,3815 |+1,0025 | +34,598 | 129,3
6, +2,0321 (40,7315 | +28,325 |129,3
1 +2,3189 [+0,3965 | +21,006 |129,3
8 +1,5086 |+0,171, | +13,681 {1203
9 +0,8143 [+0,053 | + 6,706 |129,3

“Table XXV. Calcul de y pour £ = 129,3 et 6 = 0,1

) "Pt. 7 - W1,r Wo 108 Wi gt

10° wy g

10% (Wy 44+ W1eN)

2 | 48,80 [+4,4026 [+1 |+729,6043

+12,1793

+41,784

“129,3
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. CHAPITRE V .
Maniére rationnelle de raidir les tdles

Ame d’une poutre comprir'né‘e sans flexion. Soit" une toéle
carrée. Nous savons qu’elle se voile en formant une cloque unique,
sinusoidale dans chaque sens (fig. 30). En juxtaposant deux toles -
_carrées, nous obtenons une téle rectangulaire dont la longueur est
le' double de la hauteur; les conditions de continuité sont alors
_parfaitement satisfaites (fig. 31) et les efforts critiques exprimés
au moyen du coefficient de voilement £ = 4 restent les mémes
qw’auparavant 75). Un raidisseur vertical au milieu de la tole ne
fléchit pas; il est donc inutile au point de vue stabilité, puisqu’il
w’exerce sur la tole aucun effort transversal (81) capable de retar-
der le voilement. Il s’en suit que le facteur % reste invariable,
qu’elle que soit la rigidité relative y du raidisseur (fig. 32).

Considérons a nouveau la téle carrée. Nous pouvons la raidir
horizontalement en son milien (fig. 33). A mesure que la rigidité
du raidisseur augmente 76); sa réaction-sur la tole devient de plus
en plus grande, de méme que les efforts critiques, c’est-a-dire le
facteur £, Nous savons cependant que % ne peut dépasser la valeur
" 16. En effet, cette valeur correspond au £ d’une tdle voilée en for-
mant quatre cloques selon la figure 34, puisque, en appliquant la
relation (75), on trouve: : - .

: 2
N,,.—.knD 4knD

Gwr

c’est-a-dire un % rapporté a toute la tole de 4 X 4= 16. App._el-ons_
ve la valeur de y correspondant a k= 16, lorsque le voilement

75) Le voilement avec une seule c]oque n’est pas déterminant pour
a/b = 2, car alors k£ = 6,25. Cf. par ex.: Timoshenko, op. cit. 4 la note
15, p. 327 ou 315 de la trad. fr.; Girkmann, op. cit. 2 la n. 31, S. 268;
F. Stiissi, op. cit. 4 1a n. 11, 'S. 350; Hartmann, op. cit. a la n. 6, S. 181
. ou méme texte dans chkung, Kippung, Beulung, Lelpng und Wien 1937,

" Deuticke, S. 158; etc. .

6) La méthode que nous venons d’cxposer se préte bien a cette maniére
- progressive de procéder. Voir aussn Tlmoshenko, op. cit. a 1a note 15, p. 371
ont 358 de la-trad. fr.; etc..
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se fait avec une seule cloque. Dés que y atteint ou dépasse cette
valeur, le raidisseur ne fléchit plus et le voilement se fait avec
quatre cloqués. L’unique fonction du raidisseur est 3 ce moment
d’empécher le voilement -avec une seule cloque, et non pas de le
contrarier plus ou moins. La variation de %4 en fonction de y est
donnée par la figure 35, les trongons pointillés n’ayant aucun inté-
rét pratique. Les calculs peuvent étre exécutés pour les divers ’
a/b et les divers ¢ de fagon tout-a-fait analogue 77). _
Si le raidisseur ne se trouve pas au milieu de la tole, il est
obligé de fléchir méme lors du voilement avec quatre cloques,
_dont il change fortement la forme ,libre, en agrandissant deux
cloques et en diminuant les deux autres. Le coefficient £ reste par
conséquent toujours une fonction de y (fig. 36). En faisant varier
la position du raidisseur, on voit (fig 37).que le facteur % atteint
- sa valeur maximum pour la position médiane, au moment o1 le
raidisseur ne fléchit pas lors du voilement avec quatre cloques 78).

- Un raisonnement analogue peut se faire avec deux raidisseurs
aux tiers supérieur et inférieur, trois ralvdlsseurs aux quarts et a
la mome, etc. .

Ame d’une poutre fléchie sans effort tranchant. Nous pouvons
procéder exactement comme pour la poutre comprimée sans flexion,
d la condition de connaitre d’avance ['endroit oi nous devons placer
le raidisseur pour qu’il ne fléchisse pas lors du voilement en deux
séries de cloques superposées. Puisque les fleches paralléles aux
efforts. extérieurs. sont des sinusoides (chap. IV), le raidisseur
doit étre horizontal. Quant a ’endroit ot il faut le placer, nous

7) On remarquera que, dans les broblémes de voilement, £ ne dépend
que des dimensions relatives de la t6le et non des dimensions absolues a
et b. En effet les moments d’une poutre varient avec le carré, et les fléches,
avec Ia quatrieéme puissance de la portée. Pourvu que le rapport a/b de leur
longueur a leur largeur ne change pas, il en est de méme pour les plaques,
" qui peuvent étre remplacées par une série de poutres. longitudinales et trans-
versales (chap. II). Enfin les fléches dues aux charges transversales lors
. du voilement varient également avec la quatriéme puissance de la longueur
ou de la hauteur de la tdle, puisque, 12 encore, nous pouvons introduire les
poutres de remplacement i ’aide des formules (80) et (81) (chap. IV).

78) "Cf. Barbré: op. cit. & la note 65, Abb. 7. Cette flgure 7 est repro-
duite par Kromm, op. cit. 2 1a note 9, Abb. 14.
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pouvons le déterminer prov1s01rement au moyen du _procédé rudi-
mentaire suivant. : {

Considérons separement les parties de la tole au- dessus et
au-dessous du raldxsseur qui, ne fléchissant pas, fait fonction d’ap-
pui. La continuité exige que ces deux zones se voilent au méme ins-
tant, sous le méme effort maximum N y.e = Opar - 1; €n donnant par
conséquent le méme facteur de voilement rapporté a toute la.tle.
La partie supérieure ‘peut étre assumlee a une tole sollicitée par
des efforts de compression uniformément répartis 7%). La partie

. R . . '_"'bt:b Nmax = 0,8 Nmax
\ : : L

T : A
’

|
gy

281N 00206 L

- ik-a:25>

:<"_8=2,5-->§ .

Fig. 38, ' * - Fig. 39

inférieure est sollicitée a la flexion pure, si l'on néglige la zone = -
extréme, peu importante au point de vue voilement. Faisons le

calcul complet pour a = % — 2,5 (fig. 38 et 39). Supposons que

le raidisseur se trouve aux quatre cinquitmes de la’ hauteur
- 19) Selon Shizuo Ban: "Knickung der rechteckigen Platte bei verinder-

licher Randbelastung, Abhandlungen 1.V.B. H. (lnternatl\onale Vereinigung
fiir Briicken- und Hochbau)-1935, S:-17.: -
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(bl = 2). Le coefficient de vmlement de la partie supérieure prlse
isolément vaut alors 80):
k= (%+%)2=(;3+25) — 42025
| Celui de la partie inférieure s’obtient par intérpolation parabcgliqhe
(%=26£ = 0,4166.. ) des valeurs obtenues par Timoshenko 81),
ce qui donne 28,4. En utlllsant la relatlon (75), il vient

au-dessus du raldLSseur

08 Nc, — 42025 0 _ = 105002572 2 doi Ny = 131372

G
au-dessous du raxdxsseur

2 2
OONC,_—284nD_‘_78888 D.- d’otr N,,_1315 D.

(10) ”

L’ensemble de la téle se voilera donc au méme instant que les par-
_ ties prises isolément (£ = 131), sans que le raidisseur ne fléchisse:
la position choisie (4; = 2) est donc bien juste. En effectuant le

calcul par titonnement pour tous les —Z— déterminants, on troﬁve le

tableau récapitulatif suivant.

Tableau récapitulatif. Position du raidisseur non fléchi lors du .
voilement avec deux cloques et coefficient correspondant Fomax
(resultats du procede rudimentaire)

0,2 0,25 |03, 035 (04 | 045 |05

SIS Y

0,189 | 02 | 0210, | 0218 | 0,223, 0,228 | 0,231,

e | 139 | 131 130' 13¢ | 142 | 153 | 168

Lo 80) Memes auteurs que note 75

81) Op. cit. 4 la n. 15, p. 355 ou 342 de l’edmon frangalse Ces valeurs
‘de % sont: 29,1 pour a/b = 0,4; 25,6 pour a/b = 0,5 et 24,1 poura/b—06
Nous avons trouvé 25,5 3 la place de 25,6 et 27,1 pour a/b’=1 (voir le chap."
suivant, p. 105).
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_ Pour obtenir des résultats exacts on utilisera la méthode
générale exposée aux chapitres précédents. Les w, admis le long
“de la verticale passant par le milieu de la tole devront former une
double demi-onde; ils devront, comme toujours, étre égaux aux
wy, c’est-a-dire que le £ obtenu sera le méme en tous les points.
Aucun procédé simple ne nous a donné une convergence conve-
nable; aussi avons-nous titonné longtemps pour obtenir une solu-
tion satisfaisante 82). Les valeurs trouvées sont 2= 129 pour
% — 0,25 et 167 pour %
valeurs qui proviennent de la division de' la tole en deux parties
indépendantes séparées par le raidisseur, soit 131 et 168 (tableau
précédent). Cette concordance s’explique facilement si ’on com-
pare les fleches obtenues par les deux procédés: les cloques sont
a peine différentes. On voit en particulier que le cinquiéme infé-
rieur de la téle ne joue pratiquement pas de réle (fig. 40 et 41).

= 0,5. Elles sont donc tres proches des

En outre le cas —g— = 0,25 a été vérifié par la méthode énergétique,

qui donne également 2 = 12983), Des lors, il est inutile de pour-
suivre le calcul rigoureux pour tous les autres %. I1 suffit d’adap- .
ter le tableau précédent, ce qui permet de dessiner les figures
42 et 43.

Occupons-nous maintenant des toles dont le rapport des cotés
_est le suivant: 0,5; 0,75; 1; 1,25 et 1,5. Le cas %: 0,5 s’obtient
en juxtaposant deux tdles de rapport —Z— = 0,25, ce qui donne un

k plus faible que celui éorrespon«dant a deux cloques superpaosées

82) Plus de 70 essais, dont la plupart, il est vrai, n’ont été que partiels.
M. le prof. Stiissi (loc. cit. & la n. 10) indique une mani¢re directe de pro- .
céder pour déterminer I’endroit ol se trouve le meilleur raidisseur.

83) Exactement 129,4 & la place de 129,3. Malgré cette bonne concor-
dance, il ne faut pas oublier que la cloque supérieure n’est décrite que par
un seul point sur la verticale passant par le milieu de la téle. On ne peut
donc escompter une erreur sensiblement plus petite que 2¢,. Pour plus
d’exactitude, il faudrait considérer vingt points, ce qui exigerait des ca]culs

. beaucoup plus longs.
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selon figure 41. Il faudra 3 toles de rapport— = 0,25 pour obtenir le

cas ?_ 0,75 et une de plus pour avoir celul ol % =1. De méme

4 toles de rapport 7 = 0,3125 et 5 toles de rapport —b———- 0,3

donneront les deux derniers cas g— = 1,25 et -;; = 1,5. Cependant,

si ’on prenait 5 et 6 toles de rapport % = 0,25 ’erreur commise’

serait faible (& = 120 a la place de 128). Pour les besoins de la
pratique, il est donc parfaitement raisonnable et suffisant de raidir
la tole au cinquiéme supérieur en prenant un £ maximum de 129,

pour tous les rapports % multiples de 0,25.

koA
b
b“
160 T
025 1
1404 .
. | | - /
120} _ ‘ : S
‘ . - ) a
100 L—s = 0,15 —— bt ——t—> &
o oz o3 od a5 © ' ot 02 03 04 05 - ©
Fig. 42 . Fig. 43

~ Considérons maintenant les autres valeurs de 5 comprises

entre 0,5 et 1,5. Prenons le cas trés défavorable oi % = 0,6. On

I’obtient par juxtaposition de deux t6les de rapport —Z-; 0,3. Pour
quw’il ne fléchisse paé, le raidisseur devrait alors se trouver aux

21 centiémes supérieurs de la tole, d’aprés la figure 43. Supposons

. L a
que nous le laissions au cinquiéme, comme lorsque b est un mul-
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tiple de 0,25. Le rapport % est alors de 0, 2 ala place de 0,21.

b,
Cela correspon'd a une dxmmutlon du 7 en compressxon umforme

de 0,5 a 0,476. D’aprés Barbré (fig. 37), il en résulte un % legere-
ment plus faible, de 29 environ. L encore, il est parfaitement
raisonnable et suffisant, pour les besoins de la pratique, de raidir
- la téle au cinquieéme supérieur avec un £ maximum de 129. -

En conclusion, nous pouvons donc dire que le razdzsseur doit

a
étre place au cmqmeme superzeur pour tous les rapports - com-

pris entre 0,5 et 1,5 si Von veut utiliser pleinement la résistarice
au voilement de ’dme dlune poutre fléchie et admettre un coejf-
ficient k égal a 129. La rigidité minimum y, que le raidisseur doit
alors posséder, sera indiquée au chapitre suivant84). Lo
. Si Ton voulait utiliser deux raidisseurs, on procederalt de
maniére analogue en déterminant tout d’abord le k et les w, = w1
correspondant i trois séries de cloques superposées. '

. Fig.44. .. TR

Ame d’une poﬁtré Qollici‘tée de maniére cjuelcorique Le rai-
sonnement fait pour la poutre comprimée sans flexion et pour
la poutre fléchie sans effort tranchant peut etre etendu i tous les
autres cas. 11 s.aglt tou]ours de trotiver en premler lieu la figiire

34) "Par mesure de prudence on’ pourrait calculer Ies efforts cr1t1ques‘
en admettant un £ maximum de-125 seulement, mais en gardant le 'y, corres:
pondant 3 £= 129. La sécurité serait de la sorte légerement augmentée.

Si ’on désirait des résultats plus exacts, il -serait logique de tenir
compte des conditions réelles de la poutre fléchie considérée. L*hypothése de
" Navier seraif trop inexacte et I’on ne’poiirrait guére négliger Pinfluence de
la- continuité des panneaux,. des attaches:des :raidisseurs; de la rigidité des
membrures. 4 la torsion-(surtout s’il s’agit d’un-pont avec tablier reposant
directement: sur .les” membrures, d’oit encastrement des.bords de D’inre et
augmentation du b,/ le plus favorable et du £), ... RELEA I IS
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de voilement, dite « libre », dont le coefficient £ est plus grand que
celui de la figure déterminante sans raidisseur. Ensuite il faut
placer /e raidisseur le long de /a ligne wy= wy = 0 séparant
toutes les cloques. Finalement il faut déterminer la rigidité y, du
raidisseur de maniére que. les deux figures de voilement précitées
soient possibles et déterminantes au méme instant8%). Le cas de
deux ou méme de plusieurs raidisseurs ne présente pas de diffi-
cultés de principe.

Comme nous le verrons au chapitre VI il y a tout lieu de
croire que I’Ame d’une poutre simple sur deux appuis doit étre
raidie d’apres la figure 44, si 'on ne veut utiliser ‘qu’un seul rai-
disseur longitudinal et les montants. Cette solution ne présente
pas d’inconvénient d’ordre esthétique, puisque le raidisseur peut
rester caché i lintérieur des poutres. Au point de vue constructif,
sa continuité devrait étre assurée d’un appui a 'autre 8¢). Cela
est facile grice a la soudure, méme si elle n’est tolérée que pour
les piéces secondaires fabriquées en atelier.

" CHAPITRE VI

Résultats pratiques, applicables a la construction
des poutres pleines de grande hauteur

Panneaux sans effort tranchant appréciable (milieu de la
travée). Selon (75), la contrainte de voilement critique au droit des
n2D

kb’
donnée par (33), on trouve:

membrures (w = 1) vaut o., = £ En introduisant la valeur de -
D Enh?

TT 12(1—99)

85) La «rigidité minimum de deuxiéme espéce» distinguée par cer-
tains auteurs (cf. A. Kromm et E. Chwalla, Der Stahlbau 1944, loc. cit.
2 la note 9) n’est rien d’autre que la rigidité permettant au méme instant
la formation de deux figures de voilement différentes, lorsque le raidisseur
ne se trouve pas placé i 'endroit le plus rationnel (fig. 36 par exemple).

88) Cf. n. 59.
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o = k 12’(‘: ig)(”)? | 87)

Avec E = 2100 t/cm? et » = 0,3 il vient finalement 87):

2
0o = 1898 & (%) . (88)

11 suffit donc de connaitre le £ de cette relation (88) pour obtenir

le o, et par conséquent la sécurité au voxlement—— Or nous
Ocffectif -
avons vu, dans les chapitres précédents, comment on calcule le

coefficient £ (tables I 2 XXV). Nous savons qu’il dépend des
dimensions relatives de la tole et du (ou des) raidisseur, ainsi que
de la position de ce dernier, c’est-a-dire de —g—,- —[;Ji, y et 4. La section

relative du raidisseur d est définie par la relation (79) que nous
avons déja rencontrée:

=11 (79)

Quant a la ngldlte relative du raidisseur y, elle vaut, selon (78),

_EJ, Eh? ,
' =TDp" OrD = =B —) d’apres (33), ce qul donne:
y =12(1-59) 25, (89)
Avec » = 0,3 on obtient:
7= 1092bhs o ~ (90)

Le calcul de £ se fait, avons-nous dit, de maniére progressive, en
donnant 4 y les valeurs successives 0, 5, 10, 15, ... pour les diffé-

87) Avec » = 0,25 le ¢, diminue de 3 %.
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rents % et § = 0. (Pas d’effort normal dans le raidisseur, lié 2

la tole par des boulons avec trous ovalisés selon chap. 111.) Nous
placons le raidisseur au cinquiéme supérieur et nous ne nous occu-
pons que du voilement avec une seule cloque, déterminant“selon
le chapitre précédent, lorsque 2 ne dépasse pas 129, Les résultats
obtenus forment le tableau récapitulatif n° 1.

Tableau recapltulatlf n° 1: Valeurs dé £ pour %— , 0=0 et
' y =0, 5, 10, . - v
N o |5 10 15 201 25 | 30
05 |55t | — | = | = | - | —

075 | 2411 773.] 117 — = | ==
1. | 210|506 | 889 | 115 | — | —. | —
1,25 | 324 | 54,1 | 746 | 942 | 113 — —
15 | 305 | 551 | 700 s4,5 98,5 12 | 126

Pour 7 <1, nous avons €n outre calcule les k£ correspondant
ay=2406,8, ..., ce qui donne le tableau récapitulatif no 2.

1

Tableau récapitulatif n° 2: Valeurs de £ pduf o1 , 0 é 0 et
: : . b 5°
y=0,24,.."

[ o] 2 4 6. 8 |10 | 12 14 16

pT

05 | 255 | 722 | 102 | 118 } 127 |- — — - —_
0751 241 | 47,1 | 677 864 | 103 | 117. ] = | — |- —
1 271 | 405 | 534 | 657 | 775| 89 | 998 | 110 | 120

Nous avons ensuite considéré le cas olt 6 = 0,1 et nous avons
cherché les valeurs de y qui compensent exactement la tendance au
flambement du raidisseur par Suite de effort mormal, proportlon-
nel'& 8. Nous avons obtenu les tableaux récapitulatifs ne 3- et” 4,’
avec les mémes coefficients £ qwaux tableaux:,n0 1et 2,,\prur tout
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autre ¢, on sait qu’il suffit d’interpoler ou d’extrapoler linéaire-
ment les valeurs de y correspondant 3 6 = 0 et a 6 = 0,1, le coef-
ficient % restant invariable. :

Tableau récapitulatif n° 3: Valeurs de y en fonction des £ du
tableau n° 1 pour 6 = 0,1 ..

' i |- | = | = | < | —
a_o5| k|25 ] ol I P
b T e I P e
o . Elaiims |- = | — | —
2 o5 D N B
b 081 761 140 — — — —
a £ {211 596 | 889 115 | — | — | —

1,63] 857|153 | 219 — | — -
a E|324 541 | 46| 942 | 113 ] — | —
b y | 304/ 101 | 170 238 | 306} — | —
£ | 305 {551 | 700 835 | 985 | 112 | 126
| 534{124 | 195.{ 264 | 333 | 402 | 470

Tableau recapltulatlf ne-4:. Valeurs de .y en fonctlon des % du
tableau n° 2 pour-é = 0,1

a"_0'5 k255 l71224102 '8 | 127 — | — | — | —
b6 |y 038] 308 553 778|991 — | — | — | —
a o] & |2t e o7 eea tos L] =) = |-
6- 7|y | 081 359| 629 891|115 | 140 | —| | "=
:g_;]‘ k| 271 405 | 534 |657-| 77,5880 | 99:8\] 110 | 120,
b y | 163 443] 7,21]7°994]126 | 153 |1807| 206 | 232

"On voit d’apres (88) que le plus grand k permet dé. cholsnr
'la tole la plus mince (% mlmmum) En principe la solution la.plus
économique -est donc celle qui correspond -au -plus grand %; que
nous désigrierons par k.. OF noits savons'par le- chapitre précédent
que le raldlsseur auw cmqulemé superleur dorme precnsement 1e Pplus
grand k; soit k, = - 129. Nous avosis vu en. oufre (chap, lV) commen{’
on trouve la. tigidité relative p du: raldlsseur correspondant aun 4
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donné et en particulier la rigidité économique y, qui engend‘re
justement le k£, = 129. Les resultats obtenus forment le tableau
récapitulatif no 588),

Tableau récapitulatif n® 5: Valeurs de y =y, powr & =k, = 129

3] o | o002 004|006 008 01

a
&

0,5 8,63 90| 94 98 102 | 10,57
0,75 | 11,87 | 12,7 | 13,6 | 14,5 | 154 | 16,24
1 17,79 | 19,3 | 20,9 | 22,4 | 24,0 | 25,55
1,25 | 24,60 | 27,0 | 29,4 | 31,9 | 343 | 36,72
1,5 [ 31,36 | 34,8 | 383 | 41,8 | 45,3 | 48,80

En utilisant les tableaux récapitulatifs 1 a2 5 nous pouvons
-maintenant suivre la variation de £ en fonction de y (fig. 45 et
46) 89). 11 est intéressant de suivre également la variation corres-
pondante de la forme de voilement. On consultera i cet sujet les
20 figures données en appendice %0). Les tableaux 1 & 5 nous per-
mettent également de trouver la valeur de £ pour n’importe quel

— (fig. 47 et 48) 91). Les courbes qui représentent y en fonction

88) Ces résultats ont été calculés directement pour é =0 et § = 0,1.
Pour les autres d, on a procédé par interpolation linéaire.

89) Le raidisseur posséde rarement une section relative ¢ plus grande
que 0,1. On évite ainsi ’extrapolation. Il va de soi que § = 0,1 n’a pas de
sens pratique lorsque y est nul ou trés faible. On parle cependant quelquefois
d’un tel raidisseur, formé de bandes trés minces empilées les unes sur les
_autres sans liaison mutuelle, ne possédant aucune rigidité 2 la flexion,
mais une certaine section. Ce raidisseur, pris isolément, flambe par suite
d’une force minime. Il diminue par conséquent la résistance de la tole au
voilement, c’est-a-dire le coefficient £ (cf. E. Chwalla, Die Bemessung der
waagrecht ausgesteiften Stegbleche, Vorbericht d. 2. Int. Kongresses f.
Briickenbau u. Hochbau in Berlin 1936).

99) On ne peut comparer que la forme des cloques et non la grandeur
des fléches, puisque wy = w, est indéterminé (début du voilement).

1) 11 faut tracer les courbes pour une, deux, trois ... cloques juxta-
posées. Le plus petit k£ est toujours déterminant, ce qui donne les guirlandes
bien connues de tous les problémes de voilement. Les trongons de courbes
en pointillé, qui n’ont pas été calculés, sont trés approximatifs.
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de % (fig. 49 et 50) 92) et y en fonction de & (fig. 51, 52, 53 et

54) seront également trés utiles au praticien.

30
20t /O TN T =~
=3¢
. 6 =0
10
8
s b
3
50
40 o - ~
. " Vi N .
30 R \ »
. . « e
7 -
20 b\
< =71 5
¥;8=01
10
+—
1 2 3 4 b
Fig. 50

.92) En réalité, les courbes tout-a-fait exactes sont également formées
d’une série de guirlandes. Cf. par exemple Barbré, Beulspannungen von
Rechteckplatten, Der Bauingenieur, 26. Juni 1936.
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Le constructeur choisira, autant que possible, la tole la plus
mince qui ne se voile pas sous les efforts effectifs les plus défavo-
rables, compte tenu d’un coefficient de sécurité suffisant. Mais
il arrive que ’on soit obligé de placer le raidisseur ailleurs qu’au
cinquieéme supérieur. D’autre part nous savons que I’on ne descend

I

50 4

0 002 004 006 008 Of 0,15

Fig. 54

pas au-dessous d’une certaine épaisseur, pour des raisons de fabri-
cation et de montage; nous 'avons d’ailleurs signalé au début
de cet ouvrage. Dans le premier cas il est impossible, dans le
second cas il est inutile d’atteindre le £,. Lorsque % est plus petit
que %, diverses positions du raidisseur sont possibles; la position
la plus avantageuse n’est pas nécessairement celle qui donne le
k.. 11 faudrait donc répéter le travail que nous avons fait pour les
divers —[;1 On trouvera cependant les indications suffisantes dans
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les publications de Hampl 98) (raidisseur au milieu de ’dme) et de
Massonnet %) (quart supérieur). Une interpolation permettra tou-
jours de se tirer d’affaire avec ’exactitude nécessaire pour la pra-
tique %),

~ Autres panneaux (indications sommaires). D’aprés la figure
44 le raidisseur le plus économique devrait suivre sensiblement les
lignes isostatiques ou trajectoires des tensions principales. Nous
pouvons le voir et nous faire' une idée suffisante de la figure
de voilement et du coefficient £ correspondant”au moyeu des
figures 55,56 et 57. Elles®¢) nous montrent comment se voile une
t6le carrée sollicitée au cisaillement pur, lorsqu’il n’y a pas de raidis-
seur (fig. 55 et 56) et lorsque le raidisseur est trés rigide (fig. -
57). De la figure 55 on déduit que le voilement par cisaillement se
ramene en premiére approximation au voilement par compression.
La figure 58 indique comment il faut procéder. Les figures 55 et
56 nous paraissent toutes deux possibles, si "on considere la
poutre fléchie dans son ensemble, en tenant compte de la continuité
_de ’ame entre les panneaux. Ces mémes considérations de con-
tinuité mous montrent quaprés voilement il subsiste “entre les
cloques une bande non déformée d’un bout i ’autre de la poutre..
Cette bande supporte alors. a elle seule tous les efforts de I’Ame.
Suivant que le raidisseur intermédiaire céde ou non, la bande sera

93) Miloslav Hampl, Ein Beitrag zur Stabilitit des horizontal ausge-
steiften Stegbleches, Der Stahlbau, 15. Januar 1937. Le § ne joue ici
aucun rodle, puisque o, = 0 au droit du raidisseur.

9¢) Ch. Massonnet, La stabilité de ’ame des poutres munies de raidis-
seurs horizontaux et sollicitées par flexion pure, Mémoires A.I. P. C. (Asso-
ciation internationale des Ponts et Charpentes) 1940/41.

- 795) Les calculs de Hampl et de Massonnet-ont été effectués par la
méthode énergétique a I’aide d’un nombre de termes-restreint de la série
de Fourier (cf. les remarques de Stiffel, loc. cit. & la note 8). D’autre part
Massonnet suppose que son raidisseur ne fléchit pas lors du voilement en
deux séries de cloques siuperposées, ce qii n’est pas tout-a-fait exact, ainsi
que nous 1’avons vu ait chapitre V. Dans ces conditions, il parait prudent
de diminuer les 2 et d’augmenter les y donnés par ces deux auteurs.

.96) La figure 55 est tirée de E. Seydel: Ausbeulen von rechteckigen,
isotropen oder orthogonal-isotropen Platten, Ing.-Archiv 1933. Les figures
56 et 57 proviennent de la publication de Burchard citée i la note 32,
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comprimée ou teridue. La poutre fléchie agira donc comme Iindi-
quent les figures 59 et 60°97). Il n’est pas exclu non plus que le
voilement par cisaillement puisse seul aboutir, si les membrures
et les montants sont trés rigides, L’dme se transforme alors en
un treillis (fig. 61). On voit dofnic que le voilement ne menace pas
les poutres: pleines «de destruction immédiate, ce qui permet

d’abaisser notablement le coefficient de sécurité. "
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Fig. 55 ° ‘ Fig. 56
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SS33333>5>
k¥ 30

Fig. 57 -

97) En ce qui concerne le panneau central, voir Timoshenko, op. cit.
a la note 15, fig. 208. / .
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Application mzménqae. Comme nous ve{uons de le voir, ’dme
la plus mince des panneaux soumis principalement i la flexion est
obtenue pour £ = 129. La relation (88) devient alors:

2
o, = 244 812 (%)

Supposons que % vale une fois 360 et une fois 310. Il est & ce

moment facile de caléuler les tensions critiques et adm1551bles cor-
respondantes (tableau n° 6).

1

Tableau n°. 6. Tensions critiques et admissibles des panneaux
: soumisprinc‘ipalement a la flexion’

98y ] O o O
o )=a Opdm = | Oadi = =] """ ]
k2 il adm 18 “m 151" T 13| Acier
h t/em?
.| 360 | 1,880 1,049 1,259 1,453 | Normal
310 | 2,547 1,415 -1,698 1,960 - Spéciﬁl :
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On voit que les contraintes admissibles au voilement sont
également admissibles 3 la flexion, suivant qu’il. s’agit d’un acier
normal ou spécial, d’un pont-rail, d’un pont-route ou d’une poutre
lourdement chargée d’un entrepdt ou d’une halle. On constate
également que lacier normal permet de construire la plus haute
poutre avec une dme d’épaisseur. déterminée. Cela provient du
module d’élasticité, pratiquement le méme pour les divers aciers,

de sorte quw'on ne peut augmenter o,, que si ’on diminue %, puis-
. 2
que o, = 244 812 (%) . Pour cette raison, l’acier d haute résis-

tance est d réserver pour certains cas exceptionnels, si Pon est
.obligé de prévoir une poutre basse, pour des raisons esthétiques
ou topographiques (gabarit d’espace libre). :

Une téle de rapport }bl—= 360 ne sera pas généralement en

mesure de supporter ’effort tranchant aux appuis. On sera donc
presque fatalement amené & augmenter ’épaisseur de ’ame a cet
endroit. Si nous nous basons sur les résultats de Burchard, on peut
admettre un 2 d’environ 30. En partant de (76), on trouvera,

2
comme pour o.: 7., = 56940 (—Zi\) . Avec un %deQGO et de 220

on obtiendra le tableau ne 7.

Tableau n° 7. Tensions de cisaillement critiques et admissibles

aux appuis
) T : Ter _ Ter __Ter
b i Fadn = 18 Vadm = E Vadm = 13 Acier
k t/cm? ’
260 | 0842 | 0,468 0562 0,648 | Normal
220 1,176 0,654 0,784 0,905 Spécial

Les tableaux 6 et 7 nous montrent qu’il est possible de cons-
truire rationnellement une poutre de 3,60 m de hauteur avec une

98) Nous nous trouvons encore dans le domaine élastique auquel nous
nous sommes limités.

!
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tole de 10 mm seulement en travée et de 14 mm aux appuis, en
" utilisant complétement le métal. Avec 12 mm en travée et 17 aux
appuis, on peut monter jusqu’a 4,32 m; avec 15 et 21 mm, jusqu’a
540 m. -

On utilise généralement comme raidisseur un seul fer a U,
tourné vers le bas pour éviter que ’eau ne puisse y séjourner. Un
tel fer peut étre soudé latéralement sans chanfreinage préalable de
maniére tout-a-fait correcte. Le tableau n° 8 donne les moments
d’inertie et les sections des profils entrant en ligne de compte.

Tableau n° '8: Moments d’inertie /, et sections F, d’un raidisseur °
unilatéral formé d’un fer 3 U :

_ LN

Joenemt | hmm | 12 | 14 | 16| 18 | 20 | 22 | 24
compte tenu 10 825 1201 (1891 - - - -

delatdle | 45 | |40 (2071 2021 | — | — | —
(30 h) 5 | — | — | — [3244 [4442 [6025 [7840
F,encm® | 17,0 [ 204 | 240 | 280 |322 | 374 | 423

Lorsqu"e %z 1,5 la rigidité du raidisseur des panneaux sou-

- mis principalement A la flexion vaut, d’aprés le tableau n° 5:

=31 36—}—1744 0 ou 0= s selon (79), tandis que -

bh®
indiqués au tableau ne 9 99),

Le raidisseur choisi d’aprées le tableau n® 9 pour le mllleu dela
travée pourra généralement étre conservé d’un bout a Pautre de
la poutre, si ’on adopte la disposition de la figure 44. On le voit
en utilisant aux appuis les résultats de Barbré 100) selon les in-
dications de la figure 58. ~

ynecessatre j bh
Vettectit = 10, 02 7 selon (90). Les fers-a’ U minima sont alors

99) -Le facteur de sécurité ne peut affecter que le .. Cependant on
‘mettra toujours un peu de marge entre la rigidité -effective et la rigidité
théoriquement nécessaire.

100) Cf. n. 92.
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Tableau n° 9. Raidisseur unilatéral des panneaux soumis princi-

palement 2 Ia flexion, lorsque % =15

Acier b | bem | LN | 8 Tnéc. | Teff.

10 360. 16 | 0,067 43,0 57,3
Normal - 12 432 18 0,054 40,8 42,7
15 540 24 0,052 40,4 46,9

10 310 14 0,066 | 429 | 455
Spécial 12 372 18 | 0063 | 423 | 496
: 15 465 22 | 0,054 | 408 | 41,9

CHAPITRE VII

Contréle par la méthode énergétique

. Travail nécessaire pour fléchir une plagque. On sait que le
travail est égal a I’effort multiplié par le chemin parcouru dans le
sens et la direction de la force. Faisons croitre effort en question
de zéro 4 sa valeur finale. Or dans le domaine élastique, que seu!
nous avons voulu considérer, 1’allongement est proportionnel a
Peffort (fig. 62). En, faisant la somme des travaux produits par
les tensions engendrées par un moment fléchissant, on trouve que
le travail est égal au demi-produit du moment de flexion par .
Pangle de déformation dfi 3 ce moment (surface hichurée de la
fig. 62). :

~ Considérons un élément de plaque Nous négligeons, comme
nous P'avons fait auparavant, ’influence des efforts tranchants sur
les fleches. Il ne reste donc plus en ligne de compte que les mo-
ments de flexion et de torsion, qui ne varient plus lorsqu’on passe
d’une face de I’élément & la face opposée.

1. Travail di aux moments fléchissants. Le moment fléchis-
sant M?'dy qui agit sur un élément de longueur dx et de largeur dy

(fig. 63) fait tourner I’é1ément d’un angle égal a la différence des
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- . , 2 2
.angles %—Z t ow + (2 5 dx, c’est-a-dire a l’accrmssement %xw

de 6?: Le travaxl du moment fléchissant M”’ vaut donc:

dx

1 ,;zé‘w
EM

Pour le travail de M#, on trouve de méme:

1 woiw
- 7 M dy?
et pour le travail dé flexion total de 1’élément:
’ 1 ( o1 02 W o1 02 w)
dV = =~ 2 My Fpm + My dx dy

En remplagant M? et M”’ par leurs valeurs tirées des relations
(34) et (35) on obtient:

D 62w)2 w ow ( ) ]
av=—3|Gs) + 25 ot t dxdy.

2. Travail di aux moments de torszotz On trouve de méme,
d’apres la figure 63:

1 02w

fM"J’a 2y dx dy

Al

- et endonnant a M,, sa valeur selon (36):

D otw
dV_—_z-(l—v)((9 3 ) dx dy

La méme expression est valable pour le travail da a M,, = M,,.

3. Travail de flexion total de la plaque. En additionnant 'effet
des moments de flexion et de torsion sur tous les petits éléments
dont la plaque est composée, on obtient ’expression du travail
nécessaire pour la faire fléchir:

—-D[[Eey (02w)2 L s )]
V”’_"?”[W o) 275 e 20 G5 ¥o s dy
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c’est-a-dire:

Vo

_ D 2w a2w>2
_'ijj{(ax“?v?? -2(1

[62w 2w (0w 2]

4. Travail de flexion d’une nervure. En remplacant dans (91)
la rigidité unitaire de la plaque D par la rigidité E/,, on trouve,
pour une nervure longitudinale (paralléle a I’axe des x):

EJ,

Vr .: 2

101

j( 6x2>2dx | (92)‘

Travail effectué par les efforts de bout lors de la flexion laté-
rale d’une tole verticale. Nous connaissons les charges transver-
sales qui se produisent lors de la flexion latérale des toles verti-
cales sollicitées par des efforts de bout. Sans faire appel aux
poutres de remplacement, la relation (80) s’écrxt [cf. (63), (64)

et (65)]:

’

. 2 2 Y 1
p,=—kﬂ—D(wxa—K+2w O w w, 2 W)

b2 dx?

¥ oxdy + dy?

Puisque le travail est égal au demi-produit de ’effort par le chemin

parcouru, le travail de flexion vaut également le demi-produit de
la charge transversale par ‘la fleche correspondante, ce qui

donne 102) : : '

T;

1, at ( 2w
Y

otw oiw

xya ay +w yay )w~dxdy, (93)

120

101) ‘Lindice » s’applique & toute nervure d’une plaque et 3 tout rai- _
disseur d’une tole. La formule (92) est utilisée dans le calcul du flambement
des barres par la méthode énergéthue, cf. F. Stiissi, op. cit. 3 la note 11,
S. 321,
102) En procédant comme Timoshenko (op cit. & la note 15, p 310
ou 299 de la trad. fr.) on trouve:

w3 5201132+

Cette expression contient les dérivées premiéres des fleches, c’est-a-dire les
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Pour un raidisseur longitudinal, l’expre'ssi‘on (93) devient:

02w

! F,  n?
TI':— Tck'ﬁD.[wme'dx (94)

1
2

 Efforts critiques et coefficient de voilement. La tole fléchie

latéralement est un exemple idéal-de plaque mince. Ajoutons dés
lors les expressions (91), (92), (93) et (94): nous obtiendrons
a ce moment le travail total fourniou a fournir pour que les efforts
de bout puissent causer une flexion latérale de la téle. Supposons
que ce travail total soit nul 103):

Tole '
2w 2 w)2 [a”w otw (aw)?]}
” l(ax2+6y2 “20-95% 57 \axray) [ &Y

Tole

: ow . otw 8w '
+kZ_2” (“"EI?Jr“’*’axaer & )W'dxdy
‘Raid. '
E./ n2 F, o 0tw -0
ax2 b2 Tk wxm w-dx=0.

Le travail des efforts de bout est alors compensé trés exactement
par le travail de flexion:-la forme fléchie est donc un état d’équi-
libre. ‘Mais I’expression précédente reste juste si ’on multiplie les.
- différents w par un méme facteur. Il y a dés lors une grande quan-
tité 104) de formes fléchies qui sont toutes possibles au méme
instant sans qu’il faille fournir un travail extérieur queloonque:

la forme fléchie est par conséquent instable et la tole se voile. Avec

[ngldlte relative selon (78)] et 6 = Fh [sectmn relative

.

selon (79)], on trouve finalement:

efforts tranchants des poutres de remplacement, plus compliqués i obtenir
avec les charges nodales, Pour le flambement des barres, cf. F. Stiissi, loc.
cit. & la n. 101.

103) §’il y a plusieurs raldlsseurs il faut répéter pour chacun d’eux
les expressions (92) et (94).

104) Cf. n. 16.
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Tole \ Raid

2w 0 w) [62w 02w (_62w)2]} "’( w)
”Kax2+6y 2(1 ?) ox 0y* \oxayl . dedy+yb Ox? dx

Tole . ; s Raid— (95)
7’ 02w E 2w\ - . 02w
b ”-_(w, 752 +2wxyaxay+wy oy )w-dxdy+n ?J.w"———&ﬂ w-dx
, En introduisant & nouveau les poutres de remplacement [é [ q
(63) a (65)], on ohtlendralt v :
Téle ] Raid. .
g A1 (Mt M)2=2(1-9) (M My - M) dxdy + 7 [ Mi-dx
- 2 Tole § Raid. (96)
” (w0x Met20 M xy+wy y)dedy+7Z2 J' w M wdx

On peut introduire dans (95) ou (96) des valeurs quelconques pour
les fleches w aux différents points. Nous obtiendrons toujours un
certain k.. Mais il est évident que le voilement ne se produira
qw’avec les w qui rendent £ minimum105) ; 3 ce moment seulement
k est le coefficient de voilement, qui exprime les efforts critiques
selon (75), (76) et (77). -

Cas ;;afticulier d’une téle appuyée. seulement sur soﬁ pout;tour
et sollicitée uniquement par des efforts de bout paralleles a son
razdzssear La double série sinusoidale :

m=oc n=2° nwy
2 2 Qmn sm—— sin —
-m=1_n=1

est a-méme de representer les fleches d’une tole appuyée seul'ement
w_ *w
ox a2 0 Np2
x=a, y =0,y=190 (fleches et moments de flexion sur les bords)
Si;’on introduit dans: (95) la valeur de w donnee par la serte, on
s’apercoit qué 106) ]

sur son pourtour, puisque w = 0 et =0 Iorsqqe x=0,

105) L'a méthode energethue donne donc des valeurs, de £ trop grandes

si les w ne sont pas absolument exacts.
108) Cf. Timoshenko, op. cit. 4 la n. 15, p. 314 ou 303 dé la trad fr.
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o%w d*w (6%1/)2]' _
.U[ax‘a ay® . \éxédy dedy =0
Quand en plus les efforts de bout sbnt_paralléles a l’axe des x,
w,, et w, sont nuls et (95) devient, en supprimant I'indice x de w,:

Tole . 2 Rai 62
02w 6
H (ax2 + 5 ay >dxdy+ "b.{ (a 2) dx

Tole

Raid.
>2 2 2
%—2'”' P 2wa’xa{y+n 6[ %b:wa’x

kh=-—

Dans le cas partlculler que nous traltons les fleches paralléles au

raidisseur sont toutes des sinusoides d’aprés le chapitre IV. Il suffit

-alors de considérer la, verticale passant par le milieu de la tdle.

Comme w = wy sin 2 x, alors < cw n—zwysin % x et nous
. a””’ ox 0x? a® a

obtenons sur la verticale en question, en supprimant Vindice M:

*w =t
. w Avec les poutres de remplacement, nous savons

Ers 62 M,
que =— = — =¥ selon (2). Si nous utilisons I’abréviation :
oy D . . /
|
M= (97)
nous trouverons finalement:
- ML ;o
|G my o Tk |
k (98)

2

. 1 Mil, 7 .
n-(ﬁ w—w2dy+—w 2W1_eaid.)

Puisque nous avons calculé les valeurs de w = w, = w, d’aprés
le procédé d’Engesser-Vianello, nous pouvons les introduire dans.
(98) sans étre obligés de tatonner jusqu’a ce que le coefficient %
atteigne son minimum. Quant aux M,, nous savons par le chapitre
Il comment on les obtient 3 partir des fleches w ='w,: il suffit
pour cela de calculer les w, dus aux M, inconnus, de remplacer -
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‘les w trouvés par leur valeur et de résoudre les équations ainsi
formées. Nous avons vu également au chapitre II comment le cal-
cul peut se faire une fois pour toutes a ’aides de w, unitaires.

En choisissant sur la verticale par le milieu de la t6le un cer-
tain nombre de points équidistants, les intégrales de (98) de-

2 2
.. - N 7
viennent des sommes 107). Or les valeurs a sommer (;z—éw —}—My“f)

et w? varient trés rapidement d’un point a un autre, leur nombre
étant forcément assez restreint. La formule de Simpson ne doit pas
étre employée dans ce cas108), D’excellents résultats sont par contre

: 2 2
N 7T
obtenus en sommant les charges nodales dues aux (? w - My*)

et aux w2 Il faut alors tenir compte non seulement des K inter-
médiaires selon (53), mais encore des K aux extrémités selon (54).
Le calcul des facteurs de multiplication éxécuté sous forme de
tableau est le suivant (tableau ne 10):

Tableau no 10. Calcul des coefficients de sommation a Paide des
charges nodales

p Valeurs de
t. -

12K | 12K, | 12K, | 12K | 12K, | 12K | ..... |122K
0 |+35 ] +1 | — | = | = | = +4,5
1 +3 +10 +1 — — — +14
2| -05 + 1 +10 +1 e ] +11,5
3 - — 1 +1 +10 +1 — +12
4 — — — |+ +10 .| +1 2.

107) Sj la condition wq == w, est strictement observée partout lors des
calculs par le procédé d’Engesser-Vianello, la méthode énergétique doit
donner le méme k. La différence que nous allons observer dans ’exemple
qui suit provient donc uniquement du petit nombre de points sur la verticale
par le miliex de la tdle et des formules utilisées pour les sommations. L’er-
reur peut &tre alors aussi bien posifive que négative, tandis que le fait de
.prendre des w inexacts dans la formule (98) donne nécessairement un %
trop grand d’aprés la note 105.

: 108) Jes résultats obtenus par la formule de Snmpson (facteurs de
multiplication: 1, 4, 2, 4 ... 4, 2, 4, 1) peuvent etre évidemment assez dif-

. férents smvant que les grandes valeurs de( w -+ M “) et de wz,/sémnt_
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On obtient donc 12 fois la somme cherchée en multipliant par
4,5 les valeurs au-premier et au dernier point, par 14 celles du
deuxiéme et de I’avant-dernier, par 11,5 celles du troisieme et de
I’antépénultieme et toutes les autres par 12.

On retrouve d’ailleurs les mémes coefficients

45 14 114 ot 12
127 127 12 12

en utilisant la formule des Simpson avec des points intermédiaires
interpolés paraboliquement entre les points choisis199). Nous
donnons également ci-apreés le calcul des facteurs de multipiication
exécuté sous forme de tableau d’apreés cette méthode (tableau
n° 11).

* Tableau no 11. Calcul des coefficients de sommation par la formule
de Simpson avec points intermédiaires interpolés

><1| <4 [>2 x4ix2 =<4 | =<2 x4‘x2 >< 4

= WN =

Pt. o Vz;leuré aux points : ' 62
o o-1]1 [1-2]2]2-3 3|3-4|4\4-5]....’
+1 |+0375| — |-0,0625| — | = - = ‘*— +2.25
— 15075041 l+05625 — 00625 — | — | — ] — +7
— 10125 — 1+05625/+1 |+05625| — 10,0625 — | — |....|+575

— |-0,0625|" +6 .
+1 140,562 5 +6

— | — ' — |-00625 — |+05625/+1 |+0,5625
—| — =1 — | — |00625 — |+0,5625

Application numérique. Reprenons ’exemple traité au cha-
pitre IV (fig. 29) avec y — 48,80 et 6 — 0,1 d’aprés la table XXV.
Les wy = w; = w, = w sont donnés a la table XXIV. Pour passer
des w, = w-aux M, correspondants, nous n’utiliserons pas la mé-
thode que nous venons de rappeler, mais nous procéderons comme
suit. Nous savons que, pour une poutre transversale 110):

multipliées par 4 ou par 2. On s’en rend compte également en’dessinant les
paraboles que la formule suppose.

109) Formules de la note 72 et 73.

110) Cf. aussi table 1 et formule (67), d’oit dM = Q-dx, AM = Q- Ax,
Mpi1 — My = Qp myy-Ax et finalement M, = My, Qup, pyy-Ax.
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My, = My, s + Qg s AV
et de méme: My, =My, + Qym,m;l Ay

~ Une simple. soustraction donne alors:
- M}’m—l + 2Mym_ Mym+1 = (Q}'m—l,m - Qym,m—(»l).Ay |

Or la différence des efforts tranchants Qy,,_1, » — Qym, my1 N'est rien
d’autre que la charge au point m, c’est-a-dire Ky,,111). Il s’en suit
que 112) _

Mypoy + 2 My — My, =Ky, - Ay

En appliquant une fois de plus le théoréme de Mohr, nous trou-
verons, compte tenu de (59):

—Wna+2whr—whna=W,, -dy (99)

ot W désigne Peffort nodal des moments considérés comme
charge 45). On peut donc aisément calculer les W, de la verticale
passant par le milieu de la tdle, puisque les w sont connus. Or la
table XX permet de trouver les charges p d’une poutre lorsque
~ les efforts nodaux K sont donnés. Elle permet donc également de
trouver les M,113) i partir des W, (table XXVI). Le reste du
calcul (méme table) ne présente aucune dlfflculte On' obtient
finalement, selon (98):

4 298,961 + 48,80 >< 10 ><1,024138 >< 12

k= 9,860 604 (01379 + 0,01 >< 26310 < 12)

soit un kE=1283

a la place de 129,3 trouvé ‘par. la méthode d’Engesser—Vlanello
La différence est de 0,8 9.

) Cf. (66)

112) Cf. F. Stiissi, loc. cit. a la note 37.

113) Les M, ont été contrdlés en calculant a2 nouveau les w, qu’ils
engendrent. )
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Nous recommanidons de dessiner la oourbe des ( w-+M, )
et des —w2 (flg 64) En effet, pour — <1 et.y élevé, nous

avons observe que le £ trouvé par la mcthode énergétique differe
notablement de celui obtenu par le procédé d’Engesser-Vianello.

. . n?
Cela provient de ce que —;w -+ M,* et w s’annulent entre deux
’ a

points de la verticale par le milieu de la tdle; en faisant les carrés

N

Fig. 65.

'

et en les sommant, on ne tient plus compte de ces zéros: a la
place de la somme véritable (fig. 65a), on obtient une somme sen-
siblement plus grande (fig. 65b). On se tire assez facilement
d’affaire en choisissant des points intermédiaires, dont on établit
- les valeurs par interpolation parabolique10?), En opérant ainsi,
nous sommes arrivés a une excellente concordance des deux mé-
thodes: la différence maximum est d’environ 1 op.

\
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CHAPITRE VIII -

Compléments

Méthode de Marcus. Nous avons vu au chapitre Il comment
nous pouvons éventuellement partir des w inconnus pour en déter- -
miner les valeurs grice a la relation (49):

Pe+ 2Py +py=p.
D’autre part nous venons de voir que:

— Mxm_1 + 2 Mxm _.M~\‘m+l

= K PR Ax.

Nous avons admis jusqw’ici une variation linéaire [fig. 17, for-
mule (52)] ou. parabolique [fig. 18, formules (53) et (54)] des
"charges. Nous pourrions néanmoins nous contenter avec Marcus34),
d’une approximation plus grossiére, en considérant la valeur

K. . :
moyenne px,, = A—;f , constante entre trois points consécutifs 114).

- Mxm-l + 2 M"m - M-"m+1 ‘
Ax?

Il S’en suit que:  p, =

ce que on représente schématiquement comme suit:

1 1 + 4

px:ﬁl lMx " (I)

~ Enappliquant le théoréme de Mohr, on peut exprimer p, directe-
ment en fonction de w* = wD [selon (59)]:

+1 -2 +1

. 1 2
1 —II 2 1 M 1 : —I2 +[; —lz W
= —— = —— ——
Px Ax? 1 M Axt 1 =2 H
- [———
1 1 4 +% -4 41 .
= e Ittt " (1

Si on considere les w parallelement 4 ’axe des y, on obtiendra
évidemment p,. En outre, selon (44):

i14) Les moments éorrespondants forment donc une parabole.
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A~

o T4 -2
L - D e .
pxy—m | | My—Wj ———0——- W (I“)
‘ J41 —2 A4+
On obtient finalement, en utilisant (49) 115).: s
> o
L —
J . +H1 —J2 41
I A L A O LS 2 42 +le -J2 . %
T Axt ', W —*-Ax?'_:_y2 1! W
41 -2 )
(1v)
+1
—14 -
R +6. *
+ Ay ) w
s
+11 -
ou d’un seul coup . Ax\* Ax\2
] a=o[1+(5)]+s()
Ax Ax
p Is [p |: B = 4[(111') (Ay)]
p—_LF ¢ .A'C Fw*(V) avec <C [ ( )]
Axt g
D B D DZZ(Z‘_—V)
E _(Ax\*
E_(Ay)
F=1

116) On procede souvent de fagon quelque peu différente en décompo-
sant I’équation différentielle (37) du quatriéme ordre en deux équations dif-
férentielles du deuxiéme ordre: :

g M)t

,(M,,+M)_-p et

ce qui conduit d’allleurs au méme schéma final.
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Avec dx=Ady=1, il vi_ent:

+1

- s PR Y P

+]1

Comme avec la méthode exposée au chapitre 11, on commence
par écrire les fleches, moments €t charges sur les bords de la
plaque, puis les équations en tous les autres points des poutres
entre-croisées i I’aide du,schéma (V). Le systéme une fois résoly,
il est facile de remonter aux M., M., My, Pes p,y, p, a l’aide de
(I) (11) et (I1I).

Aznsz le procédé de Marcus n’est qu'une szmplzfzcatzon de la
met/zode que nous avons utilisée. Ne considérant que des valeurs
moyennes, ce procédé permet d’exprimer directement les moments
et les charges d’une poutre au moyen des fleches en quelques
points équidistants seulement. Au contraire, avec 'autre méthode,
il faut résoudre un systtme d’équations 116): ce travail, il est vrai,
est conmderablement simplifié par ’emploi de grandeurs unitaires
et du principe de’ superposxtxon Le reste du calcul est pareil
dans les deux cas, qui font appel un et l’autre aux poutres entre-
croxsees '

116) Au lleu de proceder comme au chapltre I, on peut se servir de

léquation —M, 4 2M, — Mypy = n A% que Poit. combme avec

<(53): K= 12 (Px,,, a+ IOpxm + Py 1) Les M, étant cormus aux
pomts m—1, m et m—}—l permettent de calculer Kypy € resolvant un

systeme d’équations. (Cf. F. Stiissi, loc. cit. 4 la note 37) Cette méthode a
d’ailleurs été utilisée au chapitre VI pour passer des w aux M, correspon- -
dants, le travail de résolution des équations étant execufe une fois pour
toutes (table XX).

.. . Pour parler mathemathuement -nous dirons, qu’avec le procede de
Marcus il suffit de donner ure fonction en trois. pomts equldlstants pour
que la deuxneme (dérivée soit bien définie au point médian, et en cinq points
pour la .quatritme dérivée, tandis que le procédé plus exact exxge de con-
naxtre la fonctlon n tous les points équidistants choisis. :

o
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Le désavantage de la méthode de Marcus est sa faible préci-
sion, malgré le grand nombre d’équations & résoudre 117), Le dés-
avantage de l’autre méthode est le grand travail de préparation
pour obtenir les équations de la plaque. On peut donc dire que la

méthode de Marcus ne devrait étre utilisée que si la précision
~ exigée est faible, c’est-a-dire si le réseau des poutres de remplace-
-ment peut étre choisi assez lache. ’ .

Méthode directe de résolution des problémes de voilement.
Rien ne nous empéche d’écrire directement que les charges p de
la tole fléchie selon (49) sont les charges p;, p.r, p,v de (80)
et (81), au moment du voilement:

P = pt+ prr+ P , (100)

Si nous admettons alors p,, la condition (100) ne sera plus néces-
sairement remplie; & moins de choisir aprés coup la distribution -
des efforts de bout et les caractéristiques du raidisseur, c’est-a-dire
les ., w., w, en tous les points118), ainsi que y et 8. Toute
répartition quelconque de p, représente donc non seulement une
plaque fléchie, mais encore une téle lors de son voilement.

Au chapitre II, nous n’avons pas voulu rectifier les p, admis
pour arriver aux p, donnés; nous nous sommes tirés d’embarras
en faisant tous les calculs avec des p, inconnus et en résolvant
ensuite les équations ainsi formées. Nous pouvons procéder de -
- méme avec (100), ce qui nous donnera finalement le coefficient
de voilement & 119),

17) Le fait que les équations de Marcus ne comprennent que 13 in-
connues au maximum n’est qu’un avantage fictif; en effet, un systéme qui
posséderait un nombre d’inconnues sensiblement plus élevé ne pourrait plus
étre résolu par le praticien, vu le temps et les moyens dont il dispose. -

© 118) Puisque les w,, w,, et ®, peuvent étre quelconyues, les efforts
dits «extérieurs» n’agiront plus exclusivement aux extrémités de la tole.

.- 119) Cette méthode a été utilisée par plusieurs autears, mais avec les
simplifications de Marcus. Cf. K. Sattler, Beitrag zur Knicktheorie diinner
Platten. Mitt. Forsch.-Anst. Gutehoffnungshiitte 3 (1935);- O. Heesch, Die
Berechnung der Beulspannungen ebener Platten mit Hilfe von Differenzen- .
gleichungen unter besonderer Beriicksichtigung von Dreiecksplatten. Diss.
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On peut donc résoudre directement tout probléme de voile-
ment. Cette méthode est probablement avantageuse s’il s’agit de
traiter un seul cas bien déterminé en ce qui concerne les dimensions
de la tdle et des raidisseurs, ainsi que la répartition des efforts
de bout. Quant a la possibilité de choisir les p,, on pourrait en
faire usage lorsque la précision exigée est faible: en effet, les
w ainsi obtenus pourraient étre repris dans la méthode énergé-
tique, pourvu que les efforts de bout réels ne different pas trop
des efforts trouvés. Dans tous les autres cas, la méthode d’En-
gesser-Vianello nous parait préférable.

Bien entendu, l€s raisonnements précédents ne changent pas
si I’on effectue les calculs avec les p,,, py, M., M, ou w i la place
des p,. ‘ : ’

Hannover 1936; W. Burchard, loc. cit. 4 la note 32; W. Moheit, Schub-
beulung rechteckiger Platten mit eingespannten Rindern, Der Stahlbau, -
5. April 1940.
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Appendice

L Figures de voilement

Nous' donnons ci- apres les fxgures de voilement de la tole
non raidie, de la tole raidie rationnellement (%, = 129 et y‘. va-
riable suivant la tendance au flambage du raidisseur, c’est-a-dire

4 : . 7
2
pour 8 = 0). On remarquera.que les figures de voilement données

- suivant 8 sél(')-nvtchzip.i'tre lV) ainsi ‘que du cas intermédiaire (y =

pour les téles non raidies de rapport -Z~ =1, 1,25 et 1,5 avec

k=271, 32,4 et 39,5 ne sont pas déterminantes, comme il ressort
des figures 47 et-48. Il est de méme des figures de voilement
données pour les téles de rapport 1,25°et 1,5, raidies de maniére
rationnelle, avec 5 et 6 séries de cloques juxtaposées. Dans ce cas,
il est vrai, les charges critiques réelles ne sont que trés légére-
ment inférieures aux charges critiques corréspondant a &, = 129,
ainsi que nous I’avons dit au chapitre V.

Afin de faciliter les contrdles et les comparaisons, nous don-

nons encore les valeurs des fléches 90) sur la verticale passant par
le milieu de la tole pour tous les £ des tableaux n° 1 a 4.
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1. Flaches pour =

b T2

]et

Pt.

y=5cet
=0
ees. OU
y = 6,67

et 6=0,1

O 0 =1 S U W =

+0,453
+1

+2,649
+3,101
+2,243
+1,087
+0,333
+0,035
-0,020

k=111

3. Fléches pour -1

correspondant aux tableaux ré-
capitulatifs no 1 et 3 du chap. VI

etb

-5
correspondant aux tableaux Té.
capitulatifs n° 1 et 3 du chap. VI

1

2. Fiéches pour

3,
4

N

by 2
‘——‘5‘

correspondant-aux tableaux ré-
capitulatifs no 1 et 3 du chap. VI

y=5et|y=10 et
=0 0=0
Pt.| ....ou |.....ou
=161 | y='140
et 3=0,1|et 3=0,1
1 [ +059 | +0,548
2 [ +1 S §
e 3 | +1,410 | +1,780
4 [ +1,434 | +1,984
5 | +1,008 | +1,539
| 6 [ +0649 | +0,857
7] +0288 | +0335
8 | +0,086 | +0,072
9 | +0,012 | -0,007
k=113 k=117
1 5 b 1
5 4, Fleches pour b =7 et — 375

correspondant aux tableaux ré-
capitulatifs no 1 et 3 du chap. VI

y=5et [y=10et|y=15¢et y=5etiy=10et|y=15et|y=20et
=0 =0 =0 =0 6=0 6=0 6=0
Pt.|....ou{....ou{....ou Ptf....ou{....ou{....ou{....ou
y=857 |y=153 | y=21,9 y=10,1|7=17,0(r=23,8 | y=30,6
et3=0,1 | etd=0,1 | etd=01 etd=0,1[et3=0,1let3=0,1(et 6=0,1
1|+0580 | +0578 | +0,571 1 |+0,574|+0575 | +0,574|+0,572
2 |+1 +1 +1 2 |+1 +1 +1 +1
3| +1,250 | +1,354 | +1,465 3 |+1,231|+1,264 | +1,300 | + 1,342
4| +1,237 | +1,377 | +1,542 4 [+1,215|+1,258 | +1,307 | + 1,372
5| +0,000 | +1,003 | +1,220 5 |+1,007 |+1,020|+1,063 | + 1,107
6 | +0,654 | +0,687 | +0,742 6 |+0,712|+0,702 | +0,703 | + 0,719
7|+0358 | +0,341 | +0,345 7 [+0,434 +0,401 | +0,382 | + 0,372
8 | +0,156 | +0,123 | +0,105 8 |+0,2241+0,187 [ +0,162 | +0,145
9 | +0,051 +‘0,029 +0,016 9 |+0,089|+0,066 |+ 0,051 | + 0,039
k=596 £=880 k=115 k=54,1 k=T74,6 £=942 k=113
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a 3 b _ 1 ) .
=7 et =5 correspondant aux tableaux

récapitulatifs no 1 et 3 du chap. VI

- 5. Fléches pour

y=5et | y=10et | y=15et | y=20et | y=25et [ y=30 et
=0 =0 d=0 =0 d=0 d=0
Pt.| ....ou | ....ou | ....ou | ....ou | ....ou | ....ou
y=124 | =195 | »=264 | y=33,3 | y=40,2 | y=47,0
etd=01|etd=0,1{etd=0,1|etd=0,1[{etd=0,1}etd=0,1
1 +0,570 /| +0,571 | +0,571 | +0571 | +0,571 | +0,570
2 | +1 +1 +1, +1 +1 - +1
3 +1,228 | +1,241 +1,256 | +1,273 | +1,291 +1,310
4 +1,224 | +1,238 | +1,256 | +1,278 | +1,303 | + 1,331
5 +1,040 | +1,039 | +1,045 | +1,057 | +1,072 | +1,089
6 | +0,769 | +0,748 | +0,736 | +0,729 | +0,729 | +0,732
7 +0,497 | +0,464 | +0,440 | +0,422- | +0,410 | +0,400
| 8 +0,276 | +0,244 | +0,220 | +0,202 | +0,186 | +0,173
9 +0,118 | +0,099 | +0,084 | +0,072 | +0,063 | +0,055
k=55,1 k=70,0 k=845 k=985 k=112 k=126
. N a 1 bl 1 :
6. Fleches pour — = - et —-.= — correspondant aux tableaux

52 b 5
récapitulatifs no 2 et 4 du. chap. VI

y=2et | y=4et | y=6et [ y=8et
=0 6=0 6=0 0=0 _
Pt.} ....ou ces. OU ....0U ... ou
y=308 | y=553 | y=7,78 | =901
etd=0,1etd=0,1|etd=0,1]etd=0,1

+0,647 | +0562 | +0,313 | -0,050
+1 +1 +1 +1

+1,494 | +2,176 | +3177 | +4,390
+1,484 | +2432 | +3,845 | +5,545 .
+1,756 | +2,762 | +4,046
+0,535 | +0,854 | +1340 | +1,928
+0,193 | +0,272 | +0,401 | +0,556
+0,038 7] +0,035 | +0,035 | +0,040
-0,002 | -0,014 | -0,026 | -0,040

OB OGN =
+
-
2
e

k=T22 k=102 k=118 k=127
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1. Fléches pour

a 3 b1 1 )
— = — et —= = — correspondant aux tableaux
539573 P
récapitulatifs no 2 et 4 du chap. VI
y=2et | y=4et | y=6et | y=8et | y=10et
6=0 =0 6=0 .0=0 d=0
Pt. | ....ou vee. 0l vee. OU c.ee0U | L...0U0
r=359 | y=629 | y=891 | y=11,5 | y=14,0
et6=0,1|etd=0,1{et6=0,1]et6=0,1]et5=0,1
1 +0,595 | +0,593 | +0,586 | +0,571 +0,548
2 +1 +1 +1 +1 +1
3 +1,236 | +1,349 +1,475 +1,616 | +1,780
4 | +1,180 | +1,345 | +1529 | +1,735 | +1,984
5 +0905 | +1,028 | +1,173 | +1,342 |. +1,539
6 +0,566 | +0617 | +0,684 | +0,762 | +0,857
7 +0,280 | +0,284 | +0,205 {-+0,311 | +0,335
8 | +0,113 | +0,093 | +0,081 | +0,074 | +0,072
"9 | +0,032 | +0,017 | +0,007 | +0,000 | —0,007
k=471 k=611 k=864 k=103 k=117
. . a b1 ] .
8. Fléches pour 7= 1 et 5 =3 correspondant aux tableaux

récapitulatifs no 2 et 4 du chap. Vi

Pt.

y=2et
é=0
ceee OU
v=4,43
etd=01

y=4et
6=0
veo. O
y=1,21
etd=0,1

ry=6et
" 6=0

cee. OU
=094
etd=0,1

y=8et
=0
eess OU
y=12,6
etd=0,1

y=10et

8=0
ver. Ol
y=153
etd=0,

=0
... Ol
=180

y=12et|y=14et

§=0
ces. Ol
7=20,6

etd=0,1letd=0,1

y=16¢et

0=0
cee. O
y=23,2
etd=0,1

OO ~1 O U bW N~

+0,580
+1

+1,212
+1,179
+0,950
+ 0,658
+0,389
+0,103
+0,074

+0,581"
+1

+1,242
+1,214
+0,975
+0,652
+0,367
+ 0,166
+0,057

+0,581
+1

+1,276
+ 1,262
+ 1,008
+ 0,658
+0,352

+0,148

+ 0,045

+0,580
+1
+1,313
+1.317
+1,045.
+0,670
+0,344
+0,135
+0,036

+0,578
+1

+ 1,354
+1,377
+1,003
+ 0,687
+0,341
+0,123
+0,029

+0,576
+1.

+1,397
+ 1,441

+1,141

+0,708
+0,341
+0,114
+0,023

+0,573
+1

+ 1,442
+ 1,508
+1,194
+0,729
+0,344
+0,108
+0,018

+0,569
+1

+1,488
+1,576
+1,248
+0,753
+0,347
+0,103
+0,014

k=40,

k=534

k=65,

k=115

k=889 k=998 k=110 k=120
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II. Notice bibliographique

Cette notice ne comprend que les ouvrages consultés en vue de la
présente étude et traitant le probléme du voilement. Le classement & Vin-
térieur de chaque subdivision se fera par ordre chronologique.

A. Manuels et publications d’ensemble

S. Timoshenko: Einige Stabilititsprobleme der Elastizititstheorie. Zeitschrift
fiir Mathematik und Physik 1910.

S. Timoshenko: Sur-la Stabilité des Systémes élastiques, p. 134 a2 174 (Trox-
sidme partie, Stabilité des plaques comprimées). Ouvrage traduit
du russe par MM. J. Karpinski et Victor Héroufosse, extrait des
Annales des Ponts et Chaussées 1913 et publié chez A. Dumas,
éditeur, Paris. L’auteur traite uniquement les tdles sans raidisseurs
au moyen de la méthode énergétique.

Hans H. Rode: Beitrag zur Theorie der Knickerscheinungen, Der Elsenbau
1916.

S. Timoshenko: Uber die Stabilitit versteifter Platten, Der Eisenbau 1921.

- F. Schleicher: Stabilititsprobleme vollwandiger Stahltragwerke, Ubersicht
und Ausblick, Der Bauingenieur, 21. Dez. 1934.

S. Timoskenko: Theory of elastic Stability, McGraw-Hill, New York and
London 1936, ou la traduction francaise par A de Riva-Berni,
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