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Sur le maximum d’un processus aléatoire

par TiziaNO PELLI

Introduction

Soit X;, i=1, 2,... une suite de variables aléatoires réelles et Z,= Max X,.

1<i<n

De nombreuses études ont été faites sur le comportement asymptotique de
P[Z,<a,x+b,], ou a,>0 et b, sont des constantes.

Les premiéres recherches a ce sujet ont été effectuées pour des variables aléatoires
indépendantes et identiquement réparties; les résultats obtenus ont donné une réponse
compléte & plusieurs problémes (voir B. V. GNEDENKO [8], J. GEFFROY [7]). Dans les
derniéres années, parallelement aux études entreprises pour des sommes de variables
aléatoires normées, plusieurs auteurs ont considéré le cas ou les variables X;,i=1, 2, ...
ont une certaine dépendance entre elles et ce travail désire apporter une contribution
au développement de cette théorie.

Apres avoir introduit les notations indispensables (par. 1) et exposé des résultats
classiques fréquemment employés par la suite (par. 2), on examine sous quelles con-
ditions la convergence de P"[X,<a,x+b,] vers une loi limite entraine celle de
P[Z,<a,x+b,] vers l]a méme loi, pour des processus quelconques 2 lois marginales
identiques. Les résultats obtenus sont ensuite appliqués (par. 4) a des processus
soumis a des dépendances particulieres. Le m€me probléme, cette fois pour des pro-
cessus de mélange strict. stationnaires, est étudié dans le par. 5 4 I'aide de méthodes
employées par R. M. LOoYNES dans [9].

Le par. 6 est dédié aux processus de Markov a temps discret, strict. stationnaires
et satisfaisant a la condition de Doeblin: les théorémes 1.6 et 2.6 portent sur la classe
des lois limites possibles de P[Z,<a,x+b,], le théoréme 3.6 est du méme type de
ceux démontrés dans les paragraphes précédents.

En vertu de la relation Min X;= — Max (—X;) on remarquera que toute con-

1<isn 1<isn

sidération faite sur le comportement asymptotique de Z, peut €tre transposée sur
celui de Min X,.

1<isn
1. Notations

Soit X;, i=1,2,... un processus aléatoire défini dans ’espace de probabilité
(2, M, P) et & valeurs dans I'espace des nombres réels R. On notera par M, oul
k =j, la o-algébre engendrée dans Q par les variables X;, i=j,j+1,..., k. La variable
aléatoire Max (X, X5, ..., X,), sera désignée par Z,.
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On dit qu’une fonction F(x), définie dans R, croissante et continue a gauche, est
une fonction de répartition (abr. f. de r.), si lim F(x)=0 et lim F(x)=1. Une fonction

X= = x>0
de répartition est appelée propre, s’il existe au moins un point x,, tel que 0 < F(x,)<1.
En général on notera avec des majuscules les fonctions de répartition et avec des
minuscules les fonctions quelconques. Les f. de r. Fi(x)=P[X,;<x] sont dites lois
marginales du processus X;, i=1, 2,.... L’ensemble des f. de r. F(ax+b) ot aet b
sont des constantes, a>0, est appelé «type de la loi F(x)».

La limite lim a4, =a d’une suite de nombres réels {a,, } suivant les entiers n,, n,, ...
k—

sera simplement notée g, —a. La notation a, fa (respect. a, |a) sera réservée aux
suites croissant vers «a» par des valeurs strictement inférieures 3 «a» (respect. dé-
croissant vers «a» par des valeurs strictement supérieures & «a»).

fu(x), n=1,2,... et f(x) étant des fonctions croissantes définies dans R, C( f (x))

I’ensemble de points ou f(x) est continue, on écrit £(x)51(x), lorsque f,(x)=f (x)
pour tout xeC( f (x)) Si la convergence a lieu pour tout xe R on notera simplement
Su3)=1 ().

Comme d’habitude on utilisera la notation P(A4|B)=P(A n B)/P(B)si P(B)#0 et
P(A|B)=0si P(B)=0.

2. Résultats classiques

Les résultats de ce paragraphe sont bien connus (voir B. V. GNEDENKO [8], J.
GEFFROY [7]); on se limitera a les énoncer.

LeMME 2.1. Soient F,(x), n=1,2,... une suite de f. de r., a,>0, «,>0, b, et B, des
constantes réelles, G(x) et H(x) des f. de r. propres. Si

F,(a,x +b,) 5 H(x)
Fy (3 x + ) = G(x)
alors H(x) et G(x) sont du méme type.

LemME 2.2. Soient F,(x), n=1, 2,... une suite de f. de r. et G(x) une f. de r. propre.
Si pour des constantes réelles a,>0, b,, x,>0, et §, on a

F,(a,x + b,) > G (x)
Fy (00 + ) G ()
alors a,ja,—1 et (b,— B,)/a,—O0.

LEMME 2.3. Soient F,(x), n=1,2,... une suite de f. de r., G(x) une f. de r. propre




Sur le maximum d’un processus aleatoire 139

et a,>0,b,, a,>0, B, des constantes réelles. Si F,,(a,,x+b,,)—vy> G(x) alors les relations
a,/a,—1 et (b,— p,)/a,—0 entrainent F,(o,x+ ,B,,)K G(x).
Soient X;, i=1, 2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes, obéissant a

une méme loi F(x). On a P[Z,<x]=P (ﬂ [Xi<x]>=F"(x). Pour étudier dans
i=1

quelles conditions P[Z,,<a,,x+b,,]—vz G(x), ou a,>0 et G(x) est une f. de r. propre,
le lemme suivant est d’une grande utilité.

LEMME 2.4. Soit F(x) une f. der., G(x) unef. der. propre, a,>0 et b, des constantes.
Pour quel’on ait F"(a,x +b,)— G (x) il faut et il suffit que n(1 — F(a,x +b,))— —log(G(x))
pour tout x tel que G(x)#0.

Le probleme de déterminer les lois propres qu’on peut obtenir comme limite X
de F"(a,x+b,) a été résolu par B. GNEDENKO [8], qui a démontré que les lois limites
possibles sont du type des lois @, (x), @,(x), @;(x) suivantes:

1) @, (x) 0 pour x <0
X) = u
! e ” pourx >0 ou a>0
(59" pour x <0

2) &,(x) = {i

3) &y(x)=e"*" pour tout x.

pourx>0 ou a>0

S’il existe des nombres a,>0 et b, tels que F"(a,x+b,)— ®,(x), ol k peut prendre
la valeur 1, 2 ou1 3, alors on dit que F(x) appartient au domaine d’attraction de ®,(x).
B. GNEDENKO (loc. cit.) donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
f. de r. F(x) appartienne au domaine d’attraction de chacune des trois lois limites
@, (x). 11 faut ajouter qu'une f. de r. F(x) est attirée par ¢, (x) (respect. ®,(x)) d’une
fagon plus particulié¢re: il existe une suite a,7 oo (respect. a,|0) telle que F"(a,x)— P, (x)
(respect. F"(a,x+ x,)—®P,(x), ol x, est une constante).

3. Convergence vers @, (x): cas général

Soit Xj, i=1, 2,... un processus aléatoire a lois marginales identiques: P[ X;<x]=
F(x) pour tout i=1, 2,.... Plusieurs auteurs (voir S. M. BERMAN [2], R. M. LoYNEs
[9] et G.S. WATsoN [13]) ont étudié le probléme de déterminer dans quelles con-
ditions la relation F"(a,x+b,)—®,(x) entraine la convergence de P[Z,<a,x+b,]
vers @, (x). Dans ce paragraphe on examine la méme question.

THEOREME 3.1. Soit X;,i=1, 2, ... un processus aléatoire & lois marginales identiques:
P[X;<x]=F(x). Supposons que F"(a,x+b,)—®(x), oit a,>0 et b, sont des con-
stantes, alors, pour que I'on ait P[Z,<a,x+b,]-> P, (x) il faut et il suffit que, pour



