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THÈSE

SUR LES

SÉRIES DE FOURIER A DEUX VARIABLES

ET LE

PHÉNOMÈNE DE G1BBS

INTRODUCTION.

Le phénomène de Gibbs (') s'est d'abord présenté dans l'étude de

la convergence uniforme des séries de Fourier d'une fonction d'une

seule variable possédant un ou plusieurs points de discontinuité de

première espèce.
Le cas le plus simple, auquel les autres se ramènent aisément, est

celui de la fonction/(x) spéciale qui prend la valeur zéro pour

— r. < x < o ;

et la valeur i pour o < x << tz. La somme partielle «,emc de la série de

Fourier de/(.r),

M*) = *l —r=-x—^
0 2 sin

2

converge uniformément, dans tout intervalle (a, 6), situé à l'intérieur

de (—• it, +lt), vers une fonction que nous désignerons par

(') J.-W. Gibbs, Fourier's Séries (Nature, vol. LIX, 27 avril 189g, p. 606). —

C. Run<JE, Théorie und Praxis der Reihen (Leipzig, Gôschen, 190^).
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^i(»x) et qui est définie par la formule

"
— oc

La courbe V('(«x) possède des maxima aux points d'abscisses

—

> —->
• ', > >

• • • ;
n n n n

et des minima aux points

2* 4j^ _ —J^ —3-

n n '/in '

k étant un nombre entier fixe, on peut choisir n suffisamment grand
kn

pour que la valeur de l'abscisse — qui correspond à un maximum ou

à un minimum soit aussi proche de zéro qu'on le veut; et, pour'

k-x
x = —,

n

fn{x) a sensiblement la valeur X 1(^11) qui diffère de/(oc) d'une

quantité finie, indépendante de n. C'est en cela que consiste le phé¬
nomène de Gibbs qui est, en l'espèce, un vice de convergence des

sommes fn(x) aux environs de x = o.

Ce phénomène n'est pas spécial aux sommes partielles des séries

de Fourier. On le retrouve dans l'étude de la convergence uniforme
o

du développement d'une fonction f, discontinue sur une sphère, en

série de Laplace.
M. H. Weyl (') a démontré que les sommes partielles d'une telle

série présentent les oscillations caractéristiques du sinus intégral aux

environs d'une ligne de discontinuité de j à tangente continue.

Soit^une de ces lignes, M. Weyl se sert pour décrire le phénomène,
dans le voisinage de £, d'un système de coordonnées spécial. Fixons,
à son exemple, sur .£_, un point origine O; un point Iï de la courbe

est déterminé par la longueur s de l'arc OH, mesuré sur J^_ à partir

(') H. Weyl, Die Gibbs'sche Erscheinung in cler Théorie der Kugelfunktionen
(Rendiconti del Circolo Matemalico cli Palermo, 1. X\IX, j" semestre i<)io>

p. 3o8r323 ).
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de O, positivement dans un sens, négativement dans l'autre. Elevons

en H une perpendiculaire à S^_ (ici un arc de grand cercle) ; désignons
par P son extrémité et par l sa longueur. Si l'on distingue, pour
déterminer le signe de /, un côté positif et un côté négatif de la

courbe .£_, et si / est petit, la correspondance entre le point P et ses

coordonnées / et s est univoque et réciproque.
Convenons de choisir, de part et d'autre de H (s, o), le signe de /

de façon que la hauteur // {s') de la discontinuité en ce point, définie

par la formule

h{s)=f(s, +o)—f(s, — o),
soit positive.
Le résultat des calculs est alors donné par les formules suivantes :

( A(s) |'Ci(n/,)-i j-t-o(n) (si^>o),
Jn(s, /) = /(,,/) + ] L '

/ h{s) Ci(«/) -t-S(rt) (si/<o),

dans lesquels f„ désigne la somme nlta" de la série de Laplaee de/,
et o,t une quantité qui tend uniformément vers zéro, lorsque n tend

vers l'infini, en tout point P voisin de !^. Pour l=o, f„ converge
uniformément vers

/(s, -+-o)-hf(s, o)
i

Si, en chaque point P(s, /), on porte, sur la normale ù la-sphère,
le segment de longueury«(s, /), la surface, lieu des extrémités de ces

segments, présente une série de \allonnements très resserrés. Les

projections normales des lignes des crêtes de cette surface, sur la

sphère, sont les parallèles à j^, d'équations

. x 3ti — fi — 4~

n n n n

Les projections des lignes des fonds de vallée sont les courbes

,
-in 4" —

~
— 3 ^

i = —-, — > • • • ; > »

n n n n

La section de cette surface par un plan normal à -f offre une image
identique à celle de la courbe représentative de la somme partielle de

rang n de la série de Fourier d'une fonction d'une variable aux

environs d'un point de discontinuité de première espèce.
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Dans le présent travail, nous nous sommes proposé d'étudier le

phénomène dans le cas d'une fonction V(x, y) de deux variables,

développée dans le plan en série de Fourier. La fonction que nous

avons considérée satisfait dans tout le plan à de certaines conditions;
nous avons, entre autres, fait sur elle les hypothèses sui\ailles :

i° F (.-r, y) est à variation bornée (voir au Chapitre 11 la définition

de cette; classe de fonction que nous avons adoptée);
2° F(,r, y) est dérivable séparément (il successivement par rapport

aux deux variables.

En outre, nous n'avons étudié le phénomène de Gibbs qu'en des

points P tels que, dans les parties du voisinage de P où F (a?, y) est

continue, celte fonction satisfait à une condition de Lipschitz.
La fonction F étant bornée, les sommes partielles de sa série de

Fourier, formées d'après le procédé de Fejér ou d'après celui de

Poisson, ne peuvent présenter le défaut de convergence de Gibbs (().
Nous nous bornerons, pour cette raison, à considérer des sommes

partielles obtenues en sommant la série de F terme à terme. Dans les

séries à double entrée cette sommation peut s'effectuer d'une infinité

de manières.

D'après Pringsheim, Amn(x, y) désignant le terme général de la

série de V (x, y), et M et N deux nombres entiers que l'on peut
faire tendre séparément vers l'infini, on entend ordinairement par

somme partielle FHN(;r, y) la somme double

0 ... M 0 ...
N

2 V A„,„(^, y),

m n

Si l'on introduit un plan des mn muni d'un système d'axes rectan¬

gulaires, on voit que la somme FHN renferme tous les termes A dont

les indices m et n sont les coordonnées d'un point nodal de ce plan,
situé à l'intérieur du rectangle (00, NO, MN, MO). Par la suite,
nous réserverons, pour cette raison, la dénomination de sommes

rectangulaires aux sommes de Pringsheim. On obtient des sommes

plus générales (F©), si l'on substitue au rectangle considéré une

(') Voir Hilda Geiringer, Trigonometrische Reihen {Wiener Monatshefte fur
MQthematik und Physik, XIX. Jahrgang, 1916, 1, u. 2. Vierteljahr, p. 120).
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courbe fermée quelconque (G) située dans le premier quadrant du

plan des mu. Pour mettre en évidence la dépendance du phénomène
de Gibbs du mode de sommation employé, il n'est pas indispensable
de choisir des courbes S très générales. Celles que nous avons

utilisées sont des courbes convexes passant par l'origine du plan
des mn, et telles qu'une droite quelconque ne rencontre l'une d'entre

elles en plus de deux points. Elles \éri(ienl, en outre, d'autres hypo¬
thèses qu'on trouvera formulées au premier Chapitre.

Soit P ( £, y; ) un point du plan xy aux environs duquel la fonction F

satisfasse à la condition de Lipsehitz. Supposons, en outre, que le

pied II(5,o) de la normale abaissée de P sur la ligne de discon¬

tinuité ( e_) de F (x, y) la plus voisine de P, appartienne à un arc à

tangente continue de £.

I désignant la longueur algébrique de la distance PII, et 3 une des

courbes décrites précédemment, on a

FeO> 0 = F£(^ 1)= ' —— ——- +«e

f FO, l)-hh(s) A-(N/) + o£

JM>)=F(''+o)7F(''-o)],

(l>o),

(Ko),

03 tendant uniformément vers zéro en tous les points (ç, -i\ ) vérifiant

les hypothèses, lorsque la courbe © devient infiniment grande.

Fig. 1.

M,<

Pour définir N, il favit introduire l'angle aigu que la tangente à la

courbe (^ au point H forme avec l'axe des x. Soit u0 cet angle,
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N désigne alors, dans le plan des inn, la longueur du segment de la

droite m — n tang it0 compris à l'intérieur de la courbe de som¬

mation S.

Exemple : i° Sommation rectangulaire. — Le rectangle
variable S dépend de deux paramètres N, et Mi pour lesquels nous

choisirons les longueurs de ses côtés.

Fig. 2

On a

N=c-£k si tang«0< ^(^.O,
et

Mi Mi, . .

N=ii^
*> t*«gut> %(fiff. *).

2° Sommation diagonale. — La courbe S est un triangle
rectangle isoscèle. Elle ne dépend que d'un seul paramètre; par

Fig. 3.

exemple, de la longueur R des côtés de l'angle droit {fig- i).
On trouve aisément

H
N = -

COS«g-t- SlIlWo
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Les deux exemples cités montrent que IN dépend en général de ii„,

c'est-à-dire de la direction de la courbe -^ au point H. On peut

cependant sommer la série double de façon que N soit indépendant
de u„. Ceci est réalisé si la courbe S se compose d'un quart de cercle

décrit autour de l'origine du plan des mn et des segments que cet

Fig. 4.

+ m

/Va 1
r Ti

arc détache sur les axes {fig. 4)- Si l'on prend comme paramètre le

rayon R de ce cercle, on voit que l'on a

N=R

quel que soit ua. Le phénomène est dans ce cas identique pour les

séries de Fourier et les séries de Laplace. Remarquons que la

méthode de sommation circulaire qui fournit ici le résultat le plus
simple s'introduit aussi naturellement dans la sommation d'autres

développements de Fourier à deux ^ariables, parmi lesquels nous

citerons celui des oscillations de la membrane vibrante.

Etant donnée la forme générale des courbes de sommation que

nous considérons, nous n'avons pu faire usage dans nos calculs des

théorèmes et critères de convergence connus jusqu'à présent sur les

séries de Fourier à deux variables, qui, tous, ne s'appliquent qu'aux
sommes rectangulaires ou diagonales. Nous avons dû démontrer à

nouveau, pour nos sommes, celles de ces propositions que nous

utilisons. Par exemple, nous établissons au Chapitre II (théorèmes IV,
V et corrollaire) que la valeur vers laquelle la somme partielle

FeO> y)

converge uniformément en tous les points (x,y) du plan ne dépend
que des valeurs de F aux enviçons du point (x,y) considéré. Plus

loin, nous démontrons qu'en chacun des points {x,y) du plan aux
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environs duquel la fonction F(x,y) est continue, et satisfait à une

condition de Lipschitz, la somme partielle Fq,(x, y) converge uni¬

formément vers F (x, y).
Ces propositions sont triviales pour des sommes rectangulaires.

Par contre, la généralisation du théorème de Fourier, qui fait l'objet
du Chapitre III, n'a, à notre connaissance, pas encore été énoncée

jusqu'à présent, pour aucun des procédés de sommation connus.



CHAPITRE J.

DE LA SOMMATION DES SÉRIES DE FOUWER A DEUX VARIABLES.

I. Considérons une série à double entrée dont chaque terme A,K„

dépend de deux indices dont chacun peut varier de —oo à-)-ce.

Faisons correspondre, à chaque terme A,„„ dans un plan muni d'aves

rpctangulaires, le point nodal de coordonnées m et n. K étant une

courbe de ce plan qui renferme l'origine, nous désignerons par

(Ivi

la somme des termes Amn qui correspondent à chacun des points
nodaux situés à l'intérieur et sur le pourtour de K. SK est une somme

partielle de la série considérée.

Supposons qu'à chaque valeur d'un paramètre R on fasse corres¬

pondre une courbe KR. L'ensemble des courbes KR correspondant à

toutes les valeurs du paramètre constituent un système que nous

désignerons par la lettre i.

Supposons que, R tendant vers l'infini d'une façon quelconque, la

courbe KR du système <j varie de manière à renfermer finalement

tous les points du plan des mm. Si la somme partielle Sk tend en

même temps vers une limite, nous dirons que la série

V A

mn

est convergente pour le système <r donné.

Dans les séries que nous avons étudiées, nous a\ons trouvé que la

limite est indépendante du système a-. Toutefois, nous n'avons

considéré que des systèmes o- particuliers satisfaisant à de certaines

conditions. S désignant un de ces systèmes et CK une des courbes

qui le forment, ces conditions sont les suivantes :
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i° Les points de la courbe CR sont tous extérieurs au cercle de

rayon R décrit autour de l'origine et intérieurs à an cercle concen¬

trique de rayon XR; où \ désigne un nombre supérieur à i,

indépendant de R, choisi d'ailleurs arbitrairement pour chaque
système S ;

a° Une droite quelconque ne rencontre CR qu'en deux points;
3° Cr tourne en tout point sa concavité vers l'origine ;

4° GK désignant la courbe qu'on obtient en réduisant les ordonnées

de tous les points de CR dans le rapport i : R, le rayon de courbure

est, en un point quelconque de CR supérieur à une quantité positive /'0,

indépendante de R.

2. Soit F(x,y) une fonction développable dans tout le plan en

série de Fourier, et admettant par suite la période 2 71 par rapport

à x et à. y.

Les termes de sa série sont donnés par les formules

1 r+7z r+lz

A.mn(a;, y) = — / / F(a, pjcos/n(a — jr)cosn(j3 — y)dxd$,
" J

— jt
J

%

Aon <>,./)= —; / / F(x, P)co<i/np—j>)dzd$,

I F(x, [3)cos/n(a — x)d«.d$,

Aoo = T&j J F(*. 3)rfarfP-

Les indices de sommation m et n ne variant que de o à -f-00

nous n'utiliserons pour sommer ces séries que des courbes situées

entièrement dans le premier quadrant du plan des mn.

Nous nous servirons de courbes spéciales Su que nous déduirons

des courbes CK de la manière suivante :

Étant donnée une courbe CR, il lui correspond une courbe ©„

formée de l'arc de CR situé dans le premier quadrant, et des deux

segments que CR détache sur les axes -+- om et -+- on. A chaque sys¬

tème S correspond un système de courbes ©„ que nous désignerons

par s.

A chaque courbe 3R correspond une somme partielle F©„(jj, y)
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de la série do Fourier de F (x, j'), définie parla formule

(SR)

Si l'on pose maintenant

B,„n<>, ^ > = — / / F(a, P) e»«ia-*) e/«ip-j) rfa dp,

on a, en vertu des formules d'Eulrr,

"On = "0,« "+" Bo,-m

Soient V et T les points d'intersection de ©R avec les axes + on

et + om; et soit Llt lu courbe formée par l'arc VT de ©n, et par les

trois arcs qui sont les symétriques de VT par rapport aux axes om¬

et on, et par rapport à l'origine (voir /ig. 5).
On a

m,n

= — / / F(ï, S) y«»«l»-aemip-j-] rfi^;
Lm,re J

on désignera plus spécialement par FLr(x, y) la somme

m, n

de même CR appartenant à un système S quelconque, on écrira

c»

fckO, y) =2 B»,»(^. r).

Remarquons que la courbe LR ne fait pas nécessairement partie
d'un système S. En effet, il peut se faire qu'une parallèle à l'un des
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axes rencontre l'arc VT en deux points A, B {fig. j) ; elle rencontre

l'arc symétrique de VT par rapport à l'autre axe en deux points A'

et B' symétriques de A et B; et la courbe L„, par suite, en quatre

points. La deuxième des hypothèses faites sur les courbes GPl n'est

donc pas réalisée.

Cependant, comme nous le montrerons par la suite, la convergence

uniforme des sommes F|R, et, par conséquent, celle des sommes

identiques F£R se déduit aisément de celle des sommes Fc .
Nous

pourrons donc nous borner dans les calculs à considérer les

sommes F,. .

Pour simplifier leur expression, on prendra le point (,r, y) comme

origine des coordonnées en déplaçant les axes ox et oy parallèlement
à eux-mêmes. La fonction F (a, [3) e""(*^x)e"l(?~-,J admettant la

période it. par rapport à a et à j3, une translation quelconque du

carré des périodes ne change pas la valeur de F(: .
En convenant de

désigner par f{x,y) l'expression de F(x,y) dans le nouveau sys¬

tème de coordonnées, et en posant

9c:R(>, |3) =V <•''«* e»<P.

on écrira

/c.(o, o) = Fc,(*,r)= t^ f f /(a, P)Oc,(a, p)rfarfp.

Nous considérerons, dans les théorèmes qui suivent conjointement
avec ^'{:n(x,y) l'expression F,'u(x, y) donnée par la formule

FiR(*,y) ^J^if f F(*> P) f f f e""^-** e'"(M> dm dn I da d%

En prenant le point (x, y) comme origine et en posant

2rCR(a, P) = f f e»»« e«P dm dn,

on écrira

d$.

On démontrera au Chapitre III que /C'R et f^ convergent unifor¬

mément vers la même limite.
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3. 11 a été dit plus haut que les formules de convergence uniforme

établies pour les sommes partielles FCr(jf) j/) s'appliquent aussi aux

sommes FLr et par suite aux sommes F©R.
En effet, supposons, par exemple, démontrées les deux propo¬

sitions suivantes :

i" A toute quantité positive w, arbitrairement petite, corres¬

pond une valeur R0 de l'indice R, telle qu'en tous les points (x,y)
dans le voisinage immédiat desquels la fonction F satisfait à une

condition de Lipschitz, on ait

(>) FcJx,y) = F(x,y) + 8CR,

où | 8C|t | < to dès que R > R0 (voir démonstration Chap. II,

théorème VI).
a" Le point (x, y} étant tel que la ligne de discontinuité

de F (x, y) de laquelle il est le plus rapproché soit une ligue à

tangente continue, on a, en utilisant les notations de l'intro¬

duction,

fCk(3;.7)= fO,.T) + M J§'('N; — i +ôcR (pour l > o),

?c«(x,y) = F(x,y)-hh j§i('N)-i + g£B (p0u.-;<o)

avec

I §' I )
C"

<co' (pour R>R'0).
I èc» I I

Il aisé de voir que ces deux formules sont encore valables si l'on

remplace la courbe CR par une courbe LR qui ne satisfasse pas à la

deuxième hypothèse.
Soit VP,TP2V'P']T'P'2 cette courbe (fîg.o). Il est évidemment

toujours possible de tracer par les points V, T, V et T'a l'intérieur

de LR une courbe CR, que nous désignerons par CR (marquée ici par

les points V, U2, T, U,, V, U',, T', U',) et telle que les contours

Câ(V, P„T, U„ V, P'„T', U't) et CK(V, U„ T, P„ V, U'„ T', P',)

soient également des courbes CR.

THÈSE LŒFFLER 2

00
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On a alors

'LK) Ck C„

JV B,„„(>, y) =J^ Bmn-^-^i Bmn — 2^ B7/li„,

m, n m ,n m,n m,n

c'est-à-dire

(a) FL„(^, y) = Fc„(;r, r) + FcJ(a7, y) - Fc50, r)-

i° La formule (i) étant valable pour les courbes Cr, Cr et Cfj, il

Fie. 5.

J\
+m

i_A

ux
4

B'

y^^i\.

/{

/u;

B'

existe, par hypothèse, des nombres R,, R2 et R3 tels que, en tout

point (x^y) satisfaisant aux conditions requises, on ait

Fcl(*. y) = *(*,?) +Sel, |8ci|<-3 PourR>R,;

Fcï(a-,^) = F(ar>^) + 8cï, | *cl | < | » R > R2 ;

Ful(*..r) = F(*,.r)-t-8c», l8c«|<| » R>R3;

quelque petite que soit la quantité arbitraire w.

En appliquant la formule (a) il vient

FL.(*,j') = F(:r,jO-+-8c1)

où l'on a, R0 désignant le plus grand des indices R,, R2,

R3 : |ûCr| <w, siR>R„.

2' Soit (x, y) un point pour lequel la formule (2) soit valable.

Soient P, et U2 les points d'intersection des courbes LR ou Cj\ et C«
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ou C,\ avec la demi-droite dirigée m = n tang u0 (voir Introduction).
Posons

OP, = N,, OU2=N2.

Supposons /<o. Il correspond à toute quantité positive w' des

valeurs R',, R'2, R'é telles que l'on ait

'f(i(^,r)= Fi^rl-^'^ii^O + Sl avec|â;|<j, pourR^R,;

Pcl{x.y) = F(.T, ^) + /t§i('N2) + 8"s, » |8",|<j, » R>n2;

Fci(*,j') = F(ar,^) + A§t(^1) + 8ïI » | «Î |< y,
» R>R3;

on tire, en appliquant la formule (a) :

et, si R'fl désigne la plus grande des quantités R'f, R'2 et R'3, on a

| 3" | < tu',

dès que R est plus grand que R'0. Le cas l>o se traiterait delà

même façon.
Il serait tout aussi aisé d'étendre aux sommes F, le théorème de

Fourier généralisé démontré au Chapitre III pour les sommes FCr.

4. Convenons que
m = <p(/i)

est l'équation explicite d'une courbe CR quelconque.
A toute valeur de n, cette équation doit faire correspondre deux

valeurs de m. Elle se compose par conséquent de deux fonctions

m = <?i(«),

m = <p2(n).

Supposons <p, (/i) ^<p2(rt).
Le signe = n'est valable que pour la plus grande et la plus petite

des abscisses de tous les points de CR; nous désignerons par la suite

ces abscisses par N, et N2. Soit, en outre, $1 (n) le plus petit entier

supérieur à o,(«); et 3>,(/i) le plus petit entier supérieur ou égal
à cp2(")-
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Si l'on pose
?iO) = #i(/i)-f- <oi(n),

çj(n) = *i(/t) + iû2(i),

i (Ol(rt) J

Convenons que, dans l'expression de 9c„(a) P)> la sommation par

rapport à m s'étend à toutes les valeurs entières de m qui vérifient les

inégalités
*j(n)^m< *i(n);

on obtient, en effectuant d'abord cette sommation,

0c.(«, p)= ^ e<«P- ^^ ,

n

ce que l'on peut écrire

N....N, i[*,(n)_ija l[*,(n)-j]aî
(.) 8c(«, p)= 2 «'"P- ^

„ 2 1 sin -
2

Soient <]>, (m) et (]>2(/n) les équations de la courbe CR résolues par

rapport à n. Si l'on désigne par W,(m), W2(m), M,, M2 des gran¬

deurs analogues à <I>(, <t>2, N,, N2, on obtient, en sommant d'abord

par rapport à n, une seconde formule pour QCr:

m,...m, <[«-,(„,>-i]p ,-[T,(m)-i]p
(2) Oc.(a, ?)= 2 <s"""! ^g

m 2i sin —
2

En intégrant au lieu de sommer, on obtient deux formules analogues

pour 2iCr :

c?/i.

,M

(2') ScE= / «"»«
ps

dm.

Remarque. — Pour effectuer la sommation partielle de la série
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on utilise d'ordinaire des rectangles ayant pour centre l'origine du plan
des mn, et dont les côtés sont parallèles aux axes. M et N étant les

longueurs des demi-côtés de ce rectangle, on a, en supposant M et N

entiers,
<I>iO) = M + i,

*,(«>= — M,

N, = -NI=N.

D'après la formule (1), il vient

c= 21 ,/nfl
. .

se

il sin -

2

sin(N+ ijpsinfM + -

.
3

.
oc

sin — sin -

2 -i

d'où, en désignant par GR le rectangle considéré,

+ Tt + 1t
sin (M -+• -)a sin(N-+- - ) 8

'—if. f. '<«»-^-TL-L7TL*'*a 8
2 sin — 2 SII1

2 2

Il convient toutefois de remarquer que, pour que les rectangles
utilisés forment un système S, il faut que les inégalités suivantes

M>R, N>R, /M«-t-N*< XR

soient vérifiées. [La troisième exprime que les sommets du rectangle
sont situés à l'intérieur du cercle (o, XR).]

5. Pour clore ces considérations générales sur les courbes de

sommation, nous établirons deux inégalités qui s'y rapportent, que

nous utiliserons au cours des démonstrations du Chapitre suivant.

m = <f(n) étant l'équation d'une courbe GR, et a un nombre réel

quelconque, l'équation ï(n) + /ia = o admet deux racines n, et n2

qui sont les abscisses des deux points d'intersection de la droite

m = — an avec CR.
Ceci posé, considérons une fonction X (ra) jouissant des propriétés

suivantes :
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i° Il existe une constante positive h telle que, pour toutes les

valeurs de n qui appartiennent aux intervalles (n,—a, n, + a),
on ait

o<X(«)< -•

2" Pour les valeurs de n extérieures aux intervalles (—i, -f-i),
(nt — 2, n, + 2). («2 — 1, «o 4- a), X (/i) est définie par l'équation

I " 11 9i(n) -+- "<* ] I a 11 ?«(«) -+- «« I

Thtoiième I. — Si a est compris entre —1 e£-)-i, il existe un

nombre positif k, indépendant de a et de R, ei une valeur R' du

paramètre R, tels que les inégalités

N»...ï»,

• N,

soient satisfaites dès que R est plus grand que R'.

(Les accents signifient que les valeurs de n qui appartiennent à

l'intervalle (—1. +1) sont exceptées de la sommation et de l'inté¬

gration.)

Démonstration. — Désignons par (/ig. 6) :

g la droite m = — an;

A le point d'intersection de g et de CR dont l'abscisse est n, ;

B le point d'intersection de g et de CR dont l'abscisse est n-2',

C et D les points de CR situes sur l'axe des m.

Menons les droites AG et AD. Puis par trois points S,, S2 et S3 de

l'axe 4- on dont nous désignerons les abscisses respectivement

par n — 1, \ et n (n entier, n — i^i^»), menons trois parallèles jo,,

p, ei p3 à l'axe om, p; désignant l'une quelconque d'entre elles, nous

appellerons E,, F, et G, ses points d'intersection avec les droites AD,

g et AC; Q; et P, ses points d'intersection avec GR. Nous distin¬

guerons deux cas :

<k
LogR



Premier cas :

23 —

lin — i S £ £ n £ nt — 2.

Menons par le point A' de OA d'abscisse n, — i, A'D'flAD,
et A'C'I] AC. Soient E,' et G) les points d'intersection de /?,• avec A'D'

Fig. 6.

et A'C. Remarquons que les droites G3G', et E3E'( sont parallèles
à g] on en déduit

F2G'2<F3G3<.F2G2<FlG1,

EiFJ<E,FIgE1F,<E1F'I.

On a (voir figure)

I?i(5) +?«| = F2P2, |?2(£) + £a[ = F2Q2,

| ?i(«) + na | = F3P3, | çj(») -+- na | = F3Q3.

On vérifiera aisément que ces équations seraient aussi valables si,

pour faire la figure, on supposait a positif.
En vertu de la convexité de CR, les segments AC, A'C, AD

et A'D' sont situés entièrement à l'intérieur de cette courbe. On voit,

par suite, que l'on peut écrire les inégalités suivantes :

I?i(6)-k5«|>f,g, 1

I <?i(n)-+-na\ > FSG3 \

lf.(«)+î«|>E,Fï J
_

|f2(/*)-H«a|>E3F3 j



— u —

desquelles on tire :

X(w)<Xlfe + ^;)f

et, en désignant par n\ le plus grand entier contenu dans nt — 2,

n

Soient

m = a2n -+- b%

les équations des droites A'G' et A'D'.

On a

FjG's= («,-+-a)?+ 6,,

E', Fs = |(as + a $+ 62 |.

En introduisant ces valeurs dans les deux dernières inégalités,
il vient

/ ï...+n\

i(n\ J
."1-2 I

...-t-n'i I

y x(«)

('M »,!, ( X L(« + «i)? + 6,+ |(« + aI)5 + 61|J $

=
± LosT ("' —aHg' + g-*-&') 1
il

ë |_ (ai + a)(«i— 2)+ 6, J

, L_ 1 os [ (wi —a)(a,-*-a + M 1

\bi |
'

ëL |(as+o)(«i — 2) + é2| J'
Par hypothèse, on a

XR>OC>R, XR>OD>R.

D'autre part, des inégalités XR > OA > R, et | a | < 1, on déduit

^ 1 1 OC OD .

c .
, ..

,

Un en conclut que les rapports — et satisfont aux inégalités



suivantes :

1 <0C<ï r

X n,

Or on a (voir figure)
or
OC

(« + a,)(ni-2) + è, = J'K' = A'H'= >

\(a + ai)(nl— 2)-t-62 I = A'J'= > 7,

/*i A

a -H a, 4- &i = K' V < OC < X R,

|a-t-a2+62| = K'M'<XR;

GC'= A'H' et DD'= AT étant égaux à —-et — sont plus petits

que Xy/a et, par suite, négligeables en regard de R, pour de grandes
valeurs de ce paramètre; et l'on peut écrire

£,= OC> R,

62=OD>R.

Si l'on tient compte des six dernières inégalités, et si l'on observe

que n, est plus petit que XR, on tire du système (7)

/
<^LogX»R.

/?,—2 l "

Deuxième cas. — Supposons maintenant

/ît4-2^rc — i
= ? = « = Ni.

Dans le cas de la figure, les prolongements des droites GA et DA

étant situés au-dessus de GK, on peut écrire le système d'inégalités
suivant :

( l?i(È)-*-5«l = F«P» ]
\ |o2(n -i-P «I = F2Q,

(2) ; ' ,n5; ? 2V'
>F,G,.

1 I ?i(n)+no| = F3P3 l

l |<pi (/»)-+- na\ = F3Q3 J

Dans le cas de la figure 7, on obtiendrait un système (2') différant

de (2) en ce que le membre de droite serait P\E2.
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Le calcul est analogue dans les deux cas. Nous nous bornerons à

le faire en supposant le système (2) valable. On en tire

d'où

n

Soit

l'équation de la droite AG; on a

F2G2= \(a3-ha)t -+ 63 |,
d'où

/ ",+2 N,

(3) < "

1 N

f f
'

X(04

_
_2. 1

rNTi|(«1+")(«i+Q +6il 1

Mais on a

63=OG>R,

N,<AR.

|(aj+a)(fli-t-i) + &3| = N'0'= A'II'<Xt/7,

|(a3+a)N1+i3| = P'Q'>A.'H'>i.

^11, + !

</«

£|(«3-t- «)$
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En tenant compte de ces quatre inégalités, on tire de (3)

/ n(II)
»

<-Log(X3/2R).

On aboutit identiquement au même résultat en supposant que le

système (2') est valable.

Des inégalités (I) et (II) et

h
0<X(«)<— pOUI fli J</l<rt1+9,

K

on déduit
2 N,

<4LogR+^L°8X6^ ...jA
„>, 1 R

B
R K

y"x(ç)rfî

A partir d'une valeur R' de R suffisamment grande, on a

2 LogA6 v/2 •+- 3A < LogR.

Pour R > R' le système suivant est valable :

(III) - <L!£IK.

•A

On voit aisément que l'on pourrait établir d'une manière identique

f fX(5)rf£(

les inégalités

(IV) > « \<
H
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Par addition de (III) et (IV), on obtient

n

Le théorème est démontré; il suffit de cii oisir

k> io.



CHAPITRE JI.

FONCTIONS A VARIATION BORNÉE. THÉORÈMES PRÉLIMINAIRES.

1. Il existe plusieurs définitions des fonctions de deux variables à

variation bornée. Arzela (') a donné la plus générale. A son sens une

fonction <f(x, y) à variation double bornée à l'intérieur d'un rec¬

tangle Si est définie par la propriété suivante.

Etant donnée une ligne ascendante 4^, si, à l'intérieur de iR, on fixe

sur 4^une suite de points, P0, P,, P»,..., P„; en nombre quelconque,
on a

n

(«) 2I?(P')-?(H'-|)I<G'
1

le nombre G étant indépendant de la courbe J^ et du choix des

points P/.

Nous adopterons la définition suivante :

Pour que <p(a?, y) soit à variation bornée, il suffitque l'inégalité (a)
soit vérifiée dans le cas où les courbes .£_ considérées sont des droites,
mais il faut qu'elle le soit, que ces droites soient ascendantes ou des¬

cendantes.

Nous choisirons pour rectangle <SFl le carré des périodes. Parmi les

fonctions 9 ainsi définies nous ne considérerons par la suite que des

fonctions spéciales ¥{x,y) satisfaisant aux conditions suivantes :

i° ¥(x,y) admet la période ait par rapport à x et par rapport ày;
20 O^ et Oy} étant deux axes de coordonnées rectangulaires quel-

(l) Arzela, Sulla funzione a variatione limitate (Bendiconti di Bologna

1904-1903 et 1907).



— 30 —

conques, F est dérivable par rapport à i- et à i\ et l'on a

I \
—

à-n
dri<G;

à1 F
3° La dérivée „,-, existe et vérifie l'inégalité

J f
+ 1t] ()»F

|d^7)
rfÇ rfï) < i G ;

.„ T
. t)F dF d*F . . . „ .

4 Les expressions-tt->—>
,, ,

peuvent devenir infinies, mais
1 0\ ot\ 0\ cnrj

*

leurs points de discontinuité forment, à l'intérieur du carré des

périodes, un ensemble de mesure nulle;
5" Les lignes de discontinuité de F sont en nombre fini, ainsi que

les maxima, les mininia et les points singuliers de chacune de ces

lignes à l'intérieur du carré fondamental. Finalement, pour simplifier
le calcul, nous supposerons que la courbure y reste finie ; c'est-à-dire

que si p est la grandeur du rayon de courbure en un point quelconque
d'une ligne de discontinuité de F(x,y), il existe une constante posi¬
tive p0 qui vérifie l'inégalité

P>Po-

2. Désignons par J^ un arc de courbe tel que la valeur absolue du

coefficient angulaire de la tangente soit, en chacun de ses points, plus
petite ou égale à i ; désignons parJ^' un arc tel que cette valeur soit

en tout point supérieure à i.

En vertu des hypothèses faites sur les lignes de discontinuité

de F(.r, j'), il est clair que l'on peut partager chacune d'elles en un

nombre fini d'arcs £ et d'arcs p\

Circonscrivons à l'un des arcs £ ainsi déterminés une ligne brisée,
et supposons que le nombre des côtés de cette ligne, Q, soit fonction

de l'indice de sommation R.

Désignons, pour cette raison, ce contour par rIt, et par (BR la région
comprise entre rK et J\

En vertu du théorème suivant, on pourra, dans toutes les propo¬
sitions sur la convergence uniforme de FtK(x,y) remplacer -Ç_ par

une ligne brisée JvR convenablement choisie.
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Théorème II. — On peut déterminer tj, de façon que le nombre

de ses côtés Q tende vers l'infini avec l'indice R, cependant que

le quotient
Q
R

ainsi que les intégrales

dzd%AB.(x,y)=ff F(et, S)f V e"«(«-^) <><«(?-;>)

XR(sc,y)= f I F(a, S) f f e"»i*-*) e'«<P-:r> dm dn\dy.
J Aœ*) L«Mc> J

d$

tendent uniformément vers zéro dans tout le plan xy lorsque R tend

vers l'infini.

Démonstration. — Soient x, et x> les abscisses des extrémités de

l'arc ^(o<Zi — X, < 2«). Divisons l'intervalle (a;,, x2) en - sous-

intervalles égaux. Soient (a?*_i, #*) l'un d'eux; Aa_, et A* les points
de l'arc .£_ d'abscisses .£*_, et x*; £*_, et £* les tangentes a 4^ en ces

points; S'A et S* les points d'intersection des droites 1/,—i et ^ avec la

droite d'équation x =
*~'

-.

Le contour £„ que nous choisirons a pour sommets les points

Sa_(, SJj, Sa, S'a+1,...; il est formé de — segments tels que S*S'A+1

appartenant à — tangentes f/,, et de — segments tels que S^ S* parallèles

à l'axe des y. L'angle o de t/, avec l'axe des x étant compris entre

— 45" et -f-45", on a

COSip > — •

On en déduit, si l'on désigne par S| la longueur de l'intervalle

(a?A-i, xk) :

2 costp ,/2

Ceci posé, a désignant une valeur quelconque de l'intervalle

;* -> X/, ), appelons B, et B2 les points de J^et de tk d'abscisse a,

(3i et (32 leurs ordonnées (fîg. 8). Menons la tangente t à 4^ en B, ;
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puis élevons la perpendiculaire à tj, au point B3; soient H et K ses

points d'intersection avec t et J^. On a évidemment

B2H<B2K.

Si S, est suffisamment petit, les tangentes t et tk sont très voisines,
et l'on peut supposer que le triangle B2B,H est rectangle en H.

l'ig. 8.

Comme on a

il vient
<B1B,H=|?|,

BIB,= |p,_M=M<B1KV5.

Si 7) = h(%) est l'équation de ^rapportée à tk comme axe des £ et

à A* comme origine, on peut écrire, d'après Mac-Laurin :

B2K= (B^k)V(S,) (o<Ç,<B,AK);

p(Ç) désignant le rayon de courbure, on a

?{h)

d'où

et

(i)

[ + A'(Ei)'F
A'(îi)

K2K ~ ,, . < < -—

l?t-Pil<
4po
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Retournons aux intégrales 3,. et 3CK. En prenant le point (x,y)
comme origine, et en effectuant la sommation par rapport à /», on

trouve, en utilisant la notation du Chapitre I :

3rO, y) =
((fi,

y s, ,[*,,„,-i]a ;[.IMn)-i]«
/fa, P) ^f ai sin -

•2

rfst ^(3.

Semblablement, en eflcctuaiit l'intégralion, par rapport à /i, on

obtient pour 3C]t(.r, y) l'expression

3eK(a\ y)= f T /(*,?;[ /'
*i eiç,|/iia gi'çvnlx

i«p ^„ r/a rfp.

Intégrons par rapport à p; en vertu de l'inégalité (1) il vient

< H
4po

ou H désigne la borne supérieure de \J(x,y) \-
Pour intégrer par rapport à a, nous distinguerons deux cas :

Premier cas. — x, et x-> ne sont pas nids et ont le même signe.
On trouve immédiatement

|-'»R|<a(N1-N1) J,
x* 1 sin •

et

|KB|<a(N,-Nt) f
'

—

4 pu

U/2
4 po

2Ï-

En observant que, pour les valeurs de a comprises dans l'inter¬

valle (— 7:, -\-tz), on a

et en tenant compte des inégalités

Ni —Nj<2Xn,

1^1— &1 | <,
on obtient

(2)
( 1 -•>« 1

( |3ea| !<A log

TIILSH LÛîPFLliR

RS?



où l'on a posé

A =

— M —

4po

Deuxième cas. — L'une des deux valeurs z{ ou ;r2 est nulle. Il

suffira de considérer le cas #2 —o,#(>o, auquel le cas x2<o,

X\ = o se ramène par la substitution a = — a'.

Les expressions

e/ç,i»)« ejip,(n)a
et

ont maximales pour a = o. En appliquant la règle de l'Hospital, on

voit sans peine que, pour cette valeur de a, elles sont inférieures

à 2XR.

Dès lors, si C est un nombre compris entre o et x{, on a

*,...>-,

2J sin -

2

<(Ni— Ns)C.2XR^lv
- <B.R*C£5;

si 1 on pose

4po

B =
X* \/'i II

î

Po

C et jt, ayant le même signe, on a, en vertu de l'inégalité (2),

/ du. / /(a, p)e««Prfp
22 sin -

2

<A|log^

d'où, en définitive,

R2|;

(3) |3R|<B.R*C£? + Alog(-^)RZ?.
Xi

On établirait semblablement

3CK|<]Î.R'CZ2 + Alog(-^.)R2î.
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On peut choisir c = 7t > cette valeur étant certainement comprise
entre o et x, dès que R est suffisamment grand.

Si l'on choisit, en outre,

R3

les membres de droite des inégalilés (3) et (3) qui prennent alors la

valeur

B los(giR) B \ogr.R
~ -h A

j < — -+- A
p-

R 3 RJ R) R3

tendent momentanément vers zéro lorsque R tend vers l'infini. C'est

a fortiori le cas pour le second membre de (2).
De plus, pour ce choix de S,, il vient

d'où

Le théorème est, par suite, démontré dans les deux cas considérés.

Il l'est d'ailleurs aussi dans le cas où %\ et x2 sont de signes con¬

traires, car il suffit de diviser l'intervalle (x2, x, ) en deux sous-inter¬

valles (x2, o) et (o, x, ), pour être ramené au deuxième cas.

Théorème III. — A tout arc £' on peut circonscrire une ligne
4^'r telle que le nombre Q' de ses côtés tende vers Vinfini, cepen¬
dant que le quotient

R

ainsi que les intégrales

Q
R
=

S
<

2-

î

R*

lim
n—>*

Q
R

0.

eim(a~x) eiuip-)i dm dn

)

du d$,

dxd$

tendent uniformément vers zéro lorsque R tend vers Vinfini.

Démonstration. — Si l'on permute les axes ox et oy entre eux,

ainsi que les axes om et on, l'arc J^' devient un arc (^ et l'on est

ramené au cas traité dans le théorème II.

Remarquons d'ailleurs que les changements de variables effectués
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n'ont aucune influence sur la démonstration : les hypothèses faites

sur F(x,y) et sur la courbe C„ étant indépendantes du système de

coordonnées.

3. Traçons dans le carré des périodes le réseau des lignes de dis¬

continuité de f (x, y) et partageons chacune d'elles en un nombre

fini d'arcs i^_ et d'arcs j^.
Soit K un rectangle ayant pour centre l'origine et dont les côtés

parallèles aux axes tendent vers zéro lorsque R tend vers l'infini. Nous

évaluerons par la suite les dimensions de ce reclanglc. Convenons de

désigner par 2 S'la longueur du côté parallèle à l'axe ox, et par 2 S"

la longueur du côté parallèle à l'axe oy.

Soit (ô la partie du carré des périodes extérieure à K.

On peut évidemment partager la région D tout entière en un nom¬

bre fini de quadrilatères mixtilignes tels qu'à l'intérieur de chacun

d'eux f(x, y) soit continue. De plus, A, B, G et D étant les sommets

de l'un deux, on peut toujours les choisir de façon que le quadrila¬
tère considéré appartienne à l'une des deux catégories suivantes :

Première catégorie. — AB est un arc e_ d'une ligne de disconti¬

nuité de / (a;, y); les côtés AD et BC sont parallèles à l'axe oy, et le

côté CD est une droite dont le coefficient angulaire est, en \aleur

absolue, inférieur à 1.

Deuxième catégorie. — AB est un arc £' d'une ligne de disconti¬

nuité de/; AD et BC sont parallèles à l'axe ox; CD est un segment
de droite de coefficient angulaire absolument supérieur à 1.

q désignant un quadrilatère de la première catégorie, q un qua¬
drilatère de la seconde, tous deux situés entièrement dans la région (Ô,
les théorèmes IV et V montrent que, si l'on détermine K convena¬

blement, les intégrales suivantes

Mo,o)= -, f f'/(». P) 0c.(«, $)<!*<$,
n J J

q)

r„(o,o)=ij f f f(a, P)3c„(», P)«fc<*P,

V<°.°)= \ f f /K P)ec.(». ?)rf»rfp,

V(o.°)=i f /"/(*» P)2Tc.(a, p)rfad[J

sont négligeables pour de grandes valeurs de R.
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Pour les démontrer, nous nous servirons de l'intégration par

parties dont l'application suppose que les dérivées partielles -p , -j-»

âJ-F
-—— sont continues à l'intérieur de q et de q'. Tl peut se faire que

dF
ces conditions ne soient pas réalisées : par exemple que — admette

des lignes de discontinuité à l'intérieur d'un des domaines d'intégra¬
tion considérés.

Soit y
— <hi (x) l'équation d'une de ces lignes. Supposons qu'elle

traverse q, et désignons par S; le domaine de q limité par les lignes

y = i>i(or) +- S (2 positif et petit),

y = ty,(x) — 2,

et par 2f l'ensemble de tous les domaines 3;.

Les points de discontinuité de
j-

formant un ensemble de mesure

nulle, on pourra toujours, quelque petit que soit S, déterminer une

fonction a (x, y), admettant la même borne supérieure H que/(;Z,y),
et satisfaisant aux deux conditions suivantes :

i° En tout point de q extérieur à 2f on a

<?(r,y) =Ax,y);

2° En tout point de q, la fonction e est continue ainsi que sa

dérivée -^ •

Or, de l'inégalité
|0f„(a, (3)|<4A2R2,

on en déduit

f f /(», P)OrB(a, p)rfa</p

f f ?(«, P)0Ce(», P)rfarf|3

<4HA2R2s,

où s désigne la surface de 3.

Si, à toute valeur de R, on fait correspondre une valeur de S telle

que le produit R2s tende momentanément vers zéro lorsque R tend vers

l'infini, on pourra, sans changer la limite de s?, remplacer sous le

signe d'intégration/(a, j3) par » (a, (3). Nous supposerons donc par

la suite que
J- est continue à l'intérieur de q; semblablement, on jus-
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tifierait l'hypothèse de la continuité de -f- et de
,

•, , ce qui légi-
'L

dy dx ày
^ °

lime l'intégration par parties. Ce raisonnement s'applique évidemment
aussi à i'q, s?-, et Ay.

Ceci établi, nous pouvons passer à la démonstration des théo¬

rèmes IV et V.

TmtoRÈvfc IV. — On peut déterminer 2' et 2" de façon que les

intégrales sv(o, o) et r(/(o, o ) tendent uniformément vers zéro, quel

que soit le point pris pour origine, lorsque R tend vers Vinfini.

Démonstration. — R ayant une valeur déterminée, circonscrivons

à l'arc AB de q la ligne brisée £,. décrite plus haut. On supposera, ce

qui est toujours possible, l'arc £ choisi de façon qu'il ne possède, les

extrémités exceptées, pas de point d'inflexion. Le domaine tDK est

alors situé entièrement à l'intérieur ou entièrement à l'extérieur de q.

Suivant que l'un ou l'autre cas se présente, on désignera par <yR le

domaine obtenu soit en retranchant (DR de q, soit en ajoutant (0R à q.

Considérons maintenant la fonction y (#, y) définie comme suit :

i" En tout point de q extérieur à (ôR on a

y.O. .r)=/0. r);

2° A l'intérieur de <0R, (x, y) prend des valeurs telles qu'elle
admet t^R et non f comme ligne de discontinuité;

3° y (x, y") vérifie toutes les hypothèses faites au début de ce

Chapitre sur f(x, y), ainsi que l'inégalité y (x, y) < H.

Posons :

S</,S°,°)=—, f f /»(«> P) OcR(a, P )<*»«$>

'V/>, o)= -, f f />, ?)&«.(«, p)rfad.3.

Si l'on choisit rR de façon que la projection 2, d'un des côtés S*,

S#+1 de ce contour ait pour longueur —j->
on voit, en vertu du théo-

rème 11, que les différences

S'/K— S1 et '"'/n— r1

tendent uniformément vers zéro lorsque R tend vers l'infini. Pour



— 39 —

démontrer le théorème, il suffit donc de faire voir qu'on a unifor¬

mément

lims„ = lim /•„ = o.

On peut choisir les quadrilatères q de façon que, l'un quelconque
d'entre eux étant donné, les coordonnées a et 3 de tous ses points
satisfassent à l'un des quatre systèmes d'inégalités suivants :

a> S',

a<-2\

| a |< S', p > E",

|a|<2', (3<-S".

Il suffira de distinguer deux cas :
o

Premier cas : a >> S'.

(Le cas a <^ — S' se ramène à celui-ci par la substitution a' = — a.)
Partons de la première des expressions données pour 8Cb et

pour 2fc„ )
et écrivons :

,V r r
,'[*••"'-£]"_e'"[*',"'-ï]-

*7.(°. °) = ^ Z / / *<" P) e'',,{i f
ï

rfa rfP>
;'

„

J J^ aisinï
2

'V/„(o,o) =
-L / d» / / y(a,P)C/«plI ^-f rfadp.
71

«/N, «/ ^(7») ta

Les évaluations de ces deux intégrales étant identiques, nous nous

bornerons à faire le calcul pour sq .

Soient Sa d'abscisse oc*, et S*+i d'abscisse a*+i, deux sommets

consécutifs du contour ^R, tels que l'on ait

«*+l — *A = £|.
Soient

l'équation de la droite S*S*+|, et

p = a a -+- 6

l'équation du côté CD.

Si l'on pose

~"

r-u
= /,(5t)

21 sin -

2



— 40 —

el

Xi "att+b

I.
S
2 >, N,

'/ (a' ?) étant continue dans l'intervalle d'intégration, on peut

intégrer par parties par rapport à p. 11 vient

où l'on a posé

h» = i /_i_d[(.ini«iaw.i)y(a) a/, a -+- /;/, ) — e"""*^*1 /(a, «J + d)Jé,

. 31 + 1 /."!« + '',

a. Evaluations de | /i"\ et de N | /<"|. — Remplaçons dans l'ex-

n

pression de /) (a), $, (/i) par es, («) — <o, (/t1), et $>(«) par

o2(«) — m'(/i;;

W( (/i) etu2(;i) étant compris entre — i et o [ voir Chap. I, 4].

•/(a,p) étant à variation bornée, il existe deux fonctions crois¬

santes J(c) et K(a), inférieures en valeur absolue à G + H, et telles

que l'on ait

y (a, aAa-t-&A) = 3(a) — K(a).

Si l'on écrit

y/a, aAa-r-lH) = G +- II — K(a) -LG + H — 3(a)],

les fonctions G + H — K(a), et G + H — -">(*) sont positives et

croissantes.

Il en est de même des fonctions

cos o>,(w) 4- - a

.
a

sin -

2



— u

et

sin I tO) (n) h— \c

o<i^-,

ce qu'on vérifie aisément en remarquant que oj, (n)-\— est compris

entre et H—
2 2

On voit, par conséquent, que la fonction

/ (<>,»)-+- r a

/(a, qA-a + bk)

sin —

2

peut être considérée comme un agrégat de quatre fonctions positives
décroissantes.

Dès lors, on trouve aisément, en appliquant le second théorème de

la moyenne :

„
i\ o,(re| — (0,(11— - a

r f_^
J e/«(gt«+^)x(g< a/.a _,_ ^

. .
a

2i sin -

2

<
4(G + II)

ci „«* |?i(«)-»-««*|

On obtient des inégalités analogues si l'on remplace : soit ot par <pa
et w, par o)2; soit a/s par « et bk par 6; soit enfin si l'on effectue ces

substitutions simultanément.

En sommant les inégalités obtenues, il vient

(i) sin —in^|/.ï|<f(G+ II)r '

2 L I«l-l9i(" ) H- 7ia/t | | n |.| Çî(/i) -+- ncik

| n\.\ ?i(«)-+- n« |

Cette inégalité n'a plus de sens pour

Ç(«)-t- /2«A = O et ç(„)+«rt = 0.

Il est aisé dans ce cas d'en établir une autre.

J ï 1.
/i |.| 9j(/i) + n« | J
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En effet, soient n, et n-, les racines de o (n)-\-na/t= o; i>\ et n',
les racines de <o (m) -\-na = o.

Si n est voisin de ces quatre valeurs, on a sensiblement

I n\ > 1= [voir cl'aP- fi S],
V»

et l'on trouve par suite, sans peine, en observant en outre que j p(x) \
est plus petit que :

si n —-

2

. 'J-i, „, ^
a A (G+ 11)

Dès lors, si n appartient à l'un des intervalles

(«| — 2, /ll + ï), («i— ', «2+2), («', — 2, «', + >), (ftj-2, »', + !),

il existe une constante /« = 2 y/2 (G + H), telle que l'on ait

(2) s"'-K'* I <yf

Les hypothèses du théorème du premier Chapitre sont réalisées.

On pourra, par suite, l'appliquer à la somme des inégalités (1)
et (2). On obtient

sin^2ÏA2l<^^ [A = 8(G + H)j

(-) IVfK-^l5'
s,n-

b. Evaluations de | £•* | et de N | ^' | •

— Si l'on désigne par qn (y)

l'intégrale

....[«-«-il- ,....
^

•Au ,,i„i ''—» "P "

2

on a

,?J=f['i)-f(i).
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En intégrant par parties, il vient

J !«k

</"'(/)
V «fc i sm -

'

\ 2
/

"•/x,, -/xi 2<i;n

rf<

->h(n)+& L *jjL ^"'f d?

â y (a, «/. a -H £/,) . , _ , , ,

._A^ 'em(aa+Wa+ / _

En appliquant par exemple le second théorème de la moyenne, on

trouve

L
eif,[n\t

t
a» 2 sin -

•2

dt <
J

sin —

2

En tenant compte en outre des inégalités

.ri§h<°.

•-'—7t •y
—7t

*X

|dad(3
rfarfp <2G,

on trouve facilement

d'où

(3)

sin— \q"(j)\ < T—T T 7^T7(
s1*

;

l«l l?y('OI

5in?i ^ i < [-R- t^^tt + t^t i^krl7G-
Nous établirons une autre inégalité pour les valeurs de n voisines

des racines de o (ai).
Soient n3 et re4 ces racines.

Si n appartient à l'un des intervalles (/i3—2, «3-f-2, («4—2,

n„ + 2), on a sensiblement
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En tenant compte de l'inégalité

. a*
sin —

2

on voit, en se reportant à l'expression de g%, que l'on a

d'où l'on tire, pour les valeurs de n eonsidérées,

(4) 8'nTl«,Zl<-iT'

En appliquant le théorème du Chapitre I à la somme des inégalités

(3) et (4) (on a ici h = G y/2, a = o), il vient

N,...N,

d'où

(6)

n

nt...xt

2 K2I

Lor K
n v<: c X'î = k. 7 0,

<
/.-2 U>gR

a* B

c. Évaluations de in ', /„°, i„'. — y désignant indifféremment l'un

des indices 1 ou 2, considérons l'expression

A7=/ <iz ! y(z. P)e'-»P^jJ.
*

«» at'sin- «/ria + é

En intégrant par parties, on obtient

a; = [:
<[*,(«>-î]« .«l« + 6l

<I>y(n)— - 2i'sin-""a

— r

I
' + ' '[*/"-ï"|«

*/(«) <*'

cos -

«ina + bt , «1 a +
bk

• a-t-à
.

a da
•}. sin —

2

J«

«ji* -ri'*

f x(a."P)«'"PdP
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En vertu de l'inégalité ['-?j(n)]2-\- n2>T\.-, ou a approximativement,

pour
— i^«<+ >i

l?;(»)|âR

et, en négligeant wy(/i). en regard de R,

*,(«)-- iK.

S/.
En vertu des hypothèses faites sur -^=, on a

<3G.

Comme, en outre, on a choisi a^+1 — a^ = S,, on déduit des iné¬

galités précédentes :

A»l<
T'U

-

+

-

' ' <
.

y. Il
+

Il
sin —

•i

itH

'2 sin2 — '2 sin —

•2 2

En retournant à l'expi-ession de /"> on vo\l qu'on a —

»ï=Aï-A3.

L'inégalité établie précédemment pour A" étant valable pour

n =— i, o, +i, on peut écrire

si l'on pose

iï\ + \i\\ + \il\<
sin — sin2 — sin —

2 2 2

A-j = 6ttH, /-4=3^I1, A-s=gG.

d. Or, on avait posé

On en déduit l'inégalité

41 + kïl)

«Ï=A* -rf-

îs...n, I rs,...»„

« I L n

-H'VI + ltfl-Hi*1!,

d'où, a fortiori, en vertu de (a), (6) et (c),

N....N, |

(d) S ik\
a a- R

sin —

2 L

/' A;
(/-,-i-As)I.ogR + A-3+S,/ —+ À-3

")}
où a0 désigne la plus petite des abscisses a./,.
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e. Sommation par rapport à h. — D'après le premier théorème

de la moyenne, il existe un nombre ;,, compris entre a* el a^+i qui
vérifie l'équation

/,œi+1 di i

/ -r = («a-m —**)t--

On en tire

«*+!
<
^
~

«•+! - «* .4. s
~

s, Jat $;

a./, étant compris entre o et ti, on a

I 7C

<
. a* a*

Désignons par xt el a?2 les abscisses des extrémités de l'arc £.
Des deux dernières inégalités, on tire :

> <r. y — = h r. y < h — / ~

^J
. a/, ^J aA a0 ^J a/c+1 a;, 1, / Ç

* sin * * •»•

2

Par hypothèse, on a

et, par suite,

«0= X\> 2'

^2< r.,

o...|

2
1 k 7: r.

. aic
^
y
^

y. s v/H- S'
Si

* sin —

2

De cette inégalité et de l'inégalité (d) on déduit

2 N....N,

<

à2 2*

Remplaçons, dans le second membre de cette inégalité, —, parla
pin —

2

quantité ^-, qui lui est supérieure.
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On voit que, pour que .s,, converge uniformément vers zéro, il

suffit que les expressions

LogR ° 2' b
2,

° 2'

R2'
'

a 2! 2'ur R2'

tendent monotonement vers zéro avec 77
•

K

Remarquons que ceci est réalisé si, S, ayant la valeur —> on

R^

choisit 2' = — Nous conviendrons de désigner cette valeur de S'
Rï"

par S2. Comme nous allons le voir, ce choix de S' est aussi utilisable

dans le second cas.

Deuxième cas : \ % \ % S', [3 > S".

(Le cas |aj<2', (3 <— S" se ramène à celui-ci par la sub¬

stitution j3' = —"(3.)
Au moyen de deux parallèles à l'axe des a?, partageons q en trois

polygones; à savoir : deux triangles, t, = ABE et £2=DCF, et un

rectangle, /•= AEFD {fig-\))-
F'g. 9-

A

ji B

E

F

C

D

1
+x

On peut considérer le rectangle /• comme un quadrilatère q'. Dès

lors, l'évaluation de l'intégrale qui s'y rapporte, sr, fait l'objet de la

démonstration du théorème V.
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Pour évaluer les intégrales sti et st% qui correspondent à t, et à t,,

nous emploierons la deuxième forme de Q, (a, jî), j désignant l'un

des indices i ou 2, on a

P
eimoc dx d$.

En vertu des hypothèses faites sur les coefficients angulaires de DC

et des tangentes à l'arc AB, la surface de tj est plus petite que celle

d'un triangle de hauteur 2S' et de base 2ï', c'est-à-dire plus petite

que 2S'2.

Si l'on tient compte, en outre, des inégalités

on trouve

I *i, l<
II. aX R

!<
anH„„

îR.

De celte inégalité on déduit que, S' ayant la valeur ï2> -^ converge

uniformément vert, zéro si l'on choisit

R*

Le théorème V montre que c'est aussi le cas pour l'intégrale sr et

achève de démontrer le théorème IV.

Nous conviendrons de désigner par K, le rectangle K spécial dont

les dimensions sont

S"=23.

TutoiiEME V. — On peut détermine/- les dimensions S' et 1" du

rectangle K de façon que les intégrales sq, (0,0) et/y (0,0) tendent

vers zéro lorsque R tend vers l'infini, et ceci uniformément quel

que soit le point pris pour origine.

Démonstration. — Comme dans IV, on ne distinguera que

deux cas :

Premier cas : (3 > S". — Si l'on permute les axes x et y, ainsi
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que les axes m et n entre eux, on voit que le quadrilatère q' devient

un quadrilatère q. L'inégalité [i > S" devient ». > S". On est par suite

ramené au premier cas du théorème IV. On trouve, par conséquent,

que Sq converge uniformément vers zéro si l'on choisit

V" V
L — 2i2.

Remarquons que les ordonnées des points du rectangle / considéré

dans le second cas du théorème IV, satisfaisant à l'inégalité [3 > 23,

vérilîant a fortiori l'inégalité (î > IV En vertu de ce qui précède, on

a donc

lim sr = o.

Deuxième cas : | j3 | <[ S", a > S'. — Au moyen de deux parallèles
à l'axe ox, on ramène là surface de q' à celles de deux triangles ([, t'^,
et à celle d'un rectangle /•'. Si l'on permute les axes entre eux, (^ et t'

deviennent des triangles analogues aux triangles t, et £2 du second

cas de IV. On trouve, par suite, semblablement, que st. tend vers zéro

si l'on choisit

Le rectangle /' peut être considéré comme un quadrilatère q.

Les abscisses de ses points vérifient l'inégalité a > S:i, d'où,

a fortiori, a >> S2. En vertu du premier cas du théorème IV, on a

lim *,.-= o:

it—>.»

Nous désignerons, pour abréger, par K2 le rectangle dont les dimen¬

sions sont

S' = S„

Corollaire. — iXv^ étant le cercle de centre (x, y) et de rayon 2S3,

on a

S, et 2f2 convergeant uniformément vers zéro en tous les points (x,y)
du plan, lorsque R tend vers l'infini.

THliSE LtEFFLER fc

/
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Démonstration. — Les rectangles K, et K2 sont situés entière¬

ment à l'intérieur de ïKa,- Par suite, si l'on partage la partie du carré

des périodes extérieure à K, et K2 en rectangles q et q', ceux-ci

seront extérieurs à Kt et K2. D'après les théorèmes IV et V, les inté¬

grales correspondantes s,{ et sq tendent uniformément vers zéro, ainsi

que rq et rq,.

Remarquons que le corollaire subsiste si, au lieu de ÎK^, on consi¬

dère un contour quelconque renfermant Ki et K2, par exemple un

carré ajant (x, y) pour centre, et dont les côtés, parallèles aux axes,

ont pour longueur aS3. (Nous désignerons, dans la suite, ce carré

parK2a.)

Théorème VI. — La somme partielle, Fc (x, y) converge unifor¬
mément vers F(x, y) dans un domaine it> du plan, en tous les

points duquel la condition de Lipschitz

|AF(^)|<C[|Ar|HVII

est réalisée (C désigne un nombre indépendant de x, de y et de R).

Pour les besoins de la démonstration, nous effectuerons deux éva

luations préliminaires.

Première évaluation. — Considérons l'expression

X -r da,

où «( est une valeur quelconque de l'intervalle (o, rc).
On a -

I ei<I>,(nia gj't'jinia I

La fonction

r"'\
3t<r.

e'(I',(«) a qi 'tM^oa I

dcL.

atteint son plus grand maximum

pour a = o. En appliquant la règle de l'IIospital, on voit qu'elle
prend alors la valeur | <I>, (n) — (l\(n) \ qui est, par hypothèse, infé¬

rieure à a).R.

Ceci posé, écrivons

j 1 |,
\ R

^/^»i(«)a ei<P^n)x
da. =

*I>,i«)a e;<I>.!
da,
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X
11

| ei<I>,(n)a ei'I>,!/i]a
rfa<aXR- = aX,

K

"' I gi'fV'iltx ei <t>,(ri)a
<ia

r"' i

; / - da. = Loga, -i- Log R < Logu -+- Log R

à partir d'un indice R suffisamment grand, aX+ Log- est plus petit

que LogR. De sorte qu'on peut écrire

|3e|<27:LogR.

Cette inégalité est évidemment aussi valable si a, est une valeur quel¬

conque de l'intervalle ( — it, o).
On en déduit qu'on a

/
g! l',(n|a ei <b,ln\a.

flfct < 4^ L°g R

si a, et a2 vérifient les inégalités —u£a(^a2=+7t-

Deuxième évaluation. — Considérons la somme

= 2

qui s'étend a toutes les valeurs entières de n, comprises entre N2

et N,, n = o exceptée.
Pour toute valeur positive de «, on a

"

rfÇ

d'e

i < r û

2...N,

2^</ '-^^LogN.^LogXR;

on établirait semblablement l'inégalité

N....S

£ i!<LogXR,



on en tire

N,...N,

ri- < i LogXR + '2 = 2 LogX -+-1 -t- i LogR < 3 logR.

Démonstration. — Nous supposerons le point (oc, y) pris comme

origine.
On a donc

/(o, O) = F(x, y).

Posons

Pour les valeurs de | a ] et de ) f> j telles que le point (a, Ci) est à l'in¬

térieur de (0, la fonction '\>(a-, P) satisfait à l'inégalité

(«) |«K«, P)|<G(|«|-i-|P|),

de laquelle on déduit les deux suivantes :

<) |2| <c

(3) S <(:-

Fc se compose de la somme des deux intégrales 3( et 32 données par
les formules

= — \ I I /(o, o)e""ae"'f rfa rfS,

mn

4
_

*- —^ ''
—Tt 9.i sin -

Pour m^o, on a

et, pour « ^é o,

e""a dx = o,

/ e'"P d$ = o.

De sorte que la série double 3, se réduit au terme m = o, /t = o; 3 ( a,
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par suite, la valeur

,4-7t „+1C

Il reste donc à démontrer que 3., tend uniformément vers zéro lorsque
R tend vers l'infini.

En vertu de la remarque du corollaire précédent, on a

^é./VX^(a'?)2
N3... yx i \ <l\(n)- *1 a i [~<lMn)— -1 a

«'«P ;/* ^ 4- 2r

avec

lim 3 :

L'indice R étant suffisamment grand, le carré Kyj est situé entière-

ment à l'intérieur de (0. La condition de Lipschitz est alors valable

dans le champ d'intégration, et, par suite, la fonction i(a, !3) y est

continue.

On peut donc intégrer par parties. En tenant compte de (i) et (3),
on trouve

!+V
I

Pour n = o, il vient

<6C

J-2.
<G.42I.

On en tire, en tenant compte de la première évaluation préliminaire,

/ dy. / ij/fa, S)e'«M3
ai sin -

9,

6C—ij-47:LogR (n^o),

( 4C S? 4sLogR (/i = o);
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d'où l'on déduit, en vertu de la deuxième évalu.Uion préliminaire,

et l'équation

,J|<i^(LogR)'S,+ ±^LoçR£ï

lim 2,(Lo<*ït)s = lim —r(LogR)s= o

R*

entraîne uniformément
lim ^2

~

°-

n—>-•



CHAPITRE m.

GÉxNÉKAllSATION DU THÉORÈME DE FOURIER.

Théorème VII. — x et y étant, les coordonnées d'un point

quelconque du plan, Fr,R(:r,y) et F,\K(x, y) convergent uniformé¬
ment vers la même valeur lorsque R tend vers Vinfini.

Démonstration. — Le point (x, y) étant pris pour origine, il

faut démontrer que l'expression /cR(o, o) —,/':u(o, o) converge unifor¬

mément vers zéro. Partageons, à cet effet, le carré des périodes en

quadrilatères q et q', et l'intégrale J,]R—f'Cll en intégrales corres¬

pondantes sq — /'y, s ,
—

/y.
Nous nous bornerons à démontrer que les intégrales sv — rq

tendent vers zéro, car le calcul ne diffère, pour sr/- — /y, que par

l'ordre des intégrations et des sommations.

Soient q, la portion de q située à l'intérieur de K, ; «72 la portion
de q située à l'extérieur de Kt.

En vertu du théorème IV on a, uniformément,

limsa = lim r,, = o.

R—y*
'

Il reste donc à démontrer qu'on a, semblablemenl,

lim {s,,, — rq) = o.

R—>-»
'

Si l'on pose

e'[*."•'-ï]«_e'[*.'-' -ï]«
gn= I I /(», p) «'»(» A rfp,

" "/il 2('sin-
1

hn= i / /(a, p) — ~ e''"P do. <i$,
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on peut écrire

». N,

_

l Vï

s<h— 7—>
7, Sn-,

W- ^A

r,"=î

^*N[
" * *

p
n-\ 1

T>X ^ = 7*2/ "^

+ùS*'"**-&J^'h**>
,») + !

si l'on désigne par N', et N'2 les plus petits entiers supérieurs ou

égaux à N, et N2 ; les deux sommes s'étendent à toutes les valeurs

entières de n comprises entre N, et N2-

D'après la première formule de la moyenne, il existe une quantité 9«

comprise entre o et i, et telle que l'on ait

.n + (>„

Ol

dï, = h„+.f)n— hn.

/-» " i~ 1 /-» " ~<- 'il IF

« n
*
n

Posons

n~Jn ~%

On peut mettre s„ —/„ sous la forme suivante :

i v i f i r'-'-^1,\ + i

de.

>. -1>,

Evaluations de |'«|, t/t' 7 |'«l< *^e / ^ ^ e£ <Ye

/ hi dl " Si l'on désigne par /" l'intégrale

f f /(«, P)
'!</,) D

r*,«-n«
a

; J sin -

2

ei3,(»)a I

ta I
e'"fi e/a f/(3,

on a

/ — /« /«

Soient j3 = [it (a) et [5 = ?j(a) les équations des côtés AB et CD

du quadrilatère q,.



/'(a, fi) étant continue dans l'intervalle d'intégration, on a

d'où, en vertu des inégalités \j {*, [ï)| < H, f -^ dfi < G,
P. i"?

(0
?H+G

/"'/(..jij^rfpk^
•-'8. I n

Pour les valeurs « = — i, o, + 1, on utilisera l'inégalité

(>) HIP.-P.K^hs,.

D'autre part, on établit aisément, par exemple en développant

—d
j
+ to,m>ja

suivant les puissances croissantes de a, l'existence d'une constante B

qui, pour toutes les valeurs de a de l'intervalle (—t:, +~), vérifie

l'inégalité

(3)

, [<ly..)-!] «

eitf,(n)a [-,[!+»,,»,]« "Il

Soient x, et x2 les limites de l'intervalle d'intégration; g, étant

situé à l'intérieur de K(, on a

ri — a-» < 2 :

Si l'on tient compte, en outre, des inégalités (i) et (3), on obtient

(i') i /; | < b
•?. Il -+- G

Pour les valeurs n =— i, o, + i, on trouve, en utilisant (3),

(»') |/;|<4Bii2jSl=i|îi.
De l'inégalité (i') on tire

'« ! <
4B(aH-t-G)v
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d'où, d'après la deuxième évaluation préliminaire du théorème IV.

2 |i,B|<i2B(aH-HG)£ILogR.
n

De l'inégalité (2') on déduit

—1.. -1-1

V ,
•

, ^
24BG

n

Si l'on a posé

i2B(aH -+-G) = Ai, a4BG = A„

on peut écrire, en additionnant,

N....N,

2 |i„|<AiLogR.£2ï-^,
d'où

N, ...N,

lim V | in | = o,

n

2° Dans la première évaluation préliminaire du théorème VI, on

avait établi l'inégalité

r dct. < 4 LogR.

Si l'on tient compte, en outre, de (1), on trouve

r ^
I N'i

v,Ii + G/T

<
—^7 4LogR,

<~w—4LogR.

Comme on a

Ni ) N'. —Ni
M > R et

i

} <i,

les deux intégrales considérées tendent uniformément vers zéro

lorsque R tend vers l'infini.

N, ...N,

6. Évaluations de \ kn \ et de Y \hn\. — Avant d'effectuer le
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calcul, considérons la courbe C'R obtenue en réduisant les coor¬

données de tous les points de Cri dans le rapport i ; R. C'R possède

deux tangentes verticales aux points P,, d'abscisse-^; et P.,, d'abs-

N2
cisse -rr-»

K

Soit 3 (fig- 10) une quantité qui tend vers zéro lorsque R tend

Fig. io.

vers l'infini. Traçons les deux parallèles à l'axe om qui ont pour

abscisses -p-
— S et -r- + o. Soient A\ et B'( les points d'intersection

de la première avec CR; A', et B', ceux de la seconde. Par bjpolhèse,
le rayon de courbure est, en tous les points de l'arc A| A2, supérieur
à /v On voit dès lors que, si l'on trace le cercle de rayon r0 qui est

tangent à C'R au point P,, le segment détaché parce cercle sur a

corde A', B', est situé entre les extrémités de cette corde. La longueur
de ce segment est y/(2/-0 —• S) S. Si l'on néglige o2 en regard de r0§,
on pourra écrire

A!B,> v/iT^S;

on trouverait semblablement

A2B2> \/2r0S.

Désignons par a,, a2, bK et b2 les coefficients angulaires des

tangentes à C'R aux points A',, A',, B', et B'2. On a (voir figure)

A^D A', B', t/ar.1
11 ~

dc
^
~W7 s Vt
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et semblablement

6,1 pl/T'
En vertu de la concavité de Cr, le coefficient angulaire de la tan¬

gente varie toujours, dans le même sens, le long de l'arc A', A\ et le

long de l'arc B(B2. De ce qui précède on déduit, dès lors facilement

que ce coefficient angulaire est en un point quelconque des arcs

considérés inférieur à ( / —^ en valeur absolue.
y o

Pour passer à la courbe Cr, agrandissons les coordonnées de

chacun des points de C'R dans le rapport R ; i. Les points de CR qui

correspondent aux points A',, B'j et A',, B', de C'R sont : Ai, B,, dont

l'abscisse commune a pour grandeur N, — îR; et A2, B2, d'abscisse

N2— 3R. Les tangentes en deux points correspondants de Cr et de GH
étant parallèles, on peut énoncer la proposition suivante :

En tous les points des arcs A,A2 et B,B2, le coefficient angu¬

laire de la tangente est, en valeur absolue, inférieur à 1/ -y-
•

Ceci posé, reportons-nous à l'expression de h„. Si l'on pose

s„= f ff(a,$) e'«Pte'9'"!,a?'i(w) — e'Wtla<p'i!(«)]d«tfp,

r f r «içiima—eiç,(reia 1

ta=J j /(a, p)ptf««P^il ^~-\ d*d$-

On voit sans peine que l'on a

àhn
_

—
— sn~t- tn.

on

La valeur de kn est donnée par l'une des deux formules :

Cette dernière formule est inutilisable pour n = N, et n=N2.
En effet, si n tend vers l'une de ces deux \aleurs, »'(«) et par
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suite ^^ tend vers l'infini. En c'onséquence, nous écrirons

N,.. N, N,...S, + 8R

2 f k„ I = 2 I A«+ti»)— ''« I

>2-t-ÔR... >, —SR .

2 /' ^

N,—OR.. N,

2_, |/în+0(n)— /*»|-

En vertu de l'inégalité (i) établie dans l'évaluation précédente, on a

I A„ I = f il r-11 rfa / /(a, p ) e'"§ rfS

<l

d'où, en posant D = 4(ail -+- G),

A» |< D

et

|/(n+-0„— A„ | < îD

On en tire

N, ...?>j+8l!

LogR

2 I hn+^-hn |< îD LogR ^SRI < 2D LogR
i + '

(f)
Ni — OR... Ni

2 I A«+8»— A„ |< a D Log R y—,

Passons à la somme

N,+ OR...N,— ÔR

i r d\

Elle est évidemment inférieure à la suivante :

Nj + Sr ...n,-ôr
,n, —8r+i

„
Jn «X+ oR

En vertu de l'inégalité (i), on a

i*«i<|j/i(î)ijr*,i«,?'{fe"irfa+i?woj/xv«^,ç)"jrf«ii!^jG
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Pour les valeurs de ij comprises entre N2-f-oR. et N4 — 3R, l'iné¬

galité j 'f'(?) j <t/^~2 est valable; comme on a, en outre,

on peut écrire
Xl— X-,<C 2Ï!,

en posant

On a, par suite,

.>',— ÔR + l

E = 2/^(111 -h G).

i^iW*' ''''''ifr^'1^"-
•/N, + 8li V° -A',+ 01! w<vl22LogXR-

Pour les valeurs de \ comprises entre — 1 et -f- 1, on se servira de

l'inégalité (2) de l'évaluation précédente :

P.

J j /(«,P)e'»PaP

On trouve sans difficultés

<2 H 2*

| JSÇ | <2S2.2HSj

d'c
R/8

(F = 4Hv/I^),

jT+,|'îK <

Par addition, il vient

,N,-Ol! + l

(II)

a F

Rv/ô'

1 1 1 »
^ k

« i ^ .,
2 r

/
.

I *E I ^ < -g- S, LogXK -h —-=.

•'>, +Su
° Ryo

On voit qu'il est possible de faire tendre S vers zéro, R tendant

vers l'infini, de façon que les membres de droite des inégalités (I)
et (II) tendent vers zéro. C'est, par exemple, le cas si l'on choisit

11 reste à montrer que, pour ce choix de 5, l'intégrale

/ \tn\dn

converge uniformément vers zéro.
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Intégrons par parties par rapport à [3 dans l'expression de tn. En

vertu des inégalités | (3, | < S3, | j321 <i S3, il vient

rP» I

p. e,«p

„aHï, 2lI + G„
< —p—i—I i—;— ^j-

En tenant compte de l'inégalité

on en déduit

I \
•Ai-, I

rfa < 4 l>ogR,

;L=i(',U + G)].

On peut, par suite, écrire

X"
"'y, +-8R

|<„|<//i<L.LogXR.LugRS3,

| «„|rf/i< L.LogXR.LogR£3.

Pour les valeurs de « comprises entre —i et +i, on peut se

servir de l'inégalité
|M<8H.LogR25

qui se tire immédiatement de l'expression de tn; d'où

r
+ 1

/ \ta |^«<i6H.LogR2|.

En additionnant les résultats obtenus, il vient

_,n,-Sr + i

*^N,-t-8R
<„|^ < 2L.LogXR.LogR.S3-|-l6H.LogR.EJ

et l'équation limite
lim LogXR.LogR.S,= o

entraîne la convergence uniforme de l'intégrale considérée vers zéro.



• CHAPITRE IV.

LE PHÉNOMÈNE DE GIB13S.

1. Etude d'un cas particulier. — Soient (0O et Œ), les deux

domaines du carré des périodes caractérisées par les inégalités

resp. y < l,

où / est une valeur quelconque de l'intervalle (—n, -+-tc).
Considérons la fonction discontinue particulière I (#, y) qui prend

la valeur o en tout point (#, y) de dt)0, la valeur i en tout point

de t0( et la valeur - pour y = /. Proposons-nous d'étudier la somme

partielle Ic„(o, o).
Partons de la formule

(CH)
l +7t

Ic„(o, o) = -^ \ f e'»P dp I ein">- dz.

mn

—

"

Supposons que la courbe GR soit symétrique par rapport à l'origine
du plan des mn et désignons par — N et + N les abscisses de ses

points d'intersection avec l'axe des n.

En vertu des équations

r+%
! e"""- dot = o (pour m entier et jz£ o),
J—

7T

et'"a dv. = it. (pour/w=o),
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la somme double ICn se réduit à la somme simple

—X...H-N
t

Ic,(«, o) = — V f e-Mp

,
1...S

,

= - / I —1- > cos nv UB

a sin —

2

et l'on sait que cette intégrale converge uniformément vers

pour toute valeur de / comprise entre — t et + tc.

Pour / = o, il vient

IcR(o, o)~gi(o)~ ^,

2. Cas général. — A. Soil F (x, y) une fonction qui satisfait aux

conditions énoncées au début du deuxième Chapitre.

Supposons qu'il existe dans le plan xy un domaine (i) à l'intérieur

duquel les hypothèses suivantes soient réalisées :

i° Les lignes de discontinuité de Vy sont des courbes à tangente

continue ;

2° Elles ne se coupent pas entre elles et la grandeur delà disconti¬

nuité est, sur une de ces lignes, une fonction continue de l'arc;
3" Il existe une constante positive k telle que, dans toute région

de (0 où F (.%, y) est continue, on ait

je
| AF | < -(| Aa?|-+-| A^l) (condition de Lipschitz).

De cette dernière condition on.déduit sans peine que, si ox et oy

sont deux axes de coordonnées quelconques, on a

|AF|<*(i>*'|-HAr'D-

THESE LŒFFKR,
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Avant d'étudier la convergence uniforme à l'intérieur de u3,

convenons qu'en un point (x, y) d'une ligne de discontinuité.

F (x, y) est donnée par la formule

(a) F(x, y ) = j [ F(x — o, y) -+- F (a; +- o, y) -t- F(x, y — o) +- F (se, y -4- o)].

Cette valeur est, comme on le verra par la suite, celle vers laquelle
tend uniformément F(,R(,r, y) en tous les points d'une ligne de dis¬

continuité de (B.

B. Soient maintenant P un poinl quelconque de la région CD ; a; et y

ses coordonnées. Prenons ce poinl pour origine, Kv3 désignant

le cercle de centre P et de rayon 2^3= —r> on a, d'après le corol-

R*

laire des théorèmes IV et Y, et le théorème Vil :

4'tV J(Xz3)

si l'on emploie le signe pour relier deux expressions oui convergent
uniformément vers la même limile.

Abaissons de P la normale sur la ligne de discontinuité L la plus

proche. Soient H son pied ; / la mesure algébrique de sa longueur dont

on déterminera le signe suivant la convention adoptée dans l'Intro¬

duction.

La tangente t à L au point H partage le carré des périodes en deux

domaines, 090 et (D(, qu'on distinguera comme suit : le point P est un

point de C00 si l est négatif, un point de ô)| dans le cas contraire.

Fixons sur t comme sens positif le sens dans lequel on parcourt

cette droite lorsqu'on a le domaine Sï>0 à sa gauche. Soit a l'angle

que forment les directions positives de la tangente t et de l'axe des x.

Au moyen de la rotation d'angle u du-système de coordonnées,
donnée par les formules

( y = y' cosa -+- x' sin«,
(2) \

< <

( x = x cosu — y sin u,

on rend la tangente t parallèle au nouvel axe des x, et le domaine Q,

est situé au-dessous, le domaine (J90 au-dessus de t.

JJ •e'"l*ein$dmdn «wp
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(i) devient

/c„(o, o)~-L ff /<"KP)
'(Mi,)

x

si l'on pose

/ / g((,ncos«+n5in«)agi(icos»-rasin«iP^m </„ \ (Ja d$

La rotation d'angle —u du système de coordonnées du plan
des mn, définie par les formules

,
m cos u -+ n sin u = m',

/i cos;< — m sin it = «
,

donne à la dernière intégrale la forme
(5

— f f f'"(*, $)\ f f e''"« e'"P dm dn

4",./-/(îK-z,)-
'

[•' ./(cï)
rfarf|3,

sous laquelle on reconnaît, par comparaison avec (i), qu'on a

1:.(o, o)~/,(ji,(o, o),

Cj[ désignant dans cette formule la courbe qu'on obtient en faisant

tourner Cn de l'angle u autour de l'origine du plan des mn.

En faisant usage du corollaire des théorèmes IV et V, on rempla¬

cera, dans les calculs qui suivent, le domaine d'intégration îKvs par

le carré Kva qui a pour centre l'origine et dont les côlés parallèles aux

axes ont pour longueur 2S3.

En outre, nous désignerons par Uljv la bande du carré des périodes
caractérisée par l'inégalité

R»

et par ili>v;3 la région du carré caractérisée par

|a?|<2,.

Considérons maintenant la fonction y{[)(x, y) définie à l'intérieur

de Bvs de la façon suivante :

A et A' désignant deux points de même abscisse de L et de t, y'1'

prend au point A' la même valeur que/(,) au point A, valeur donnée
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par la formule (a). Le long de AA', y(l) est constante et n'a pas de

discontinuité au point A. En tout point de la droite AA' extérieur

au segment AA', on a

x(,,(*,r) =/'"(*, r).

En résumé, y(l) diffère de /<" en ce que, aux environs de H, la

ligne de discontinuité L 3 est remplacée par lu droite t. En vertu de

la première et de la deuxième hypothèse, il est évident que la gran¬

deur de la discontinuité de yj^ varie d'une façon continue le long du

segment de t intérieur à Bv,3.
A l'extérieur de iU>v> on choisira pour simplifier yj>) — /'".

Désignons par a- la région de Bv) intérieure au carré Kv_ et par 3,(,)

la région de Kv extérieure à Bv
.

O —'3 —î

On a

/'i,(o,o)~j f f +f |/n)fa,p)8cï(«, P)darf?T

ce que nous écrirons

Posons semblahleinent

Il ressort de la deuxième des hypothèses faites sur (D que, S( étant

suffisamment petit, Kv ne peut être traversé au maximum que par

une saule ligne de discontinuité, qui ne peut évidemment être que la

ligne L. Dans ce cas, comme on a f || o.37 et la tangente étant supposée
continue le long de Ij, l'arc de cette courbe qui est situé à l'intérieur

de Kvs est un arc de genre (^. On pourra, par suite, partager t111 en

quadrilatères du genre q.

D'après le théorème IV, on a

fi XI

De même on voit qu'on a

4«">] ~ °-

D'autre part, le segment de t qui est compris à l'intérieur de Bv

ayant pour longueur 2 £2 est plus petit que aS,= —- • On a, par suite,
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en vertu du théorème II,
/•ii)^, v(i)

De sorte qu'il vient finalement

/<l>(o, o)~yJg(o,o).

Cette formule est évidente dans le cas où L ne traverse pas Kv;,.
Soit maintenant

A=/(»>(o, l-„)-/M(o, l-ho)

la grandeur de la discontinuité de/ln et par suite de xn) au point H.

Soient I (.r, y) la fonction décrite au début de ce Chapitre, y = l

sa ligne de discontinuité.

La fonction

?(^r) = x.u,(a7» r) — hl(x,r)

est continue à l'intérieur de Kv
.

En particulier, en observant que les valeurs de F (x, y) sur t sont

tirées de la formule (a), et qu'on a, sur cette droite, I ( r, y) = -,

on vérifiera aisément que la fonction œ (a?, y) est continue en tout

point de /.

On en déduit, en vertu de la troisième hypothèse, que, si l'on

néglige des infiniment petits du second ordre, on a, en tout point
de Kv

,

|Aç|</,[|^| + |V|].

On peut, par suite, appliquer le théorème VI; on obtient

c'est-à-dire

jqV(o. o) -/iI,.»(o, o)~X«)(o, o)-AI(o,o);

mais on a

*cV >~/rï'(°»°)~/«.(0.°)~Fc,(a-,.r),

x«)(o, o) = ¥(x,y);

d'où, en remplaçant,

Fc,(x,y)^F(x,y)+h[\c,(0, o) - I(o, o)j.

Soit N l'abscisse .du point d'intersection (Je CjJ axec l'axe -i- on,



Pour /> o, on a

I(o, o) = r,
' d'où

Pour I = o, on a

I(o. o) = -, d'où

Pour L < o, on a

l(o, o) = o, d'où

En retournant à la courbe CR, on voit que N est la longueur du

ra3"on \ecteur du point de cette courbe dont l'anomalie est — u.

Remplaçons dans les formules qu'on vient d'établir les courbes CR

par des courbes LR. On a vu que les formules sont encore valables

[Chap. 1,3].
Ny désigne, en vertu de la symétrie de LI( par rapport aux axes et

à l'origine, indifféremment le rayon vecteur d'un des quatre points
de LR d'anomalies — u, -+- m, — a + i8o°, u -+- i8o°.

Soit Mo celui de ces angles qui est aigu, et soit Fsn la somme tri-

gonométrique partielle de laquelle on a tiré F,u au moyen des formules

d'Euler.

On a

et. par conséquent,

( F(a;,^) + A^§t(/Nj —ij (/>o),

F£,„(^-7)~< F(*,r) d = o),

( F(x,y) + h jgiï/N) (Ko);

©n coincidant avec LR dans le premier quadrant, N désigne ici le

rayon vecteur du point de 3K qui a pour anomalie u0, c'est-à-dire

• l'angle aigu que la tangente à la courbe L au point H forme avec

l'axe des x.

70 —

Fc,(ff, y) ~ F(*, y) + a[§«'(/N)-i];

„ . „,
.1 [valeur donnée par

VcR(x,y)~?(x,y)
, , ,

, m^

( la formule (a)];

V^(x, y) ~V{x, y)+-h<ji.i{m).
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