Auswahlregéln, erzengende (perationen
und zugehorige Punktmannigfaltigkeiten
der Kristallstrukturen

. Von der Eidgenossischen Technischen Hochschule
in Zirich zur Erlangung der Wiirde eines

Doktors der Naturwissenschaften genehmigte

Promotionsarbeit

vorgelegt von

Ernst Brandenberger

aus Flaach (Kanton Ziirich)

Nr. 621

Referent: Herr Professor Dr. P. Niggli
Korreferent: Herr Professor Dr. P. Scherrer

Akademische Verlagsgesellschaft m. b. H.
Leipzig 1930



Sonderabdruck aus ,,Zeitschrift fiir Kristallographie®,
Band 76, Seite 1—86. 1930.



Zusammenfassung.

§ 1. Diskussion der Ausléschungen einer allgemeinen Basisgruppe, welche auf
die Unterscheidung von elementaren Ausléschungen, Kompositionsauslﬁschungeni und
Kompensationsausloschungen fihrt. Die beiden ersten Gruppen von Ausloschungen
sind einer allgemeinen, geometrischen Untersuchung zugéinglich.

§ 2. Charakterisierung der Ausloschungsgesetze. Die Bezichungen, welche unter
den Basiskoordinaten notwendig sind, damit ein Ausloschungsgesetz zustande kommt.
Bestimmt rationale Koordinaten, unbestimmt rationale und irrationale Koordinaten.
Zihligkeit des Ausldschungsgeseizes, sein Geltungsbereich im Indizesfeld: nach (hkl)
integrale Ausloschungen, zonale und seriale Ausloschungen. Strukturtheoretische
Deutung der Ausléschungen: die Frage nach den mdglichen, erzeugenden Operationen.

§ 3. Die erzeugenden Operationen der elementaren Ausloschungen. Weg der
systematischen Untersuchung der Symmetrieoperationen. Darstellung der Einzelfille
nach der Anzahl zur Operation variabler Koordinaten. Die geometrischen Orter der
elementaren Ausloschungen und ihre Schnitte.

§ 4. Die erzeugenden Operationen der Kompositionsausiéschungen. Geometrie
der Kompositionen. Rationale Umgebung eines Punkies. Kennzeichnung der Kom-
positionen, die Erzeugende von Ausléschungen sind. :

§ 5. Diskussion nach (2 %J) integraler Ausléschungsgesetze. Mogliche Operationen.
Aussagen uber die Basiskoordinaten. Mogliche Lokalisierung der Streuzentren aus
Zahligkeit des Ausloschungsgesetzes und Anzahi der Streuzentren im Elementar-
parallelepiped.

§ 6. Diskussion zonaler Ausloschungsgesetze. Leitende Zonen und ihre Be-
ziehungen zu den Symmetrieelementen. Ausloschungen in einer Zone als Aus-
loschungen eines ebenen Diskontinuums betrachtet. Aussagen aber die Basiskoordi-
naten. Frage nach der erzeugenden Operation bei bekannter Klasse oder bei bekannter
Lauesymmetrie.

§ 7. Diskussion serialer Ausloschungsgesetze. Leitende Ebenenserien und ihre
Bezichungen zu den Symmetrieelementen. Leitende Ebenenserien in leitenden Zonen.
Ausloschungen in einer Ebenenserie als Ausloschungen eines linearen Diskontinuums
betrachtet. Aussagen ilber die Basiskoordinaten. Frage nach der erzeugenden
Operation bei bekannter Klasse oder bei bekannter Lauesymmetrie. .

§ 8. Die Bestimmung der Translationsgruppe. Wahl der ldentitdtsperioden.
Aquivalenzen fiir die einzelnen, mehrfach primitiven Translationsgruppen.
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2 E. Brandenberger

§ 9. Bestimmung des Raumsystems. Zonale Raumgruppenkriterien: Maogliche
Form derselben und zugehorige, erzeugende Operationen. Diskussion der Aquivalenzen
bei bekannter Kristallklasse oder bei bekannter Lauesymmetrie. Seriale Raumgruppen-
kriterien: Mogliche Form derselben und zugehorige, erzeugende Operationen. Dis-
kussion der Aquivalenzen bei bekannter Klasse oder bei bekannter Lauesymmetrie.
Zihligkeitsbeziehungen und Kompositionsméglichkeiten. Ausschlu8 von Raumsystemen,
wenn bestimmte Zihligkeiten nicht itberschritten werden. Bestimmung der Basis-
koordinaten.

§ 10. Pseudosymmetricen. Innere Pseudosymmetrie, AuBere Pseudosymmetrie.
1o den relativen Lagebeziehungen und damit auch in den Ausléschungen iberein-
stimmende Strukturen. Zusdtzlich in der Metrik und Topologie dhnliche Strukturen.

§ 1. Das Selektionsverhalten einer allgemeinen Basisgruppe.

Die Kriterien zur Bestimmung von Translationsgruppe und Raum-
system einer Kristallstruktur haben den Charakter notwendiger, aber
nicht hinreichender Bedingungen Das von ihnen geforderte Verhalten
einer Basisgruppe im Interferenzversuch kann, aber mu8 nicht den
Nachweis fiir eine bestimmte Translationsgruppe oder ein bestimmtes
Raumsystem leisten. Diese Eigenschaft der sogenannten »kristall-
strukturell wichtigen Auswahlregeln« verlangt, jedem Aus-
l6schungsgesetzdie Gesamtheitder mitihm vertriglichen Basis-
gruppen und nicht nur einen Ausschnitt derselben zuzuordnen.
Denn aus der Existenz eines bestimmten Ausloschungsgesetzes im Inter-
ferenzbild folgt als gesichert nur das, was allen diesen Basisgruppen
gemeinsam ist. Schlufifolgerungen, die ohne Benutzung anderer Inter-
ferenzdaten weitergehen, verlassen den Boden strikter, strukturanalytischer
Diskussion.

Die Diskussion der Ausloschungsgesetze im Hinblick auf ihre Mehr-
deutigkeit ist dabher fiir ihre strukturanalytische Verwertung von funda-
mentaler Bedeutung. Erst durch sie erhilt die Methodik der Bestimmung
von Translationsgruppe und Raumsystem jene systematische Grundlage,
die den AbschluB ihres strukturtheoretischen Ausbaus darstellt. Die
Frage nach der Mehrdeutigkeit der Ausloschungsgesetze vermag zudem
prinzipielle Méingel der Strukturbestimmung mittels der Rontgeninter-
ferenzen aufzudecken und so die Grenzen aufzuzeigen, die ihr in ihrer
heutigen Form gesteckt sind. Die Untersuchung der Ausloschungsgesetze
auf die Eindeutigkeit ihrer Aussagen hin wurde auf Anregung von
P. Niggli aufgegriffen; in einer ersten Reihe von Arbeiten?) erfolgte die

1) E. Brandenberger und P. Niggli, Die systematische Darstellung der kristall-
strukturell wichtigen Auswahlregeln. Z. Krist. 68, 301. 1928. — E. Brandenberger,
Systematische Darstellung der kristallstrukturell wichtigen Auswahlregeln trikliner,
monokliner und rhombischer Raumsysteme. Z. Krist. 68, 830. 1928. — E. Branden-
berger, Systematische Darstellung der kristallstrukturell wichtigen Auswahiregeln
tetragonaler Raumsysteme. Z.Krist. 71, 452.1929. — E.Brandenberger, Die struktur-
theoretische Interpretation der Auswahlregeln. Schweiz Min. u. Petr. Mitt, 8, 438, 1928,
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Behandlung der Frage fiir den Fall von Basisgruppen, die aus einem
einzigen homogenen Gitterkomplex bestehen. Die folgenden Ausfiihrungen
stellen sich die Aufgabe genereller: Es soll fiir eine allgemeine Basis-
gruppe die Mehrdeutigkeit ihres Selektionsverhaltens unter
den an ihr erhaltenen Reflexionen, inshesondere des fir die
Raumgruppenbestimmung wesentlichen Anteils, untersucht
werden. Zu den Ausléschungen, welche dem einzelnen Gitterkomplex
zukommen, treten offenbar solche, die auf die Art der Ineinanderstellung,
der Komposition der Gitterkomplexe, zuriickgehen. Im Vorder-
grund steht die Frage, ob durch diese zusitzliche Auswahl unter den
Reflexen einer allgemeinen Basis die Mehrdeutigkeit der Raumsystems-
bestimmung erhéht wird.

Die Untersuchung des Selektionsverhaltens einer allgemeinen Basis-
gruppe wird die Stellung dieser Aufgabe innerhalb des Gesamtproblems
fixieren und die Zusammenhinge beleuchten, die zwischen den Aus-
loschungen einer Basis, ihren geometrischen Eigenschaften und ihrem
realen, materiellen Inhalt bestehen konnen. Die Frage nach dem Selektions-
verhalten einer Basisgruppe ist die Frage nach den verschiedenen, mog-
lichen Nulistellen ihres Strukturvektors.

Die gegebene Basis bestehe aus Streuzentren von insgesamt I ver-
schiedenen Sorten (im Sinne von dem Streuvermdogen nach verschiedenen
Teilchen1)).

1,2« ogy -1
mit den Streufaktoren (Atomfaktoren)
By, By -+ Fp - - F,

Dabei sollen die Streuzentren der Sorte g eine Anzahl ¢, Gitterkomplexe
bilden, welche durch die Symbole

Gh Gy + - - G'r’ T Gtg
bezeichnet werden. Der Komplex G, besitze die Zihligkeit g, und den
Komplexgrundpunkt [m} nl pér]]; die ihm zugehorige Punktmenge

8= ZGT
erhalte das Symbol D m & mé vl
s=1

Der Strukturvektor Sg, des Gitterkomplexes G, lautet unter der
Annahme reeller Streufaktoren

s=2g

»

2ai(m8 h+ns, k4+ps 1)

SGr = If’g . S e Gr Gr Ga' . (1)
s=1

1) Im folgenden oft kurzweg als Teilchen bezeichnet.
1*
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Der Strukturvektor, der fiir die Gesamtheit der Streuzentren der Sorte g
resultiert, ©,, ergibt sich durch Addition der #;, Strukturvektoren (1):
T:tg

&, = g: Seq, ' (2)

Der resultierende Strukturvektor der Basisgruppe, &, schliefllich ist
die Summe {ber die insgesamt I Summen (2}, also:

g=1 9=t r=t
@R=£@g—§gsa (3)

Es wird dabei diber simtliche Teilchen aller Gitterkomplexe aller
Partikelsorten summiert. Die Formulierung (3) des Strukturvektors einer
allgemeinen Basisgruppe 1ifit folgende, ihrem Wesen nach verschiedene
Nullstellen (Ausloschungen) zu:

a) Die Strukturvektoren der sdmilichen Gitterkomplexe, also die
Summen Sg,, haben gemeinsame Nullstellen, die dann naturgemdf auch
solche von &, sind (Elementare Ausléschungen).

b) Die Strukturvektoren, die fiir die einzelnen Sorten von Streuzentren
resultieren, die GroSen &, besitzen gemeinsame Nullstellen, jedoch solche,
die den Sg, einzeln nicht zukommen. Ilhnen entsprechen wiederum
solche von &; sie gehen auf die Art der Ineinanderstellung der Kom-
plexe gleichartiger Streuzentren zuriick (Kompositionsausléschungen).

¢) Es sind Nullstellen moglich, welche nur &, nicht aber den einzelnen
Teilsummen &, zugehoren. Diese Ausloschungen beruhen auf einer Grup-
pierung von Gitterkomplexen verschiedener Streuzentren derart, dafl eine
kompensatorische Wirkung unter diesen, ihrem Streuvermogen nach
verschiedenen Beugungszentren méglich wird (Kompensationsaus-
loschungen). Die Kompehsationsausli)schungen lassen sich wegen der
Gebundenheit an bestimmte Verhaltnisse unter dem Streufaktoren der
- verschiedenen Streuzentren leicht als solche erkennen, wenn eine isomorphe
Reihe untersucht wird. Ersatz von dem Streuvermdgen nach verschie-
denen Teilchen vernichtet die Kompensationsausidschungent),

Diese Betrachtung ergibt zweierlei: Einmal, daf das gleiche Aus-
loschungsgesetz in allen drei Fillen auftreten kann, so daB im allgemeinen
der Charakter der Ausloschungen keine Aussage iiber die Ursache des
Fehlens von Reflexen erlaubt. Leicht erkennt man weiterhin, inwieweit,
die Losung der Aufgabe, die Ausloschungen einer Basisgruppe allgemein
darzustellen, von der Strukturtheorie geleistet werden kann. Fiir eine
strukturtheoretische Erfassung mufl der Fall ¢) ausscheiden, da er sich

1) Auf ein weiteres Kriterium zur Erkennung der Kompensationen macht H, Ott,
Handb. d. Experimentalphysik 7, 2, Teil, 8. 237 aufmerksam.
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von der realen Erfiillung der Basis mit Materie nicht trennen liBt. Dies
ist unter gewissen Annahmen (reelle Streufakioren F)) fiir die Fille a)
und b) hingegen moglich. Sind die F|, keine reellen GroBen, sondern
von der Form £, e?9g, so ist auch im Falle von a) und b) das Selektions-
verhalten nicht mehr von der individuellen Art der Streuzentren un-
abhéingig. Die Auswirkung imagindrer Streufaktoren h&ngt mit deren
Symmetrie und den Aussagen, die sich iiber die Griofen ei?g aus der
geometrischen Zusammengehorigkeit ergeben, wesentlich zusammen. Im
folgenden wird die Annahme reeller Streufaktoren beibehalten; ihr Nicht-
zutreffen kann das hier abgeleitete Selektionsverhalten wesentlich um-
gestalten, wie dies beispielsweise im Falle des Diamanten experimentell
belegt ist?).

Fir die Untersuchung der elementaren und kompositionsmiBig be-
dingten Ausldschungen geniigt es, an Stelle einer aligemeinen Basisgruppe
eine einzige Sorte von Streuzentren, die sich im Kristallraum geniigend
allgemein verhdlt, zu betrachten. Das der gesamten Basisgruppe eigene
Selektionsverhalten kommt dann (abgesehen von den Kompensationen,
die hier nicht weiter verfolgt werden) dadurch zustande, dal die ver-
schiedenen Streuzentrensorten in ihren resultierenden Strukturvektoren S,
gemeinsame Nullstellen besitzen. Dabei ist es sehr wohl moglich, daB
es verschiedene geometrische Zusammenhinge sind, welche im Falle der
einzelnen Sorte streuender Teilchen diese Nullstellen bedingen. Die Unter-
suchung einer bestimmten, allgemeinen Basisgruppe von diesem Stand-
punkte aus wird durch das grifte gemeinsame Vielfache der Anzahlen
verschiedener Streuzentren wesentlich bestimmt, indem nur jene Aus-
l6schungsgesetze, die sich bis zu der gleichzahligen Ordnung der Re-
flexionen auswirken, fiir die gesamten Basisgruppen in Betracht kommen.
Eine Verbindung A4;B;, die im Elementarraum einmal vorkommt, kann
beispielsweise liberhaupt keine elementaren oder kompositionsmiBig be-
dingten Ausloschungen aufweisen, da das grofte gemeinsame Vielfache
hier gleich {1 ist. Diese obere Grenze, bis zu welcher die Diskussion
zu fithren ist, wird erst durch den materiellen Inhalt der Basis fixiert
und fillf daher auBerhalb den Rahmen der allgemein moglichen, struktur-
theoretischen Erwiigungen.

Jene Ausloschungen innerhalb einer bestimmten Sorte von Streuzentren,
die der allgemeinen Basis als Ganzes nicht zukommen, sind jedoch fiir
den Strukturanalytiker gleich bedeutsam wie die vorerwihnten, wenn er

1) W.Ehrenberg, P. P. Ewald und H. Mark, Z. Krist. 66, 547. 4928, Dort
auch die weitere Literatur. Vergleiche auch die Zusammenfassungen im Artikel
Ewald im Handb. d. Physik, 24 und im soeben zitierten Beitrag Ott im Handb. d.
Experimentalphysik.
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an die Diskussion der Intensititsfragen -iiberhaupt herantritt. Dabei wird
er iiberblicken miissen, zu welchen Reflexen unter den be-
obachteten einzelne der Streuzentren nichts beitragen. Fir
diese Reflexe 188t sich die gesuchte Basis so behandeln, als
ob sie die betreffenden Streuzentren nicht enthalten wiirde.
Innerhalb dieser Mannigfaltigkeit von Reflexen wird man ver-
suchen, diese Separation der Basis soweit zu treiben, bis man
auf eine Reihe von Reflexionen gefithrt wird, die von einer
moglichst kleinen Zahl von Streuzentren allein erzeugt wird.
Dieser Gesichtspunkt befiirwortet ebensosehr wie die Mehr-
deutigkeitsdiskussion der Raumgruppenkriterien eine explizite
Darstellung der kristallstrukturell wichtigen Auswahlregeln
der 230 Raumsysteme.

§ 2. Charakterisierung der Ausloschungsgesetze.

Die Mannigfaltigkeit moglicher Ausloschungsgesetze ‘liegt in der Struk-
tur des Diskontinuums begriindet. Es sind geometrische Zusammenhinge
in den mit dem Diskontinuum vertriglichen Kristallrdumen, auf die die
Existenz von Ausloschungen zuriickgeht. Ein Ausloschungsgesetz be-
deutet geometrisch, daf in dem Bau der Basisgruppe (bezogen auf die
Identititsperioden) Unterperioden existieren. Diese Unterperioden sind
der Ausdruck einer nach Zahl und gegenseitiger Lage der Teilchen
speziellen Anordnung der Partikeln innerhalb des Raumes der Nicht-
jdentitait. Diese Lagebeziehungen lassen die Gesamtteilchenmenge in
charakteristischer spezieller Weise in Gruppen von Teilchen zerlegen.
Es soll dabei nicht die Gesamtheit der Teilchenschwerpunkte betrachtet
werden, sondern wir betrachten jede einzelne Koordinate als Glied einer
selbstéindigen Reihe von Grofilen. Statt der Teilchenschwerpunkte selber
werden zunichst die Projektionspunkte dieser auf die drei Koordinaten-
achsen untersucht, ohne dafl die Zusammengehorigkeit zu Tripeln interessiert.

 Eine Koordinatenreihe einer Basisgruppe kann sich dabei aus einer
ersten Koordinate 7, darstellen lassen, indem unter den s Basiskoordinaten
my (s — 1) Beziehungen der Art
Mg =my %, (v, ein Zusatzglied) (3a)
bestehen. Eine solche Koordinatenreihe 1a8t sich bei Kenntnis der Be-
ziehungen (3a) ohne Kenntnis der beiden andern Koordinatenreihen an-
geben, Dies ist im Hinblick auf den Bau der Basisgruppe dann der Fall,
wenn unter den erzeugenden Operationen ihrer Punkfanordnung keine
solchen existieren, welche eine Vertauschung der Koordinaten bedingen.
Eine so gebaute Koordinatenreihe ist eine einfache, und die in ihr
moglichen Zerlegungen sollen einfache genannt werden. Sind alle drei
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Koordinatenreihen einfach, so bedeutet dies offenbar, da8 Zerlegungen
der Teilchenmenge in folgender Weise auftreten konnen (es werden jetzt
die Teilchenschwerpunkte selber und nicht mehr die Projektionspunkte
betrachtet):

Zu einem Teilchen £ gehoren die Teilchen ¢9, 9, - - - % (Teilchengruppe 4).
! ¢, ¢, -« -t} (Teilchengruppe 2).
12 ¢y, ¢y, - - - & (Teilchengruppe w).

Dabei sind die w Teilchengruppen gleich gebaut, was bedeutet: sie
umfassen gleiche Zahlen von Punkten, und zudem sind auf die Punkte
t9, t1, - - - ¥ als Nullpunkte bezogen die Koordinaten entsprechender
Punkte einander gleich. Die einzelnen Teilchengruppen lassen sich dem-
nach durch ein und dieselbe Vektorenfigur beschreiben, die sich ergibt,
wenn in irgend einer der Teilchengruppen der Punkt mit dem Index o
mit allen tbrigen Punkten der betreffenden Gruppe verbunden wird.
Diese Vektorenfiguren treten zueinander in Parallelstellung oder invers
zum Gesamtteilchenhaufen der Basis zusammen. Die Teilmengen der
‘Punkte sollen dabei so gew#hlt werden, daf sie zueinander primitiv sind,
d. h. nicht in sich eine weitere, allen Teilmengen gemeinsame Zerlegung
in kleinere Teilmengen zulassen. Hingegen soll die Moglichkeit bestehen,
dafl die Teilchen #J, ¢}, - . - #* unter sich eine weitere Zerlegung wie '
die beschriebenen erlauben und so fort, bis die schlieBlich resultierende
Gruppe der zuletzt mit o indizierten Teilchen eine primitive Teilchen-
gruppe darstellt.

Die Teilchenmenge des Diamantgitterkomplexes 18t sich in dieser Weise folgend
darstellen: Ausgehend vom Punkte [[0 0 0] fiigen wir zu diesem den Punkt [} } 07,
wodurch die erste Teilchengruppe resultiert. Zu jedem dieser Punkte ergibt eine
zweite Teilchengruppe einen Punkt durch Addition von [[{ 0 4], Die vier Punkte
bilden die allseitige Flichenzentrierung, welche dadurch zum Diamantgitterkomplex

wird, daB zu jedem Punkt ein Punkt durch Addition von [3 £ 4] zugeordnet wird.
Symbolisch soll eine solche Zerlegung geschrieben werden als:

Qoo o]+t oD Mo 4D {4 44D.

Die Koordinatenreihe einer Basisgruppe kann jedoch zu andern in
bestimmten Beziehungen stehen, so daB bei Festlegung einer oder zwei
derselben die restlichen bestimmt sind. Diesem Falle, der nicht mehr
voneinander unabhingigen Koordinatenreihen, entsprechen Beziehungen
unter den Koordinaten von der Art:

my = ngy -+ %g, (3b)
wobei %, ein Zusatzglied (einschlieflich dem Wert Null). Eine Beziehung

‘dieser Art setzt jedoch unter den Operationen, welche die Basisgruppe
erzeugen, solche voraus, die eine Vertauschung der Koordinaten in den
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s Koordinatentripeln bewirken. Werden zwei Koordinaten miteinander
vertauscht, so resultieren zwei unabhéngige Koordinatenreihen (der obige
Fall wire dementsprechend derjenige mit drei solchen); werden die
Koordinaten zyklisch permutiert, so ist nur eine unabhingige Koordinaten-
reihe vorhanden. Fir die Zerlegung der Teilchenmengen bedeutet dies
folgendes: Nach einer Koordinate 1dfit sich zunichst eine Zerlegung
durchfiihren, die der einfachen durchaus analog ist. Weil dann aber
eine zweite Koordinatenreihe besteht, welche aus der ersten dadurch
hervorgeht, daB zwei oder drei Koordinaten ihre Plitze vertauscht haben,
so mull die gleiche Zerlegung auch nach einer oder nach beiden andern
Achsen durchfithrbar sein. Gehoren beispielsweise die Punkte [m n p]
und |[m -4 n p]] zusammen, und sind die Koordinaten m und »n (wegen
einer tetragonalen Symmetrieoperation) miteinander vertauschbar; so be-
steht auch der Zusammenhang [»n m p|| {n m 41 p]. Jedes Paar der Punkte
zeigt die gleichen relativen Koordinaten, wenn eine Vertauschung der
m~- und n-Achse eingefithrt wird, nimlich [0 0 0] und [ 0 0]. Der Ver-
tauschung der Achsen entspricht es, daf die gleich gebauten Vektoren-
figuren nicht mehr parallel oder invers zueinander gestellt sind, sondern
um % gegeneinander gedreht erscheinen, Symbolisch soll eine solche
- Zerlegung dargestellt werden durch:
(10 0 0] (4 0 0f; 0.0 0] + [0 } 0}).

Die relativen Koordinaten eines Teilchens innerhalb einer Gruppe sind
mit seinen Koordinatendifferenzen im allgemeinen Koordinatensystem gegen-
tiber dem Teilchen mit dem Index o identisch. Die Koordinaten im all-
gemeinen System sollen fiir eine bestimmte Teilchengruppe lauten:

1 "

[mnpl, [m' n' p'll, [m" 2" p"), . . . [m® n p|.
Um die relativen Koordinaten zu erhalten, bildet man die drei Reihen
von Koordinatendifferenzen

m —m, m" —m, ... m" —m,
w—mn, n'—mn, ... w0 —n,
r ” a’
p—p p—p .. P —p

Diese Kordinatendifferenzenreihen konnen folgendermafen beschaffen
sein:

a) M —m=20, m"—m=0,...m" —m=0, d. h. die Koordi-
nate ist innerhalb der Teilchengruppe konstant.

by m=m-42, m"=m--2", ... m*=m-+ 2. Dabei sollen
die GroBen x’, 2", . . . %*' rationale Bruchteile der Identititsperioden
darstellen und zwar derart rational, daB sie sich durch einen Ausdruck
von der Form
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1
(2 @), (#)
wo 4 eine ganze Zahl, ausschlieflich der Null, bezeichnet, darstellen
lassen. Geometrisch 1i8t sich diese Forderung wie folgt veranschaulichen:
Die « Punkte der Teilchengruppe besitzen auf der m-Achse Projektions-
punkte, die eine Strecke s iquidistant unterteilen (wobei der Endpunkt
von s nicht besetzt wird). Das Verhaltnis der Identitatsperiode der
m-Achse zur Strecke s muB eine ganze Zahl A sein, so daf der Abstand
1
der Punkte auf s in der Identitisperiode insgesamt b—l-mal enthalten ist.
Ein Beispiel zeigt die Fig. 1.
)

e— a 1

b o |

A w
e §

Fig. 4. Bestimmt rationale Koordinatenreihe mit ¢ =3 und 4 ==3.

Eine einfache Zerlegung ist durch ein einziges solches Schema ein-
" deutig determiniert. Fir zusammengesetzte Zerlegungen sind deren
mehrere notwendig, wobei gegebenenfalls nur in der Richtung der Achse
sich unterscheidende auftreten. Koordinaten dieser Art sollen bestimmt
rational genannt werden, (4) die Bedingung bestimmter Rationalitit.

ogm=m-+y,m =m+y, ... m®¥ = m -} y*’. Dabei sollen
die GroBen o, y", . . . y* zwar rationale Bruchteile der Identitits-
periode der m-Achse sein, jedoch nicht der Bedingung bestimmter Ratio-
nalitit gehorchen. Im Gegensatz zu b) sollen diese Koordinaten als un-
bestimmt rationale bezeichnet werden.

d) m' =m-a, m'=m-+2a,...m' =m-4az. Die Groflen
«, a’y . .. x* sollen auf die Identitatsperiode der m-Achse bezogen
irrationale Werte besitzen und demnach irrationale Koordinaten ge-
nannt werden.

Die Zerlegbarkeit einer Teilchenmenge, also der Streuzentren einer
bestimmten Sorte, hat fiir die Darstellung des resultierenden Struktur-
vektors folgende Bedeutung: Er 1iBt sich der Zerlegung entsprechend
in ein Produkt umformen, wobei der einzelne Faktor durch die Punkt-
anordnung innerhalb der Teilchengruppe gegeben wird. Dieser Zusammen-
hang geht darauf zuriick, daf der Addition vonr Koordinaten zu einem
bestimmten Tripel (also der Erzeugung der Basis aus ihren Teilgruppen)
eine Multiplikation der entsprechenden Glieder des Strukturvektors korre-
spondiert. Der oben angegebenen Zerlegung des Diamantgitterkomplexes
wiirde z. B. das folgende dreigliederige Produkt entsprechen
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E&)
2

(4 +cni<lb+k)) S+ gni(k+0) 4 +e

(h+lc+l))

Zunichst soll eine Koordinate allein betrachiet werden (wie oben sei
es die Koordinate m). Um den Charakter der beiden andern Koordinaten
nicht beriicksichtigen zu miissen, wihblen wir % und / zunéchst gleich Null,
betrachten also nur die Ebenenserie (200). Der Strukturvekior LBt
dann einen Faktor von der Form abspalten:

“ + e2nih(m’ —m) _+_ 62nih(m"—-m) _I‘ I ___|_ 62nih(m""—-m)]_ (5)

Vom Standpunkt der Ausloschungen aus interessiert nur die Frage
nach den Nullstellen dieses Ausdruckes. Diese sind, wie nachfolgend gezeigt
wird, durch den Charakter der Koordinatendifferenzenreihe der m-Koordi-
naten festgelegt. Die « Strukturvektoren, welche (8) zusammenfaBt, sind
{(in der GauBischen Ebene dargestellt) durch die Koordinatendifferenzen
in ihrer relativen Lage zueinander gegeben. Diese Lagebeziehungen be-
stimmen die moglichen Nullstellen; andererseits ist die Zahl der prinzipiell
verschiedenen Fille durch die oben gegebene Charakterisierung des ver-
schiedenen Verhaltens der Koordinate m fixiert.

a) m ist konstant. Keine Nullstellen fiir (8), da alle Strukturvektoren
parallel der positiven, reellen Achse liegen.

b} m ist bestimmt rational. Die Strukturvektoren bilden ein Biindel

von Vektoren, die einander nach gleichen Winkeln, ndmlich %, folgen,

so daBl (wie oben die Strecke s) der Winkel 27” durch dieses Vektoren-

biindel in gleiche Teile unterteilt wird. Da A eine ganze Zahl (gemilR (4))
ist, wird fiir 2 =4 das Vektorenbiindel der « Vektoren in ein o-seitiges
Polygon iibergefiihrt werden. Ein solches Polygon von Vektoren in der
Gaufischen Ebene ergibt jedoch die Resultante Null, Allgebraisch ent-
spricht dem das Verschwinden von (8) als eine Potenzsumme von o-ten
Einheitswurzeln. Wird jedoch h = ¢ 1 gesetzt, so entartet das Polygon
und die Resultante erhdlt den Wert «. Man erkennt: Der Faktor (5)
besitzt in diesem Falle Nullstellen und zwar fiur 5 == 0 (mod 4) bei & == 0
(mod 1), das heifit fir

h= A (mod a}). (6)

Die Zahl « soll die Zahligkeit des Ausléschungsgesetzes, das
diesen Nullstellen sich zuordnen liBt, genannt werden. Es ist diese
GroBe mit der Zahl der Teilchen pro Teilchengruppe, welcher der
Faktor (5) entspricht, identisch,
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¢) m ist unbestimmt rational. Der Faktor (8) besitzt dann keine Null-
stellen, weil der von den Vektoren unterteilte Winkel sich durch Verviel-
fachen mit einer ganzen Zahl % nicht zu einem Polygon erweitern lafit.

d) m ist irrational. In diesem Falle gilt dasselbe.

Den Begriffen rational und irrational darf in diesem Zusammenhang
nicht der streng mathematische Sinn zugemessen werden, sondern es sind
diese Ausdriicke in einer dem Experiment angepalten Modifizierung zu
brauchen. Irrational bedeutet dabei: irrational im mathema-
tischen Sinne und hoher rational (hoher als beobachtbare Ord-
nungen von Reflexen), rational dagegen stets einfach rational,
eine Ausdrucksweise, wie sie der in der Kristallographie iiblichen ohne-
hin entspricht.

Fig. 2. Die Vektorenfigur des Strukturvektors der bestimmt rationalen Punkt-
anordnung der Fig.1. Die Resultante wird gleich Null fiir # = 3 (mod 9), indem die
Vektoren dann ein gleichseitiges Dreieck bilden.

Da k und ! gleich Null gesetzt worden waren, ist damit nur das
seriale Verhalten der Reflexionen (% 0 0) dargestellt. Durch Betrachtung
der Koordinatenreihen der n- und p-Koordinate wiirde sich eine analoge
Aussage iber die Reflexe (0%0) und (0 01) ergeben. Es frigt sich,
welche Bedeutung die beiden Koordinaten » und p fiir das in der Ebenen-
serie (1 0 0) abgeleitete Ausloschungsgesetz haben werden. Ist eine der
beiden Koordinaten konstant, zum Beispiel », so gilt das seriale Aus-
lgschungsgesetz von (k0 0) unabhiingig zum Index % in gleicher Weise
fir die Reflexe (hk0), das heiBt, es wird zum zonalen Gesetz in der
Zone [0 0 1] erweitert. Fir » und p konstant gilt das seriale Gesetz in
gleicher Form fiir alle Ebenen (h k1), das heiBt: es hat fiir das gesamte
Indizesfeld Giltigkeit und wird demzufolge als ein nach (kkl) integrales
Ausloschungsgesetz bezeichnet. Ist neben konstantem p die Koordinate »
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bestimmt rational, so gilt fiir eine lineare Yerbindung von % und %, was
oben fiir % abgeleitet wurde: es besteht ein nach (h k1) integrales Gesetz,
dessen Ausloschungen von zwei Indizes abhiéngen. Ist hingegen p un-

. 1 .
bestimmt rational, statt konstant, das heift z. B. p= rx 50 tritt anstelle

des integralen Gesetzes ein nurmehr zonal giiltiges. Da es in allen Zonen
(hkQ), (hkg), WEk20), - - - gilt, wird es als mehrfach zonal be-
zeichnet. Ist p irrational, so bleibt das Gesetz in gleicher Form erhalten,
gilt aber nurmehr einfach zonal, nimlich fir die Reflexe der Form:
(R k0). Sind die beiden Koordinaten » und p bestimmt rational, so be-
steht fiir eine lineare Verbindung der drei Indizes eine Beziehung zu den
Nullstellen von (5), welche im totalen Indizesfeld gilt und durch Spezial-
werte der Indizes sich spezialisiert zu den zonalen Gesetzen in (k% 0),
(017) und (0%7) mit Indizesbedingungen fir zwei Indizes und zu den
serialen Gesetzen in (h 0 0), (0%0) und (0017) mit Bedingungen fiir jo

einen Index. Sind dagegen % und p unbestimmt rational, etwa n=i
¢

o . .
und p=-—, 50 gilt das fir (k0 0) abgeleitete Gesetz nicht mehr nur

. in dieser Ebenenserie, sondern erfihrt bei gleicher Form eine Ausdehnung

auf die Ebenenserien (h g 0), (h200), - . . und (k0 a), (R02g), . . .
sowie auf die Ebenenserien, die sich durch paarweise Addition dieser
Symbolreihen ergeben, wie etwa (heo), (h2¢20), - . - (mehrfach

serial), Sind schliefllich » und p beide irrational, so ist das abgeleitete
Gesetz auf die Ebenenserie (7 0 0) beschrankt, es gilt nur einfach serial,

Allgemein 148t sich dieser Befund folgendermafien aussprechen: Damit
der einer Zerlegung entsprechende Faktor im Strukturvektor
verschwindet, ist es notwendig, daB die Teilchengruppe zum
mindesten nach einer Koordinate bestimmt rational gebaut
ist. Die relative Teilchenanordnung bestimmt mit ihren bestimmt rational
gebauten Flementen (Zahl der Teilchen und relative Lage derselben)
die Nullstellen des ihr korrespondierenden Faktors (8), ihres Auswah]-
faktors. Die nicht bestimmt rationalen Elemente der Teilchep-
gruppe bedingen den Geltungshereich der Ausléschungen im
Indizesfeld, sowie zusammen mit den bestimmt rationalen
Elementen, in welcher Weise ein Ausloschungsgesetz in den
verschiedenen Bereichen des Indizesfeldes Reflexionen ver-
bietet. '

Der Fall mit vertauschten Koordinaten erlaubt nicht, aus dem re-
sultierenden Strukturvektor der Basis einen Auswahlfaktor (3) abzuspalten.
Dem verschiedenen Charakter der Teilmengen entsprechen vielmehr ver-
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schiedene Faktoren (8), von denen der einzelne nur einen Teil der
Glieder des resultierenden Strukturvektors umfaBt. Nach der analog
durchgefiihrten Umformung von &, erhilt dieser die Form einer Summe
von Produkten; die Diskussion des einzelnen Produktes erfolgt vollstindig
analog dem Falle einer einfachen Zerlegung. Als Nullstellen des resul-
tierenden Strukturvektors kommen naturgemiB nur solche der einzelnen
Produkte in Frage, welche diesen allen gemeinsam sind und dadurch
ein Verschwinden der Summe durch ein Verschwinden jedes einzelner
Gliedes bedingen. Eine solche Zerlegung besitzt demzufolge auch im
Falle, daB sie bestimmt rational gebaute Teilmengen umfaBt, nicht not-
wendigerweise Ausloschungen. Erst die zusitzliche Bedingung iiber ge-
meinsame Nullstellen entscheidet {iber die Moglichkeit von Nullintensititen,
Fir einen Strukturvektior der Form

{f1 e (1 4 enih) + faer(1 + eﬂik) + fzers(1 + enil)} 1)’
den wir abgekiirzt schreiben als
{4 4 eminj; [+ e85 [+ emi1]),

besteht eine Nullstelle, wenn % und % und I ungerade sind. Demgegen-
fiber besitzt der Strukturvekior

{1 i+ R[4 - ik +D]; [ 4 eri @+

keine Nullstellen, da er der zusétzlichen Bedingung neben der Forderung
bestimmter Rationalitit nicht gentgt.

Dieser Weg gestattet, fiir einen allgemein gebauten Punkthaufen die
Gesamtheit seiner Ausloschungen abzuleiten und diese eindeutig zu kenn-
zeichnen. Die Umkebrung dieser Ableitung ist die Schlufiweise des
Strukturanalytikers. Er beobachlet im Indizesfeld des Interferenzbildes
eine Reihe fehlender Reflexionen; diese Folgen von Ausloschungen charak-
terisiert er zunichst in zweierlei Weisen: einmal stellt er fest, welchen
Bedingungen die Indizestripel (kkl) zu geniigen haben, damit der be-
treffende Reflex verschwindet. Diese Bedingungen spricht man zweck-
miBig in Form von Kongruenzen aus, deren Erfillung bzw. Nichterfiillung
auf eine Vernichtung der Intensitit eines Tripels (k&) fiihrt. Sodann
untersucht er, in welchen (k% l)-Mannigfaltigkeiten (Zonen, Ebenenserien)
des Indizesfeldes diese Ausloschungen auftreten. Friiher eingefiihrten
Bezeichnungen entsprechend sind dabei zu unterscheiden: nach (kkl)
integrale Ausloschungen, zonale (einfach zonale und mehr-
fach zonale) Ausloschungen und seriale (einfach seriale und

1) Wobei f1e™, f¢7%, fae” Anteile des Strukturvektors ohne von m, m, p un-
abhingige Faktoren,
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mehrfach seriale) Ausloschungen. Die Formulierung der Kon-
gruenzen, die den Inhalt des Ausloschungsgesetzes darstellen, soll dabei
stets so erfolgen, daB es sich um primitive Kongruenzen handelt
(die Auswahlfaktoren werden soweit zerlegt, dafl sie als Potenzsummen
primitiver Einheitswurzeln verschwinden). Diese Festsetzung entspricht
der oben gemachten, dal die Teilchengruppen stets primitiv gebaut sein
sollen. Fiir den Strukturanalytiker stellt sich die Aufgabe, aus den beob-
achteten Ausloschungen riickwirts die Punktanordnung innerhalb der
Teilchengruppe zu bestimmen. Die gefundenen Kongruenzen sind die
in der vorstehenden Ableitung als (6) ausgesprochenen. Aus dem Ex-
periment sind somit die GroSen ¢ und « 4 feststellbar, so daB ans «
die Zahl der Teilchen der Gruppe und aus i die relative Anordnung
sich ergibt. Der Geltungsbereich des Ausldschungsgesetzes legt das Ver-
halten der iibrigen Koordinaten fest; die Beobachtung eines mehrfach
zonalen Gesetzes gibt aus der »Zonenperiode« direkt die unbestimmt
rationale Koordinate. Analoges gilt fir die mehrfach serialen Aus-
l6schungen.

Die systematische Losung dieser Aufgabe ist durch eine Reihe von
Arbeiten von H. Ott und H. Seyfarth geférdert worden, die ins-
besondere in weniger durchsichtigen Féllen vorteilhaft Anwendung finden?1).

Die Bestimmung der Anordnung der Sireuzentren innerhalb der
rationalen Punktgruppe bedeutet jedoch noch keinerlei strukturtheore-
tische Interpretation der beobachteten Auswahlregel. Diese ist
vielmehr erst dann gegeben, wenn die Operationen bekannt sind, welche
innerhalb des Elementarparallelepipedes die streuenden Teilchen zuein-
ander in die spezielle, durch das Auslischungsgesetz erwiesene relative
Anordnung bringen. Diese Operationen werden als die erzeugenden
Operationen des Ausloschungsgesetzes bezeichnet. Wesentlich
ist, inwieweit aus dem Charakter der Ausloschungen ein eindeutiger
SchluB auf die Natur der erzeugenden Operation sich ergeben kann. Im
Falle, daB ein und dieselbe Auswahlregel, daB heift anschaulich: in bezug
auf die rationalen Koordinaten die gleiche Teilchenanordnung, durch ver-
schiedene Operationen erzeugt werden kann, sollen diese untereinander
dquivalente, erzeugende Operationen heiBen. Die Mehrdeutigkeit
eines Ausloschungsgesetzes hinsichtlich seiner strukturtheoretischen Inter-
pretation geht darauf zuriick, daf die Zahl seiner moglichen, erzeugenden
Operationen groBer als 4 ist. Seine Deutung wird umso unsicherer, je
grofler die Zahl der moglichen, dquivalenten Operationen.

1) H. Ott, Z. Krist. 66, 136. 1928. — H. Seyfarth, Z. Krist. 67, 134, 295, 422,
595.1928. Ebenso das bereits zitierte Handb. d. Exp. physik., Beitrag H. Ott, 7, 2.
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Nach diesen allgemeinen Feststellungen 1aBt sich der Sinn der hier
angestrebten Behandlung des Gegenstandes schirfer umreilen: Die Be-
stimmung der Translationsgruppe und des Raumsystems ist
mit der Ermittlung der charakteristischen Operationen, d. h.
der Operationen der charakteristischen Untergruppen, einer
Kristallstruktur gleich bedeutend. Dann und nur dann darf
die Ermittlung dieser beiden Bestimmungsstiicke einer Basis-
gruppe als gelungen betrachtet werden, wenn sich alle, den
charakteristischen Operationen &quivalenten Operationen
streng ausschlieBen lassen. Die Bestimmung von Translations-
gruppe und Raumsystem erfordert daher die Kenntnis der Gesamt-
heit moglicher, zu den Bestimmungskriterien &quivalenten
Operationen, um durch deren Diskussion den Eindeutigkeitsheweis zu
leisten oder andernfalls die vorhandenen Mannigfaltigkeiten von Basis-
gruppen angeben zu konnen. Die Gesamtheit dieser Ausloschungsgesetze
wurde in friiheren Arbeiten als die Gesamtheit der kristallstrukturell
wichtigen Auswahlregeln bezeichnet.

Basisgruppen mit gleichen Ausloschungen sind einander in einem
bestimmten Anteil ihrer Basiskoordinaten gleich. Dabei wird durch ein
nach (kkl) integrales Ausldschungsgesetz eine Reihe von Koordinaten-
tripeln relativ in allen drei Koordinaten bestimmt, wihrend ein zonales
Ausloschungsgesetz in einer Reihe von Koordinatentripeln nur je zwei
Koordinaten, ein seriales Ausloschungsgesetz nur je eine Koordinate re-
lativ festlegt. Basisgruppen, welche aus Operationen aufgebaut werden,
die durchwegs Erzeugende gleicher Ausloschungen sind, haben somit
gleiche Schwerpunktskoordinaten und zwar stimmen alle Koordinaten
tiberein im Falle integraler Ausloschungen, wahrend deren zwei oder
eine einander gleich sind, wenn zonale oder seriale Ausloschungen vor-
liegen. Die durch gemeinsame Ausloschungen fir zwei Basisgruppen als
gleich erwiesenen Koordinatentripel (oder Teile solcher) sollen in An-
‘lehnung an den Begriff topologisch gleicher Basisgruppen von F. Laves
die topologisch gleichen Anteile zweier Basisgruppen genannt
werden. Strukturanalytisch ist folgender Punkt bedeutsam: Keine der
normalen Interferenzmethoden gestattet die GroBen, hinsichtlich welcher
sich die topologisch gleichen Anteile zweier Basisgruppen voneinander
unterscheiden, zu ermitteln. Als ganzes topologisch gleiche Basisgruppen,
die gleiche Basiskoordinaten, aber verschiedene Symmetriebedingungen
und verschiedene Zusammengehorigkeit der einzelnen Punkte besitzen,
sind fiir den Interferenzversuch in seiner heutigen Form ununterscheidbar.
Daraus aber folgt, dal eine Basisgruppe sich strukturtheore-
tisch eindeutig dann und nur dann bestimmen laB8t, wenn
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keine zu ihr topologisch gleichen existieren. Erst die Entwick-
lung eines experimentellen Verfahrens zur Bestimmung der Symmetrie-
bedingung (einer Art molekularen Atzversuches) wird erlauben, zwischen
topologisch gleichen Basisgruppen zu unterscheiden.

Die Lisung der Aufgabe, die Operationen des Diskontinuums zu suchen,
welche den Charakter erzeugender Operationen besitzen, ist damit iden-
tisch, die Operati(;nen zu suchen, welche bestimmt rationale Punkt-
anordnungen ergeben. ks gilt: Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB eine Operation Erzeugende eines Aus-
loschungsgesetzes ist, fordert, dafl zum mindesten eine Ko-
ordinate gegeniiber der betreffenden Operation das Verhalten
einer bestimmt rationalen Koordinate zeigt. Wie oben bereits
betont wurde, bestimmt der Charakter der iibrigen Koordinaten die Art,
in welcher Weise das Ausldschungsgeselz von der Wahl des Indizes-
tripels (A%1) abhingt.

Dadurch, daB die Eigenschaflen der Punktanordnungen auf die sie
erzeugenden Operationen zuriickgefithrt werden, lassen sich diese als
Ortsfunktionen des Kristallraumes darstellen. Zunichst wird man
fragen, ob die Anordnung, welche eine bestimmte Operation erzeugt,
ganz oder teilweise von der Punktlage unabhingig ist (gem&f friiherer
Bezeichnung: nach [m#=p] integral gilt) und in welcher Weise der von
der Wahl der Punktlage (also der drei Koordinaten m, n, p) abhingige
Teil eine Abhingigkeit vom Kristallraum zeigt. Insbesondere wird man
die Orter des Kristallraumes suchen, die Trager gleich gebauter
Punktanordnungen und damit Triger gleicher Ausloschungsgesetze
sind. Dadurch gelingt es, den gesamten Kristallraum in Teilbereiche
aufzulosen, die die maBgeblichen Elemente fiir sein Selektionsverhalten
darstellen.

§ 3. Die erzeugenden Operationen der elementaren
Ausléschungen.

DefinitionsgemdB kommen als erzeugende Operationen glementarer
Auslijschungsgesetze nur die Symmetrieoperationen (Punktsymmelrieen
und Zusatzsymmetrieen) in Frage. Die hierbei herrschenden Beziehungen
sind bei der Darstellung des Selektionsverhaltens homogener Gitterkomplexe
beschrieben worden!). Aus diesem Grunde soll hier die Erorterung auf
das, was sie von den diibrigen erzeugenden Operationen besonders ab-
hebt, beschrinkt werden.

Wie gezeigt wurde, kann jede Symmetrieoperation (abgesehen von
der Identitdt und der Gruppe einfach primitiver Translationen) Erzeugende

1) Vgl. hierzu besonders: E. Brandenberger und P. Niggli, L ¢.
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eines Ausldschungsgesetzes sein. Die einzelnen Symmetrieoperationen
unterscheiden sich jedoch voneinander in der Art, wie die erzeugten
Ausloschungen sich im Kristallraum als Funktion des Ortes verhalten.
Man wird besonders im Hinblick auf die strukturanalytische Bewertung
darnach fragen, welche Aussagen eines Ausloschungsgesetzes im Einzel-
falle von der speziellen Wahl der Punktlage unabhingig, und wie bei
der einzelnen Symmetrieoperation die Orter gleichen Selektionsverhaltens
beschaffen sind.

Die Symmetrieoperation der Zihligkeit » fiigt zu einem beliebig ge-~
wiihlten Punkie [[mnp] (r — 1) weitere Punkte. Gefragt wird nach der
Abhéngigkeit der durch die Symmetrieoperation erzeugten Punktanord-
nung der r Punkte von der Wahl der Koordination m, n, p. Fir diese
laBt sich durch eine spezielle Wahl der Ausgangskoordinaten m, n, P
folgendes erreichen:

a) Es kaon unter den r Koordinatentripeln eine Entartung auf-
treten, d. h. ein Teil oder alle der durch die Symmetrieoperation er-
zeugten Punkte fallen aufeinander. Eine Entartung von Koordinaten-
tripeln bedeutet immer eine Besetzung von Punktsymmetrieelementen
unter entsprechender Erhohung der Wertigkeit und entsprechender Re-
duktion der Zihligkeit der Punktlage. Mit der Erniedrigung der Z#hlig-
keit fallt naturgemiB die Moglichkeit r-zihliger Punktanordnungen auBer
Betracht. Es bleiben nurmehr Komplexe, die eine aus » Punkten be-
stehende Anordnung liefern, wobei 7’ einen Teiler von r bezeichnet. Um
die mdglichen Entartungen systematisch abzuleiten, muf unterschieden
werden, ob Koordinaten vorliegen, welche zur Operation invariant (damit
also stets entartet) sind, oder solche Koordinaten, welche erst durch
die Wahl spezieller Werte entarten. Durch digonale Drehung gehoren
beispielsweise zusammen [m = p] und [ 7 p], so daB p stets entartet er-
scheint, wihrend dies fiir m und.n erst durch die spezielle Festsetzung
m =0 oder { und » =10 oder 4 eintritt.

b) In diesem Zusammenhang weiterhin ausgezeichnet sind diejenigen
speziellen Werte der Koordinaten m, n, p, fir welche die Symmetrie-
operation eine bestimmt rationale Punktanordnung erzeugt. Nach
§ 2 bedeutet dies, daf zum mindesten eine Koordinate zu der Zahligkeit
der Symmetrieoperation in einem Verhiltnis steht, daB eine Darstellung als

R N (ha)

moglich ist. Dem Ausdruck (ka) sollen beispielsweise die-Koordinaten-

werte mg, m; . . . geniigen. Jeder dieser Werte definiert eine Ebene

parallel (100), so daB alle Punkte dieser Ebenen unter sich gleiche, be-
2
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stimmt rationale Anordnungen hinsichtlich der Koordinate m besitzen.
Die Punkte einer solchen Ebene sind somit durch dieselben Ausléschungen
in der Ebenenserie (k0 0) ausgezeichnet. Mit andern Worten: Diese Ebenen
parallel (100) stellen die geometrischen Orter der in (k0 0) moglichen,
elementaren Ausloschungsgesetze dar. Die Gesamtheit  der bestimmt
rationalen Punktanordnungen und damit die entsprechenden Ausléschungen,
welche eine bestimmte Symmetrieoperation zu erzeugen vermag, erhilt
man durch Betrachtung der zur Operation variabeln Koordinaten
in erschopfender Form. Dabei ist fir eine jede variable Koordinate,
wie dies oben geschehen ist, eine den Darlegungen von § 2 angepalte
Diskussion durchzufiihren. Dabei bestimmt die Zahligkeit des Symmetrie-
elementes die Zihligkeit des Ausloschungsgesetzes, das heilit die Zahl
der Ecken des reguliren Polygons in der GaufBschen Ebene, Fallen
wegen Entartung von Koordinatentripeln Punkte zusammen, so tritt eine
entsprechende Erniedrigung der Zahligkeit ein. Aus (4a) ergibt sich,
daB unter den Ausloschungen, welche eine bestimmie Operation erzeugt,
Beziehungen bestehen miissen, da fiir alle Werte von m, die Zéhligkeit
der Symmetrieoperation gleich r im Falle der primitiven Symmetrie-
operationen ist, wihrend bei den nicht primitiven Operationen (G, Cg)
die Zihligkeit zwar mehrere, jedoch eindeutig bestimmte Werte besitzt.
Das heillt, daB es fiir Komplexe, die von ein und derselben Symmetrie-
operation mit gleicher Zahl von Punkten erzeugt werden, dieselben Ein-
heitswurzeln sind, fiir welche der Strukturvektor verschwindet. Alle
Ausloschungsgesetze, welche beispielsweise durch Spiegelung an (100) zu-
stande kommen, fihren auf Kongruenzen von der Form

I = b (mod 2b).

Wegen der beschriinkten Zihligkeiten der Symmetrieoperationen des
Diskontinuums ist nur eine beschrinkte Anzahl solcher allgemeiner Kon-
gruenzen moglich, die fiir elementare Ausloschungsgesetze in Betracht
kommen. Wird eine Symmeirieoperation durch andere Symmetrie-
operationen im Kristall unter Vertauschung der Koordinatenachsen ver-
vielfacht (wie etwa die Spiegelung nach den Hauptebenen durch trigonale
Drehung im Falle des kubischen Raumes), so wird dadurch eine Selektfion
von einer Koordinate auf deren zwei oder drei ausgedehnt und zwar in
der Weise, wie es einer zusammengesetzten Zerlegharkeit entspricht. In
diesem Falle sind mehrere Kongruenzen gleichzeitig zu erfiillen und zwar
Kongruenzen vom gleichen Typus, jedoch mit vertauschten Indizes. Im
Falle der Spiegelung in der Klasse 7} miissen fiir die Intensitit Null
die Punkte der Ebene (400),, den drei Kongruenzen entsprechen:

h="b(mod 2b), s =5 (mod 25) und ! = b (mod 2b), wobei b = &m,.
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Das Verhalten der anderen Koordinaten zu einer Operation bestimmt
in Ubereinstimmung mit den in § 2 allgemein dargelegten Zusammen-
hingen den Geltungsbereich des Ausloschungsgesetzes im Indizesfeld.
Nachdem beispielsweise die m-Koordinate als bestimmt rationale fixiert
wurde, ist das Verhalten von » und p fiir die Form des Ausléschungs-
gesetzes auflerhalb der Ebenenserie (20 0) mafgebend. Dabei sind die
Fille mit einer Anzahl von Koordinaten, welche sich zur Operation
variabel verhalten, grifier als 4 besonders mannigfaltig. Die gegebenen-
falls nach Wahl einer Koordinate als bestimmt rationale {ibrig bleibenden
Koordinaten konnen entweder irrational oder bestimmt rational sein.
Die Verhiltnisse im Falle der einzelnen Symmetrieoperation sind nach-
folgend zusammengestelit.

Symmetrieoperationen mit einer zur Operation variablen Koordinate.

Hierher gehért mit den beiden iibrigen Koordinaten als sich zur Operation in-
variant verhaltenden die Spiegelung, wéihrend bei der Gleitspiegelung nur eine
Koordinate zur Operation invariant ist, die andere Koordinate dagegen ein von der
‘Wahl der Punkilage unabhéngiges, zur Zihligkeit der Operation sich bestimmt rational
verhaltendes Zusatzglied erhdlt, oder aber beide Koordinaten solche Zusatzglieder
(einer diagonalen Gleitkomponente entsprechend) erhalten. Daraus ergeben sich an
Ausléschungsgesetzen die folgenden Moglichkeiten:

Spiegelung: Nach (% k) integrale Auswahlregel, wenn die variable Koordinate be-
stimmt rational, Geltungsbereich: Ebene parallel zur Spiegelebene.

Gleitspiegelung: Zonales Gesetz fir beliebige Werte der variabeln Koordinate,
also integral nach [m #p] Integrales Ausléschungsgesetz, wenn die variable Koordi-
nate sich bestimmt rational verhilt.

Symmetrieoperationen mit zwei zur Operation variablen Koordinaten.

Diesem Typus der Symmetrieoperation gehoren allgemein die Drehungs- und
Schraubungsoperationen an. Sie besitzen alle eine zur Operalion invariante
Koordinate im Falle der Drehungen, wihrend bei den Schraubungen eine Koordinate,
den Schraubungskomponenten entsprechend, Zusatzglieder aufweist, welche sich zur
Zihligkeit der Schrauben bestimmt rational verhalten und von der speziellen Wahl
der Punktlage unabhiingig sind. Im Einzelfall ergeben sich an Ausléschungsgesetzen:

a) Digonale Drehung: Ist eine der beiden variablen Koordinaten bestimmt
rational, die andere dagegen irrational (unbestimmt rational), so resultiert ein zonales
(mehrfach zonales) Ausléschungsgesetz in der Zone, deren Achse der irrationalen (un-
bestimmt rationalen) Koordinate parallel liuft. Geht die Digyre der Richtung [004]
parallel, so ergeben sich bei bestimmt rationaler m-Koordinate zonale Gesetze in [040],
bei bestimmt rationaler n-Koordinate solche in [100]. Sind beide variabeln Koordi-
paten bestimmt rational, so folgt ein nach (b k) integrales Gesetz. Wihrend fir die
zonalen Ausldschungsgesetze der Geltungsbereich nach [[7 » p] eine Ebene parallel der
Digyre und der irrationalen Koordinate (also im obigen Beispiel Ebenen (100} bzw.
(010)) darstellt, so ist dieser im Falle der nach (% k!) integralen Ausloschungsgesetze
eine Gerade parallel der Digyre, deren DurchstoBpunkt in der Ebene der - und
n-Achse durch die speziellen, bestimmt rationalen Werte dieser Koordinaten gegeben ist.

. g
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b) Digonale Schraubung: Sind die beiden variabeln Koordinaten irrational
so ergibt sich ein einfach seriales Ausloschungsgesetz fiur die Ebenenserie senkrecht
zur Schar der Schraubenachsen. Ist eine der beiden variabeln Koordinaten dagegen
unbestimmt rational, so resultiert ein mehrfach sériales Gesetz: Ist die Schrauben-
achse wieder parallel der p-Achse, so gilt fur unbestimmt rationales m (m = 4/q)
und irrationales n das seriale Ausloschungsgesetz in den Ebenenserien (0010), (g 01,
(2¢01), . . ., wihrend bei irrationalem s und unbestimmt rationalem n das Gesetz
in den Ebenenserien (001), (0 ¢gl), (02¢),. . . Gultigkeit hat. Sind schlieflich die
beiden variabeln Koordinaten s und 7 unbestimmt rational, so ergibt sich ein Aus-
loschungsgesetz gleicher Form fir die Ebenenserien {m=1/q und n=1/r}): (00])
(qod), 2q00, ... @rl, (0220, ... (qrl, 2grl), ... Ist eine der beiden
variabeln Koordinaten bestimmt rational (es sei m), so gilt ein zonales Gesetz in der
Zone, deren Achse der irrationalen Koordinate (in unserm Beispiel ) parallel lauft.
Fir unbestimmt rationales » statt irrationalem » gilt das Gesetz mehrfach zonal.
Sind schlieBlich 2 und % bestimmt rational, so resultiert ein nach (k%) integrales
Gesetz. Die Geltungsbereiche sind Orter, die sich zur Schraubenachse gleich ver-
halten, wie es oben fiir die digonale Drehungsachsen beschrieben wurde.

¢) Tetragonale Drehung: Wie im Falle der digonalen Achsen verlaufe auch
hier die Achsenschar parallel der p-Achse, so daB m und » die zur Operation variablen
Koordinaten darstellen. Ein zonales Gesetz wird notwendigerweise wegen der Gleich-
wertigkeit der Zonen in [100] und [010] auftreten!); es mussen die vier durch die
tetragonale Drehung erzeugten Punkte sich in gleicher Weise nach der ay- wie nach
der a@g-Achse zusammenfassen lassen. Der einen Zusammenfassung entspricht dann
ein zonales Gesetz in [100], der andern ein eritsprechendes in [040]. Eine dem digo-
palen Anteil der Operation entsprechende Zusammenfassung von Punkten kann nicht
auf ein zonales Ausloschungsgesetz flihren: Von den vier Punkten sind dann zwar
gleichzeitig zwei nach der @j-Achse und zwei nach der ag-Achse zusammenfaBbar, so
daB fir die ersten zwei ein zonales Gesetz in [010], fiir die letzteren zwei ein solches
in [100] folgen wiirde. Weil dann aber (wegen der Vertauschung der Koordinaten
m und n) der Strukturvektor aus einer Summe von zwei Gliedern besteht: dem
Auswahlfaktor (1 4- e”ih) hzw, cos 2znk und dem Faktor (1 4 e”"k) bzw. cos 2nmk,
158t sich kein von 2 bzw. m unabhingiges Verschwinden des Strukturvektors in den
Zonen [100] bzw. [010] erreichen. Zusammenfassungen der ersten Art ergeben sich,

wenn zwei durch Drehung um 1;— verkniipfte Punkte sich zueinander in spezieller

Lage befinden: also etwa [ n p] und [fp m p]. Die Koordinatendifferenzen lauten:
m —n; m-+n; 0. Der Exponent des Strukturvektors erhilt demnach die Form
2¢((m—mn)h -+ (m+n)k). Wird nun eine lineare, bestimmt rationale Beziehung
von m und # erfillt, welche lauten kann: m + n = r oder m — n =17, wo r und '
auf 2 bezogen bestimmt rationale Briiche darstellen, so ergibt sich ein zonales Gesetz.
Es sei m 4 n = ; dann lautet der Exponent des Strukturvektors 2724 (m — n)h 4 1 k),
so daB fir A =0, also die Zone [100], der Auswahlfakior (4 —|—e”“c) resualtiert. Die
beiden aus [m % p]] und {nmip] durch digonale Drehung hervorgehenden Punkte
[ 7 p]) und 7 m p] stehen unter sich in der gleichen Lagebeziehung. Wird stalt
des ersten und zweiten Punktes der erste und dritte, also [7 »p] und [#m p]], zu-
sammengefaBt, so sind die Koordinatendifferenzen: m -+ n; — m + n; 0. Der Ex-
ponent des Strukturvektors lautet demnach: 27 %{(m + n)h -+ (n —m) k). Je nach-

1) Es soll dann nicht von einem mehrfach zonalen Gesetz gesprochen werden.



Auswahlregeln und Kristallstrukturen. 21

dem, ob m + n oder m — n der Bedingung bestimmter Rationalitit geniigt, folgt
ein Ausloschungsgesetz in [100] oder [010]; weil aber 2 + n und m — » gegeniiber
der Zusammenfassung des ersten und zweiten Punkies vertauscht erscheint, ergibt
die Zusammenfassung des ersten und dritten Punktes ein Ausldoschungsgesetz in der
Zone [100], wenn das aus der ersten Zusammenfassung sich ableitende in der Zone
[010] Geltung hatte, und umgekehrt. Der Geltungsbereich des zonalen Ausloschungs-
gesetzes hinsichtlich [# np]] wird durch die unter 7 und = herrschende, lineare
Beziehung gegeben; es werden dadurch Ebenen parallel (110) bzw. (170) definiert.
Ist neben bestimmt rationalem e - » die Differenz m — » unbestimmt rational, so
folgt ein gleiches, jedoch mehrfach zonales Ausloschungsgesetz. Sind m -7 und
m — n beide bestimmt rational, so ergibt sich ein integrales Gesetz. Zwei Be-
dingungen fir m -+ 7 uud m —n lassen sich naturgemiB immer als zwei ent-
sprechende fir m und » aussprechen. Sie bestimmen den Geltungsbereich des Aus-
loschungsgesctzes als eine Gerade parallel zur Schar der tetragonalen Achsen, deren
DurchstoBpunkt mit der m-n-Ebene durch die beiden, bestimmt rationalen Werte von
m und s definiert wird.

d) Tetragonale Schraubung, die gleichzeitig digonale Drehung ist.
Grundsatzlich gilt die gleiche Uberlegung wie bei ¢), auch hier fithrt nur die Zu-

sammenfassung von Punkten, welche auseinander durch Drehungen um (27 + 4)%

hervorgehen, auf zonale Ausl0schungsgesctze. Integrale Ausloschungsgesetze folgen
fir bestimmt rationales m und ebensolches 7. Gegeniber ¢} neu ist die Existenz
cines serialen Ausldéschungsgesetzes, welches in der Ebenenserie (0 0 1) nach [m % p]
integral gilt.

e) Tetragonale Schraubung. Wie in den beiden vorhergehenden Féllen er-
geben sich zonale und integrale Auswahlregeln, wenn m -- % oder m — n oder m 4-n
und m — n der Forderung bestimmter Rationalitit geniigen. Die Geltungsbereiche
sind von gleicher Art wie fir die tetragonale Drehung und Schraubung mit § ¢ als
Schraubungskomponente. Wie bei der letzteren Operation tritl auch hier eine seriale
Auswahl in der Ebenenserie (0 0 1) auf, welche nach [m % p] integral vorhanden ist.
Wie d) unterscheidet sich dieser Fall gegeniiber ¢) nur dadurch, daB entsprechend
den Zusatzgliedern in der p-Koordinate die zonalen und integralen Ausldschungs-
gesetze auch den Index ! betreffen, wihrend in ¢) die simtlichen Ausléschungen sich
nur auf die Indizes 2 und % (Achsenschar immer der p-Achse parallel gestellt!) be-
ziehen.

f) Trigonale Drehung. Auf das schief hexagonale Achsenkreuz bezogen lauten
die Koordinatendifferenzen trigyrisch verknipfter Punkte, wenn die Achsenschar der
p-Achse parallel gestellt wird,

2m—mn, m-+n, 0 und m -+ n, 20— m.
Die beiden Exponenten im Strukturvektor erhalten demnach die Form:
2a¢(2m — n)h -+ (m +n)k) und 2a2(m + )k + (20 — m)k].

Man erkennt hieraus, daB weder durch eine einzelne Bedingung an m oder 7,
noch durch eine einzelne Bedingung an m + = oder an eine andere lineare Ver-
bindung der beiden Koordinaten sich ein zonales Ausloschungsgesetz ableiten 1aft.
Erst im Falle, daB sowohl m und 7 hinsichtlich drei bestimmt rational sind, 148t
sich ein Ausloschungsgesetz aussprechen, und zwar ein nach (% k1) integrales, dessen
Geltungsbereich hinsichtlich .der Punktlage eine Gerade parallel zur Schar der Trigyren
darstellt.
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g) Trigonale Schraubung. Gegeniber f) tritt ein seriales Ausldschungs-
gesetz in der Ebenenserie senkrecht zur Schar der Schraubenachsen auf. Im ibrigen
ergeben sich ebenfalls nur nach (k%) integrale Gesetze, wobei gegeniiber f) jedoch
auch der Index !/ in die Kongruenz miteinbezogen wird. Geltungsbereich wiederum
eine Gerade parallel zur Achsenschar.

h) Hexagonale Drehung., Hier gestaltet sich die Diskussion vollstindig analog
den trigonalen Achsen. Die Koordinatendifferenzen lauten:

2m—mn, m-4n, 0; m+4+n, 2n—m, 0; 2m, 2n, 0; n, n—m, 0; m—mn, m, 0.

Die gleichen Uberlegungen wie oben ergeben auch hier, dag nur durch bestimmt
rationale Wahl von #2 und » ein Ausldschungsgesetz erzeugt werden kann und zwar
ein nach (k k1) integrales, dessen Geltungsbereich eine Gerade parallel zur Schar der
Hexagyren darstellt.

i) Hexagonale Schraubungen. Zunédchst wie h); zusitzlich seriale Gesetze
fur die Ebenenserie senkrecht zur Schar der Schraubenachsen, dessen Charakter
durch die Schraubungskomponente bestimmt wird. Die integralen Gesetze beziehen
sich dann auch auf den Index ! bei analogem Geltungsbereich hinsichtlich {[ne 7 p]]
wie bei der hexagonalen Drehung.

Symmetricoperationen mit drei zur Operation variablen Koordinaten.

Diesem Typus der Symmetrieoperation gehdren die Drehspiegelungen an.
Mit der maximalen Zahl variabler Koordinaten ist entsprechend auch die Mannig-
faltigkeit moglicher Ausléschungsgesetze entsprechend grofier geworden.

a) Digonale Drehspiegelung (Inversion.) Eine Koordinate (p) sei bestimmt
rational. Es resultiert daraus:

1. Bei irrationalem s und #: eine seriale Auswahlregel in der Ebenenserie (0 0 I).

2. Bei unbestimmt rationalem 7 (oder ») und irrationalem #» (oder m): ein mehr-
fach seriales Ausloschungsgesetz, giltig in (001), (g0 1), (2¢01]) .. ., wennm=1/q
(oder galtig in (0 01), (09, (02¢0) .. ., wenn n=1/q).

3. Bei unbestimmt rationalem sm und ebensolchem 2, und zwar sei m = 1/q
und 7 = 1/r: ein mehrfach seriales Ausloschungsgesetz, giiltig in den Ebenenserien:
(002, (gol), (2¢00) ... und (0717, (0270 ... und (grd, (g2r)) ... usw.

Zwei Koordinaten (p und ») seien bestimmt rational. Es ergibt sich:

1. Bei irrationalem : ein mehrfach zonales Ausloschungsgesetz in [100].

2. Bei unbestimmi rationalem #2: ein einfach zonales Ausldschungsgesetz in
0k, (kl, (2qkl) . .., wenn m =1/q.

Alle drei Koordinaten sind bestimmt rational. Es folgt dann ein nach (A%
integrales Gesetz.

Die Geltungshereiche der einzelnen Ausloschungsgesetze sind die folgenden: Bei
einer bestimmt rationalen Koordinate: Ebenen parallel den Achsen der beiden andern
Koordinaten. Bei zwei bestimmt rationalen Koordinaten: Geraden parallel der nicht
bestimmt rationalen Koordinate. Firr drei bestimmt rationale Koordinaten schlieglich
die durch diese drei speziellen s, n, p bestimmten Punkte,

b) Tetragonale Drehspiegelung. Der digonale Anteil scheidet bei der
tetragonalen Drehspiegelung aus analogen Grinden wie bei der tetragonalen Drehung
und Schraubung aus.. Verbindet man zwei tetragonal miteinander zusammenhéingende

Punkte, also nach Drehung um (2% —i—A)% - Spiegelung an (0 0 1) sich auseinander

ergebende, so erhilt man die Koordinatendifferenzen: m — n; m -+ #; 2p. Es folgen
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hieraus folgende seriale Auswahlregeln: Bei bestimmt rationalem m - n oder m — 7
ein seriales Ausloschungsgesetz in (%0 0); (k00). Bei bestimmt rationalem p ein
seriales Gesetz fur (0 07). Bestehen zwei Bedingungen far  und », so daB beide
Koordinaten als bestimmt rational festgelegt sind, so resultiert ein zonales Gesetz in
der Zone [004]. Dieses hat jedoch, entsprechend dem digonalen Anteil bei der tetra-
gonalen Drehspiegelung, einen nach (i k1) integralen Anteil. Far Punkte der Geraden,
welche durch die bestimmt rationalen Werte m =14, 3 und n =14, definiert wird, .
gilt far (b k0) das Gesetz: »(hk 0) fehlt, fir & oder k ungerade«, wihrend nach (Rl
integral gilt: »(k k{) fehlt, wenn h 4k eine ungerade Zahl darstellt<. Wird schlieB-
lich auch p bestimmt rational gewihlt, so resultiert ein nach ( k) integrales Gesetz,
dessen Geltungsbereich der Punkt mit den drei bestimmt rationalen Koordinaten
m, n, p ist.

Wesentlich sind die Beziehungen, die zwischen den Ortern der kristall-
strukturell wichtigen Ausloschungsgesetze und den Symmetrieelementen
bestehen. Die Orter von Auswahlregeln, die von Symmetriedperationen
erzeugt werden, sind Parallelebenen zu den Spiegelebenen und Gleitspiegel-
ebenen sowie Gleitspiegelebenen selbst, Geraden parallel den Drehungs-
achsen oder Drehungsachsen kleinerer Wertigkeit, Geraden parallel den
Schraubenachsen und Schraubenachsen selbst und schlieflich Punkte be-
stimmter Lage zu den Drehspiegelzentren. Unter diesen Ortern sind die-
jenigen, welche Triger kristallstrukturell wichtiger Auswahiregeln sind,
durch eine einfache Lage zu den Symmetrieelementen, als halbierende
Zwischenebenen oder entsprechende Mittelgeraden und -punkte aus-
gezeichnet. Die Gesamtheit der Orter kristallstrukturell wichtiger Aus-
wahlregeln 148t sich bei der dblichen Nullpunktswahl mit den gleichen
Kennziffern beschreiben, die zur Darstellung der Symmetrieelemente der
Raumsysteme einer Klasse notwendig sind. Dem entspricht es, daBl
die Symmetrieelemente und Orter der kristallstrukturell
wichtigen Ausloschungsgesetze zusammen nur einen be-
schrinkten und zwar fir die Raumsysteme einer Klasse mit
der gleichen Translationsgruppe @ibereinstimmenden Teil-
bereich des Kristallraumes einnehmen.

Fir die Raumsysteme By, ist dieser Teilbereich z. B. gegeben durch die Punkte der
Ebenen {100}, mit m=0, 4,4, %; (01 0), mitn=20,4%1,% und (004}, mit p = 0,4, 4, .
Alle Punkte, die nicht einer dieser Ebenen angehoren, sind weder Punkte mit Sym-
metriebedingungen == C;, noch sind sie Tréger kristallstrukturell wichtiger Aus-
16schungen, welche durch Symmetrieoperationen erzeugt werden.

Von wesentlicher Bedeutung ist bei der Bestimmung des Raumsystems
und der Translationsgruppe (in Bezug auf die Moglichkeit elementarer
Ausloschungen) die Betrachtung dieses Teilbereiches des Kristallraumes.
Dabei miissen insbesondere diejenigen Bereiche des Kristallraumes unter-
sucht werden, die mehreren der Orter von Ausloschungsgesetzen dieser
Art oder mehreren Symmetrieelementen oder gleichzeitig einem Symmetrie-
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element und einem geometrischen Ort eines kristallstrukturell wichtigen
Ausloschungsgesetzes angehioren. Fiir die Untersuchung dieser Schnitte
ist es zweckmiBig, ein Raumsystem aus jenen charakteristischen Opera-
tionen aufzubauen, deren Symmetrieelemente groBte Dimensionszahl besitzen
(es sind also moglichst viele Spiegelungen bhzw. Gleitspiegelungen unter
die charakteristischen Operationen aufzunehmen). Dann lassen sich fiir
jede der charakteristischen Operationen, in einer friiher dargelegten
Weise, die von ihr erzeugte Selektion unter den Reflexen und die dazu
gehorigen Orter ableiten. Hernach sind die Schnittlinien und Schnitt-
punkte simtlicher Punktsymmetrieelemente und simtlicher Orter kristall-
strukturell wichtiger Auswahlregeln zu untersuchen. Dabei erkennt man,
daf die Zahl der kristallstrukturell wichtigen Ausléschungen und die
Symmetriebedingung der Punktlage in einem Verhiltnis der Reziprozitit
stehen. Es entspricht dies dem Umstand, daf die Zah! der sich in einem
Punkte schneidenden Punktsymmetricelemente und Orter von kristall-
strukturell wichtigen Ausloschungsgesetzen fiir die Punkte des aus-
gezeichneten Teilbereiches des Kristallraumes entweder gleich eins, zwei
oder drei ist.

Schrittlinien von Punktsymmetrieelementen mit Ortern kristallstruk-
turell wichtige Ausldschungsgesetze lassen erkennen, ob es Punktlagen
kleinerer Zihligkeit als der allgemeinen gibt, die als Trager einer be-
stimmten, kristallstrukturell wichtigen Selektion in Frage kommen. Die
Lokalisierung der Streuzentren darf bei Beobachtung eines solchen Aus-
loschungsgesetzes nicht mehr beliebig iiber die Freiheitsgrade verfiigen,
sondern es sind z. B. in den Raumsystemen 8} bis BY pei Feststellung
einer Kongruenz (immer als primitive formuliert) Punktlagen mit zwei
Freiheitsgraden zu solchen mit einem Freiheitsgrad und solche mit einem
Freiheitsgrad zu Punktlagen ohne Freiheitsgrade geworden. Wird eine
Selektion beobachtet, die die Existenz von zwei Auswahlfakioren im
Produkt des Strukturvektors nachweist, so sind Punktlagen mit zwei
Freiheitsgraden zu solchen ohne Freiheitsgrade, solche mit drei Freiheits-
- graden zu Punktlagen mit einem Freiheitsgrad geworden. Damit ein
Raumsystem auf seinen Ortern kristallstrukturell wichtiger Auswahlregeln
Punktlagen hoherer Symmetrie besitat, muf (wenn keine Punktsymmetrie-
elemente als Tréiger solcher Auswahlregeln in Frage kommen) das Raum-
system mehrere charakteristische Untergruppen enthalten. Andernfalls
wiren seine Selektionsorter Parallelebenen oder Parallelen zu seinen
Spiegelebenen oder Drehungsachsen, die nur Punktlagen C; besitzen.

Uber die Gesamtheit moglicher elementarer Ausloschungsgesetze
orientiert Tabelle I. Sie gibt erschopfend die moglichen Typen von
Ausldschungsgesetzen fiir die drei Gruppen von Symmetrieoperationen,




Auswahlregeln und Kristallstrukturen. 25

die sich durch die Zahl zur Operation invarianter Koordinaten (immer
eine entsprechende Wahl des Koordinatensystems vorausgesetzt) von-
einander unterscheiden.

Tabelle I.
Zahl Zahl davon bestimmt rationaler Koordinaten
variabler Operation
Koordinaten p=01 o=1 0=2 |o=3
irrational | zonal Gleit-
4 unbest. | mehrf. integral — — spiegelung u.
rational | zonal Spiegelung
| .
F)elde serial
irrat.
cine irrational | zonal
irrat. ‘
. i Schraubung
2 e;:let —— integral = — und
unbest.
: mehrf. Drehung
rational serial .
beid unbest. | mehrf,
cide rational | zonal
unbest. i
rational v
.beide serial
irrat.
irra-
eine tional zonal
irrat.

3 _ eine in- Dreh-
unbest. | | mehef, tegral | spiegelung
rational i ’

: serial |yppest,
raehrf.

beide ra~

. zonal

unbest. tional

rational
|
Geometr.Ort| Raum ‘ Ebene ‘ Gerade ' Punktl

§ 4. Die erzeugenden Operationen der Kompositions-
, ausloschungen.
Die Definition dieser Ausloschungen geht wie bei den elementaren
von den erzeugenden Operationen aus. Als Komposition wird dabei
die Ineinanderstellung von Gitterkomplexen zum allgemeinen Anteil, den

1) Der Fall p'= 0 bezieht sich jeweils nur auf das unter der Kolonne Operationen
erwihnte Zusatzsymmetrieelement.
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eine bestimmte Sorte von Streuzentren an einer Basis nehmen kann,
bezeichnet. Die Ineinanderstellung von Translationsgittern, die zum Gitter-
komplex fithrt, wird bei der Komposition auf hoherer Stufe wiederholt.
Wihrend die Lage und Stellung der verschiedenen Translationsgitter im
Falle des Gitterkomplexes durch die Wahl eines der Translationsgitter
eindeutig festgelegt wird, gilt dies nicht allgemein fir die komponierten
Komplexe. Die durch eine Komposition erzeugte Punktmenge ist im
allgemeinen Fall ihrer Schwerpunktsanordnung nach vielmehr erst be-
kannt, wenn von jedem der in ihr enthaltenen Komplexe ein Punkt
gegeben ist. Die Komposition wird daher zweckmiBig durch die Ge-
samtheit dieser Punkte symbolisiert. Man kann sich dann die Gesamt-
heit der Punkte der komponierten Komplexe so erzeugt denken, dafl
man von einem ersten Punkte aus je einen Punkt aus allen anderen
Komplexen mit Vektoren verbindet und diese letzteren den Symmetrie-
operationen des Kristallraumes unterwirft. Die Linge der Vektoren
(Koordinatendifferenzen) bleibt dabei erhalten, withrend sich die Stellung
derselben zum Koordinatensystem &ndert. Unter diesen Vektorenfiguren
der Kompositionen sind zwei Fille ausgezeichnet: Alle Vektoren sind so
wihlbar, daB sie auf demselben Strahl liegen, d. h. die komponierten
Punkte liegen auf einer Geraden (Fall der eindimensionalen Kom-
position), und alle Vektoren lassen sich derart legen, daB sie in einer
Ebene liegen (Fall der zweidimensionalen Komposition)!). Den
beiden Spezialfillen kommen bei geeigneter Wahl der Koordinatenachsen
die Symbole zu:
{lmnpl, [mnp, [mnp’), ...}
wnd ([mnpl, [ma'p), [ma'p, .. )

Fir einen beliebigen Aufpunkt P des Kristallraumes bestimmt dessen
Struktur die mogliche Mannigfaltigkeit dazugehoriger Kompositionen.
Notwendig ist, um deren Zahl und Charakter angeben zu kinnen, die
Kenntnis der Lage von P hinsichilich der Punktsymmetrieelemente und
deren Zusammengehorigkeit zu Scharen identischer Elemente. Die Ge-
samtheit aller moglichen Kompositionen von P mit Punktlagen mit drei
Freiheitsgraden bildet eine zusammenhiingende, dichte Menge von drei
Dimensionen. Anders verbalten sich in der Komposition mit P Punkt-
lagen mit. weniger als drei Freiheitsgraden: Treten solche in mehreren
analogen, aber nicht zusammengehirigen Scharen auf, so besteht die
Gesamtheit der Kompositionen dieser Punktlagen mit P aus einer Reihe

1) Diese Lagebezichungen sind natiirlich fir Kompositionen, welche nur zwei
bzw. drei Gitterkomplexe umfassen, trivial,
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nicht zusammenhingender Mengen. Diese sind einzeln dichte Mengen
von einer oder zwei Dimensionen im Falle der Drehungsachsen oder
Spiegelebenen, wihrend fiir Punktlagen ohne Freiheitsgrad die einzelne
Menge nur je ein Element besitzt.

Fir das Folgende wird es wesentlich sein, welche Punkte in der
rationalen Umgebung von P liegen. Als rationale Umgebung von P
werde die Gesamtheit der Punkte bezeichnet, die auf P als Nullpunkt
bezogen zum mindesten in einer Koordinate rationale Werte besitzen,
Um P herum wird durch diese Festsetzung eine Schar von Ebenen
parallel den drei Koordinatenebenen definiert, denen die Punkte der
rationalen Umgebung von P angehoren miissen. Punkte auf den Schnitt-
geraden solcher Ebenen sollen als zu P zweifach rational, Punkte in
Schnittpunkten dreier solcher Ebenen als zu P dreifach rational be-
zeichnet werden. Die Lage von P zu den Symmetricelementen ent-
seheidet, welcher Art die Punkte in der rationalen Umgebung von P
hinsichtlich ihrer Eigensymmetrie sind. Ist zum Beispiel (auf den ib-
lichen Nullpunkt der Beschreibung des Kristallraumes bezogen) P in allen
drei Koordinaten irrational, so sind ‘es nur Punktlagen C;, die zu P
eine rationale Lage einnehmen konnen. Liegt hingegen P auf einem
Symmetrieelement, so sind alle anderen, auf irgendwelchen Symmetrie-
elementen liegenden Punkte in der rationalen Umgebung von P enthalten.
Dabei sind dann eine Reihe von Koordinaten, nimlich die zur Operation
des Symmetrieelementes, das P enthilt, variablen als bestimmte, rationale
Werte fir alle Punkte auf dem betreffenden Symmetrieelement durch
die Abstandsverhaltnisse der Symmetrieelemente voneinander festgelegt.

Durch die Bezeichnung homogen sollen Kompositionen ausgezeichnet
werden, die nur Punktlagen einerlei Eigensymmetrie besitzen im Gegen-
satz zu den heterogenen Kompositionen, an deren Aufbau Kom-
plexe verschiedener Symmetriebedingung beteiligt sind. Im Falle der
homogenen Kompositionen wie in jenem der heterogenen treten die er-
wiihnten Beschrinkungen der Kompositionsmoglichkeit auf, wenn Punkt-
lagen mit weniger als drei Freiheitsgraden zu komponieren sind. Die
Unterscheidung wird erst wesentlich sein, wenn unter den Punkten einer
Komposition eine bestimmte Rationalitat gefordert wird.

Die Frage, inwiefern Kompositionen erzeugende Operationen von
Ausloschungsgesetzen sind, “erledigt sich analog wie in der in § 3 ge-
gebenen Darstellung fiir die Symmetrieoperationen. Die allgemeinen
geometrischen Eigenschaften der Kompositionen zeigen bereits, daB das
von einer Komposition erzeugte Ausloschungsgesetz unabhiingig von der
Wahl des Punktes P gelten muB. Von dieser abhingig ist lediglich der
Charakter der Punktlagen hinsichtlich ihrer Eigensymmetrie und damit



28 E. Brandenberger

die Frage, ob die Komposition homogen oder heterogen gebaut ist. Das
sind jedoch Eigenschaften der Komposition, welche fiir ihre Rolle als
Erzeugende von Auslischungen keine entscheidende Bedeutung haben.
Umgekehrt wird — im Gegensatz zu den Symmetrieelementen — nicht
Jede Komposition Erzeugende eines Ausloschungsgesetzes sein, sondern
es sind hierzu von der Komposition als Operation zusitzliche Bedingungen
zu erfilllen. Wie oben werden diese fordern, dal zum mindesten eine
Koordinate gegeniiber der Komposition ein bestimmt rationales Verhalten
zeige, so daf eine Koordinatendifferenzenreihe gemis (&) besteht. Das
bedeutet zundchst, daB fir Kompositionen mit dem Punkte P, wenn sie
Ausldschungen bedingen sollen, nur Punkte der rationalen Umgebung
dieses Punktes in Frage kommen. Nicht alle diese Punkte stehen je-
doch zu P im Verhiltnis bestimmter Rationalitat, sondern es wird inner-
halb der rationalen Umgebung von P eine beschrinkte Mannigfaltigkeit
sein, deren Punkte mit P komponiert eine bestimmt rationale Punkt-
anordnung ergibt. Um die zu solchen Punktanordnungen fiihrenden
Kompositionen in ihrer Gesamtheit abzuleiten, kann verschieden vor-
gegangen werden:

a) Man kann die Zahl der Punkte der bestimmt rationalen Anord-
nung fixieren und fragen, wo liegen die in dieser bestimmten Anzahl
mit P zu bestimmt rationalen Anordnungen komponierbaren Punkte.
Fir jede Zahl wird sich eine Schar Orter nach den drei Koordinaten-
ebenen ergeben, die dieser Forderung geniigen.

b) Man kann eine Reihe von Punkten aus der rationalen Umgebung
dem Punkt P zuniichst wilikiirlich zuordnen und fiir diese (im allgemeinen
nicht bestimmt rationale) Anordnung fragen, welche Punkte weiterhin
den vorliegenden zuzuordnen sind, damit die Gesamtheit der Punkte auf
eine bestimmt rationale Anordnung von Punkten fithrt. Wahlt man etwa
zu P einen zweiten Punkt P’ mit der (auf P bezogenen) m-Koordinate

" =1, s0 bildet diese Anordnung eine bestimmt rationale Anordnung,
wenn den beiden Punkten ein dritter Punkt P” mit m” = % zugefiigt
wird.

Wie im allgemeinen Fall des § 2 erliutert wurde, bestimmen auch
hier die anderen Koordinaten durch ihr Verhalten die Art, in welcher
ein zunichst serial giiltiges Ausloschungsgesetz in den tibrigen Bereichen
des Indizesfeldes auftritt, Zwei weitere bestimmt rationale Koordinaten
(oder konstante Koordinaten) erweitern das seriale Gesetz zum nach
(hk1) integralen, nur eine solche Koordinate dagegen zum zonalen Ge-
setz. Im einzelnen kann das allgemeine Resultat ohne Anderung auf
den Spezialfall der Kompositionen iibertragen werden.
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Tabelle 1L
Ausloschungsgesetztypen, welche von Kompositionen erzeugt werden.
Zahl der Davon bestimmbar rationale Koordinaten
variabeln —0 —1 1 —9 —3
Koordinaten | ¢~ ¢ : e= =
1 - integral ¢ — —
unbest. mehrfach
rational zonal .
9 —_ - — integral -
. . einfach :
irrational
zonal
1 unbest.
f‘ational—l— unbest. mehrfach
{ irrational | mehrfach rational zonal
——— |  serial _— .
3 — beide un- integral
best. rat. ;
irrational einfach
beide einfach zonal
irrational serial

§ 5. Diskussion nach (hk?) integraler Ausloschungsgesetze.

Damit eine Operation des Diskontinuums ein nach (kkl) integrales
Ausloschungsgesetz erzeugt, mufl sie folgender Bedingung geniigen:
Neben bestimmt rationalen Koordinaten, von denen zum mindesten eine
vorhanden sein muf, diirfen nur zur Operation invariante Koordinaten
vorkommen. Tabelle I und II sowie die Erliuterungen auf Seite 19ff.
lassen erkennen, welche der Operationen ein derartiges Verhalten auf-
weisen konnen, und an welche zusétzlichen Bedingungen (hinsichtlich
Lage des Punktes, auf den die Operation angewandt wird, bzw. hin-
sichtlich des speziellen Charakters der Operation) dieses gekniipft ist.
Neben den in den beiden Tabellen aufgefiibrten Fillen gehort hierher
weiterhin der Fall der mehrfach primitiven Translationsgruppen, welche
invariant zur Punktlage (integral nach mnp]) ein nach (hkl) integrales
Ausl('jschungsgesetz‘ Zu erzeugen vermdogen.

Allgemein kommen als erzeugende Operationen (wie fir die homo-
genen Komplexe ausfiihrlich erirtert wurde) simtliche Symmetrie-
operationen in Frage, wenn alle Koordinaten, die zur Operation variabel
sind, spezielle, bestimmt rationale Werte besitzen. Als Bereiche im
Kristaliraum, welche dieser Zusatzforderung geniigen, werden dadurch
Ebenen parallel den Spiegel- oder Gleitspiegelebenen, Geraden parallel
den Drehungs- und Schraubungsachsen und Punkte in bestimmier Lage
zu den Drehspiegelzentren definiert.
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An Kompositionen kommen fiir die Erzeugung integraler Ausloschungs-
gesetze die folgenden in Frage:

1. Kompositionen von Punktlagen ohne Freiheitsgrad, falls deren
Koordinatendifferenzen mit der Zahl komponierter Punktlagen im Ver-
hiltnis bestimmter Rationalitit stehen. Bei der tiblichen Achsenwahl,
auf die die Beschreibung der Raumsysteme bezogen wird, sind mogliche
Werte von Koordinatendifferenzen §, 4, 1, 4, 4. Die moglichen Kom-
positionen solcher Punktlagen sind dadurch und die Anzahl analoger,
aber nicht gleichwertiger solcher Punktlagen festgelegt. Punktlagen mit
Koordinatendifferenzen (0 oder §)a, (0 oder 1), (0 oder 4)¢ gestatten
nur Kompositionen zu zweien, zu vieren oder zu achten, da Punkte
mit Koordinaten (0 oder {, 0 oder 4, 0 oder &) im Raum der Nicht-
identitit maximal achifach aufireten konnen (sie bilden dann selbst-
stindige Einpunktner), vorausgesetzt, da8 die Achsenwahl normal
erfolgte.

2. Kompositionen von Punktlagen mit Freiheitsgraden unter sich
oder mit solchen ohne Freiheitsgrade. Dann aber muf die relative Lage
in den variablen Koordinaten derart beschaffen sein, dafl die Koordinaten-
differenzen auf die Zahligkeit der Komposition bezogen bestimmt rationale
Werte annehmen (oder gleich Null sind). Fiir die Koordinatendifferenzen,
die durch die festen Abstandsverhiltnisse der Symmetrieelemente von-
einander bestimmt werden, gilt das Gleiche, was bei der Komposition
von Punktlagen ohne Freiheitsgrade fiir alle drei Koordinaten Galtig-
keit hatte. Fir beide Gruppen von Kompositionen wird die Zahl der
mdoglichen Kompositionen durch die Forderung, da8 die Komposition
homogen sei, in gleicher Weise eingeschriinkt. Ihre Gesamtheit ist an
Hand dieser allgemeinen Bemerkungen aus der expliziten Darstellung der
Raumsysteme leicht anzugeben.

Einnach (hkl) integrales Ausloschungsgesetz von der Zahlig-
keit ¢ besagt: Die Gesamtmenge der Streuzentren der Basis-
gruppe ist in Teilmengen von ¢ Punkten angeordnet, deren
einzelne sich aus dem Ausloschungsgesetz nach Lage und
Zahl ihrer Punkte bestimmen 148t. Waren zunichst s Koordi-
natentripel der Basis unbekannt, so reduziert sich dadurch

deren Zahl auffZ—, da je ¢ Punkte in ihrer relativen Lage zu-

einander vollkommen bestimmt sind. Zu jedem der % in ibrer
q

Lage noch unbestimmten Punkte ordnet das Ausloschungs-
gesetz (g — 1) Punkte in bestimmter Lage zu. Dabei konnen die
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Streuzentren einzelne Atome oder Gruppen solcher (Molekiile, Radikale)
sein. Das Ausloschungsgesetz macht in beiden Fillen die Aussagé, dafl
sich das betreffende Gebilde in seinen fiir den Interferenzversuch wesent-
lichen Eigenschaften in bestimmter Lage zu einem ersten Ort einmal
oder mehrfach wiederholt. Dabei ist zu beachten, dafl dies noch keine
Parallelstellung der beiden Gebilde bedeuten muB. Dieser Schluf ist nur
dann berechtigt, wenn das nach (kkl) integral giiltige Gesetz auf eine
mehrfach primitive Translationsgruppe zuriickgeht. Andernfalls wiirde
eine solche Folgerung nur die Streuzentren betreffen, deren Streuvermogen
eine GroBe besitzt, welche sich im Interferenzversuch nachweisen 1afit
(also beispielsweise nicht fiir H-Atome).

Die strukturtheoretische Deutung eines nach (hkl) integralen
Ausloschungsgesetzes frigt nach dessen erzeugender Operation. Da sich
zu jeder Symmetrieoperation eine ibr dquivalente Komposition finden
liBt, indem man die Symmetrieoperationen ganz oder teilweise durch
Kompositionen ersetzt und schlietlich den Kristallraum C erhilt, kann
die Frage nur in Form von gewissen Restriktionen beantwortet werden.
Es kann lediglich entschieden werden, ob Symmetrieopera-
tionen oder Kompositionen, oder ob sicher Kompositionen
neben Symmetrieoperationen oder Kompositionen vorliegen.
Dieser Entscheid geht darauf zuriick, daf die Symmetrieoperationen im
Gegensatz zu den Kompositionen nur in endlicher Mannigfaltigkeit vor-
kommen, so daB sich aus dieser eingeschrinkten Mannigfaltigkeit der
ersteren ein Kriterium ergibt, wann Kompositionen sicher unter den er-
zeugenden Operationen einer rationalen Punktanordnung existieren. Die
elementaren Ausloschungsgesetze sind in der folgenden Weise in ihrer
Variabilitdt begrenzt:

a) Die maximale Zahl rational miteinander verkniipfter Punkte ist
gleich der Zahligkeit der allgemeinen Punkilage des vorliegenden Kri-
stallraumes. Fiir Ausloschungsgesetze, die diesen Wert mit ihrer Zihlig-
keit iiberschreiten, sind Kompositionen sicher gestellt. Dabei steht die
Zihligkeit des einzelnen Auslischungsgesetzes zu der Ziahligkeit der simt-
lichen Ausloschungsgesetze (die immer primitiv formuliert werden sollen,
wie dies oben festgesetzt wurde) in einem Verhiltnis, wie es der Zer-
legung des Raumsystems in seine charakteristischen Untergruppen ent-
spricht. Mit anderen Worten: Die rationale Punktanordnung darf nicht
nur nicht einen Grenzwert iibersteigen, sondern sie mufi sich zudem in
bestimmter Weise in Teilmengen zerlegen lassen, fiir welche einzeln
wiederum eine maximale Zihligkeit besteht. Jedes der beobachteten
Ausloschungsgesetze muB sich, wenn es als elementares iiberhaupt in
Frage kommen soll, auf die Produktdarstellung des allgemeinen
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Strukturvektors?) des hetreflfenden Kristallraumes zuriickfiihren lassen,
indem es einen Spezialfall desselben darstellt. An Hand der einfach
primitiven, rhombisch holoedrischen Raumsystere soll diese Beziehung
erdrtert werden:

Maximalzihligkeit der rationalen Punktanordnung = 8. Charakteristische Unter-
gruppen (nach den frither entwickelten Gesichtspunklen gewdhlt) sind €+ €; + G,,
die wechselweise senkrecht aufeinander stehen. Das bedeutet fiir die rationalen Acht-
punkiner folgendes: Die acht Punkte miissen sich in Teilmengen von je zwei Punkten
zerlegen lassen., Es steht dies damit in Ubereinstimmeng, daB sich die allgemeinen
Strukturvektoren der Raumsysteme Bk, k=1 bis 16, als Produkte aus drei Fakioren
schreiben lassen, wie es der oben gegebenen Darstellung aus Untergruppen entspricht.

Fir k=1 lautet das Produkt heispielsweise:

(827timh+e—_—2nimh) (eﬂnink +e—‘27tink) (e‘Znipl +c—2zzipl)'

Alle elementaren Ausloschungsgesetze in B! sind demnach von der Form:

2i 202 20
[4—!—e M],...oder [4+e #J-[4+e "],-.-

. h .k 1
28— 2ai-— Qi
oder [4+e ﬂt]~[4+g v][4_|_e ‘w],

wobei u, », o Vielfache von 2 bedeuten.

Wird eine Auswahlregel beobachtet, die einen anderen Bau aufweist, beispiels-
weise einen Index erst in vierter Ordnung aufirelen lift (der Auswahlfaktor lautet

B
dann [4 + e’”h] . [4 + em7J ), 50 ist unter den erzeugenden Operationen die Kom-

position sicher vertreten, da eine solche rationale Punktanordnung nicht auf Sym-
metrieoperationen allein beruhen kann.

b) Fir die Symmetrieoperationen mit zur Operation invarianten
Koordinaten folgt eine weitere Aussage iiber die mogliche Form des
Auswahlfaktors. Der Exponent solcher Auswahlfaktoren kann nur jene
Indizes %, %, 1 enthalten, welche mit zur Operation variablen Koordinaten
multiplikativ verkniipft auftreten. Es lassen sich demzufolge aus der
Form der Kongruenz, als welche sich das Ausloschungsgesetz aussprechen
1a8t, tiber die moglichen Symmetrieoperationen einschrinkende Schliisse
ziehen. Spiegelung an (001) 1iBt m und » invariant, der Auswahlfaktor
kann, wenn zur Schar € parallel (001) keine anderen Symmetrie-
elementenscharen schief stehen, nur den Index I betreffen. Fir ein
Ausloschungsgeselz, welches eine lineare Verbindung von Indizes in seiner
Kongruenz besitzt, scheidet diese Operation notwendigerweise als mog-
liche Erzeugende aus. Fir Drehungsachsen 1i8t sich ein analoger Aus-

1) Siehe E.Brandenberger und P.Niggli, 1. ¢. Eine explizite Tabulierung
der Produkidarstellungen der Strukturfakioren der 230 allgemeinen Punktlagen wird
in den Internationalen Tabellen zur Strukturbestimmung gegeben werden.
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schlieBungssatz aussprechen, wenn Ausloschungen beobachtet werden,
die von der Summe aller Indizes abhingen.

Im Falle der Zusatzsymmetrien gilt etwas Analoges: es treten dort
zwar keine zur Operation invarianten Koordinaten auf, jedoch zur Opera-
tion derart variable, dafl sie durch die Operation fiir alle Punktlagen
in gleicher Weise verdndert werden. Es sind dies die Koordinaten,
welche sich voneinander durch Addition der Zusatzwerte entsprechend
den Gleit- und Schraubungskomponenten unterscheiden. Dadurch werden
die Kongruenzen der Ausloschungsgesetze fiir ein oder zwei Indizes un-
abhiingig zur speziellen Wahl der Punktlage vorgeschrieben. Digonale
Schraubung parallel [004] z. B. mufl immer auf einen Auswahlfaktor
fithren, der im Exponenten den Term ! enthilt, usw.

Wenn ein Ausloschungsgesetz allen diesen Restriktionen widerspricht,
kann es als Erzeugende keine Symmetrieoperation besitzen, und die
Operation hitte sich in diesem Falle eindeutig nachweisen lassen. Ein
eindeutiger Nachweis kann aber nach der oben gemachien Bemerkung
als erzeugende Operation eines Ausloschungsgesetzes stets nur eine
Komposition ergeben.

Wenn ein g-zihliges Ausloschungsgesetz festgestellt wird,
80 folgt daraus ohne weiteres bei Ausschluff von Kompen-
sationsausloschungen (was beim experimentellen Verfahren iibrigens
die Bestimmung des Basisinhalts zumeist vorweg genommen hitte), daB
keine Sorte von Streuzentren in einer Zahligkeit kleiner als g,
sondern nur als Vielfache von ¢ im Raum der Nichtidentitat
vorhanden sein kann. Mit anderen Anzahlen von Streuzentren wire
die aus den Ausloschungen erwiesene Aufteilung der Gesamtmenge von
Schwerpunkten in kongruente Teilmengen unvereinbar. Solche Aus-
1oschungen miiten notwendigerweise auf Kompensationen zuriickgehen
und sich durch Substitution von Streuzentren durch solche mit anderem
Streuvermogen als Kompensationsausloschungen erweisen. Fiir eine Sorte
von Streuzentren, deren Zahl im Elementarbereich gleich fq ist, folgt
fiir die Lokalisierung im Kristallraum: Sind die simtlichen Ausldschungen
kompositionsmiBig bedingt, so sind Punktlagen der Zihligkeit f der
Komposition unterworfen. Dabei zeigt der einzelne f/~Punkiner als homo-
gener Gitterkomplex keine Ausloschungen des g-zdhligen Ausloschungs-
gesetzes. Sind die Ausloschungen dagegen elementar, so besitzt die
Punktlage die Zahligkeit ¢ als minimale Zihligkeit und die Gesamtheit
der fq Punkte wiirde sich durch (an sich beliebig gewdhlie) Besetzung
von f solchen Punktlagen ergeben. Die Punktlage kann aber auch eine
hohere Zahligkeit besitzen (maximal f¢) je nach den Symmetrien des
betreffenden Kristallraumes. Fiir mehrere Ausloschungsgesetze mit den

3
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Einzelzahligkeiten ¢y, g, . . . qy ist die gleiche Betrachtung fiir die Groge
9192 ...+ g, durchzufithren, wobei naturgemis fiir eine Sorte von Streu-
zentren elementare und kompositionsméBige Ausloschungen kombiniert
sein konnen. Dadurch, daff die Ausloschungen als elementar betrachtet
werden, ist die Punktlage im Kristallraum an die Orter der betreffenden
Ausloschungsgesetze gebunden. Im Falle, daB mehrere Ausloschungs-
gesetze gleichzeitig gelten, die alle elementar sein sollen, muB die Punkt-
lage auf den Schnittlinien der Orter der einzelnen Ausloschungsgesetze
liegen.

Punktlagen, welche die Ausloschungen teils durch Komposition teils
elementar ergeben sollen, besetzen nur einen Teil der Orter der beob-
achteten Auswahlregeln. Sind sie von kleinerer Zihligkeit als die all-
gemeine Punktlage des betreffenden Kristallraumes, so liegen sie auf
Schnittlinien der Punktsymmetrieelemente mit den Ortern der entsprechen-
den Ausloschungsgesetze. Die explizite Darstellung der Auswahlregeln
homogener Gitterkomplexe gibt iiber diese Beziehungen AufschluB.

Ein Beispiel soll diese SchluBweise im einzelnen erliutern. Im Raumsystem B!
werde die Auswahlregel: »(hkl) fehlt, wénn einer der Indizes ungerade« beobachtet
Eine bestimmte Sorte von Streuzentren sei in der Zihligkeit 8 vorhanden. Wie lift
sich diese plazieren an Hand der beobachteten Selektion? :

1. Die 8 Punkte bilden einen allgemeinen Achtpunktner C;,. Die beobachteten
Ausloschungen miissen demzufolge sidmtlich elementar sein. Als solcher Komplex
kommt nur die Punktlage [}44] in Betracht.

2. Die 8 Punkte bilden zwei Vierpunktner C,. Dann missen zwei der Auswahl-
faktoren elementar, einer dagegen kompositionsmi8ig bedingt sein. Moéglich sind die
Punktlagen: {[140]+ (414} und die hieraus durch zyklische Vertauschung der
Koordinaten sich ergebenden.

3, Die 8 Punkte bilden vier Zweipunktner (5,. In diesem Falle miissen not-
wendig zwei Auswahlfaktoren kompositionsméBig, einer dagegen elementar bedingt
sein. Mogliche Punktlagen: {00 3] -+ [[3 041 4- [0 4 4]+ 4 £ 4]} und die durch zyklische
_Vertauschung sich ergebenden.

4. Die 8 Punkte bilden acht Einpunkter V. Alle Ausloschungen sind Kom-
positionsausloschungen.  Mogliche Punktlage ist: {[0 00T~ [400] 4 T03 0]+ [0 04]
A [34 00+ T3040+ 104314 [} 44T

Die engen Lagebeziehungen unter den verschiedenen Punktlagen beruhen darauf
da das genannte Ausloschungsgesetz zu den kristallstrukturell wichtigen gehort.
Man bemerkt, daB sie die Gesamtheit der Gitterpunkte darstellen, die sich als Schnitt-
punkte der in Raumsystemen B, als Triger von Symmetricelementen und kristall-
strukturell wichtigen Auswahlregeln moglichen Ebenen ergeben (siche Seite 23). Die
Betrachtung aller 8, mit einfach primiliver Translationsgruppe zeigt, daB in allen
diesen Raumsystemen bei den genannten Ausloschungen ein Achtpunktner sich aus
acht dieser Schnittpunkte (Gitterpunkte der Masche von % Elementarvolumen) zu-
sammensetzt. Gleichgiltig der erzeugenden Operation 1dBt er sich auf die acht mog-
lichen Aufteilungen dieser 64 Punkte einengen. Fur Sorten' von Streuzentren, welche
in groferer Anzahl im Raum der Nichtidentitit vorkommen, ist die Diskussion ent-
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sprechend zu erweitern: Sind beispielsweise von einer bestimmtfen Teilchensorte
16 Teilchen vorhanden, so 1dBt sich das beobachtete Ausloschungsgesetz durch Kom-
position von acht Zweipunktnern (5,, von welchen sich einer vollstindig willkirlich
wihlen 1d8t, erhalten, usw. Bei einer 32-fach im Elementarparallelepiped enthaltenen
Teilchensorte gilt dasselbe von Punktlagen O, welche als acht Vierpunktner die
geforderte Punktanordnung ergeben, wobei wiederum einer der Komplexe willkiirlich
fixiert werden kann. Fir 64 Streuzentren ist dies schlieBlich mit einer achtmaligen
Komposition von Punktlagen allgemeiner Lage moglich, indem dann acht Acht-
punktner derart ineinander gestellt werden, daB korrespondierende Punkte Gitter von
1 Maschenvolumen bilden. Wiederum ist eine der Punktlagen frei wihlbar,

§ 6. Diskussion zonaler Ausloschungsgesetze.

Erzeugende Operationen zonaler und nur zonaler Ausldschungsgesetze
haben eine unbestimmt rationale oder irrationale Koordinate neben
mindestens einer bestimmt rationalen. Solange die gegeniiber der Opera-
tion willkiirliche Koordinate nicht als irrational (einschlieBlich hoch un-
bestimmt rational) festgelegt ist, bleibt offen, ob das Ausldschungsgesetz
einfach zonal oder mehrfach zonal gilt. Sicher gilt in beiden Fillen das
Gesetz zundchst einfach zonal fiir alle Punkte des zugehirigen geo-
metrischen Ortes und erst eine spezielle Wahl innerhalb desselben fiihrt
auf eine mehrfach zonale, im Grenzfall nach (hkl) integrale Auswahl-
regel. Die Gesamtheit der moglichen Fille folgt aus Tabelle I und I

Bei der Analyse zonaler Ausloschungsgesetze ist die Lage der Zone,
welche Triiger der Ausloschungen ist, relativ zu den Symmetrieelementen
wesentlich. Es sind zu unterscheiden:

a) Fall der Gleitspiegelung: Zone senkrecht zur Schar der Gleit-
spiegelebenen,

b) Fall der zwei- bzw. vierzihligen Drehung oder Schraubung: Zone
in der Ebene senkrecht zur Achsenschaf, wobei sich durch Transforma-
tion der Achsen diese Zone stets in eine der beiden Koordinatenrich-
tungen dieser Ebenen bringen Iaft,

¢) Fall der Drehspiegelung: Geeignete Wahl der Achsen fithrt auf
Zonen parallel den drei Koordinatenrichtungen.

Dieses Resultat bedeutet: Die Zonen, in welchen elementare,
zonale Ausloschungsgesetze gelten konnen, sind in ihrer Lage
relativ zu den Symmetrieelementen eindeutig bestimmt, und
zwar kommen als Triger solcher Ausloschungsgesetze allein
die Zonen in einfachster Lage zu den Symmeirieelementen-
scharen in Betracht. Im Falle der Kompositionen, welche zonale
Ausloschungen erzeugen, besteht ein solcher Zusammenhang nicht. Die
Aquivalenzbetrachtungen werden sich jedoch auf die oben ausgezeich-
neten Zonen beschrinken konnen, da jedes zonale Ausldoschungs-

: -
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gesetz mit anderem Geltungsbereich a priori ein komposi-
tionsmifig bedingtes sein mul.

An erzeugenden Operationen zonaler Ausloschungsgesetze kommen
unter den Symmetrieoperationen die in Tabelle I verzeichneten in Frage,
wobei zu beachten ist: durch Gleitspiegelung erzeugte, zonale Aus-
l6schungen sind unabhingig zur Wahl der Punktlage vorhanden, wihrend
im Falle der Drehung und Schraubung Ebenen parallel zwei Koordinaten-
achsen, von denen eine die Drehungs- oder Schraubungsachsenrichtung
besitzt, die Orter gleicher zonaler Selektion darstellen. Im Falle der
Drehspiegelung beherbergen Geraden parallel den Koordinatenrichtungen,
Punkte gleicher zonaler Selektion. Man erkennt aus dieser Feststellung,
daB das Problem der zonalen Selektion in gewissem Sinne das zwei-
dimensionale Gegenstiick zur dreidimensionalen, integralen Selektion dar-
stellt. Die Gleitspiegelung entspricht dabei im Zweidimensionalen der
mehrfach primitiven Translationsgruppe des Dreidimensionalen, die Drehung
und Schraubung der Spiegelung und Gleitspiegelung und schliefllich die
Drehspiegelung der Drehung und Schraubung. Diese Beziehung wird
erlauben, die Ableitung der zonalen Ausloschungen und deren struktur-
analytische Diskussion dem § 5 vollig analog zu gestalten.

An erzeugenden Operationen unter den Kompositionen sind diejenigen
moglich, die den folgenden Bedingungen geniigen:

a) Kompositionen von Punktlagen mit einem Freiheitsgrad (C, oder
Cpp), Wobei die variable Koordinate parallel der Drehungs(Schraubungs)-
richtung irrational oder hoher unbestimmt rational sein mufl. Die Zihlig-
keit der Komposition mufl dabei mit den Abstinden der Achsen unter-,
einander in Ubereinstimmung stehen. Da diese mit der Zihligkeit der
Achsen verkniipft sind, steht auch die Komposition mit der Zihligkeit
der Symmetrieoperation, welche die komponierten Punktlagen in sich
iiberfiihrt, in Beziehung. Zudem setzen solche Kompositionen voraus,
daB mehrere analoge Scharen gleichwertiger Achsen parallel einer Rich-
tung existieren. Die Richtung der Achsenschar bestimmt die Zonenachse
der Zone, die Triger des zonalen, kompositionsmiBig bedingten Aus-
loschungsgesetzes wird. Solche Kompositionen sind, wie man leicht
erkennt, mit einer Schar Gleitspiegelebenen senkrecht zu den Drehungs-
oder Schraubungsachsen fquivalent, wie dies nach den allgemeinen Uber-
legungen naturgemiB sein muB. Solche Beziehungen sind im Falle der
Psendosymmetrieen, in welchen Symmetrieoperalionen durch Komposi-
tionen ersetzt werden, bedeutsam (siehe § 10).

b) Kompositionen von Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Dabei
sind folgende Fille zu unterscheiden:
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1. Fine der Koordinaten in der Spiegelebene zeigt irrationales Ver-
halten, so daB die zweite Koordinate in der Spiegelebene und die Koordi-
nate auBerhalb derselben bestimmt rational sein miissen. Die Zéhligkeit
des Ausloschungsgesetzes mufl dann mit dem Abstand der Spiegelebenen
im Verhiltnis der bestimmten Rationalitit stehen. Erfolgt eine Kompo-
sition in ein und derselben Spiegelebene, ist also die Koordinate aufer-
halb derselben zur Operation invariant, so ist die Auswahlregel nur von
einer Koordinate abhingig.

2. Die beiden Koordinaten in der Spiegelebene sind bestimmt rational,
hingegen die dritte Koordinate (nicht in die Spiegelebene fallende) ist
unbestimmt rational. Ein derart erzeugtes Ausloschungsgesetz ist im
Gegensatz zu 1. unter allen Umstéinden mehrfach zonal, wobei die »Zonen-
periode« sich aus dem Abstande der Spiegelebenen, welche die kompo-
nierten Punktlagen enthalten, ergibt. Die Dreierkomposition [0 0 0],
(4047, [204] fihrt z. B. auf ein zonales Gesetz in [0 0 1], welches fur
(hk0), (hk?), - - - (hk2n) - - - in gleicher Weise gilt.

¢) Kompositionen von Punktlagen mit drei Freiheitsgraden: Dabei
miissen sich zwei Koordinaten bestimmt rational (eine davon darf konstant
sein) verhalten, wihrend die dritte irrational sein muB.

Fiir die Strukturbestimmung sind jene zonalen Ausloschungsgesetze,
welche in Zonen senkrecht zu Gleitspiegelebenenscharen Giiltigkeit be-
sitzen, besonders wesentlich (siehe § 9). In fritheren Untersuchungen
sind diese Zonen aus diesem Grunde die leitenden Zonen eines Raum-
systems genannt worden. Da die Ebenen, parallel denen Scharen von
Gleitspiegelebenen oder Spiegelebenen laufen, fir die Raumsysteme iso-
morph einer bestimmten Klasse dieselben sind, haben alle Raumsysteme
einer Klasse dieselben leitenden Zonen. Durch diese Betrachtung wiirde
unter den Zonen, die elementare, zonale Auslschungen enthalten, zu-
nichst eine Gruppe ausgezeichnet. Bei einer erweiterten Betrachtung
_ fallt diese Sonderstellung jedoch dahin, da dann simtliche elementaren
zonalen Ausloschungsgesetze in leitende Zonen fallen, sei es in leitende
Zonen der Klasse oder der betreffenden Lauegruppe, sei es in leitende
Zonen eines noch hoher symmetrischen Raumsystems. Die relative Lage
der Zonen, die Triiger elementarer, zonaler Ausloschungen sind, 1iBt sich
im Hinblick auf die Symmetrieelemente demzufolge auch folgend um-
schreiben: Elementare zonale Ausloschungsgesetze gelten in
Zonen, welche in einer der 32 Klassen leitenden Charakter
besitzen,

Im Falle einer allgemeinen Basisgruppe (entgegen dem Fall eines
einzigen Gitterkomplexes) darf der einzelne Komplex eine nach (hk1)
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integrale Selektion besitzen. Diese muBl jedoch derart beschaffen sein,
dal dadurch keine gemeinsamen, zusétzlichen Nullstellen auftreten konnen,
da sonst die Zahl der geometrisch geforderten Ausloschungen grofier als
die Anzahl im Interferenzbild unterdriickter wiirde. Das bedingt, daB
man das Selektionsverhalten einer Zone zundchst allgemein, ohne Be-
trachtung des Geltungsbereiches des einzelnen Ausloschungsgesetzes auBer-
halb der Zone untersuchen muB. Wie bereits bemerkt wurde, li8t sich
diese Gesamtheit in einer Zone moglicher Ausloschungen durch eine vollig
analoge Betrachtung zu § 5 finden, die sich jedoch nurmehr auf zwei-
dimensionale Diskontinuen erstreckt. Die simtlichen, in einer Zone
moglichen Ausloschungsgesetze sind mit den Ausléschungs-
gesetzen des zweidimensionalen Diskontinuums, welches den
beiden Koordinatenrichtungen aufilerbhalb der Zonenachse
parallel lduft, identisch. Im Falle rhombisch holoedrischer Raum-
systeme muf} beispielsweise bei der Betrachtung der leitenden Zonen das
ebene Raumsystem €,, senkrecht zur Achse der leitenden Zone hin-
sichtlich seiner Ausloschungen gepriift werden, um dadurch die Gesamt-
heit der zonalen Ausloschungen innerhalb der leitenden Zonen zu ge-
winnen. Da die dritte Koordinate auBerhalb des ebenen Raumsystems,
also parallel der Zonenachse bei einfachster Wahl des Koordinatensystems
(es sei die Koordinate p) nicht interessiert, wenn die Zone allein und
nicht das gesamte Indizesfeld untersucht wird, geniigt es, die ebenen
Diskontinuen einseitig (also im Sinne von Niggli-Polya) zu betrachten.
Wie bereits erwahnt, bestehen unter den Operationen der dreidimensio-
nalen, integralen Selektion und der zweidimensionalen, zonalen Parallelen,
die im Falle der zonalen Betrachtung die Gleitspiegelung beispielsweise
als Analogon zar mehrfach primitiven Translationsgruppe erscheinen laBt,
usw. Der Weg der Untersuchung des ebenen Diskontinuums ist dem in
§ 8 beschrittenen analog: auch hier wird man fragen, ob Orter bestehen,
fir deren Komplexe weniger als ¢x (v = Zahligkeit der allgemeinen
Punktlage) Punkte notwendig sind, um ein ¢-zihliges Ausloschungsgesetz
zu erzeugen. Diese Frage fiihrt auf die Punktsymmetrien mit kleinerem
z und auf die Orter elementarer Ausldschungen, fir welche die Einzel-
punktlage bereits in sich die beobachteten Ausloschungen enthilt. Als
unabhéngig zur Wahl der Punktlage giiltige Ausloschungsgesetze kommen
nur in Betracht: Kantenhalbierung, Flichenzentrierung und Besetzung
- der {-Masche des ebenen Gitters, da dies bei einfach primitiv gewihiter
Translationsgruppe die einzig moglichen Gleitkomponenten sind.

Um aus den Selektionseigenschaften des ebenen Raumsystems das
Verhalten der Ausloschungen in seiner Génze abzuleiten, muf zusitzlich
die dritte Koordinate, die nicht in das ebene Diskontinuum fillt, be-
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trachtet werden. Diese Koordinate bestimmt mit ihrem Verhalten bei
Ausfithrung der Operationen, welche das zonale Gesetz erzeugen sollen,
ob dieses nur zonal, oder mehrfach zonal oder integral gilt. Irrationale
Differenzen in der p-Koordinate der einzelnen, nach zwei Dimensionen
einander rational zugeordneten Punkte haben ein einfach zonales Aus-
loschungsgesetz zur Folge, unbestimmt rationale p-Differenzen ein mehr-
fach zonales und bestimmt rationale p-Differenzen ein integrales Aus-
loschungsgesetz. Der spezielle Fall, daB die p-Koordinate innerhalb der
rationalen Anordnung konstant ist, fiihrt auf ein Auslischungsgesetz, das
in gleicher Form, wie es in der betrachteten Zone auftritt, im ganzen
Indizesfeld besteht. Unter diesen Gesichtspunkt gehort insbesondere der
folgende Fall: Ist senkrecht zur betrachteten Zone eine Schar Spiegel-
ebenen vorhanden, so wird p fir Punktlagen auf den Spiegelebenen
konstant sein. Damit ist aber das in der Zone giiltige Ausloschungs-
gesetz in gleicher Form im gesamten Indizesfeld vorhanden, und es ist
demzufolge eine Besetzung der Spiegelebenen allein ausgeschlossen, um
durch Komposition von Punktlagen C; ein beobachtetes, zonales Aus-
loschungsgesetz zu erzeugen. Um bei der Untergruppe G! ein nur zonales
Verhalten zu erzeugen, miissen zur Komposition inbezug auf €! allge-
meine Punktlagen benutzt werden, also zwei Komplexe der Zihligkeit 27,
wenn ¢ die Zihligkeit in der Spiegelebene bedeutet. Ist eine Basisgruppe
aus einer Reihe von Streuzentremsorten aufgebaut, welche alle in der
Anzahl 2 vorkommen, so ist fiir ein zonales Ausloschungsgesetz die Gleit-
spiegelung als erzeugende Operation sichergestellt, da nach dem Gesagten
die Zahl der vorhandenen Streuzentren nicht reichen wiirde, um durch
Komposition bei der Untergruppe €' das zonale Gesetz abzuleiten. Ent-
hilt eine solche Basis neben in der Zahl 2 vorhandenen Streuzentren
solche der Anzahl vier, so gilt fiir eine Sorte dieser letziern, dal sie
auBerhalb der Spiegelebenen liegen muB, also sicher die Symmetrie-
bedingung C; hat, wenn sich nicht aus andern Griinden die Spiegelung
aus den erzeugenden Operationen ausschliefen laft.

Die geometrischen Aussagen eines zonalen Ausloschungsgesetzes
ergeben eine Projektion der Basisgruppe auf die Koordinatenebene, mit
welcher die Zonenachse nicht komplanar ist. Ohne den Geltungsbereich
der Ausloschungen zu kennen, werden durch die zonalen Ausloschungs-
gesetze Geraden parallel der Zonenachse festgelegt, auf welchen die
einzelnen Streuzentren zu lokalisieren sind. Auswahlregeln, die mehrfach
zonal gelten oder nach (hk!) integral bestehen, erlauben erst, die Plitze
innerhalb dieser eindimensionalen Bereiche zu fixieren. Sind keine solchen
Ausloschungen vorhanden, so ist es der allgemeinen Intensititsdiskussion
vorbehalten, diese Aufgabe zu losen. Wie eingangs betont, wird diese
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sich auf die Ausl¢schungen der einzelnen Komplexe stiitzen miissen, um
die Fille, da eine Reihe von Streuzentren an der Intensitiit eines Reflexes
keinen Anteil nehmen, tberblicken zu konnen. Die Auswertung gestaltet
sich gemif den allgemein gegebenen ﬂberlegungen. Im Falle mebrfach
zonaler Ausloschungsgesetze ergibt die »Periode« der Zonen gleicher
AuslOschungsgesetze unmittelbar den Wert der unbestimmt rationalen
p-Koordinate. Nach dieser Richtung diirfte die Diskussion der Schicht-
liniendiagramme besonders wertvoll sein; ein Niherungsverfahren wird
dann am Platze sein, wenn Schichtlinien angeniherte Ubereinstimmung
in ihren Intensititen besitzen. Wie frither betont ist auch bei der mehr-
fach zonalen Selektion nicht nur der Fall mit der Intensitit Null von
Interesse, sondern auch eine gleiche Abfolge der Intensititen innerhalb
einer Schichtlinie dirfte eine wesentliche Feststellung sein (als mehr-
fach zonale Gleichheitsregel). Hinsichtlich der mit der Beobachtung
eines Ausloschungsgesetzes vertriglichen Freiheiten in der Wahl der
Basiskoordinaten ist folgendes zu bemerken: Ein q-zfihliges zonales
Ausloschungsgesetz reduziert bei urspringlich s unbekannten
Koordinatentripeln in der Basis deren Zahl apalog wie bei der

integralen Selektion auf—; solche. Dabei sind jedoch die je

q Koordinatentripel wegen der zonalen Auslischungen nur
nach zwei Koordinaten bestimmt; ihre dritte Koordinate (p in

unserer Betrachtung) gehort mit den restlichen % Koordinaten-

tripelnzudennochunbekannten Bestimmungssticken der Basis.
Diese Freiheit der dritten Koordinate 1ift folgende Aussagen zu: Ein
zonales Ausloschungsgesetz bleibt erhalten, wenn der Streufaktor in seinem
imagindren Teil (seiner Phase) nur von dieser Koordinate abhiéingt. Ist
das Streuzentrum ein mehratomiges Gebilde, so kann dasselbe in den
verschiedenen Positionen eine beliebige Deformation in Richtung der
Zonenachse des Ausloschungsgesetzes erfahren, ohne dafl die zonale Aus-
wahl unter den Reflexionen vernichtet wiirde. Erst die zusitzliche Forde-
rung, daf die Streugebilde an den verschiedenen Orten unter ihren Teil-
chen gleiche Abstinde besitzen sollen, bedingt, daf an den verschiedenen
Orten geometrisch gleiche Teilchengruppen vorliegen. Wenn dieser zu-
sitzlichen Forderung geniigt wird, erhilt der oben angefiihrte Fall, in
welchem die Gleitspiegelung als erzeugende Operation gesichert gelten
kann, eine entsprechend erweiterte Geltung. ’
Die Frage nach den erzeugenden Operationen der zonalen Ausloschungs-
gesetze erledigt sich analog derjenigen nach den erzeugenden Operationen
der nach (hk!) integralen Ausloschungsgesetze. Wegen der stets vor-
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handenen Aquivalenz von Kompositionen zu Symmetrieoperationen gilt
auch hier, daB sich lediglich entscheiden lifit, ob Kompositionen unter
den erzeugenden Operationen notwendigerweise vorbanden sind. Die
mafBgebenden Uberlegungen sind in § 5 enthalten. Als weiteres ent- -
scheidendes Kriterium tritt das zu Eingang des laufenden Paragraphen
‘ erwithnte, dafl die von Symmetrieoperationen erzeugten, zonalen Aus-
16schungsgesetze auf bestimmte, allgemein angebbare Zonen beschrénkt sind.

Noch gelten fiir die verschiedenen leitenden Zonen einige allgemeine
Beziehungen. Der Strukturanalytiker wird bei der Untersuchung der
zonalen Gesetze so vorgehen, da8 er unterscheiden wird, ob die Klasse
eindeutig bekannt ist, oder ob sich nur die Lauesymmetrie ermitteln a8,
oder ob schlieflich ein nur pseudohdhersymmetrisches Verhalten vorliegt.
Fir diese einzelnen Fille ergibt sich:

a) Zonale Ausléschungsgesetze bei bekannter Klasse.

Die leitenden Zonen sind bei bekannter Klasse eindeutig gegeben.
Ebenso folgt aus der Klassensymmetrie, in welchen weitern Zonen durch
Drehung oder Schraubung oder Drehspiegelung ein zonales Ausloschungs-
gesetz durch Symmetrieoperationen erzeugt werden kann. Fiir die Aqui-
valenzbetrachtung der zowvalen Auslischungsgesetze, soweit sie als Raum-
gruppenkriterien zur Unterscheidung der Raumsysteme einer Klasse in
Betracht kommen, geniigt die Untersuchung der leitenden Zonen. Dabei
ist wesentlich: Unter den Symmetrieoperationen kénnen keine iquivalenten
Operationen existieren, da die geforderte Gruppe €, senkrecht zur Zonen-
achse ein durch Drehung oder Drebspiegelung erzeugies zonales Aus-
l6schungsgesetz automatisch zum nach (k k1) integralen Ausloschungsgesetz
erbeben wiirde. Ein zu einem Raumgruppenkriterinm (d. h. zu
einem zonalen Ausléschungsgesetz in der leitenden Zone eines
Raumsystems) iquivalentes, zonales Ausléschungsgesetz kann
innerhalb der zu einer Klasse isomorphen Raumsysteme nicht
durch den speziellen Charakter des Gitterkomplexes (oder
der Gitterkomplexe) bedingt sein, sondern geht auf die be-
sondere Art der Ineinanderstellung der Gitterkomplexe zuriick.
Als &quivalente Operationen kommen somit unter diesen Be-
dingungen nur Kompositionen in Betracht.

b) Zonale Auslischungsgesetze bei bekannter Lauegruppe.

In diesem Falle wird man zweckméBig von der hichst symmetrischen
Klasse der gefundenen Lauesymmetrie ausgehen, und deren leitende Zonen
zuniichst derart diskutieren, als ob diese Klasse sicher erwiesen wire.
Die Unsicherheit in der Klassenbestimmung wirkt sich daran anschliefend
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so aus, daf unter den &quivalenten Operationen der zonalen Ausldschungs-
gesetze nunmehr Symmetrieoperationen, Drehungen oder Schraubungen
oder Drehspiegelungen moglich sind. Die eingehende Darstellung der
moglichen Beziehungen unter den 32 Klassen wird bei der Besprechung
der Raumsystemsbestimmung erfolgen. Fiir den Fall, daB eine niedriger
symmetrische Klasse vorliegt, ist die Lokalisierung der Streuzentren
im Raum der Nichtidentitit an bestimmte Orter gebunden. Diese Orter
sind dabei mit den Spiegelebenen im hoher symmetrischen Kristallraum
identisch. Eine weitere Einschrinkung ergibt sich daraus, daB Punkte
solcher Orter in einzelnen Fillen notwendig nicht nur ein zonales Gesetz
in einer Zone, sondern gleichzeitig in einer zweiten geben. In solchen
Fillen sind Aquivalenzen in der niedriger symmetrischen Klasse von vorn-
herein auf einen Teil der Raumsysteme der hichst symmetrischen Klasse
beschrinkt. Auch auf diesen Punkt wird der § 9 zuriickkommen.

¢) Zonale Ausléschungsgesetze aufierhalb der Lauegruppe.

Solche Ausldschungen sind auf den betreffenden Kristallraum bezogen
kompositionsméBig bedingte Ausloschungen; sie sind dadurch ausgezeichnet,
dafl ein Kristallraum existiert, in welchem sie elementare Ausloschungen
sein konnen. Die Betrachtung von Pseudosymmetrieen wird daher die
leitenden Zonen hoherer Klassen bei der Untersuchung niedrigsymmetrischer
besonders zu beachten haben.

§ 7. Diskussion serialer Ausléschungsgesetze.

Seriale Ausloschungsgesetze erfordern zwei irrationale Koordinaten
neben einer bestimmt rationalen, damit sie einfach serial (und nur in
dieser Weise) gelten. Ist jedoch eine der zur Operation willkiirlichen
Koordinaten nicht irrational, sondern unbestimmt rational, so gilt das
Ausldschungsgesetz mehrfach serial. Die verschiedenen Ebenenserien liegen
dabei alle in der Zomne, welche durch die Achse der sich irrational ver-
haltenden Koordinate definiert wird. Sind beide Koordinaten statt irrational
unbestimmt rational, so gilt das Gesetz zuniichst in den beiden Gruppen
von Ebenenserien der Zonen parallel der Koordinatenachsen in der Ebene
senkrecht zur Schar der Drehungs- oder Schraubenachsen. Zudem aber
sind in allen jenen Ebenenserien die gleichen Ausloschungen zu finden,
welche sich aus diesen beiden Mannigfaltigkeiten durch Addition irgend-
welcher zwei Tripel (A%1) ergeben.

Analog zu den zonalen Gesetzen ist auch bei den serialen Ausluschunas—
gesetzen die Lage der davon betroffcnen Ebenenserie relativ zu den
Symmetrieelementen wesentlich. An Symmetrieoperationen sind nach
Tabelle I Schraubung und Drehspiegelung allein als erzeugende Operationen
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serialer Ausléschungsgesetze moglich. Die diesen Ausloschungsgesetzen
zugehorigen Geltungsbereiche im Indizesfeld sind entweder Ebenenserien
senkrecht zu Scharen von Schraubenachsen (die sich immer als Ebenen
parallel zu einer Koordinatenebene wihlen lassen) oder im Falle der
Drehspiegelung Ebenenserien senkrecht zu Drehspiegelachsen?) (auch hier
ist die Ebenenserie durch geeignete Wahl der Achsen stets in eine der
Koordinatenebenen zu transformieren). Gilt eine seriale Auswahlregel
fiir eine andere Ebenenserie, so kann dieselbe nicht eine elementare sein.
Bei der Betrachtung der Ebenenserien senkrecht zu Dreh- oder Schrauben-
achsenscharen, welche die leitenden Ebenenserien eines Kristall-
raumes darstellen, muB folgender, frither abgeleitete Satz beachtet werden:
Gehort eine leitende Ebenenserie einer leitenden Zone an, so
ist ein in der leitenden Ebenenserie giiltiges seriales Aus-
lsschungsgesetz in der zonalen Selektion der betreffenden
leitenden Zone enthalten. Es geniigt demzufolge, die leitenden Ebenen-
serien zu diskutieren, welche auferhalb der leitenden Zonen liegen. Die
Aquivalenzbetrachtungen sind somit gleichfalls auf diese Ebenenserien
allein anzuwenden, da nur si¢ neue Resultate gegeniiber § 6 liefern.

An Kompositionen, welche auf seriale und nur seriale Auswahlregeln
fiihren, sind moglich:

a) Kompositionen von Punktlagen ohne Freiheitsgrad, wenn nur eine
Koordinate zur Zihligkeit der Komposition sich bestimmt rational verhilt.
Das Gesetz gilt naturgemiB wegen der stets vorhandenen Rationalitit
der Abstinde solcher Punktlagen mehrfach serial.

b) Kompositionen von Punktlagen mit einem Freiheitsgrad, wenn wie
oben wiederum nur eine Koordinate bestimmt rational ist. Diese letztere
muB die Koordinate parallel der Achsenschar sein, so daff dann die beiden
andern, durch die Abstandsverhilinisse der Achsen gegebenen Koordinaten
unbestimmt rational sein miissen. Die Ausloschungen sind wegen der
stets rationalen Abstinde der Achsen mehrfach serial. Wéire eine der
beiden Koordinaten auBerhalb der Achsenrichtung bestimmt rational (die-
jenige in der Achsenrichtung unbestimmt rational oder irrational), so
wirde das Gesetz ein zonales sein, da die beiden Koordinaten auBerhalb

1) Im Falle der zweizihligen Drehspiegelachse (Inversion) kommen dabei simt-
liche drei Koordinatenebenen in Frage, entsprechend der Unbestimmtheit der Achsen-
richtung in diesem Falle. Fir die vierzihlige Drehspiegelachse ist die Achsenrichtung
eindeutig gegeben; in jenem Falle muB natiirlich stets der nichtprimitive Charakter
der Operation in Betracht gezogen werden, indem man bei S zundchst die Unter-
gruppe Cp allein betrachtet. Die sechszdhlige Drehspiegelachse betrachtet man in
diesem Zusammenhang als C3 + C;.
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der Achsenrichlung entweder beide bestimmt rational oder beide un-
bestimmt rational sind.

¢) Kompositionen von Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Hierbei
sind folgende Fille zu unterscheiden: :

1. Die beiden Koordinaten in der Spiegelebene sind irrational (bzw.
unbestimmt rational), so daB die Koordinate auBerhalb derselben be-
stimmt rational, die Zihligkeit der Komposition somit den Abstands-
verhiltnissen der beiden Spiegelebenen entsprechend beschaffen sein mus.

2. Eine Koordinate in der Spiegelebene ist bestimmt rational; die
AuslOschungen gelten dann mehrfach serial, da der Abstand der Spiegel-
ebenen stets eine rationale GroBe darstelit.

In beiden Fillen mufl die Komposition Punktlagen umfassen, welche
auf Spiegelebenen liegen, die nicht ein und derselben Schar gleichwertiger
angehoren.

d) Kompositionen von Punktlagen mit drei Freiheitsgraden, wobei
eine Koordinate bestimmt rational, die zwei andern entweder unbestimmt.
rational oder irrational sind.

Im Falle der allgemeinen Basisgruppe darf der einzelne Komplex,
der mit andern eine Komposition bildet, in sich wohl integrale oder
zonale Ausloschungen besitzen ; wesentlich ist dabei nur, da zum mindesten
ein Komplex existiert, der die nur serialen Ausloschungen besitzt, damit
nicht durch gemeinsame Nullstellen eine zonale oder integrale Auswahl-
regel sich ergeben kann. Das bedingt, dafl nicht das seriale Verhalten
einer Zone allein zu diskutieren ist, sondern ebensosehr jene zonalen und
integralen Ausloschungsgesetze, die auf die betreffende Ebenenserie speziali-
siert ein bestimmtes, seriales Ausloschungsgesetz ergeben. Die Ge-
samtheit aller dieser Ausloschungsgesetze einer bestimmten
Ebenenserie folgt aus der Betrachtung eines eindimensionalen
Diskontinuums, da die Ausloschungen der beiden Falle miteinander
identisch sind. Die Ableitung beschreitet dabei den vollstindig analogen
Weg, der in §§ 5 und 6 zum Ziel fiihrte. Wiederum wird dabei der
Geltungsbereich des Ausloschungsgesetzes im Indizesfeld durch die Koordi-
naten auBerhalb des eindimensionalen Diskontinuums bestimmt. Auf die
einzelnen Moglichkeiten eriibrigt sich nach der eingehenden Darstellung
der vorangehenden Paragraphen einzutreten.

Die geometrischen Aussagen serialer Ausloschungsgesetze sind
die folgenden: Durch ein seriales Ausloschungsgesetz der Zihlig-
keit ¢ werden unter den s zuniichst unbekannten Koordinaten-
tripeln innerhalb einer rationalen Gruppe von Punkten ¢ Ko-

ordinaten festgelegt. Es bleiben somit ;— vollstindig unbe-
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stimmte Koordinatentripel, wiihrend in allen andern nur zwei
Koordinaten (und zwar stets dieselben zwei Koordinaten) un-
bekannt bleiben. Geometrisch wird durch ein seriales Ausloschungs-
gesetz die Lokalisierung der Streuzentren auf Ebenen parallel der Ebenen-
serie, die Triger des Ausloschungsgesetzes ist, in bestimmten Abstinden
voneinander fixiert. Die Lage der Streuzentren innerhalb dieser Ebenen
ist eine zundchst vollig willkiirliche, die sich erst aus eventuell vorhandenen
integralen oder zonalen Ausloschungsgesetzen oder einer Betrachtung der
Intensititen iiberhaupt ergeben kann. Ein Streuzentrum kann nach zwei
Koordinaten in seinem Streufaktor imaginire Anteile besitzen, ohne das
seriale Ausloschungsgesetz zu vernichten. Ein mehratomiges Streuzentrum
kann nach zwei Koordinaten eine beliebige Deformation erfahren und
bleibt in allen derart moglichen Deformationen mit ein und demselben
serialen Ausldschungsgesetz vertriglich. Die Bedingung, da ein Streu-
zentrum an verschiedenen Orten im Kristallraum gleiche innere Teilchen-
abstinde besitzen soll, bedeutet noch keine Wiederholung in Parallel-
stellung, sondern es ist eine beliebige Rotation der Teilchengruppen
gegeneinander mit der Drehungs- oder Schraubenachse als Rotationsachse
moglich. Nur fiir eine Rotation um volle Perioden 27 ergibt sich Parallel-
stellung der Streuzentren.

Die Unterscheidung von serialen Ausloschungsgesetzen nach der Art
der leitenden Ebenenserien (Ebenenserien der Klasse, der Lauegruppe, der
hoher symmetrischen Lauegruppen) geschieht analog den Zonen in § 6.

a) Seriale Ausléschungsgesetze bei bekannter Klasse,

Eindeutig bestimmte Klassen lassen ohne weiteres die moglichen
leitenden Ebenenserien angeben, immer natiirlich unter Beachtung des
Satzes von Seite 43. Auch hier lifit sich eine Ausschliefung der Sym-
metrieoperationen unter den &#quivalenten Operationen einer serialen
Selektion aussprechen: Ein seriales Ausloschungsgesetz, das ein
Raumgruppenkriterium ist (also in derleitenden Ebenenserie
eines Raumsystems gilt), kann in den Raumsystemen isomorph
der betreffenden Klasse kein ihm &quivalentes besitzen, das
durch den speziellen Charakter der Gitterkomplexe bedingt
wire. Es kann nur die besondere Komposition von Gitter-
komplexen sein, die eine dem serialen Raumgruppenkriterium
dquivalente Selektion bedingen kann. An erzeugenden Operationen
kommen in diesem Falle somit nur Schraubung und Komposition in
Frage. Dabei kann die Komposition naturgemiB keine Punktlagen auf
den Drehungsachsen verwenden, da damit notwendig zonale oder integrale
Ausloschungen verbunden wiren. In einem Raumsystem, welches Drehungs-
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achsen besitzt, sind dementsprechend zur Komposition mehr Punktlagen
notwendig, als im Falle des Raumsystemes mit Schraubenachsen. Besitzt
das erste Raumsystem nur Drehungsachsen, das andere entsprechende
Schraubenachsen mit reiner Schraubung, so miissen im ersten Raum-
system so viele allgemeine Punktlagen komponiert werden, um das seriale
und nur seriale Verhalten des zweiten zu erzeugen, als die Zihligkeit
der betreffenden Drehungs- resp. Schraubungsachsen betrigt. Weitere
Komplexe konnen hernach auf den Drehungsachsen gewihlt werden,
weil die erste, allgemeine Komposition jede zonale oder integrale Selektion
vernichtet.

b) Seriale Ausléschungsgesetze bei bekannter Lauesymmaetrie.

Auch im Falle der serialen Selektion wird bei der Diskussion einer
Lauegruppe zweckméBig von der hichst symmetrischen Klasse ausgegangen.
In der Lauegruppe als leitende Ebenenserien iiberhaupt mogliche konnen
sich gegeniiber der hichst symmetrischen Klasse verschieden verhalten:
Entweder sind sie in einer der leitenden Zonen dieser Klasse enthalten,
und ihre Diskussion ist demzufolge in den unter § 6 gemachten Bemer-
kungen enthalten, oder sie sind auch in der hichst symmetrischen Klasse
leitende Ebenenserien aullerhalb der leitenden Zonen geblieben. Dieser
Fall allein fillt hierher. Damit eine Lrweiterung der moglichen Aqui-
valenzen eintritt, das heiBt, unter die erzeugenden Operationen neben
Komposition und Schraubung noch die Drehspiegelung tritt, mul eine
Klasse mit reiner Drehung (Schraubung) und eine solche mit reiner Dreh-
spiegelung gleicher Zihligkeit oder mit Zahligkeiten, die einen gemein-
samen Teiler besitzen, in der betreffenden Lauegruppe vorhanden sein.
Die ins Einzelne gehende Darstellung fiir die verschiedenen Lauegruppen
15t § 9 vorbehalten.

¢) Seriale Ausléschungsgesetze auBierhalb der Lauegruppe.

Solche Ausloschungen sind notwendigerweise kompositionsméBig be-
dingte, jedoch insofern spezielle dieser Art, als die Kompositionen der-
selben als Pseudosymmetrieelemente aufgefaBt werden konnen. Die Unter-
suchung der Anklinge an hohere Symmetrie wird neben den pseudoleitenden
Zonen die entsprechenden Ebenenserien in gleicher Weise beriicksichtigen

© miissen.

§ 8. Die Bestimmung der Translationsgruppe.
Die Bestimmung der Translationsgruppe griindet sich auf
die Untersuchung der nach (k%) integralen Selektion. Zuniichst
wird gefragt, ob eine Folge von Ausloschungen vorhanden ist, welche
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ihrem Bau nach durch eine mehrfach primitive Translationsgruppe be-
dingt sein konnte. Hernach stellt sich die Frage, welche weiteren Opera-
tionen des Diskontinuums den Operationen einer mehrfach primitiven
Translationsgruppe #quivalent sind. Strukturtheoretisch ist dann die
Gesamtheit dieser erzeugenden Operationen als gleich wahrscheinlich zu
betrachten und daher als gleichberechtigt der gesamten weitern Diskussion
zugrunde zu legen.

Die Aquivalenzbetrachtung erledigt sich als Spezialfall der integralen
Selektion, wie sie in ihrer allgemeinen Form in § 5 behandelt wurde.
Die von den mehrfach primitiven Translationsgruppen geforderten Aus-
loschungen fiihren insofern auf spezielle, nach (% £ !) integrale Ausloschungs-
gesetze, als die ihnen entsprechenden, rationalen Punktanordnungen be-
sondere, néimlich die der mehrfach primitiven Bravais-Gitter darstellen
miissen. Die Zahligkeit der Ausloschungsgesetze und die Form der ihnen
zugeordneten Kongruenzen sind dadurch allgemein festgelegt. Bei nor-
maler Wahl der Achsen treten lediglich zwei- oder dreizihlige Auswahl-
faktoren auf und zwar maximal deren zwei. Die Kongruenzen haben
bei normaler Achsenwahl die Moduln 2 oder 3. Diese Eigenschaften der
von mehrfach primitiven Translationsgruppen erzeugten Ausloschungs-
gesetze bedingen zwei fiir die Strukturanalyse wesentliche Konsequenzen:
einmal ist dadurch die Zahl der integralen, kristallstrukturell wichtigen
Ausloschungsgesetze als eine relativ kleine Mannigfaltigkeit festgelegt, und
zudem geniigt es offenbar, zur Feststellung der Primitivitit der Trans-
lationsgruppe einen Teil des Indizesfeldes zu betrachten.

Unter den mebrfach primitiven Translationsgruppen sind zwei Typen
zu unterscheiden:

a) solche mit Punktanordnungen, die im Sinne des § 2 primitive Teil-
mengen bilden. Die von der Translationsgruppe erzeugte, rationale Punkt-
anordnung 138t sich nicht weiter in Teilmengen zerlegen; hierher gehéren
die einfach zentrierten (flichenzentriert und innenzentriert) Translations-
gruppen und die rhomboedrische Translationsgruppe.

b) solche mit Punktanordnungen, welche sich in kleinere primitive
Teilmengen zerlegen lassen. Einziger Fall ist die allseits flichenzentrierte
Translationsgruppe, welche eine Zerlegung in zwei einfach flichenzen-
trierte Anordnungen zuliBt.

Bei a) entspricht der Translationsgruppe gemaB unserer Festsetzung
ein einziger Auswahlfaktor, bei b) hingegen sind zwei Auswahlfaktoren
vorhanden, entsprechend der Umformung des viergliederigen Ausdruckes

[ foeni®+8) fpaitkt pai@+ D] in [| o e7i®+ ][4 4 gwile+D],
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Daraus ergibt sich, dal die Mannigfaltigkeit der Aquivalenzen fiir die
allseits flichenzentrierte Translationsgruppe eine wesentlich gréBere sein
mufl, als fir die beiden einfach zenlrierten Translationsgruppen. Die
Diskussion soll fiir die einzelnen Fille getrennt erfolgen; zuniichst werde
jedoch die Wahl der Identititsperioden tberhaupt der entsprechenden
Priifung unterworfen.

a) Die Wahl der Identititsperioden.

Integrale Ausloschungsgesetze konnen eine zu kleine Identititsperiode
vortduschen, indem die fehlenden Reflexe tibersehen und die vorhandenen
dementsprechend falsch indiziert werden. Derartige Ausléschungsgesetze
besitzen die folgenden Auswahlfaktoren:

izi iz, nd,
Me™ M4e 3 Ge 3 ], MAe™ ) o2 };...
im Falle einer einzigen reduzierten Achse. Sie stellen Produkte solcher
Faktoren dar, wenn mehrere Achsen reduziert sind, etwa im Falle, dag
alle drei Achsen halbiert erscheinen, folgendermafBen:

[4 + 6nih],[4 + enik] [4 __{_eﬂil].
Damit von den drei Koordinatenachsen n reduziert erscheinen, sind
n erzeugende Operationen von entsprechenden Ausloschungsgesetzen not-
wendig. Die Symmetrieoperationen ergeben nur eine beschrinkte Mannig-
faltigkeit von Achsenreduktionen; dariiber orientieren die folgenden Sitze:

a) Eine Symmetrieoperation der Zihligkeit » kann eine Identitits-
periode maximal auf den Bruchteil 1/n ihrer wahren Linge reduzieren.

b) Eine Symmetrieoperation kann nur Achsen reduzieren, welche zu
den Symmetrieelementen in bestimmten Lagebeziehungen stehen, niimlich:
Achsen senkrecht auf Spiegelebenen, Achsen senkrecht auf Drehungs-
achsen, Achsen in Gleitspiegelebenen, Achsen parallel Schraubenachsen.
Nur im Falle der Drehspiegelung kommt eine Reduktion aller Achsen in
Frage.

¢) Durch Symmetrieoperationen kann in den Raumsystemen mit einer
charakteristischen Untergruppe hichstens eine Achse, in Raumsystemen
mit zwei charakteristischen Untergruppen kionnen maximal zwei Achsen
reduziert sein, wihrend erst in den Raumsystemen mit drei charakteri-
stischen Untergruppen die Moglichkeit der Reduktion aller drei Achsen
besteht.

Fiir eine bestimmte Klasse lassen sich somit die elementar moglichen
Achsenreduktionen ibrem Charakter nach allgemein angeben. Immer be-
steht dann die Moglichkeit, daB durch Komposition diese elementaren
und beliebige weitere Reduktionen bewirkt werden. In diesem Sinne
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bleibt die Wahl der Identititsperioden immer willkiirlich; sehr oft wird
die Bestimmung in chemisch komplex gebauten Basisgruppen auch ledig-
lich den Sinn haben, Pseudoperioden festzusetzen.

b) Innenzentrierte Translationsgruppe.

Die integrale Auswahlregel: »(kkl) fehlt, wenn . - & -} | = ungerade«
besagt zundchst nur, daB zu jedem Streuzentrum am Orte [m n p] ein
hinsichtlich seines Streuverhaltens gleich beschaffenes am Orte [m - 4
n 4 p -+ 1} gehort. Es ist die Aufgabe der strukturtheoretischen Inter-
pretation des Ausloschungsgesetzes, festzustellen, welche Operationen in den
verschiedenen Kristallriumen eine solche Anordnung zu erzeugen ver-
mogen, und mit welcherlei Punktlagen dies mdoglich ist. Die Gesamtheit
dieser innenzentriert gebauten Basisgruppen miissen hinsichtlich der Innen-
zentrierung (die hier allein interessiert) als topologisch gleich angesehen
werden. Den einfachsten Fall stellt die innenzentrierte Translationsgruppe
insofern dar, als in den entsprechenden Kristallriumen zu jedem Auf-
punkt im Kristallraum unabhingig zur Wahl von m, n, p ein ihm iden-
tischer an der Slelle [m 41 n -+ 4 p + 1] gehort. Die Lokalisierung
der Streuzentren ist daher in keiner Weise an irgendwelche Orter ge-
bunden, wie dies etwa im Falle der durch Gleitspiegelung innenzentrierten
Komplexe zutrifft.

Die Gesamtheit der erzeugenden Op‘erationen ist folgende:

I. Symmetrieoperationen.

Operationen parallel den Koordinatenachsen (achsenparallele Operatio-
nen), die innenzentrierte Komplexe erzeugen, sind:

1. Gleitspiegelung mit diagonaler Gleitkomponente fir die Punkte der Ebene,
welche parallel den Gleitspiegelebenen und mitten zwischen zwei solchen liegt, z. B.
o ]+ [m 4§ 0+ 330

2. Digonale Schraubung fir diePunkte der Geraden, welche parallel den Schrauben-
achsen laufen und sich in deg Mitte zweier, diagonal miteinander verbundener Schrauben-
achsen befinden, z. B. [+ £ p] + (3 3p -+ 5]}

3. Tetragonale Schraubung, zugleich digomale Drehung fiir die Punkte auf den
Achsen rein digonaler Drehung, z B. {{{ 0 p] + [0 £p + 41

4, Inversion fir Punkte, die in der Mitle rdumlich miteinander verbundener Sym-
metriezentren liegen, z. B. [1 + 1 +(2 % 3]

5. Tetragonale Drehspiegelung: fur Punkte, welche im Schuitt der reinen digonalen
Drehungsachsen mit den Ebenen liegen, welche den Drehspiegelebenen parallel liegen
und sich mitten zwischen zwei solchen befinden, z. B. {4 0 {]4-[0 { 3].

Operationen nach Symmetrieelementen diagonal zu den Koordinaten-
achsen (diagonale Symmetrieelemente).

1. Gleitspiegelung mit Gleitkomponente in Richtung [144] fir Punkte der Gleit-
spiegelebene selbst, z. B. [mmp]+[fm 41 m + & p+ i].
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2. Digonale Schraubung fir Punkte der Geraden in den Ebenen der Schrauben-
achsen, welche den Schraubenachsen als Mittellinien parallel laufen, z. B. [ m 41 1] +
([m + $m ¢l

Daraus folgt: Ein Raumsystem kann dann und nur dann innenzen-
trierte Komplexe besitzen, deren Innenzentrierung auf Symmetrieopera-
tionen beruht (elementar innenzentrierte Punkthaufen), wenn es eine der
Untergruppen

e @2 ¢, ¢, ¢

besitzt. Die Lage der Orter derart gebauter Komplexe ist fiir jede der
Untergruppen eindeutig festgelegt.

Die neben diesen Untergruppen vorhandenen weitern Untergruppen
bestimmen, welcher Art die Punktlagen auf den Ortern innenzentrierter
Komplexe sind, ob sich darunter Punktlagen mit Eigensymmetrieen $ C,
befinden, oder ob sie Punktlagen enthalten, welche nicht nur innenzen-
triert, sondern mehrfach rational oder hoher rational gebaute Komplexe
ergeben. Aus der Diskussion der Schnittlinien der Orter innenzentrierter
Komplexe mit den Punktsymmetrieelementen der zusitzlichen Untergruppen
folgen die verschiedenen Sorten von Punktlagen, welche innenzentrierte
Komplexe bilden und die Anzahlen, mit welchen solche spezielle, innen-
zentrierte Komplexe vorkommen. Aus der Untersuchung der Schnitt-
linien mit den Ortern von Auswahlregeln, die die Operationen der zusitz-
lichen Untergruppen erzeugen, ergeben sich die mehrfach rationalen
Punktanordnungen. In der expliziten Darstellung!) der kristallstrukturell
wichtigen Auswahlregeln sind diese Angaben bereits enthalten.

II. Kompositionen.

Eine zweite Gruppe zur innenzentrierten Translationsgruppe #qui-
valenter Operationen repriisentieren die Kompositionen, welche eine innen-
zentrierte Punktanordnung ergeben. Kompositionen dieser Art sind da-
durch ausgezeichnet, daB sie (Gleichheit der »Kompositionsperiode«?) mit
der ldentititsperiode vorausgesetzt) stets homogen sind. Fiir die einzelnen
Punktlagen bieten sich zur Komposition folgende Moglichkeiten:

a) Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Punktlagen, welche in sich keine Selektion
besitzen, die demzufolge sich der durch Komposition erzeugten Innenzentrierung iiber-

lagern wiirde, sind nur solche der Zahligkeit 4 in allen Klassen und zudem der Zihlig-
keit 3 in den kubischen Klassen. Alle andern Punktlagen ohne Freiheitsgrad besitzen

1) Sieche die eingangs angegebenen Tabellen tiber die triklinen, monoklinen, rhom-
bischen und tetragonalen Raumgruppen. Die kubischen, rhomboedrischen und hexa-
gonalen Raumsysteme werden in gleicher Weise demnéchst ihre Darstellung finden.

2) Der Vektor, der die Grundpunkte der beiden komponierten Komplexe ver-
bindet, muB auf die Identitdtsperioden bezogen die Komponenten ia, 1b, 1c besitzen.
Die Innenzentrierung darf sich nicht auf eine Unterperiode der Basis beziehen.
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Komplexe, welche in sich einen bestimmt rationalen Bau und damit entsprechende
elementare Ausloschungen zeigen. Zur Komposition, die auf Innenzentrierung und nur
auf Innenzentrierung fithrt, ist daher in jeder Klasse nur das symmorphe Raum-
system mit seinen Punktlagen der Zahligkeit 1 (ev. 3) befdhigt.

b) Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Analog gilt hier: Nur Punkte der hochst-
ziihligen Drebungsachsen in den Raumsystemen C,, D,, C,;, und Punkte auf den
hochstzihligen Achsen C,, in den Raumsystemen C,, und D,; kommen unter den
Punktlagen mit einem Freiheitsgrad fir Kompositionen, welche innenzentrierte und
nur innenzentrierte Komplexe ergeben, in Frage. Alle andern Achsen (), oder O,
sind an sich bereits Triger weiterer Ausloschungen, welche zu den kristallstrukturell
wichtigen gehoren, besitzen also Gitterkomplexe, welche in sich bereits einen ratio-
nalen Bau aufweisen.

¢) Punktlagen mit zwei und drei Freiheitsgraden konnen allgemein komponiert
werden, abgesehen von jenen Bereichen, die innerhalb von Ortern elementarer Aus-
l16schungsgesetze liegen. Indessen sind Spiegelebenen und Punkilagen C) nie als Ganzes
Triger solcher, wenn die Translationsgruppe einfach primitiv ist.

Um zu entscheiden, in welchen Raumsystemen innenzentrierte und
nur innenzentrierte Kompositionsanordnungen resultieren, ist die Kennt-
nis der in einem Raumsystem enthaltenen symorphen Untergruppen
wesentlich. Es steht somit die Moglichkeit, durch Komposition innenzen-
trierte (und nur innenzentriete) Punkthaufen zu bilden, zu den elementar
derart gebauten Punktanordnungen in einem gewissen Reziprozititsver-
hiltnis, indem es gerade die Symmetrieoperationen der nicht symorphen
Raumsysteme waren, welche innenzentrierte Komplexe erzeugten.

Die Forderung, daBl ein Punkthaufen innenzentriert und nur innen-
zentriert sei, ist im Falle einer Basisgruppe aus einer einzigen solchen
Gruppe von Punkten besonders wesentilich. Ist die Basis hingegen aus
einer Reihe solcher mit verschiedenen Sorten von Streuzentren aufgebaut,
so ist nur zu fordern, daf die einzelnen Komplexe weder elementar noch
kompositionsmifig weitere Nullstellen ergeben. Nachdem die gesamte
integrale Selektion festgestellt wurde, kann hieraus fiir die Lokalisierung
der Streuzentren eine Reihe von Verboten aufgestellt werden, indem man
fiir die in der Basis vertretenen Teilchenanzahlen prift, welche Bereiche
des Kristallraumes bei einer gleichzeitigen Besetzung eine iiber die be-
obachtete Selektion hinausgehende Auswahl unter den Reflexionen ergeben
wiirden. ‘

¢) Einfach flichenzentrierte Translationsgruppe.

Im Falle des Ausloschungsgesetzes »(kkl) fehlt, wenn eine lineare Ver-
bindung % -+ % oder % -+ ! oder !+ k= ungerade«, muBl sich aus dem
resultierenden Strukturvektor der Basis der Auswahlfaktor [1 - e7¢(®+ k)]
oder [1 + e7i®+D] oder [1 4 ¢7*¢+M] abspalten lassen, der auf die
rationale Punktanordonung {[m n p]} + [m —++ § »n - 4 pJ} oder {{m n p] -+

4%
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fmn—43 p-+ 3]} oder {[mnp)—[m-+4 np—+ 4} fobrt. Da keine
weiteren integralen Ausldschungen beobacbtet sein sollen, ist dieser Faktor
zudem der einzige, der sich als von den Variablen &, k, I allein abhéngiger
Anteil des Strukturvektors & ausklammern JaBt. Wiederum kann es
eine entsprechend einfach flichenzentrierte Translationsgruppe sein, die
diese Ausloschungen bedingt. Dieser Schlufl fordert aber zundchst, dafi
alle mit dieser Translationsgruppe dquivalenten Operationen streng aus-
geschlossen werden. Deren Mannigfaltigkeit zeigt die folgende Zusammen-
stellung :

Aquivalente Symmetrieoperationen:

1. Gleitspiegelung mit diagonaler Gleitkomponente, wenn die Punktlage auf der
Gleitspiegelebene selbst liegt. Zentrierte Koordinatenebene parallel zur Gleitspiegel-
ebene, z. B. [mn 0] +[m + 3% n+4501.

2. Gleitspiegelung mit achsenparalleler Gleitkomponente fir Punkte der Ebenen
parallel den Gleitspiegelebenen in der Mitte zweier solcher. Zentrierte Fliche je nach
Lage der Gleitkomponente eine der Koordinatenebenen senkrecht zur Gleitspiegelebene,
2.B. [mn 3] +Dn—+4n il

3. Digonale Drehung fiir die Punkte der Geraden, welche den Digyren parallel
laufen und sich in der Mitte von zwei, diagonal miteinander verbundenen Drehungs-
achsen befinden. Zentrierte Koordinatenebene senkrecht zur Schar der Drehungsachsen,
2 B. [44 7] +[3 § £

4. Digonale Schraubung fiar die Punkte der Geraden, welche parallel den Schrauben-
achsen laufen und sich in der Mitte zwischen zwei achsenparallel verbundenen Schrau-
beénachsen befinden. Zentrierte Koordinatenebene parallel zur Schraubenachsenschar,
2.B. [+ 0p]4+[3 0 p + 4]

5. Digonale Schraubung diagonal zu den Koordinatenachsen fiir Punkte der
Schraubenachsen selbst. Zentrierte Fliche parallel zur Ebene der Schraubenachsen?),
z.B. [mm 4L 0]+ [m + L m ol

6. Tetragonale Drehung fur die Punkte auf den digonalen Drehungsachsen 1),
z. B. [$0p]+00 § p)

7. Inversion fir die Punkte, welche sich in der Mitte zwischen zwei Symmetrie-
zentren befinden, deren Verbindungsvekior die Richtung [140] bzw. [470] oder eine
daraus durch zyklische Vertauschung sich ergebende besitzt, z. B. [§4 0143 % 0]
baw. [} 3 0]+ 4 0T

8. Tetragonale Drehspiegelung fir die Punkte im Schnitt der reinen digonalen
Achsenschar mit den Drehspiegelebenent), z. B. [ 0 0] ([0 & 0]}

Man erkennt hieraus, dafl zur elementaren Erzeuwunv einfach flichen-
zentrierter Anordnungen die Untergruppen €2, @1, €2, G€f, €, &} in
einer Raumgruppe notwendigerweise enthalten sem miissen. Alle andern
Raumgruppen besitzen einen Kristallraum, in welchem es nur mittels Kom-
positionen gelingt, derart gebaute Punkthaufen zu erzeugen.

1) In diesem Falle wird man durch Achsentransformation (Drehung der ay-und
ao-Achse in der Ebene {001) um 45° das einfach primitive, tetragonale Bravais-Gitter
einfithren,
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Aquivalente Kompositionen:

Wie im Falle der innenzentrierten Translationsgruppe ist auch jede
einfach flichenzentrierende Komposition eine homogene Komposition. Die
Identitéitsperiode mufl dabei mit der Kompositionsperiode iibereinstimmen.
An einzelnen Kompositionen ergeben sich prinzipiell dieselben wie bei den
ipnenzentrierten Punktanordnungen, insbesondere gilt dasselbe, was die
Orter von Komplexen anbetrifft, deren Komposition auf einfach flichen-
zentrierte und nur einfach flichenzentrierte Anordnungen fithren soll.
Die Konsequenzen sind mutatis mutandis dieselben.

d) Allseits flichenzentrierte Translationsgruppe.

Der Auswahlregel: »(kki) fehlt fiir gemischte Indizes« entspricht der
Ausdruck [ - e7?®+ 7). [ - g3k +0D] als Auswahlfaktorenaggregat. Die
Aussage, die seine Existenz auf die Geometrie der Basis ergibt, fordert
eine Zerlegung der gesamten Basispartikeln in einer solchen Weise, daB zu
[m np] die drei weitern Punkte m + 4 # — 3p], [m + 4 »p + 4] und
fmn—44 p + 1] gehiren. Diese Anordnung von Punkten kann auf eine
allseits flichenzentrierte Translationsgruppe zuriickgehen, aber ebenso gut
kann eine der nachfolgend verzeichneten, iquivalenten Operationen vorliegen.

Die Punktanordnung der allseitigen Flichenzentrierung kann erzeugt
werden durch folgende Operationen:

Symmetrieoperationen:

a) Die Translationsgruppe ist einfach flichenzentriert. Dieser Fall ist implizite in
Fall c) enthalten, da dann lediglich nach Operationen gefragt werden musB, welche
neben der durch die Translationsgruppe gegebenen Flachenzentrierung eine weitere
Fliche zentrieren. Diese Uberlegungen fithren gegeniiber der einfach flichenzentrierten
Translationsgruppe und deren Aquivalenzen zu keinem grundsitzlich neuen Resultat.

b) Die Translationsgruppe ist einfach primitiv. Um dann die allseitige Flichen-
zentrierung durch Symmetrieoperationen zu erzeugen, muB ein Raumsystem zum
mindesten z wei charakteristische Untergruppen besitzen, von denen je eine eine einfache
Flichenzentrierung erzeugt. An moéglichen Raumsystemen kommen zudem nur solche
mit zwei charakteristischen Untergruppen in Betracht, die beide geradzihlig sind.
Alle andern Raumsysteme konnen bei einfach primitiver Translationsgruppe eine all-
seitige Flichenzentrierung nur durch Kompositionen (ganz oder teilweise) erhalten.
An Kombinationen von Symmetrieoperationen, welche auf allseits flichenzentrierte
Komplexe fithren, sind moglich:

Gleitspiegelung |- Gleitspiegelung

Gleitspiegelung - digonale Drehung

Gleitspiegelung -{- digonale Schraubung

Digonale Drehung + digonale Drehung

Digonale Schraubung +- digonale Schraubung

Digonale Drehung - digonale Schraubung

Tetragonale Schraubung, gleichzeitig digonale Drehung
Tetragonale Drehspiegelung.
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AuBer den zwei letztgenannten Fillen sind alle andern unmittelbar durch Kom-
bination aus dem unter ¢) Gesagten abzuleiten. Neu sind lediglich die Orter fur die
tetragonalen Symmetrieelemente: némlich im Falle der tetragonalen Drehung Geraden
parallel den Drehungsachsen, welche mitten zwischen zwei diagonal miteinander ver-
bundenen tetragonalen Schraubenachsen, die gleichzeitig digonale Drehungsachsen
sind, liegen. Z. B. [3 L+ p], [32p], [ 4p+ 31, I3 L p + &) Fir die tetragonale Dreh-
spiegelung: die Punkte in der Mitte zwischen rdumlich miteinander verbundenen
Drehspiegelzentren, z. B.[4 1 4] Alle andern Orter sind Schnittgeraden oder Schnitt-
punkte von den frither erwihnten Ortern einfacher Flichenzentrierung.

Kompositionen:

a) Die Translationsgruppe ist einfach flichenzentriert. Dann ist wie im Falle, daB
in einem einfach primitiven Raumsystem eine einfach flichenzentrierte Anordnung
durch Komposition erhalten wurde, zu der translationsgruppenméBig bestimmten
Flichenzentrierung eine zweite durch Komposition zu erzeugen. Diese Kompositionen
sind den bereits beschriebenen vollig analog.

b) Die vorhandenen Punktlagen zeigen im Bau ihrer Gitterkomplexe bereits ein-
fache Flichenzentrierung. Durch Komposition 148t sich diese wie bei a) zur allseitigen
Flichenzentrierung ergénzen.

c) Die einzelnen Punktlagen bilden keine rationalen Punktanordnungen. Dann
muf die allseitige Flichenzentrierung ganz durch Kompositionen erzeugt werden. Von
solchen Kompositionen sind alle Punktlagen auf Ortern einfacher, kristallstrukturell
wichtiger Ausloschungsgesetze ausgeschlossen, da jedes derselben (ausgenommen die
oben behandelten einfach flichenzentrierten) zusammen mit der allseitigen Flichen-
zentrierung auf eine dreifache Achsenreduktion fiahren wirde.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Vier Einpunktner, oder ein Einpunktner |- ein
Dreipunktner, nicht aber zwei Zweipunktner, da dieser Fall unter a) oder b) fallt,

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Vier Punktlagen auf hdchstwertigen Drehungs-
achsen C, oder C,,.

Punktlagen mit zwei und drei Freiheitsgraden konnen wie im Falle der einfach
flichenzentrierten Translationsgruppe ohne Einschrinkung komponiert werden, solange
nicht Orter elementarer Ausloschungsgesetze besetzt werden.

d) Rhomboedrische Translationsgruppe.

Das nach (hki) integral giiltige Ausloschungsgesetz: »(hk!) fehlt, wenn
h — k-1 nicht durch drei teilbar« (bei schiefhexagonaler Achsenwahl),
ist wie bei den iibrigen, mehrfach primitiven Translationsgruppen nicht
ein hinreichendes Kriterium fiir die rhomboedrische Translationsgruppe.
Diese darf dann erst als gesichert gelten, wenn die nachfolgend an-
gegebenen, zu ihr dquivalenten Operationen ausgeschlossen werden kénnen.

An dquivalenten Symmetrieoperationen kommt nur eine drei-
zéhlige Operation in Frage, und zwar, da bei der rhomboedrischen Punkt-
anordnung alle drei Koordinaten Zusatzglieder besitzen, nur die trigonale
Schraubung. Die rhomboedrische Anordnung ergibt sich durch die tri-
gonale Schraubung fir die Punkte der Geraden, welche im Schwer-
punkt der in (001) von den trigonalen Schraubenachsen gebildeten, gleich-
seitigen Dreiecke die Ebene (001) durchstoBen.



Auswahlregeln und Kristallstrukturen. 55

An iquivalenten Kompositionen fallen in Betracht:

a) Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Es gibt weder Dreipunktner noch Kombina-
tionen von drei Einpunktnern noch eine solche eines Einpunktners mit einem Zwei-
punktner unter den Punkilagen ohne Freiheitsgrad, welche zueinander im Verhéltnis
der Rhomboederbedingung stehen.

b) Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Auf eine Rhomboedereruppe fihren die
Kompositionen von Punktlagen auf den Achsen [004]p0, [004]% 2 und [004]%%. Dabei
konnen Punktlagen ohne Freiheitsgrad vertreten sein, jedoch nicht solche Punktlagen
mit einem oder ohne Freiheitsgrad, welche einem geometrischem Ort eines elemen-
taren Ausloschungsgesetzes angehdren.

¢) Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Es kommen hierfar nur die Punktlagen
C, in Frage, welche Spiegelebenen parallel der Trigyrenschar angehéren, da nur
dort Punktlagen mit den von der Rhomboederanordnung geforderten Abstinden von-
einander vorkommen.

d) Punktlagen mit drei Freiheitsgraden: Deren Komposition kann in beliebiger
Weise erfolgen unter Beachtung der Orter elementarer Ausloschungen, indem keine
Besetzung derselben in einer solchen Weise erfolgen darf, welche eine iber die zur
Rhomboederbedingung gehérige Zahl von Ausléschungen hinausgehende Zahl ver-
botener Reflexe fordern wiirde.

Die vorliegende Zusammenstellung der Aquivalenzen fiir die einzelnen
mehrfach primitiven Translationsgruppen 148t deutlich erkennen, daf
ein nach (hkl) integrales Ausloschungsgesetz in keiner Weise
ein eindeutiges Kriterium fir den Nachweis einer mehrfach
primitiven Translationsgruppe sein kann. Wenn sich ein Ein-
deutigkeitsheweis auch nur teilweise leisten l1aBt, diirfte die Untersuchung
der moglichen Aquivalenzen doch das beste Mittel sein, um eine Uber-
sicht tiber die mit den beobachteten Ausldschungen vertraghchen topo-
logisch gleichen Basisgruppen hinsichtlich ihres moglicherweise trans-
lationsgruppenmiBig bedingten, rationalen Anteils zu gewinnen.

§ 9. Bestimmung des Raumsystems.

Die Bestimmung des Raumsystems hingt wesentlich davon ab, ob
die Klasse, der das gesuchte Raumsystem isomorph sein muB, eindeutig
erkannt wurde. Der gesamte Gang der Diskussion der Raumgruppen-
kriterien wird durch eine sichere Klassenbestimmung wesentlich ab-
gekiirzt. Wegen dieser prinzipiellen Bedeutung, die der Klassenbestim-
mung zukommt, sollen die Wege der Raumgruppenbestlmmung fir be-
kannte Klasse und fiir nur bekannte Lauesymmetrie voneinander getrennt
skizziert werden. Es wird angenommen, daB die Lauesymmetrie sich
auf alle Fille eindeutig ermitteln lasse; ist auch dies nicht der Fall, so
mub die Diskussion auf eine noch breitere Basis gestellt werden. Diese
ergibt sich jedoch leicht aus dem Paragraphen, der von der Ermittlung
der Pseudosymmetrien handelt.
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Aus der Klasse oder andernfalls erweitert aus der Lauesymmetrie
lassen sich die in Betracht kommenden, leitenden Zonen und Ebenen-
serien angeben. Deren Betrachtung ist fiir die Unterscheidung der Raum-
systeme einer Klasse hinreichend. Wenn im folgenden von zonalen oder
serialen Ausloschungsgesetzen die Rede ist, so sind damit stillschweigend
stets Ausldschungen innerhalb der leitenden Zonen und Ebenenserien
verstanden. ‘

a) Zonale Raumgruppenkriterien und deren Diskussion.

Unm das zonale Verhalten eines Raumsystems erschdpfend diskutieren
zu konnen, ist es notwendig, neben der Gesamtheit moglicher, zonaler
Auswahlregeln diejenige der moglichen integralen Auslschungsgesetze
iiberblicken zu konnen. Die zonalen Raumgruppenkriterien sind analog
den Gesetzen, die tber den Charakter der Translationsgruppe ent-
scheiden, spezielle Falle der tberhaupt moglichen, zonalen Ausloschungs-
gesetze. Alle zonalen Raumgruppenkriterien haben die Gleit-
spiegelung als erzeugende Operation, und es ist demzufolge
die Mannigfaltigkeit der Gleitspiegelungen im Diskontinuum,
welche die Mannigfaltigkeit zonaler Raumgruppenkriterien
festlegt. Der Charakter der zonalen Raumgruppenkriterien ist dem-
zufolge auf eine kleine Zahl von Moglichkeiten beschrinkt: Die Zihlig-
keit der zonalen Raumgruppenkriterien ist 2v, wenn der Elementar-
bereich v-fach primitiv ist. Bei der iiblichen Wahl der Elementarbereiche
ist somit die maximale Zghligkeit gleich 8. Die Art der Gleitkompo-
nenten bestimmen die Form der dem Ausléschungsgesetz entsprechenden
Kongruenz. Im Falle, da die Schar der Gleitspiegelebenen durch die
tbrigen Symmetrieelemente im Raume nicht vervielfacht wird, ergeben
sich zwei mogliche Typen von Kongruenzen:

Gleitkkomponente parallel zu einer Koordinatenachse, die Kongruenz
betrifft nur einen der Indizes, nimlich denjenigen, der mit der betreffen-
den Koordinate im Strukturvektor multiplikativ verkniipft auftritt. -

Gleitkomponente diagonal zu den Koordinatenachsen, die Kongruenz
spricht eine Bedingung fiir die Summe der beiden Indizes aus.

Bei einfach primiliver Translationsgruppe sind als Komponenten der
Gleitvektoren nur die Werte 0 und § méglich. Die Ausléschungen sind
demzufolge durch Kongruenzen nach dem Modul 2 darstellbar. Bei mehr-
fach primitiver Translationsgruppe ist neben diesen Werten der Wert == 1
mdglich, so daB die Kongruenzen gegebenenfalls den Modul 4 besitzen.

Werden die Gleitspiegelebenen durch die tibrigen Symmetrieelemente
nicht in Form einer Parallelschar, sondern in Form mehrerer solcher
vervielfacht, so werden dadurch die Kongruenzen nicht geindert; sie
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treten jedoch mit vertauschten Indizes mehrfach auf und sind gleich-
zeitig zu erfilllen, damit ein Reflex (hk!) die Intensitit Null erhilt.

Die strenge Diskussion des Selektionsverhaltens der leitenden Zonen
einer Klasse oder einer Lauegruppe darf nicht nur die mit der zonalen
Selektion dquivalenten, zonalen Auslischungsgesetze betrachten, sondern
muB ebenso alle integralen Ausloschungsgesetze priifen, die eine Form
besitzen, welche fiir eine bestimmte Zone spezialisiert ein Verhalten er-
gibt, das den moglichen Gleitkomponenten entspricht. Der Bau aller
Komplexe, die in einer Zone ein von einer bestimmien Gleitkomponente
gefordertes Verhalten ergeben konnen, lifit sich allgemein angeben. Fiir
den Fall, dafl die Basisgruppe aus einer einzigen rationalen Anordnung
besteht, mufl verlangt werden, dafl diese ein zonales und nur zonales
Gesetz besitzt. Wird jedoch eine Basis aus einer Reihe solcher auf-
gebaut, so kann ein Teil derselben sehr wohl Triger eires integralen
Ausloschungsgesetzes sein, welches auf die untersuchte Zone spezialisiert
das beobachtete Auswahlverhallen unter den Reflexen ergibt. Notwendig
ist im Hinblick auf diese weitergehende Selektion nur, dafi die Zahl der
Nullstellen des resultierenden Strukturvektors dadurch nicht erhoht wird,
was mit den beobachteten Ausloschungen unvereinbar wiére.

Zuniichst sollen fiir die einzelnen Fille zonaler Raumgruppenkriterien
die iiberhaupt moglichen Aquivalenzen zusammengestellt werden. Es
wird dabei davon ausgegangen, dafl eine Reihe von Zonen Ausltschungen
aufweisen, welche — wie oben angefithrt — als von Gleitspiegelungen
erzeugt denkbar sind. Fir die Gesamtheit dieser zonalen Ausloschungs-
gesetze soll dann die Frage nach den ihnen Aquivalenten gestellt werden.
Sind mehrere Zonen dieser Art vorhanden, so ist es von wesentlicher
Bedeutung, ob die Zonen ihrem Selektionsverhalten nach gleichwertig,
oder bereits ihrem Selektionsverhalten nach ungleichwertig sind. Die
beiden Moglichkeiten sollen als symmetrischer und unsymmetrischer
Fall unterschieden werden. Wihrend der unsymmetrische Fall
ein hinreichendes Kriterium gegen eine hdhere Symmetrie
darstellt, ist umgekehrt der symmetrische Fall fiir eine hohere
Symmetrie, deretwegen die Gleichwertigkeit bestehen konnte,
eine zwar notwendige, nicht aber hinreichende Bedingung.
Die nachfolgende Diskussion 148t die Symmetrieverhilinisse zunéichst vollig
auBer Betracht. Es wird sich anschliefiend ergeben, wie die Mannig-
faltigkeit der Aquivalenten Operationen eine Einschrinkung dadurch erfihrt,
daf die Lauesymmetrie oder die Kristallklasse selbst bekannt ist. Wenn der
hier skizzierte Weg in dieser Hinsicht auch nicht der strukturanalytischen
Methodik entspricht, so gibt er andererseits den besten Uberblick iiber
die allgemein vorhandene Mannigfaltigkeit von Aquivalenzbeziehungen.
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A. Eine einzige Zone sei Triiger eines miglicherweise durch Gleit-
spiegelung erzeugten Ausléschungsgesetzes.

Die betreffende Zone wihlen wir als [004], da eine einfache Transformation unter
zyklischer Vertauschung von Koordinaten und Indizes die Verhiltnisse in den Zonen
[100] und [040] aus den hier dargestellten ableiten 1iBt. An zonalen Raumgruppen-
kriterien sind die folgenden méglich:

L (hk0) fehlt, wenn h=ungerade.

Die zugehorige rationale Punktanordnung lautet: {[mnp] + [m 44 = p']} Da-

bei ist p 4 p’1). Mogliche erzeugende Operationen:
a) Gleitspiegelung parallel (001) mit achsenparalleler Gleitkomponente. Das ent-

sprechende Ausloschungsgesetz gilt nach [mnp]} integral.

b) Digonale Drehung um [010] mit # = . Die Punktlage muf (100)
gehoren. .
c¢) Digonale Schraubung um [100] mit # =0 oder §. Die Punktlage liegt in
(010)y oder {040)3.

d) Inversion mit m =4 und =10 oder 4. Die Punktlage liegt auf [001]%’0
oder [004}2, 1

e) Komposition gemdB dem obigen Schema. Ausgeschlossen sind Kompositionen,
welche nur Punktlagen in einer zu (004) parallelen Spiegelebene umfassen. Das
zonale Gesetz I kann aus einem nach (kk!) integralen hervorgehen. Dies ist moglich,
wenn einfach flichenzentrierte Komplexe mit (010) als zentrierter Fliche oder a-kanten-
zentrierte Komplexe vorliegen. Die entsprechenden Aquivalenzen siche unter Trans-
lationsgruppe.

1. 3 an-
a4

Il. (hk0) fehlt, wenn k=ungerade.

Zugehorige rationale Punkianordnung: {{mnp] 4 [mn-+1p T mit p£p.
Mogliche erzeugende Operationen:
a) Gleitspiegelung parallel (001) mit achsenparalleler Gleitkomponente.
b) Digonale Drehung um [100] mit » = 1. Punktlagen auf (040)_}’%.
c} Digonale Schraubung um [040] mit 72 = 0 oder m = §. Punktlagen auf (100),
oder (10 )
d) Inversnon mit 7 == 0 oder m =+ und =14 Dunktlagen auf den Geraden
[004]0% und [004]5%
e) Die analogen Kompositionen wie unter L
Das zonale Gesetz Il kann eine Spezialisierung eines nach (kk!) integralen Ge-
setzes darstellen. Die entsprechenden Komplexe miissen einfach flichenzentrierten
Bau mit (100) als zentrierter Fliche oder b-kantenzentrierten Bau aufweisen.

IIl. (kk0) fehlt, wenn h-}- k=ungerade.

Zugehorige ratxona]e Punktanordnung: {{mnp]l + Im-+3 n-44 p’]]}, wobeip £ p’.
Mogliche erzeugende Operationen:

a) Gleitspiegelung an (004) mit diagonaler Gleitkomponente. Punktlage beliebig.

b) Digonale Schraubung um [100] mit % = 1. Punktlagen auf (040)%,%.

1) p P’ soll symbolisch ausdriicken, daB p und p’ zueinander nicht bestimmt
rational sind.
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¢) Digonale Schraubung um {040] mit m = . Punktlagen auf (400)%,%.

d) Inversion mit m =14 und n =74 oder m =7} und n =32, Punktlagen der
Geraden [004]% und [004]%%.

Kompositionen nach obigem Schema mit derselben Einschrinkung wie I. Dieses
zonale Gesetz ergibt sich aus einem nach (2kl) integralen, wenn basisflichenzentrierte
oder innenzentrierte Komplexe vorliegen.

IV. (h%k0) fehlt, wenn h oder k=ungerade.

Zugehorige rationale Punktanordnung: {Imnp) +m+inp)+[mn+4p" T+
[m-+3n+3p"]} Da keine Symmetrieoperation auf eine solche Anordnung fithrt,
ist die Mannigfaltigkeit beschrankt. Sie 148t sich folgend zusammenfassen:

a) BEs ist kein nach (k%!) integraler Anteil vorhanden. Dann sind zwei Fille
moglich:

1. Es ist die Punktanordnung eine rein kompositionsméBige. Sie darf dabei wie
alle vorangehenden Kompositionen keine Punktlagen in einer Spiegelebene (001}
oder (001)3 umfassen. )

9. Es liegt eine Komposition von zwei Punktanordnungen der Fille I, II oder
IIT vor, wobei die eine Zweierkombination elementar, ihre Ergdnzung zur Vierer-
kombination hingegen kompositionsméiBig gegeben wire. Moglich sind die Kombina-
tionen: T4 II oder III, Il 4 I oder I und MI+4-T oder 1L

b) Es ist ein nach (kkJ) integraler Anteil vorhanden: Fir diesen sind die Aqui-
valenzen unter der entsprechenden Translationsgruppe nachzusehen. Zum integralen
kommt zusitzlich ein zonaler Anteil, so das durch Kombination die vier Punkte des
obigen Schema resultieren, wobei aber von den GroBen p, p', p”, p'" je zwei ein-
ander gleich sind., Darither orientiert das Schema:

Es fehlt (hkl), wenn Damit ist zur Viereranordnung zu kombinieren
der Fall:
h = ungerade I, 11
k = ungerade I, I
h + k = ungerade I, II
h 41 = ungerade 1L, IIL
k -+ ! = ungerade I, II
h + k + 1 = ungerade 1, 1I
h oder k= ungerade Die Gesamtselektion ergibt sich nach (hkl)

h 4k oder h -+ 1==ungerade  integral. Die Komplexe sind im ersten Falle
solche von i-Basismasche. Im zweiten all-
seits flichenzentrierte.

SchlieBlich ist als erzeugende Operation noch eine vierzdhlige Symmetrieoperation
moglich, welche zwei p-Werte -4 p und zwei solche — p besitzt.

Diese Eigenschaft erfullt die tetragonale Drehspiegelung, welche in der Tat fir
die Punkte der Geraden [001]% 1 das verlangte zonale Ausloschungsgesetz ergibt,
wobei — entsprechend dem digonalen Anteil dieser Operation — das Gesetz: »(hkl)
fehlt, wenn % -+ k = ungerade« nach (hkl) integral gilt.

V. (kk0) fehlt, wenn h oder k oder 4 (h + k) = ungerade.
Die rationale Punktanordnung, die diesem Gesetz sich zuordnen 1aBt, lautet:

{Imnpl +[m-+4npd+lm+int+ipd+Imntd pall+Im+4n+1pd +
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[n+4nt+3ps]+0m+4n+3pd+[m+3n+ipl. Aneloge Uberlegungen wic
bei Fall IV ergeben, daB das rein zonale Gesetz nur kompositionsméBig gelten kann.
Elementar kann nur ein Teil des Gesetzes sein, ausgenommen im Falle der allseits
flichenzentrierten Translationsgruppe, wo die vier weiteren Punkte durch Qleit-

spiegelung, mit der Gleitkomponente %—i—% erzeugt werden kénnen. Die Glieder

mit den Zusatzwerten 1 sind nur durch Inversion zu erhalten, da die digonale Schrau-
bung wegen ihres Zusatzwertes 4, die digonale Drehung wegen der linearen Ver-
bindung zweier Indizes ausscheidet.

Das geforderte Selektionsverhalten kann integral nach (hkl) auftreten, wenn
folgende Gitterkomplexe (oder entsprechende Kombinationen solcher) vorliegen:

4. Allseits flichenzentriert mit Zentrierung der 4-Basismasche.
2. Diamantgitterkomplex.
3. Basis mit zentrierter {-Basismasche.

B. Zwei Zonen seien Triiger von moglicherweise durch Gleitspiegelung
erzeugten Ausloschungsgesetzen,

Der Vergleich der beiden zonalen Ausloschungsgesetze wird erkennen
lassen, ob der symmetrische oder der unsymmetrische Fall vor-
liegt. Wenn die beiden Zonen als [100] bzw. [010] gewihlt werden,
so gehoren folgende Kombinationen von Ausloschungsgesetzen zum sym-
metrischen Fall:

(0%?) fehlt, wenn ! = ungerade und (% 0{) fehlt, wenn ! == ungerade,

(0kl) fehlt, wenn %k = ungerade und (k00) fehlt, wenn / = ungerade,

(0k1) fehlt, wenn k 4 = ungerade und (% 01) fehlt, wenn % - I = ungerade,

(0%1) fehlt, wenn k oder = ungerade und (201 fehlt, wenn ! oder /= ungerade,
(0k1) fehlt, wenn { od. § (2/4+1) = ungerade und (07 fehlt, wenn [ od. 4 (2%+1) ungerade.

Diese Fille allein konnen mit einer hiheren Symmetrie veririiglich
sein, d. h. bei Anwesenheit von Symmetrieoperationen bestehen, welche
die beiden Zonen ineinander- iiberfiihren. Alle unsymmetrischen Kom-
binationen von zwei zonalen Ausloschungsgesetzen sind damit unvereinbar.

Gegeniiber A. besitzt der unsymmetrische Fall keine neuen Moglich-
keiten an erzeugenden Operationen, da alle anderen Symmetrieoperationen
als die bereits angefiihrten, zweizihligen die Zonen vervielfiltigen und
damit einander gleichwertig machen wiirden. Es erhebt sich somit ledig-
lich fiir den symmetrischen Fall die Frage, ob Symmetrieoperationen
existieren, welche zusitzlich den bereits erwihnten fir die Erzeugung
der zonalen Ausloschungen in Frage kommen. Neben diesen werden wie
im unsymmetrischen Fall reine Kombinationen der Fille A. zu je zweien
vorliegen konnen, so daB die dort gegebene Darstellung als erschopfend
gelten darf.
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Zusitzliche Symmetrieoperationen fiir den symmetrischen
Fall:

a) (0%l) fehlt fiir &= ungerade und (h01) fehlt fir k= ungerade.

Rationale Punktanordnung demzufolge: {[mnp]+ [ n—+3pl -+ [m-+4 ' p] -+
[m’ +4 0 44 pl}. Hierfir kommt als zusitzliche erzeugende Operation in Betracht:
Tetragonale Drehung um [004] mit 7 =#n + } oder m = —n+3$. Die Punktlagen
liegen auf der Ebene (110)7, (4'4'0?,_}_.

b) (0%k1) fehlt fir k- !=ungerade und (k01) fehlt fir k1=

ungerade.

Rationale Punktanordnung: {[mnpl)[m’ n+4p+i] [m+4i 9 p+il[m' +3 0+ T}
Zusitzlich der Kombinationen von A. ist auch die tetragonale Schraubung mit e
als Schraubungskomponente als erzeugende Operation moglich: Tetragonale Schrau-
bung, zugleich digonale Drehung um [004] mit m =mn -1 oder m=—n-+4
Punktlagen in den Ebenen (110)4, (470):12_.

c) (0kl) fehlt fiir = ungerade und (k01 fehlt fir I= ungerade.
Rationale Punktanordnung: {[mnp] [m np-1] [mn' p-+4) [m'# pl}. Als er-
zeugende Operation tritt weiterhin auf: Tetragonale Schraubung, zugleich digonale

Drehung um {004] mit m =n oder m = — n. Punktlagen von (410), (110).
d) (0% fehlt fir &k oder /= ungerade und (% 07) fehlt fir » oder
= ungerade.

Dabei ist bei rein elementarer Erzeugung der Ausloschungen stets ein integraler
Anteil vorhanden, Die rationale Punktanordnung lautet dann {{mnp]) [ n -+ 4 pl]
TmAd o g [ +3 2 +4 Pl D3 n-d p 440 I+ 4 0 p+ 4] I+ p 441
[m n' p+4]}. Diese Ausloschungen werden auch erzeugt von der Achsenschar @3,
also tetragonaler Drehung im Falle innenzentrierter Translationsgruppe, wenn
m=mn-1% oder —n 43

e) (0%1) fehlt fir | = ungerade oder }(2% 4 !) = ungerade und (201)

fehlt fiir [ = ungerade oder § (2% --!) = ungerade.

Auch in diesem Falle ist bei elementarer Erzeugung stets ein integraler Anteil
vorhanden. Die rationale Punktanordnung lautet: {{mnp]jim'n+3p+1][m—+2
' p+1][m'»’' p} und die dazu innenzentrierten Punkte. Diese Punkte gehen auch
aus der Anwendung der Achsenschar (&9‘ auf einen Punkt hervor, wenn m = n -
oder — 7 4§ ist.

Durch Kombination der unter A. angegebenen Fille leitet man leicht die Art
der Gitterkomplexe ab, welche die genannten Ausloschungsgesetze nach (kK1) inte-
gral statt zonal ergeben wiirden.

(. Mehr als zwei Zonen seien Triiger von mdglicherweise durch
Gleitspiegelung erzengten Ausloschungsgesetzen.

An Fall B. schlieBt zunichst der Fall mit drei leitenden Zonen an:
Entweder drei selbstindige Zonen, oder drei gleichwertige Zonen. Auch
hier soll der letztere Fall im Gegensatz zum ersteren als der sym-
metrische bezeichnet werden. Die Unterscheidung der beiden Fille ist
grundsitzlich dieselbe wie bei B. Wesentlich ist in diesem Zusammen-
hang folgendes: Die trigonale Drebung, welche die drei Zonen einander
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gleichwertig macht, kann selbstindig nicht als erzeugende Operation
zonaler Ausloschungsgesetze in Frage kommen, insbesondere nicht fiir
solche zonale Auswahlregeln, deren Form einer im Diskontinuum mog-
lichen Gleitspiegelung entspricht. Daraus geht hervor, daB der Fall
dreier gleichwertiger Zonen gegeniiber dem unsymmetrischen keine zu-
sitzlichen Operationen aufweisen kann und damit im Gegensatz zu Fall B.
steht, Fir drei Zonen ergibt sich demnach eine Gesamtselektion, welche
durch rein additive Kombination der Fille A. bzw. A. 4 B. resultiert.
Im Falle, daff vier Zonen eine Auswahlregel zeigen, welche auf Gleit-
spiegelung zuriickgehen kann, sind je zwei der vier Zonen gleichwertig:
[100] und [010] neben [410] und [170]. Die vorhandenen Aquivalenzen
ergeben sich durch rein additive Kombination der Fille B. Sechs Zonen
der geforderten Art sind zu dreien einander gleichwertig; es liegt somit
ein Verhalten vor, das aus unmittelbarer Kombination von Féllen A.
hervorgeht. Neun leitende Zonen zerfallen in eine Gruppe von drei und
eine solche von sechs Zonen, die unter sich gleichwertig sind. Die erstere
Gruppe ist reine Kombination von Fillen A., die letztere eine Kombina-
tion von Fillen B.

Die Zahl der vorhandenen &#quivalenten Operationen wird nun da-
durch wesentlich eingeschrinkt, daf die Symmetrie der Kristalistruktur
zum Teil bekannt ist. Dem Gang der Strukturanalyse angepafit werden
dabei die Fille unterschieden: Kristallklasse eindeutig festgestellt und
Lavesymmetrie eindeutig erkanni. Die Diskussion soll fiir die beiden
Fille getrennt durchgefiihrt werden.

[. Die Kristallklasse hat sich eindeutig bestimmen lassen.

Nach dem friiher angegebenen Satz kommen unter den iquivalenten
Operationen eines zonalen Raumgruppenkriteriums nur Kompositionen,
aber keine Symmetrieoperationen vor. Durch die eindeutige Klassen-
bestimmung ist sicher gestellt, welche Zonen senkrecht zu ihrer Achse
eine Schar @ besitzen. Alle jene zonalen Ausloschungsgesetze, welche
durch digonale Drehung oder Schraubung, tetragonale Drehung oder
Schraubung, Inversion und tetragonale Drehspiegelung erzeugt werden,
werden dadurch, daB die Zone eine leitende ist, notwendig zum nach
(hkl) integralen Gesetz erhoben. Wird zum Beispiel in der Klasse Ch,
versucht, ein zonales Gesetz durch digonale Drehung zu erzeugen, in-
dem m =1 gesetzt wird, so fiigt zwar die digonale Drehung (oder
Schraubung) zu [{np] einen Punkt [37p] (oder 37 p-+-1), jedoch die
Spiegelung (Gleitspiegelung) an (100) gleichzeitig zu [[1 np] einen Punkt
[$np} (oder $np--1). Die durch Spiegelung oder Gleitspiegelung ver-
bundenen Punkte fiihren aber auf ein entsprechendes integrales Gesetz.
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Weil unter den dquivalenten Operationen die Komposition allein ver-
treten ist, folgt, daB bei der Existenz eines zonalen und nur zonalen
Gesetzes, wenn die Ausl0schungen nicht durch Gleitspiegelung erzeugt
werden, notwendig zum mindesten eine Komposition vorhanden sein mus.
Wiren namlich alle Gitlerkomplexe oder Gruppen solcher Triger inte-
graler Ausloschungsgesetze, so miifite, auch wenn diese integralen Ge-
setze verschiedene wiren, eine grofere Zahl von Ausloschungen beob-
achtet werden, als der rein zonalen Auswahiregel entspricht. Fir die
oben angegebenen integralen Ausloschungsgesetze, die durch Spezialisie-
rung auf die betreffende Zone das geforderte Verhalien ergeben, be-
stehen namlich in allen Fillen gemeinsame Nullstellen, so daf die Zahl
solcher fiir den resultierenden Strukturvektor erhiht sein miiSte.

Im Einzelfalle gestaltet sich die Untersuchung folgendermaBen. Wenn
in einer Reibe von leitenden Zonen bestimmte Ausloschungsgesetze beob-
achtet und deren zonaler und nur zonaler Charakter sichergestellt wurde,
so kommen als mit diesen Ausloschungen vereinbar die folgenden Raum-
systeme in Betracht: Erstens das Raumsystem, welches nur Untergruppen
@! besitzt (symorphes Raumsystem). Ferner alle jene Raumsysteme,
die in einer Richtung Untergruppen @! besitzen, in einer anderen hin-
gegen Untergruppen @2 mit Gleitkomponenten, die den beobachteten
Ausloschungen entsprechen. Schlieflich das Raumsystem, das die Ge-
samtzahl der von den raumgruppenmifig bedingt aufgefaliten Aus-
loschungen geforderte Zahl Untergruppen @2 besitzt. Dabei ist eine mog-
liche Freiheit in der Achsenwahl (Vertauschbarkeit der Achsen) zu be-
riicksichtigen. Zu einem bestimmten Selektionsverhalten in den leitenden
Zonen ist zunichst die Zahl der Raumsysteme zu suchen, welche in
dieser Weise als mit demjenigen Raumsystem #quivalent erscheinen
konnen, das die vorhandenen Ausloschungen sdmtlich als raumgruppen-
miiBig bedingt erzeugen wiirde. Topologisch gleiche Basisgruppen konnen
in diesen und nur in diesen Raumsystemen vorhanden sein, da alle
iibrigen mehr Ausldschungen oder Auslischungen anderer Art fordern
wiirden, als begbachtet wurden. Die Basis der Diskussion ist in ihrer
Breite demnach durch die Zahl der leitenden Zonen wesentlich bestimmt:

a) Es ist eine einzige leitende Zone vorhanden?) (C;, Can, Cin, Vi,
Csny Csvy, Dsa, Dsn, Ceny Th, Ty Dann besteht fir eine bestimmte

1) Entgegen der vorstehenden Darstellung werden hier nur die selbstdndigen
leitenden Zonen geziblt, Zusammengehorige Zonen zdhlen somit nur einfach, ent-
sprechend dem Umstande, daB bei bekannter Klasse die Untersuchung einer einzigen
Zone aus der Gesamtheit zusammengehdriger geniigt, um die Ausloschungen fest-
zustellen. In den Raumgruppen ¥ ist es hinreichend, die Reflexe (kk0) oder (R 0!)
oder (0kl) zu betrachten, da hieraus das Verhalten voa (0J) und (0%) oder (0 kb
und (R%k0) oder (h01) und (k%0) eindeutig folgen muB.
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Translationsgruppe nur die Alternative G, oder @2. Sind zonale Aus-
1oschungen vorhanden, so muB diskutiert werden Untergruppe @2, Aus-
loschungen raumgruppenmamg, Untergruppe C!, Ausloschunfren durch
speziellen Charakter der Komplexe und deren spezielle Ineinanderstellung
bedingt.

b) Es sind zwei leitende Zonen vorbanden (C2oy Civy Covy Dy Op).
Die moglichen Fille sind:
1. Beide Untergruppen §!. Keine zonale Selektion.

2. Eine Untergruppe €}, eine Untergruppe €. Eine Zone zeigt
Ausloschungen, die andere ist ohne zonale Selektion. Moglich ist das
Raumsystem von 1. neben dem Raumsystem, das eine Untergruppe €!
und eine solche @2 besitat.

3. Beide Untergruppen G2. In beiden leitenden Zonen ist eine zonale
Selektion vorhanden. Moglich sind: Das Raumsystem mit zwei Unter-
gruppen @? mit den durch die Ausloschungen geforderten Gleitkompo-
nenten. Weiterhin sind moglich: Raumsysteme, welche nur eine der
Untergruppen G2 neben einer Untergruppe C! enthalten; die Gleitkom-
ponente von G2 muB dabei mit einer der beobachteten, zonalen Aus-
wahlregeln iibereinstimmen. Zudem schlieBlich das Raumsystem mit
zwei Untergruppen G1.

¢) Es sind drei leitende Zonen vorhanden (7}, Dyp).
Die verschiedenen Moglichkeiten sind in diesem Falle:

1. Alle drei Untergruppen sind @!; keine Selcktion zonaler Art in
den leitenden Zonen. Moglich ist nur das symmorphe Raumsystem.
. Zwei Untergruppen €! neben einer Untergruppe @2. Eine leitende
lone ist Trager eines Raumgruppenkrlterlums Maoglich smd das Raum-
system mit den Untergruppen ¢!, G!, 62 und dasjenige von 1.

3. Eine Untergruppe @! neben zwei Untergruppen G2, Zwei leitende
Zonen haben Ausléschungen, die einem Raumgruppenkrltermm entsprechen.
Moglich sind: das Raumsystem mit zwei Untergruppen @2, welche Gleit-
komponenten entsprechend den vorhandenen Ausloschungen besitzen
missen. Weiterhin Raumsysteme mit zwei Untergruppen @! und einer
Untergruppe 2, wobei die Gleitkomponente dieser Ietzteren mit einem
der beiden zonalen Ausloschungsgesetze iibereinstimmen muB. Zudem
das symmorphe Raumsystem.

k. Drei Untergruppen @2. Alle leitenden Zonen sind Triger von
Raumgruppenkriterien. Mit diesen Ausloschungen sind folgende Raum-
systeme vertriiglich: Das Raumsystem mit drei Untergruppen €2, welche
die von den Auswahlregeln geforderten Gleitkomponenten bes1tzen Die
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Raumsysteme mit zwei Untergruppen G2 und einer Untergruppe €},
wobei die beiden €? Gleitkomponenten aufweisen, welche mit irgend
zwei der drei zonalen Ausloschungsgesetze libereinstimmen. Die Raum-
systeme mit einer Untergruppe €2 und zwei Untergruppen G!; Gleit-
komponente von @? entsprechend einem der drei festgestellten Aus-
loschungsgesetze. Schlieflich das symmorphe Raumsystem.

Die Diskussion der zonalen Raumgruppenkriterien steht
in jedem Falle vor der gleichen Frage: Es ist zu entscheiden,
ob Erzeugende des festgestellten zonalen Ausloschungsgesetzes
Gleitspiegelung oder Komposition ist. Im ersten Fall ist das Ge-
setz als raumgruppenmiBig bedingt zu bewerten, die Ausloschungen sind
elementar. Ist die Selektion durch Komposition bedingt, so liegt die
Untergruppe G! vor. Dann existiert fiir eine jede Sorte von Streuzentren
eine rationale Gruppe, welche durch Komposition einen solchen Bau auf-
weist, daB das zonale Gesetz fiir den Strukturvektor der Basis resulliert.
Daneben konnen rationale Gruppen von Punkten besiehen, welche die
vorhandenen Ausloschungen integral nach (hkl), sei es durch Symmetrie-
operationen oder durch Kompositionen erzeugt, besitzen. Sind nur Punkt-
lagen in der Spiegelebene selbst besetzt, so kann ein zonales Aus-
loschungsgesetz von der geforderten Art nicht erzeugt werden, und
damit wire die Gleitspiegelung als eindeutig erzeugende Operation nach-
gewiesen. Eine sicher vorhandene Besetzung von Spiegelebenen folgt
aus der Zahl, mit der die einzelnen Sorten von Streuzentren in der Basis
enthalten sind. Da die Erzeugung eines.v-zihligen Ausloschungsgesetzes
durch Komposition v Punktlagen bendtigt, kann erst im Falle, dalb eine
Sorte von Streuzentren v-mal in der Zihligkeit aufierhalb der Spiegel-
ebene auftritt, durch Komposition die beobachtete Selektion erhalten
werden. Auf diese Zihligkeitsbeziehungen wird zu Ende des Paragraphen
zuriickgekommen.

II. Die Kristallklasse hat sich nicht eindeutig hestimmen
lassen; nur die Lauesymmetrie ist eindeutig bekannt.

Die weniger enge Determinierung der Symmetrie bewirkt notwendiger-
weise eine Erhohung der Zahl moglicher Aquivalenzen. In diesem Falle
kann nur ausgesagt werden, welche Zonen als leitende moglich sind,
nicht aber, daB sie diesen Charakter notwendig besitzen miissen. Sind
dann die betreffenden Zonen tatsichlich nicht solche mit einer Schar €
senkrecht zu ibrer Achse, ist also die Klasse nicht die maximal sym-
metrische der betreflenden Lauegruppe, so konnen die beobachteten
zonalen Ausloschungen (immer neben dem Fall der Komposition, der bei
I bereits existierte) durch diejenigen Symmetrieoperationen erzeugt sein,

5
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welche oben als erzeugende Operationen zonaler Auswahlregeln erkannt
wurden. Dabei setzt dies, wie oben betont, eine spezielle Lage der Punkt-
lagen hinsichtlich der Symmetrieelemente voraus. Als solche, zusitzlich
dquivalente Symmetrleoperatlonen kommen nach den oben gemachten
Ausfiihrungen die Drehung und Schraubung von der Zahligkeit 2 und &
und die Drehspiegelung von der Zahligkeit 2 und 4 in Frage. Die
Moglichkeit, daf unter den &dquivalenten Operationen Sym-
metrieoperationen vorhanden sind, ist somit durch die Be-
ziehungen der Klassen ein und derselben Lauegruppe unter-
einander bestimmt. Die Untersuchung derselben zeigt, daB als
Aquivalenz nur die folgende miglich ist: Die niedriger symmetrische
Klasse besitzt senkrecht zu den Achsen der leitenden Zonen der hoher
symmetrischen Klasse Scharen @, oder §,. Die zonalen Auslischungen
werden dann fiir Punktlagen erfiillt, welche den oben angegebenen Ko-
ordinatenbedingungen geniigen. Die Symmetrieelementenscharen der fol-
genden Klassen stehen miteinander in dem geforderten Verhiltnis: ¥ und Vi
Vg, Dy und Dyp; T und Tp; O und O,; Dy und D3g; Dy und Dyy.
Aber auch die Klassen der betreffenden Lauegruppen, welche nur einen
Teil der leitenden Zonen des hiochstsymmetrischen Falles der betreffenden
Lauesymmetrie besitzen, kommen fiir diese Aquivalenzen ihrer Raum-
gruppenkriterien in Betracht. In der Klasse G, kann das leitende Ver-
halten in den Zonen [100] und [010] ebenso wie in ¥}, durch eine den
betreffenden Spiegelungen oder Gleitspiegelungen Hquivalente Drehung
oder Schraubung in V erzeugt werden. Fiir alle andern Klassen kénnen
Symmetrieoperationen der genannten Art nicht als quivalente Operationen
zu den Raumgruppenkriterien in Frage kommen, so daB sich dann die
Diskussion wie bei bekannter Kristallklasse gestaltet. Dabei miissen, was
natiirlich auch im Falle der erweiterten Diskussion der andern Klassen
zu geschehen hat, diejenigen Symmetrieoperationen, welche der niedriger
symmetrischen Klasse gegeniiber der hochst symmetrischen der betreffen-
den Lauegruppe fehlen, durch Kompositionen ersetzt werden. Bei der
Symmetriereduktion ist dabei folgendes zu beachten:

Ein n-Punktner der héchst symmetrischen Klasse kann beim Uber-
gang zu einer symmetrischen Klasse folgendes Verhalten zeigen:

a) Er bleibt beim Ubergang zur Klasse kleinerer Symmetrie eine
Punktlage gleicher Symmetrie, die beiden Klassen haben demnach eine
symmorphe Untergruppe gemeinsam. Die Zihligkeit der Punktlage wird
durch die Symmetriereduktion der Klasse ein Bruchteil der im hdoher
symmetrischen Fall vorhandenen. Die Symmetrieoperationen, welche die
hoher symmetrische Klasse auBer den mit der niedriger symmetrischen
Klasse gemeinsamen besitzt, miissen durch Kompositionen ersetzt werden.
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b) Die Punktlage bleibt beim Ubergang von der hoher symmetrischen
Klasse zur niedriger symmetrischen von gleicher Zihligkeit. Die Reduktion
der Klassensymmetrie wirkt sich in einer entsprechenden Reduktion der
Symmetriebedingung der Punktlage aus. Die erzeugenden Operationen
der beiden n-Punktner sind dieselben; war der hoher symmetrische eine
elementare, rationale Punktanordnung, so gilt dies auch vom niedriger
symmetrischen.

¢) Die beiden n-Punktner konnen sich sowohl hinsichtlich Zahligkeit
und Symmetriebedingung voneinander unterscheiden. Dieses kombinierte
Verhalten bei der Symmetriereduktion folgt einfach aus einer Zusammen-
selzung der unter &) und b) erwihnten Beziehungen.

Diese Diskussion ist fiir alle Lauegruppen in gleicher Weise durch-
zufithren. An sie anschliefend ist im Falle, daB die Lauesymmetrien
Vs Diny Thy Opy D3g, Dep, vorliegen, zu untersuchen, ob .ein beobachtetes
zonales Ausloschungsgesetz nicht eleméntar bedingt sein konnte unter
entsprechender Reduktion der Klassensymmetrie gegeniiber dem zunéchst
angenommenen, hochst symmetrischen Fall. Dabei ist folgendes zu be-
achten: Nicht jedes zonale Verhalten in den leitenden Zonen
188t sich zwischen den oben genannten Paaren von Klassen
durch Symmetrieoperationen erzeugen.

Die explizite Darstellung der in der Raumgruppe B¢ moglichen,
elementaren zonalen Ausloschungsgesetze soll diese Beziehungen verdeut-
lichen, zumal dieser Typus von Ausloschungsgesetzen sich noch in keiner
der vorhandenen, expliziten Darstellungen vorfindet.

Zonale Ausléschungsgesetze in B4,

Komplexe: '
[4 np] ergeben in der Zone [010]: (k0l) fehlt, wenn 2 + I =1 (mod 2)
[004]: (R kO) fehlt, wenn k=1 (mod 2)
[0 np' ergeben in der Zone [010]: (h017) fehlt, wenn ! =1 (mod 2)
[004]: (R 0) fehlt, wenn h -+ k=1 (mod 2)
[100]: (0% fehlt, wenn ! =1 (mod 2)
[001]: (R%0) fehlt, wenn k + k=1 (mod 2)
im 0 p]} ergeben in der Zone [001]: (0%7) fehlt, wenn & 4! =1 (mod 2)
[004]: (R%0) fehlt, wenn k=1 (mod 2)
[mnl] ergeben in der Zone [100]: (047 fehlt, wenn k=1 (mod 2)
[040]: (h01) fehlt, wenn & -+ ! =1 (mod 2)
[ (0%l fehlt, wenn k& 4 =1 (mod 2)
: (h01) fehlt, wenn 2 =1 (mod 2).
5k

(lm 1 p] ergeben in der Zone
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Kombinationen von Komplexen, welche in der einen Zone ein gleiches
Verhalten zeigen, fiihren auf Ausloschungen in nur einer Zone:

Z.B. [Anp]|+ Im1p] ergeben das zonale Gesetz in [001]:
(b % 0) fehlt, wenn (b + k) =1 (mod 2).

Mogliche 4quivalente, nach (hkl) integraleAusloschungsgesetze.

Das Verhalien ist hier bei unbekannter Klasse ein rein additives unter
den Klassen der betreffenden Lauegruppe, indem nunmehr simtliche in-
tegrale Ausloschungen aller Klassen zu diskutieren sind. Dabei geht
man zweckmiBig von der hochst symmetrischen Klasse aus; der Uber-
gang zu den niedriger symmetrischen bedingt lediglich, daB die fehlenden
Symrﬁetrieoperationen durch Kompositionen ersetzt werden.

b) Seriale Raumgruppenkriterien und deren Diskussion.

Gegeniiber den zonalen Raumgruppenkriterien ist fiir die serialen die
Zahl der moglichen #quivalenten Operationen groBer geworden, da —
wie bereits bei der Erdrterung der serialen aligemeinen Selektion betont
wurde — neben den séimtlich moglichen serialen Aquivalenzen die ent-
sprechenden zonalen und nach (k% ) integralen untersucht werden miissen.
Dazu kommt, daB die Operationen, welche auf seriale Raumgruppen-
kriterien, wenn sie raumgruppenmiBig bedingt werden, an sich viel-
gestaltiger sind, da eine grofere Zahl verschiedener Typen von Schrauben-
achsen als solcher von Gleitspiegelebenen existiert. Umgekehrt fillt
nicht jede Ebenenserie senkrecht einer Schar Drehungs- oder Schrauben-
achsen unter den Begriff der leitenden Ebenenserie, sondern hierzu sollen,
wie oben, nur diejenigen Ebenenserien solcher Art gerechnet werden,
welche auBerhalb der leitenden Zonen liegen. In allen Raumsystemen,
bei welchen den Scharen @, §;, €,, € Scharen @, parallel gehen,
also Scharen €,,, @3,, €4, oder G, vorliegen, kommt eine seriale,
leitende Selektion nicht in Frage, da dort alle Ebenenserien senkrecht
auf Scharen @, in leitenden Zonen liegen. Zudem scheidet von den
Ebenenserien senkrecht Scharen @, eine weitere Gruppe aus: Es sind
das Ebenenserien, welche zwar auBerhalb der leitenden Zonen liegen,
Jedoch in den verschiedenen Raumsystemen als Schar @, senkrecht zur
Ebenenserie alle dieselbe Schar €, besitzen, so daB sich die verschie-
denen Raumsysteme hinsichtlich dieser charakteristischen Untergruppe
voneinander iberhaupt nicht unterscheiden. Auch diese Ebenenserien
senkrecht zu den Scharen ©, sollen nicht zu den leitenden gerechnet
werden. Es handelt sich um die Ebenenserien senkrecht der Schar €}
in den Raumgruppen D,, D, D und O.
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Auch die serialen Raumgruppenkriterien sind Spezialfélle der iber-
haupt moglichen serialen Ausloschungsgesetze. Ihre Mannigfaltigkeit
ist durch diejenige der im Diskontinuum moglichen Schrau-
bungsoperationen eindeutig gegeben.

Thre maximale Zihligkeit ist 6 entsprechend der Maximalzahligkeit
moglicher Schraubenachsen. Die Ausloschungsgesetze, welche seriale
Raumgruppenkriterien darstellen, ergeben stets einen Auswahlfakior,
der fiir alle Werte des Index der betreffenden Ebenenserie eine Potenz-
summe von Einheitswurzeln darstellt. Es entspricht dies der Tatsache,
daB die Schraubungskomponente immer einen rationalen Bruchteil der
Intentititsperiode darstellt und die Ausfiihrung der Schraubung auf eine
Punktreihe fithrt, welche die Koordinatenachse parallel der Schraubungs-
achse mit ihren Projektionspunkten #quidistant unterteilt.

Auch bei der Diskussion der serialen Raumgruppenkriterien sind die
beiden Fille: Kristallklasse eindeutig bekannt und Kristallklasse nicht
bekannt, sondern nur Lauesymmetrie festgestellt grundsitzlich verschieden.
Im Falle, daB nur die Lausesymmetrie feststeht, miissen drei Fille serialer
Gesetze unterschieden werden:

a) Bine Ebenenserie mit serialen Ausléschungen in einer niedrig sym-
metrischen Klasse fallt durch den Ubergang zur hoher symmetrischen
Klasse gleicher Lauesymmetrie in eine leitende Zone dieser letzteren,
Das tritt dann ein, wenn bei diesem Ubergang die Schar @, senkrecht
zur betreffenden Ebenenserie zu einer Schar €,, wird, wie dies beim
Ubergang von den enantiomorphen zu den holoedrischen Klassen zulrifft.

b) Eine Ebenenserie bleibt innerhalb der verschiedenen Klassen gleicher
Lauesymmetrie als selbstindiger Selektionsort erhalten. In beiden Klassen
ist eine Achsenschar €, vorhanden. Die serialen Raumgruppenkriterien
gehen in diesem Falle unverdndert in die Gesamtselektion der hoheren
Raumsysteme ein. Dieser Fall liegt vor, wenn Klassen C, mil Klassen G,
verglichen werden. Dabei miissen zwei Fille unterschieden werden:

1. Es gibt eine Klasse, in welcher die betreffende Ebenenserie nicht
leitende (h k1)-Mannigfaltighkeit ist. Indessen besitzt diese Klasse Raum-
systeme, die derart spezielle Gitterkomplexe enthalten, dal} diese wegen
ihres besonderen Baues die betreffende seriale (und zwar nur als seriale)
Selektion ergeben. Dies setzt voraus, dafl die Symmetrieoperation dieser
Klasse alle drei Koordinaten andert und dabei eine Zihligkeit besitzt,
welche mit der Zahligkeit der Drehungs- oder Schraubungsachsen der
hoheren Raumsysteme der betreffenden Lauegruppe einen gemeinsamen
Teiler besitzt. Dieser Bedingung geniigt nur die Gruppe Cyp, in welcher
die Klasse S, gegeniber Cy und C, das geforderte Verhalten zeigt.
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2. Die Klassen ohne die leitende Ebenenserie stehen zu den tbrigen
nicht in einer solchen Beziehung; es gibt keine Symmetrieoperationen,
welche zu den Schraubungen #quivalent sind.

Der Fall a) wird in der Diskussion der zonalen Auslischungsgesetze,
die in der betreffenden Lauegruppe leitend sind, erledigt, wihrend die
Fille b) unter die nachfolgende Diskussion fallen.

Der eigentlichen Diskussion der Aquivalenzen soll eine allgemeine
Ubersicht iiber die moglichen erzeugenden Operationen vorangestellt
werden. Die Betrachtung der Ebenenserien ist gegeniiber den Zonen
dadurch vereinfacht, da8 nur symmetrische Fille moglich und damit in
dem oben genannten Sinne, die simtlichen Ebenenserien, wenn sie iiber-
haupt eine auf Schraubung zuriickfiihrbare Selektion besitzen, einander
gleichwertig erscheinen. Im einzelnen liegen die Verhiltnisse folgend:

A) Eine einzige Ebenenserie sei Triiger eines moiglicherweise durch
Schraubung erzeugten Ausldschungsgesetzes.
Die betreffende Ebenenserie wird als (001) gewihlt. Dann ergeben sich ent-

sprechend den viererlei, im Diskontinuum moglichen Schraubungskomponenten, die
folgenden Moglichkeiten serialer Ausléschungen:

L {004) fehlt, wenn /=1 (mod 2).

Die korrespondierende, rationale Punktanordnung ist [m » p] [’ # p -+ $1, wobei
m~m' und no£n'. Mogliche erzeugende Operalionen:

a) Digonale Schraubung um [004]. Die Punktlage kann dabei beliehig zur
Schraubenachse gewdhlt werden.

b) Tetragonale Schraubung, die zugleich digonale Drehung, um [004]. Eben-
falls mit beliebiger Punktlage.

¢) Inversion. Dabei mu8 jedoch p den speziellen Wert 1 besitzen, d. h, die Punkt-
lage muB der Ebene (004)_} , 3 angehoren.

d) Tetragonale Drehspiegelung. Auch hier resultiert die geforderte Selektion nur
fir die speziellen Punktlagen mit p =1%, also far die Ebenen (001)%, 3.

e} Hexagonale Schraubung, die zugleich trigonale Drehung ist. Die Ausldschungen
sind bei heliebiger Wahl der Punktlage vorhanden,

f) Kompositionen, welche auf die oben gegebene Punktanordnung fithren. Dagbej
darf keine Besetzung von Drehungsachsen senkrecht zur leitenden Ebenenserie allein
erfolgen.

Das seriale Ausloschungsgesetz kann jedoch auch ein Spezialfall eines zonalen
sein; in Betracht kommen hicrfir die nachstehenden Auswahlregeln:

Zonales Gesetz in (0 k) mit (0 kJ) fehlt, wenn [ = ungerade
oder mit (0 %) fehlt, wenn &k + [ = ungerade,
zonales Gesetz in (% 0/} mit (k0 1) fehlt, wenn | = ungerade
oder mit (h 01) fehlt, wenn s 4 ] = ungerade,
zonales Gesetz in (hh{) mit (A kI fehlt, wenn | = ungerade
oder mit (b k1) fehlt, wenn % 4 oder 4k +4- I = ungerade.
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Oder aber das seriale Ausloschungsgesetz geht auf ein an sich integrales zuriick.
Dieser Spezialisierung gehorchen die folgenden, integralen Auswahlregeln:
(h k1) fehlt, wenn [ = ungerade, oder
(k1) fehlt, wenn (h +-1) oder (& + l) = ungerade, oder
(h k1) feblt, wenn (h + k& + 1) gleich ungerade.

Die erzeugenden Operationen dieser Ausloschungsgesetze findet man unter den
entsprechenden Raumgruppenkriterien und Bestimmungskennzeichen der mehrfach
primitiven Translationsgruppen zusammengestellt.

IL (0 01) fehlt, wenn =0 (mod 3).

Zugehorige rationale Punktanordnung [ n pl [m/ #' p + 4], [»" %" p + 31.

Mogliche erzeugende Operationen:

a) Trigonale Schraubung um [004] bei beliebiger Wahl der Punktlagen.

b) Hexagonale Schraubung um [001], welche zugleich digonale Drehung ist.

Ebenfalls uneingeschriinkte Wahl der Punktlage méglich.

¢) Dem obigen Koordinatenschema entsprechende Kompositionen.

An zonalen und integralem Ausléschungsgesetzen kommen alle diejenigen in Frage,
welche im Auswahlfaktor Exponenten mit dem Glied == 4/ besitzen, welches mit
Gliedern ¢k und sk additiv verknipft sein kann.

1. (001) fehlt, wenn /== 0 (mod 4).

Entsprechende rationale Punktanordnung: Imnpl] [m»p+ 4 n" p+ 5
[fm"* " p+3]. Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Nur seriale, keine zonalen oder integralen Ausléschungen sind vorhanden.
Magliche erzeugende Operationen:

a) Tetragonale Schraubung um [001] bei beliebiger Wahl der Punktlage.

b) Kompositionen den oben gegebenen Koordinatentripeln entsprechend.

9. Eg ist ein zonaler oder integraler Anteil vorhanden.

Eine solche zusitzliche Folge von Ausloschungen geht auf die Beziehungen unter
den Koordinaten e, m’, m”, m"’ oder n, /, n”, n" oder m, n,m',n',m", n", m" "’
suriick. Wesentlich ist insbesondere ein integraler Anteil, der [  p]) mit Jm” n" p 4§
miteinander verbindet. Im Falle der Achsenschar G§ist m” =m +fund n” =n + 4,
wie es die innenzentrierte Translationsgruppe erfordert. Ein hierzu dquivalentes Aus-
16schungsgesetz ergibt sich in &2, wenn p den speziellen Wert & erhalt, Nur in diesem
Falle tritt somit an erzeugenden Operationen neben die Schraubung und Komposition
als dritte Operation die Drehspiegelung.

Diejenigen Operationen, welche ein Ausloschungsgesetz ergeben, das nicht nur
serial die geforderten Ausloschungen bedingt, sondern eine zonale oder integrale
Gultigkeit besitzt, wurden bereits oben erwihnt, Dort ergab sich, daB bei einer ent-
sprechenden zonalen oder integralen Auswahlregel stets ein Aggregat dreier Auswahl-
faktoren vorliegt. Einer derselben wirkt sich in der Ebenenserie (001) nicht aus, so
daB auf die Reflexe (001) spezialisiert Ausloschung bis zur vierten Ordnung tritt.

IV. (004) fehlt fir 13 0 (mod 6).

Zugehorige rationale Punktanordnung:
{[m 7Zp]3 [[ml ')Z"p + %]} [[m‘!l'n" p + _‘)1*]] [[mlll 12’” p _I__ 42_]] D,m"” n"" p + %]] Emlllll n"”lp + %ﬂ'
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1. Nur seriale, keine zonalen oder integralen Ausloschungen sind vorhanden:
An erzeugenden Operationen sind méglich:

a) Hexagonale Schraubung um [001] bei beliebiger Wahl der Punkilagen.

b) Kompositionen entsprechend dem angegebenen Koordinatenschema.

2. Es ist ein zonaler oder integraler Anteil vorhanden. Derselbe kann die Form

! 14
LA .
(4 -+ 627” 3+4e¢ e 3) oder (1 87”’1) besitzen, je nach den Bezichungen, welche
unter den sechs Koordinatentripeln bestehcen. Dabei triit jedoch entgegen der tetra-
gonalen Schraubung keine neue erzeugende Operation auf,

B) Es sind zwei Ebenenserien vorhanden, welche Triiger von méglicher-
weise durch Schraubung erzeugten Ausléschungsgesetzen sind.
Die beiden Zonen werden als (100) und {(040) gewdhlt, Dann konnen folgende
Ausléschungen in den beiden Ebenenserien bestehen:
{f 0 0) fehlt, wenn A== 0 (mod 2) und (k0 0) fehlt, wenn k== 0 (mod 2).
Zugehdrige rationale Punktanordnung:

Imnpllm—+ 40 p] ' n 44 p) [0 + 30’ + 4 p']
Mégliche erzeugende Operationen:
a) Zunichst kommt als reine Kombinationen von unter A I genannten Fillen in
Frage:
Digonale Schraubung 4 digonale Schraubung
und die sich hieraus ableitenden Fille, wenn eine oder beide Operationen durch
Kompositionen ersetzt werden.

b) Als neue erzeugende Operation gegeniiber den Kombinationen von A I. ergibt
sich die tetragonale Drehspiegelung, wenn n = m 4+ 4 oder n=—m + % gesetzt wird.
Fir diese Punktlagen, das sind die Punkte der Ebenen (HO)%_ und (470)%, folgt also
durch ein und dieselbe Operation das Verhalten in den beiden Ebenenserien, so daf
diese nur in Fillen, da die Scrie (2 0 0) mit derjenigen (k0 0) gleichwertig erscheint,
dquivalent sein kann,

C) Es sind drei Ebenenserien vorhanden, welche Triiger von miglicher-
weise durch Schraubung erzeugten Ausléschuugsgesetzen sind.

In diesem Falle zeigen die drei Ebenenserien { 00), (0k0) und (001 ein Ver-
halten, welches serialen Raumgruppenkriterien entsprechen konnte. Es sind alle diese
Fille solche, dic sich aus additiver Kombination der Fille A und B ergeben. Die
Kombinationsméglichkeiten sind die folgenden:

a) Digonale Schraubung 4 digonale Schraubung + digonale Schraubung.

b) Digonale Schraubung - digonale Schraubung - tetragonale Schraubung, die
zugleich digonale Drehung ist.

Die beiden Fille lassen sich, wenn die Zusammengehérigkeit der Ebenenserien
nicht feststeht, voneinander nicht unterscheiden. An Stelle der Schraubungsoperationen
konnen die oben erwihnten, mit ihnen dquivalenten treten.

¢} Tetragonale Schraubung digonale Schraubung - digonale Schraubung.

d) Tetragonale Schraubung 4 tetragonale Schraubung +- tetragonale Schraubung,

Beim Fall ¢) sind zwei, beim Fall d) sicher alle drei Ebenenserien einander gleich-
wertig; eine Substitution der Schraubungen durch andere Operationen miBte dem-
entsprechend in zwei oder drei Serien in gleicher Weise vorhanden sein,
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Damit sind die moglichen Aquivalenzen vollstindig abgeleitet. Analog
den zonalen Raumgruppenkriterien bedingt auch hier die Kenntnis der
Kristallklasse oder doch der Lauesymmetrie eine wesentliche Einschrénkung
der Breite der Diskussion. Den Bediirfnissen des Strukiuranalytikers
werden auch hier sinngemiB die beiden Fille: Kristallklasse bekannt und
nur die Lauesymmetrie festgestelit unterschieden. Thre Diskussion soll
im folgenden besprochen werden,

I. Die Kristallklasse hat sich eindeutig bestimmen lassen,

Nach dem frither angegebenen Satz kommen dann als zu den Schrau-
bungen #quivalente Operationen einzig Kompositionen in Frage. Die
Kristallklasse erlaubt, die leitenden Ebenenserien eindeutig anzugeben, wo-
durch auch die Frage der Zusammengehorigkeit derselben beaniwortet ist.

Die Diskussion der serialen Raumgruppenkriterien gestaltet sich grund-
sitzlich vollig gleich derjenigen der zonalen Raumgruppenkriterien. Wenn
eine Ebenenserie eine bestimmte Folge von Ausloschungen aufweist, sind
damit vertrigliche Raumsysteme: Das Raumsystem mit der Schar €
senkrecht zur Ebenenserie und alle Raumsysteme, die Scharen von
Schraubenachsen besitzen mit groferen Schraubungskomponenten als das-
jenige Raumsystem, welches sich ergibt, wenn die Ausloschungen raum- .
gruppenmifig bedingt angesehen werden. Fehlt beispielsweise in der
Klasse C, (001) fiir alle 7= 0 (mod &), so sind moglich: Tetragyren
senkrecht (001), oder tetragonale Schraubenachsen, die zugleich digonale
Drehungsachsen sind, senkrecht (001), oder reine tetragonale Schrauben-
achsen senkrecht (001). Diese Analyse der einzelnen Ebenenserie muf
fir alle leitenden Ebenenserien durchgefiihrt werden, und es hat her-
nach eine entsprechende Kombination der fiir die einzelne Ebenenserie
gefundenen Losungen zu erfolgen. Gleich wie im Falle der zonalen
Ausloschungsgesetze ist auch fiir die serialen die Apzahl der leitenden
Ebenenserien wesentlich. FEine einzige leitende Ebenenserie ist nach
Durchfiihrung der soeben mitgeteilten Diskussion erschopfend behandelt;
hierher gehoren die Raumsysteme G, Gz, €4, Gg; Ds, Dg; T, © und
Gas, Cyny By Zwei Ebenenserien von leitendem Charakter besitzen die
Raumsysteme ®,. Deren drei sind im Falle der Raumsysteme B vor-
handen, so daB dieser Fall die breiteste Diskussion verlangt. Sie ergibt
sich in vollstindiger Analogie zu derjenigen der Raumsysteme B;, wenn
an Stelle der leitenden Zonen [100], [0410] und [004] die leitenden Ebenen-
serien (100), (010) und (001) und an Stelle der Untergruppen & die
Untergruppen @, gesetzt werden.

Die Diskussion der serialen Ausloschungsgesetze steht im Falle jeder
Ebenenserie (wieder in voller Analogie zur Diskussion der leitenden Zonen) vor
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der prinzipiell gleichen Frage: ist die erzeugende Operation der
serialen Ausloschungen eine Schraubung oder eine Schraubung
mitgroBererSchraubungskomponentekombiniertmiteinerKom-
position oder eine reine Komposition. Eine eindeutige Beantwortung
dieser Frage entspricht eine eindeutige Bestimmung des Charakters der
Achsenschar welche sich senkrecht zur leitenden Ebenenserie befindet. Liegt
ein Raumsystem vor, in- welchem nicht die simtlich beobachteten Aus-
loschungen raumgruppenmafig bedingt sind, so muB fiir eine jede Sorte
von Streuzentren eine solche spezielle Ineinanderstellung von Gitter-
komplexen vorliegen, welche auf die beobachteten, serialen (und nur
serialen) Ausloschungen fiihrt. Mit der auf eine Ebenenserie begrenzten
Geltung des Ausloschungsgesetzes wiirde eine solche rationale Anordnung
auf Drehungsachsen allein in Widerspruch stehen, da eine solche nicht
ein seriales, sondern ein zonales oder integrales Ausloschungsgesetz
zur Folge hatte. Ist die Anzahl der verschiedenen Streuzentren in der
Basis pro Sorte derart, daB die Komposition, um die von den Aus-
léschungen geforderte, rationale Anordnung zu erzeugen, nicht Punkt-
lagen allgemeiner Lage, sondern solche auf Drehungsachsen allein ver-
wenden miiite, so daB ein zonales oder integrales Ausloschungsgesetz
notwendig resultieren wiirde, so lieBe sich in diesem speziellen Fall die
Schraubung eindeutig als erzeugende Operation nachweisen. Ein Bei-
spiel einer solchen Eindeutigkeit der erzeugenden Operation eines serialen
Raumgruppenkriteriums ist das Raumsystem @2 mit zwei gleichartigen
Streuzentren in der Basis. Wiire 05 vorhanden und damit die Aus-
loschung von (040) nicht elementar, sondern kompositionsmigig bedingt,
so miite die Selektion integral vorhanden sein, da die Komposition nur
Punktlagen C, der Zihligkeit 1 verwenden konnte. Auch auf diese
Zshligkeitsbeziehungen soll zusammenfassend zuriickgekommen werden.

Fall B: Die Kristallklasse ist nicht eindeutig bekannt, nur
die Lauesymmetrie hat sich eindeutig ermitteln lassen.

Nach den zu Anfang des laufenden § gemachten Bemerkungen ist es
nur im Falle der Lauegruppe Cy;, notwendig, die Diskussion der serialen
Raumgruppenkriterien zu erweitern, wenn nur die Lauesymmetrie an
Stelle der Klassensymmetrie eindeutig festgesteilt werden kann. Die
Erweiterung bedeutet dabei, daB in der Klasse §; durch spezielle Punkt-
lagen erreicht werden kann, daB die Drehspiegelung das seriale Raum-
gruppenkriterium serial und nur serial erzeugt. Die Zahl der moglichen
dquivalenten serialen Ausloschungsgesetze wird dadurch erhoht, wahrend
die weitere Diskussion dem Fall A vollig analog durchzufuhren ist. Die
Punktlagen [mn ] in &! ergeben das seriale Gesetz: (004) fehlt, wenn
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! = ungerade, welches in den Klassen Oy und Cy fiir die Raumsysteme
€ und €2, €, Raumgruppenkriterium ist. Die Punktlagen [mn ] in
@2 ergeben serial in (001) das Fehlen aller nicht durch vier teilbaren
Ordnungen, wobei jedoch ein Anteil (der der innenzentrierten Translations-
gruppe) integral gilt. Dieses Ausloschungsgesetz ist in den Raumgruppen
@¢ und €f, Raumgruppenkriterium. Fiir diese beiden Fille sind also
berelts im Falle eines einzigen homogenen Gitterkomplexes Aquivalenzen
zu den Kriterien der hoher symmetrischen Raumsysteme moglich.

¢) Zihligkeitsbeziehungen und Kompositionsmoglichkeiten,

Die vorstehende Darstellung hat ergeben, daB innerhalb der Raum-
systeme isomorph ein und derselben Kristallklasse Kompositionen als
einzig mogliche, den Raumgruppenkrilerien &quivalente Operationen in
Betracht kommen. Sie fiihren dabei auf dieselben Ausloschungen mit
gleichem Geltungsbereich im Indizesfeld. Dabei wurden die Bedingungen
formuliert, der die Komposition geniigen mufl, damit zonale und nur
zonale bzw. seriale und nur seriale Auswahlregeln resultieren. Wird
ein zonales oder ein seriales Ausloschungsgesetz beobachiet, so heift dies, .
wenn keine integrale oder integrale und zonale Selektion unier den
Reflexen existiert, daf der resultierende Strukturvektor keine weitern
Nullstellen als jene in der betreffenden Zone oder Ebenenserie besitzen
darf. Dadurch ergeben sich, wie an einigen Stellen bereits angedeutet
wurde, gewisse Einschrinkungen hinsichtlich der Placierung der Stren-
zentren im Raum der Nichtidentitit. Diese seien nachfolgend zusammen-
gefaBt. ‘

" Aligemein interessieren vom Standpunkt der Ausloschungen nur die-
jenigen Kompositionen, welche durch ihren besondern Gharakter die Zahl
der ausgeloschten Reflexe erhohen. Das bedingt, daB bei der Be-
stimmung der Raumgruppe nur Kompositionen von Gitter-
komplexen interessieren, welche in den Kristallrdumen mit
einfach primitiver Translationsgruppe die Ausldschungen
einer mehrfach primitiven Translationsgruppe ergeben, oder
solche, welche in einem Raumsystem mit raumgruppenmiflig
vollstindig vorhandenen Reflexreihen in den leitenden Zonen
und Ebenenserien eine Reihe von Reflexen in einer solchen
Weise verbieten, wiees fiirandere Raumsystemeraumgruppen-
maBig erfolgt. Aus dieser Betrachtung folgt allgemein, daB nur jene
Raumsysteme das zonale oder seriale Verhalten eines andern durch Kom-
position erhalten kinnen, welche sich von diesem durch eine grofere
Anzahl symmorpher Untergruppen unterscheiden. Die Komposition
erfordert zur Erzeugung dieser Ausloschungen die Ineinanderstellung einer
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um so groBern Zahl von Gitterkomplexen, je groSer die Zahl der Unter-
gruppen in denen sich die beiden Raumsysteme voneinander hinsichtlich
der Symmorphie ihrer Untergruppen unterscheiden. Dadurch ist der
systematische Weg, der oben zur Ableitung beschritten wurde, allgemein
umschrieben. Es geniigt nach diesem Zusammenhang, die Kompositions-
moglichkeiten der charakteristischen Untergruppen zueinander zu unter-
suchen, um dadurch durch Kombination die Kompositionsbeziehungen
aller Raumsysteme abzuleiten.

Um in @} das zonale Verhalten von 2 durch Komposition zu erhalten, mus
zu einer Punkilage [[m » p] eine Punktlage [m #/ p--1] gefugt werden, so daB fir

k=10 der Strukturvektor den Auswahlfaktor [1 +e”“] ausklammern laBt. Ist dabei
Jjedoch speziell » =/, so gilt das Ausloschungsgesetz nicht zonal in [0 1 0], sondern
nach (k%) integral. Ausgezeichnet ist unter den Fillen 5 — »’ der Fall #z— 0 und
7 =4, das heiBt die Komposition von Punktlagen in den Spiegelebenen (04 0) oder
(040)y. Jede solche Komposition von Punktlagen C,, die zonal das Ausl6schungs.
geselz: »(kkl) fchli, wenn I gleich ungerade< ergibt, fubrt gleichzeitig auf ein nach
(kkl) integrales Gesetz. Wenn in einer Basis eine Sorte von Streuzeniren als einzige
in der Anzahl 2 vorkommt, so kann nicht durch Komposition in €! das zonale Ver-
halten von €2 erreicht werden, so da8 in diesem Falle das Raumsystem €2 als ein-
deutig bestimmt gelten kann. Ist die Anzahl der betreffenden Streuzentren gleich 4, s0
kénnen diese nur aligemeine Lagen einnehmen, die Eigensymmetrie des Streuzentrums
muB sicher Cj sein. Ein solcher SchluB ist nun fir jedes Paar von Raumsystemen
mdglich, von denen eines senkrecht zur leilenden Zone als Untergruppe €, das
andere dagegen €2 besitzt. Sind mehrere solche Paare von charakteristischen Unter-
gruppen €; vorhanden, so gilt der Befund zunichst einzeln fir Jjedes Paar. Die Zihlig-
keit, bis zu welcher das Raumsystem mit den Untergruppen €2 eindeulig gegeniiber
demjenigen mit den Untergruppen G! bestimmt ist, erhoht sich, indem die Einzel-
zihligkeiten der Kompositionen sich maltiplikativ zur Gesamtzihligkeit zusammensetzen,

Sind beispielsweise zwei charakteristische Untergruppenpare €1 und €2 vorhanden,
so verkniipft eine erste Komposition zwei Komplexe 4 und B in geeigneter Lage,
um dadurch das erste Geselz zu erzeugen. Zu A wird durch eine zweile Komposition
ein Komplex A’, zu B ein Komplex B’ gefiigt, damit dadurch das zweite Ausléschungs-
gesetz resultiert.

Eine vollstindig analoge Betrachtung 1iBt sich fur die Raumsysteme isomorph
den Klassen Cy, C3, Cy und Cg durchfithren. Damit in €} das seriale Verhalten von
€2 resultiert, muB zu einem Komplex [m n p] durch Komposition ein Komplex an der
Stelle [m’n+4 p'] gehoren, wobei m und =/, p und p’ voneinander sich micht um
eine beziglich 2 bestimmt rationale Differenz unterscheiden dirfen, da in diesem
Falle eine integrale Selektion bestehen muB, wenn nur eine rationale Anordnung von
Punkten in der Basis enthalten ist. Insbesondere fihrt auch hier eine Besetzung der
digonalen Drehungsachsen, wenn sie gleichzeitig in der Ebenenserie ein seriales Gesetz
ergeben soll, immer auf eine nach (h%!) integral gillige Auswahlregel. Sind in der
Basis aber nur zwei Streuzentren vorhanden, so daB eine Komposition nur auf den
einzdhligen Punktlagen (b méglich ist, so kann unter keinen Umstinden ein seriales
Gesetz in der leitenden Ebenenserie resultieren und demzufolge muB dann das Raum-
system @2 gegenitber dem Raumsystem €G! als eindeutig bestimmt gelten, da die
Schraubung in diesem Fall einzig mogliche erzeugende Operation ist. Sind mehrere
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Scharen € vorhanden, die in einem Raumsystem €}, im andern Raumsystem
Scharen §3 darstellen, so ist die Erweiterung genau gleich wie bei den Untergruppen
@€, zu treften, wodurch die Zahl der Streuzentren in der Basis, bis zu welcher Ein-
deutigkeit vorliegt, in gleicher Weise erhobt wird. Um in Bt das dreifach seriale
Verhalten von B¢ zu erzeugen, sind folgende Kompositionen notwendig:

{Im n pl) + [’ o' p+ 4T fur das seriale Gesetz in (0 0 l). Zu jedem dieser Punkfe
eine Punktlage [m” n 4% p”] fir das seriale Gesetz in (0 k 0) und schlieBlich zu jedem
dieser vier Punkte eine Punktlage [m -4 »/ p”] fir das seriale Geselz in (k0 0).

Es sind somit acht allgemeine Gitterkomplexe notwendig, um in B! die seriale
und nur seriale Selektion von B¢ zu erreichen. Enthilt eine Basisgruppe mit den
Raumgruppenkriterien von B¢ vier gleiche Streuzentren in der Basis, so ist damit
diese Raumgruppe gegeniiber allen andern Raumsystemen % als sicher bestimmt zu
betrachten.

Analoge Betrachtungen lassen sich fiir die Raumsysteme @, ®4, € durchfiibren;
immer ist eine Besetzung der Drehungsachsen mit der Moglichkeit, durch Komposition
seriale Raumgruppenkriterien zu erzeugen, ausgeschlossen. Bei den nicht primitiven
Schraubungsgruppen (€4 und €g) darf zwar eine Beselzung derjenigen Drehungsachsen
vorliegen, welche den beiden verglichenen Raumsystemen gemeinsam sind, also bei-
spielsweise der Trigyren im Falle von €1 und €f. In der Tabelle IIl sind die Ver-
héllnisse zusammengefaBt worden.

Tabelle IIL
€L €2 {{mnp]+im nt+ipT <2-2

¢l »@3 {Imnp]+[m' w p+4}, <24 bzw. 2.2
€3 —>(&}”v"{[[mnp]]—i—[[m’n’p-kﬂ}, <2k
@,1‘ —)@%4{[[7;2 npl + [ # p4-1] 4 [m" n”’ p4-41 -+ [ W p43D, < bk

€l > @23 {mnpl+ [ o p+3]+Im" " p+3 <33

L G} {Imnpl-+0m wp+ il <26 baw. <2-2
€45 > 62 {m gl + [ ' p+-4Th <26

€L — G {[mnpl]+Im' o p+4§1+[m" ' p42, <3-6 bzw. <(3-3

€8 —> €23 {Imnp]+ [m' W p+ 5]+ [m" 0" p 31} <36 .

€ — C23{Imnp]+[m' w p+-§1+[m" n” p+41 + T ' p+31 4
o w7’ p 3] 4 [ 2" p 4= 3}, <6 - 6.

Die anschlieBend an die Kompositionssymbole beigefiiglen Faktoren geben die
Anzahl gleicher Streuzentren im Elementarparallelepiped, fir die das Raumsystem mit
Kkleinerer Schraubungskomponente als eindeutig bestimmt gelten kann, gegeniiber dem-
jenigen Raumsystem, in welchem die Komposition durchgefibrt wird, Erst dann,
wenn zum mindesten eine Sorte von Streuzentren in einer grofern Anzahl im Elementar-
bereich auftritt, muB die Mehrdeutigkeit durch Komposition erortert werden.

Vergleicht man zwei beliebige Raumsysteme miteinander, so geht man
am zweckmaBigsten von der gleichen Darstellung der beiden Raumsysteme
durch charakteristische Untergruppen aus, die sich bereits fir die Ab-
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leitung der Orter der elementaren Ausloschungsgesetze bewahrt hat. Man
wihlt als Darstellungen durch charakteristische Untergruppen diejenigen,
welche die grofite Zahl Untergruppen @, enthalten. Hernach fithrt man
fir die einzelnen Untergruppen die Betrachtung entsprechend den voran-
gehenden Bemerkungen durch und kann demzufolge angeben, bis zu
welcher Zahl von Streuzentren fiir eine Basis, welche solche von nur
einer Art enthilt, die Raumgruppenbestlmmung als sicher anzusehen ist.
Sind mehrere Sorten von Streuzentren vorhanden, so folgen aus diesen
Uberlegungen Einschréinkungen fiir die Plaz1erung von mindestens einer
der Sorten verschiedener Streuzentren. Welche Streuzentren sich dabei
in der notwendigen allgemeinen Lage zu den Symmetrieelementen be-
finden, um die Selektion als im Indizesfeld beschrinkte zu erhalten, er-
gibt sich erst aus der Verwertung weiterer Ausloschungen in hoheren
Ordnungen oder aus Feststellungen iiber den gesamten Intensititsverlauf.

Um den Einblick in die aligemeinen Kompositionsbeziehungen einer
Kristallklasse zu vertiefen, soll deren Mannigfaltigkeit fiir die Klasse C,,
explizite dargestellt werden

Raumsystem €, , charakteristische Untergruppen: €' 4-@1.

Keines der nicht symmorphen Raumsysteme kann das Selektlonsverhalten desRaum-
systems €} aufweisen.

Raumsystem €2 , charakteristische Untergruppen: €! 4 63.

Das Verhalten von € ist moglich, wenn in &l die Komposition vorliegt:

{rnpl + [m'n + $p7T} .

Damit ist eine Besetzung der Digyren in €., unvereinbar, damit implizit auch
eine solche der Punktlage C,, . Enthilt ein Elementarberelch mit diesen Ausloschungen
nur zwei gleiche Streuzentren, so ist die Raumgruppe €2 eindeutig bestimmt. Ist
die Zahl der Streuzentren fiir alle Sorten gleich zwei, 0 gllt dasselbe.

Raumsystem € , charakteristische Untergruppen. G246l

Das Verhalten von € ist méglich, wenn in €., die Komposition vorliegt:

{lmnpl +fmwp +- 47 .

Mit dieser stebt eine Besetzung der Spiegelebenen in €,!, in Widerspruch, damit
auch eine Lokalisierung in Punktlagen C,,. Wiederum gllt daB, wenn eine Basis
mit diesen Ausldschungen nur zwei glelche Streuzentren (oder verschiedene Streu-
zentren, aber alle in der” Anzahl 2) enthilt, die Raumgruppe €% als eindeutig be-
stimmt gelten darf.

Raumsystem €, , charakteristische Untergruppen: €24 €3.

Das Verhalten von €, erzeugen dquivalent die folgenden Kompositionen in den
folgenden Raumsystemen:
in €, die Komposition: {[mnp] + [m'n 4 $p’]+[m wp L+ e 4 4p + 1]
in @,h dic Komposition: {[mnp] 4 [mn’'p + 5}
in € die Komposition: {{mnp]+[m'n =+ p'7 .
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Fir alle drei Raumsysteme, die nach («SQ’h komponierbar sind, schéidet eine Be-
setzung der Punktsymmetrieelemente allein aus, da mit einer solchen eine Folge von
Ausloschungen auBerhalb der leitenden (hk!)-Mannigfaltigkeiten der Klasse C,, ver-
bunden sein miBte. Sind in einer Basis mit den fir € charakteristischen Aus-
loschungen nur vier gleiche Streuzentren enthalten, so darf die Raumgruppe als
eindeutig bestimmt gelten.

Raumsystem €, . Charakteristische Untergruppen: €2 4 €3.

Das Verhalten von ), ergeben durch Komposition die Raumsysteme €J und
€. Orter, welcbe Triger dieser Ausloschungen (dann erzeugt durch Symmetrie-
operalionen und nicht durch Komposition) sind, besitzen die Raumsysteme €2
und €5 .

Raumsystem €, . Charakteristische Untergruppen: €%4- €3.

Das Verhalten von €., ergeben durch Kompositionen die folgenden Raumsysteme:
€42 mit der Komposition {{mnpl 4 [mn/p + £] +[m + 7 + 5pl+-[m + Sn -+ Lplk
€4 mit der Komposition {{mnp] + [m + $n + pl}
€}, mit der Komposition {[mnp] + [mn'p + I} .

Die speziellen Punktlagen [1#70] bzw.{{n1] in ('th nach dem Schema

{Tmnp] + [mn'p + 41}
komponiert, ergeben bereits die Selektion von € . Die Punktlagen [{n1] in @2511
schlieBlich besitzen durch den Charakter des Raumsystems und durch ihren speziellen
Bau (einfach flichenzentriert!) die gesamte Zahl der Ausloschungen, welche fir €9,
charakteristisch sind. Félle wie den letzten leitet man leicht an Hand der Tabellen
der kristallstrukturell wichtigen Auswahiregeln ab. Sind in @2671 vier gleichartige
Streuzentren vorhanden, so ist das Raumsystem (Sg*h ausgeschlossen, da bei einer
solchen Anzahl der Streuzentren die Komposition Punktlagen C,, verwenden miifte,
woraus notwendig eine integrale Regel folgen wiirde. Fiir eine Komposition mit mehr
als vier Streuzentren dirfen keine Punkilagen C, benutzt werden, da hierbei in allen
Fillen eine integrale Selektion resultieren muf}. Analoge Uberlegungen fithren auch

gegenitber den andern Raumsystemen auf die Anzahl vier als Zahl von gleichen
Streuzentren, fiir welche €.% eindeutig erwiesen ist.

2n

d) Bestimmung der Basiskoordinaten.

Die Untersuchung der Translationsgruppe und des Raumsystems einer
Kristallstruktur sind Spezialaufgaben, die sich bei der Ermittlung der
Basiskoordination stellen. Es erweist sich normalerweise als zweckmiBig,
deren Losung als erste Phasen einer Strukturbestimmung anzustreben,
weil die Kenntnis der Symmetrieeigenschaften des Kristallraumes, dem
eine Kristallstruktur angehort, die Ermittlung der Basiskoordinaten
wesentlich erleichtern kann (zur Bestimmung der Basiskoordinaten wird
die Ermittlung der Koordinatentripel [mnp]] und der Eigensymmetrie der
Punkte [mnp] gerechnet). Um die Strukturbestimmung nach ermittelter
Translationsgruppe und bestimmtem Raumsystem zu Ende zu fiihren,
miissen nunmehr die unbenutzt gebliebenen Ausloschungen, vorzugsweise
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die in héheren Ordnungen, zur Lokalisierung der einzelnen Streuzentren
im Symmetriegeriist des bestimmten Kristallraumes verwendet werden.
Gleichzeitig wird man die Symmetrieeigenschaften desselben, voran die
Zihligkeiten seiner verschiedenen Punktlagen, mit den Anzahlen von
Streuzentren in Beziehung setzen. Genligen die vorhandenen Aus-
loschungen nicht, um alle Basiskoordinatentripel zu eruieren, so hat
eine Untersuchung der Intensititen iiberhaupt einzusetzen. Diese wird
mit Vorteil von den Auslyschungen ausgehen, die den einzelnen Kom-
plexen, aber nicht der gesamten Basisgruppe zukommen, namentlich
dann, wenn an Hand der vorangegangenen Uberlegungen sich einzelne
Sorten der Streuzeniren bereits einwandfrei hatten placieren lassen. Die
Zahl der Parameter der Struktur wird dementsprechend fiir diejenige
Teilmannigfaltigkeit des Indizesfeldes reduziert, innerhalb welcher eine
oder mehrere Slreuzentrensorten an die Gesamtintensitiit nichts beitragen.
Fir diese Untersuchungen mufl eine anpassungsfihige, explizite Dar-
stellung der Ausloschungsgesetze der 230 Kristallriume des Diskontinuums
gesucht werden,

" Vom strukturtheoretischen Standpunkte aus muf} scharf unterschieden
werden, ob es gelingt, fiir eine Kristallstruktur die Basiskoordinaten im
soeben definierten Sinn, also nach Lage und Eigensymmetrie der Punkt-
lage, zu bestimmen, oder ob es nur miglich ist, generell die Koordinaten-~
tripel anzugeben, ohne jedoch dem einzelnen die ihm zukommende Eigen-
symmetrie zuzuordnen.

Beim AbschluB der Untersuchung der miglichen Mehrdeutigkeiten in
der Raumgruppenbestimmung ist schlieBlich folgender Punkt zu diskutieren:
Angenommen, daf Ausloschungen gefunden werden, welche fiir ein Raum-
system R charakteristisch sind. Dieselben sollen zunichst als eindeutig
angesehen werden, so daff nur Basisgruppen im Raumsystem R in die
Diskussion der Basiskoordinatenbestimmung eingehen. Erst im AnschluB
daran suchen wir nach den Raumsystemen, welche Basisgruppen auf-
bauen lassen, die ebenfalls mit den beobachteten Auslischungen verein-
bar sind. Dabei frigt es sich, ob unter bloBer Beriicksichtigung der
Schwerpunkte die Diskussion dieser letzteren Fille in der Diskussion aller
Punktlagen des charakteristischen Raumsystems B enthalten ist, oder ob
dieser gegeniiber Zusatzbetrachtungen notwendig sind. Wenn nimlich die
Mannigfaltigkeit der Basisgruppen in den zusitzlich méglichen Raum-
gruppen ein Teil derjenigen im charakteristischen Raumsystem E ist, so
ist an sich die Diskussion der Basisgruppen in E erschopfend. Die weiter-
hin mit den beobachteten Ausloschungen vertriglichen Punktanordnungen
auflerhalb des Raumsystems R ergeben sich dann aus den in R mog-
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lichen durch bloBe Symmetriereduktion, d. h. durch Anderung der Eigen-
symmetrie der Punktlagen oder der Zusammengehorigkeit der Punkte
oder beider. Wenn hingegen in einem zweiten Raumsystem eine Basis-
gruppe mit den Ausloschungen vertriglich ist, die in der gesamten

Mannigfaltigkeit von Basisgruppen im Raumsystem E nicht enthalten ist,
" geniigt die Betrachtung der Raumgruppe R allein nicht, da ja ohne Be-
riicksichtigung dieses zweiten Raumsystems mogliche Punktanordnungen
iibersehen werden. Im Einzelfalle liegen die Verhdltnisse wie folgt: Die
zusitzlich moglichen Punktanordnungen sind in denen des
Raumsystems R dann enthalten, wenn sie in Raumsystemen
auftreten, deren Operationen sidmtlich in R enthalten sind.
Diese Punktanordnungen stellen in ihrem Symmetriegrad gegeniiber den
Basisgruppen von R reduzierte Basisgruppen dar. Neue Fille, die in der
in B moglichen Mannigfaltigkeit nicht enthalten sind, ergeben sich in
Raumsystemen, welche Operationen besitzen, die in denen von R nicht
enthalten sind. Im Falle der Bestimmung der Translationsgruppe
sind die Operationen der zusitzlich moglichen Raumgruppen stets in den-
jenigen des (mehrfach primitiven) Raumsystems R enthalten, so dafl hier
durch Symmetriereduktion die Gesamtheit moglicher Basisgruppen sich
ableiten 138t. Im Raumsystem €2 liegen auf den Geraden [} x 0] und
{4 » 4] Punktlagen, welche hasiszentrierte Gitter bilden, so dal die Be-
stimmung der Translationsgruppe von @3 mehrdeutig erscheint. €3 ent-
halt nun aber simtliche Operationen von €2, so daB die Geraden [} n 0]
und [1 4} in €3 Punkte beherbergen, deren Gitterkomplexe durch di-
gonale Schraubung und durch die mehrfach primitive Translationsgruppe
zentriert werden, also eine Entartung ihrer Koordinatentripel zeigen (dem
entspricht geometrisch die Besetzung eines Punktsymmetrieelements, in
unserem Falle einer Digyre). Die in €; moglichen basiszentrierten Gitter-
komplexe sind demnach mit den Gitterkomplexen der Symmetrie C; in
€2 identisch, so daB die Diskussion des Raumsystems €3 die Unter-
suchung der in €2 moglichen basiszentrierten Basisgruppen als Teil ent-
hilt. Symmetriereduktion von Gy auf C; fiihrt gegebenenfalls die beiden
Moglichkeiten ineinander iiber. Alle anderen Punktanordnungen mit Basis-
zentrierung in €2 miiften Kompositionen als erzeugende Operationen
hesitzen. Die Komplexe der Einzelpunktlagen sind als Teilkomplexe
aber simflich in €3 enthalten, die Art der Komposition ist derart
durch die beobachteten Ausloschungen -eindeutig festgelegt, dall sie
die Komplexe von €2 in jene von €F tberfilhrt. Es geniigt also in
diesem Falle, €} zunichst als eindeutig anzusehen, die Parameter-
bestimmung vorzunehmen und dann die Fille moglicher Symmetrie-
reduktionen zu betrachten.
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Im Falle der Raumsystembestimmung wurden zwei verschiedene
Fille von Mehrdeutigkeiten erkannt: solche in Raumsystemen derselben
Klasse und solche in Raumsystemen niedriger symmetrischer Klassen.
Die oben geforderte Beziehung unter den Operationen der zusitzlich
moglichen Raumgruppen zum Raumsystem R ist offenbar nur im zweiten
Falle erfiillt, wenn das niedriger symmetrische Raumsystem eine Unter-
gruppe des Raumsystems R darstellt. Elementar oder kompositionsmifig
erzeugle Ausloschungen sind dann stets mit Punktanordnungen verkniipft,
welche sich durch Symmetriereduktion aus denen des Raumsystems I
ergeben. Die Punkte der Ebene|m n 1] in B¢ besitzen die Ausloschungen,
welche L16 kennzeichnen. Weil nun B4 Untergruppe von B .5, ent-
hilt 815 alle Operationen von B¢, also auch die erzeugende der Aus-
loschungen der Komplexe von [m n 4] in 84 Weil nun aber die in L,°
gegenitber B¢ hinzutretenden Gleitspiegelungen dieselbe relative Punkt-
anordnung erzeugen, muf} fiir die Punktlagen [mn 4] in B1% eine Ent-
artung der Koordinaten eintreten, welcher die Besetzung einer Spiegel-
ebene entspricht. Es herrschen somit die vollstindig analogen Beziehungen
wie bei den Translationsgruppen, so da8 auch hier die Diskussion von 81
die moglichen Fille in B+ enthilt und durch anschliefende Symmetrie-
reduktion ableiten 1aGt.

Anders verhilt sich der erste Fall: Hier wird der Bedingung, daf
die Operationen des einen Raumsystems in denjenigen des andern ent-
halten sind, nicht geniigt. Damit ist die Moglichkeit, daBl ein zweites.
Raumsystem gegeniiber dem durch die Ausldschungen charakterisierten
Raumsystem R neue Punktanordnungen enthilt, die gesondert zu dis-
kutieren sind, gegeben. Zum Beispiel: Beobachtete Ausloschungen: (R 01)
fehlt, wenn ! —= ungerade, Raumgruppenkriterium fir €2 Anzahl der
Streuzentren im Elementarparallelepiped == 8. Mggliche Punktanordnungen
sind in €% und €! beispielsweise:

Q2: [lmy my py | my By py + 4],
[mg mg py | My My Pyt 4]
[my my py | mg 72 py + |
([m2s 204 py | My iy Py+4 ]

€l fmy my py [y 7y o] |
[my g py+ % | my g pr+ 4]
[m3 my ps | my 7y ps]) }
[mg ny ps+4 | my 72y p3+4])) -

Die fir €} erwihnte Basisgruppe laSt sich in G2 nicht erzeugen.
Auch eine vollstindige Diskussion aller in €2 moglichen Punktanord-
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nungen fiihrt nicht auf diesen Fall, der somit ohne Zusatzbetrachtung
tibersehen wird. Damit wiirden natiirlich auch simtliche aus ihm sich
ergebenden Fille niedriger Symmetrie nicht beachtet.

Zusammenfassend 148t sich daher folgende Aussage machen: Die
mit den beobachteten Ausloschungen vertréglichen Fille
lassen sich aus dem durch diese Ausloschungen charakteri-
sierten Raumsystem ableiten, wenn sie in Raumgruppen auf-
treten, deren Operationen in denen des letzteren enthalten
sind. Dieiibrigen Méglichkeiten von Basisgruppen, die mit den
beobachteten Ausloschungen vertrdglich sind, folgen erst aus
den hier abgeleiteten Zusatzbetrachtungen. Methodisch be-
deutet dies folgendes: Zusatzbetrachtungen sind notwendig
fiir die Mehrdeutigkeiten der Raumsystembestimmung inner-
halb der Raumsysteme derselben Klasse und Translations-
gruppe. Es ist beispielsweise €, gegen €}, zusitzlich zu diskutieren;
dabei enthalt diese Diskussion gleichzeitig auch diejenige gegeniiber €,
und @2, Alle iibrigen Fille, wie zum Beispiel diejenigen in €, folgen
durch Symmetriereduktion.

Ein besonders ausgezeichneter Fall liegt dann vor, wenn die Aus-
l6schungen hinreichen, um die Basiskoordinaten in ihrer Gesamtheit fest-
zulegen. Man kann dann, statt die Teilbestimmungen entsprechend den
hier beschriebenen Diskussionen durchzufiihren, zunichst aus den Aus-
loschungsgesetzen die Koordinatentripel [mnp] bestimmen, ohne nach
deren Symmetrie zu fragen, und damit die Schwerpunktsanordnung der
Basis erhalten. Dann ergibt sich die rein strukturtheoretische
Aufgabe, zu untersuchen, in welchen Kristallrdumen des Dis-
kontinuums eine solche Punktanordnung moglich ist, und
welche Einzelsymmetriebedingungen in den verschiedenen
Fallen die Streuzentren zu erfiillen haben?!). Das Endresultat
der beidenAnalysen einer Kristallstruktur muB selbstverstind-
lich zum gleichen Ziel fihren, und es wird vom Einzelfall
abhingen, welcher Weg der Kristallstrukturbestimmung sich
als der rationellere erweist.

§ 10. Psendosymmetrien.

Die vergleichende Betrachtung der Kristallstrukturen sucht unter den
ermittelten Strukturen Beziehungen aufzustellen, um damit die Faktoren
erfassen zu konnen (bzw. die mit ihnen zusammenhéingenden strukturell
direkt wahrnehmbaren Tatbestinde),. auf die die Auslese der tatsichlich

1) Als Beispiel dieser Behandlung siehe E. Brandenberger, Zur Ffage der
Kristallstruktur des Eises. Z. Krist. 78, 429. 1930,

6%
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realisierten Strukturen aus der strukturgeometrisch sich bietenden Mannig-
faltigkeit zuriickgeht. Im Falle niedriger symmetrischer Strukturen ist
dabei der Nachweis von Pseudosymmetrien wesentlich. Weil aber hoher
symmetrische Basisgruppen einer Analyse leichter zugiinglich sind, und
zudem die Ausloschungsgesetze sich zur speziellen Metrik der BaSISvruppe
invariant verhalten, frigt es sich, in welcher Weise sich die Lehre von
den Pseudosymmetrien bei einer Strukturanalyse verwenden 14Bt. Nach
dem am Ausgang des § 2 Bemerkten kanun es sich dabei natiirlich nur
um die Betrachtung jener Symmetrieen handeln, die in der Punktanord-
nung zum Ausdruck kommen und nicht um jene, von der Struktur-
analyse noch nicht erfafiten, die in der Teilchensymmetrie liegen. Dieser
Zusammenhang erlaubt, den dort ausgesprochenen Befund auch so zu
deuten, dal die Strukturanalyse in ihrer heutigen Form zwischen Sym-
metrie (das sei der hiochst symmetrisch aufgefaBte Fall) und damit ver-
wandten »innern Pseudosymmetrien« nicht unterscheiden kann 1.

Die Betrachtung der Pseudosymmetrien in diesem Sinne kann erst
nach Einfiihrung der Komposition erfolgen, da ohne die Moglichkeit der
Komposition nur die »innern Pseudosymmetrien« sich darstellen lassen,
indem dabei von einem niedrig symmetrischen Komplex bestimmter Zihlig-
keiten ausgegangen wird, der im Falle einer speziellen Metrik der Basis-
gruppe insofern hoher symmetrisch wird, als die Eigensymmetrie der
Punktlage steigt. Die Komposition von Komplexen in speziellen Lage-
beziehungen dagegen fiihrt von niedrig symmetrischen Komplexen
bei gleicher oder pur partiell sich #ndernder Teilchensymmetrie zu
hoher symmetrischen Punkthaufen. Dabei sind zweierlei Fille zu unter-
scheiden:

a) Die Ausloschungen eines hoher symmetrischen Strukturtyps, der
seinerseits aus einem Gitterkomplex oder bereits aus einer Komposition
solcher bestehen kann, werden beobachtet. In der Metrik der Basis-
gruppe jedoch sind keine Anklinge an hiher symmetrische Verhaltnisse
vorhanden. Der Sinn der beobachteten Selektion unter den Reflexen
liegt dann offenbar lediglich darin, daf auch im niedriger symmetrischen
Fall eine analoge, relative Punktanordnung existiert, wobei eine Reihe
von Symmetrieoperationen der hioher symmetrischen Basis im Falle der
niedriger symmetrischen durch Kompositionen ersetzt wurden. Diese

1) In einem gewissen Sinn ergibt sich daher folgender Parallelismus mit den
phinomenologisch wahrnehmbaren Verhiltnissen: die »innern Pseudosymmetriene
entsprechen den makroskopischen Pseudosymmetrien, wie sie sich in der Metrik des
Kristalles duBern, die »iuBern Pseudosymetriene, die auf Kompositionen zurickfithren,
dagegen den durch Zwillingsbildung angestrebten hoheren Symmetrien im Falle
makroskopischer Betrachtung.
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Feststellung entscheidet noch nicht dariiber, ob die Struktur als deformierte
dem hober symmetrischen Typ zugezihlt werden darf, da aus den
Ausloschungen (wie den Intensititsverhiltnissen iiberbaupt) iber die
absoluten, topologischen Qualititen einer Struktur keine Aussagen
folgen. Diese sind erst mdoglich, wenn die spezielle Metrik der Basis,
d. h. jene der Translationsgruppe, mit in Betracht gezogen wird. Die
Strukturanalyse wird indessen diese Zusammenhinge auch dann beriick-
sichtigen, wenn den topologischen Bedingungen eines Strukturtypus
nicht geniigt wird, indem sie ihr in ihren ersten Phasen wertvolle Weg-
leitung sein konnen.

b) Zunichst wie in Fall a) Ausloschungen eines hoher symmetrischen
Strukturtypus beobachtet; zusitzlich dazu zeigt die Metrik der Basis-
gruppe eine Anniherung an hoher symmetrische Verhiltnisse. In diesem
Falle folgt daraus naturgemiB, daf die Punktanordnung im niedriger
symmetrischen Fall nicht nur in ihren relativen Lagebeziehungen, sondern
auch in ihren absoluten an hohere Symmetrie erinnert. Dabei ist es dann
gerechtfertigt, die Struktur als eine deformierte des betreffenden, hoher
symmetrischen Typus anzusehen. Auf die Aufgabe, einem bestimmten
Strukturtyp alle mit ihm vertréiglichen Basisgruppen unter Angabe der
dann herrschenden Parameterwerte der Translationsgruppe zuzuordnen,
soll hier nicht eingegangen werden; die Aufgabe erscheint um so sinn-
voller, als eine Betrachtung des experimentell bestimmten Materials
zur Erfahrung fiihri, daB die feste Materie nur eine ‘auffallend kleine
Auslese unter der strukturgeometrischen Mannigfaltigkeit realisiert
(P. Nigglit).

Um Pseudosymmetrien in einem solchen Sinne aufzudecken, geniigt
es nicht mehr, die leitenden Zonen und Ebenenserien der betreffenden
Klasse allein zu betrachlen, sondern es miissen alle jeme (kkl)-Mannig-
faltigkeiten mitberticksichtigt werden, welche bei ansteigender Symmetrie
zu leitenden Zonen oder Ebenenserien werden. Zweckmifig wird man
sich auch dabei von der Gruppenstruktur der Symmetrien der einzelnen
Kristailriume leiten lassen und zunichst feststellen, in welchen hoher
symmetrischen Kristallriumen die gegebene Raumgruppe als Untergruppe
enthalten ist. Dadurch ist ein systematischer Weg gegeben, um mit an-
steigender Symmetrie eine immer groBere Zahl von leitenden (hkI)-Be-
reichen in die Diskussion aufzunehmen. Leitende Ebenenserien niedrig
symmetrischer Raumsysteme konnen bei wachsender Symmetrie in leitende
Zonen iibergehen und damit ihre Selbstindigkeit als Geltungsbereich ver-
lieren. Die gegebene Darstellung der Raumsystemsbestimmung ist einer -

1) P. Niggli, Stereochemie der Kristallverbindungen. Z. Krist. Im Erscheinen.,
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solchen Erweiterung auf die Fragen nach bestehenden Pseudosymmetrien
angepalt. Bei ihrer praktischen Anwendung darf nicht vergessen werden,
dafl erst nach einer geeigneten Transformation der Einheits-
vektoren durchsichtige Beziehungen zu héher symmetrisch struierten
Basisgruppen sich ergeben konnen. :

Die Untersuchung der Ausloschungsgesetze der 230 Raumsysteme,
ihrer systenilatischen Darstellung und strukturanalytischen Verwertung
bat Herr Professor P. Niggli im Sommer 1927 in seiner Yorlesung
tiber Kristallstrukturlehre angeregt. Fiir den Vorschlag, diese Ausarbeitung
zu iibernehmen, und die stete Forderung, der ich dabei teilhaftig werden
durfte, bin ich meinem verehrten Lehrer sehr zu Dank verpflichtet.

Zirich, Mineralogisch-petrographisches Institut
der Eidgenossischen Technischen Hochschule, Juni 4930.

Eingegangen den 48. Juli 1930.
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