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Validité dans les algébres de Boole partielles

par GIOVANNI CORAY

Introduction

Les algebres de Boole donnent lieu & une interprétation naturelle de la logique
propositionnelle classique; en particulier, on sait qu’une expression propositionnelle
est valide dans toutes les algeébres de Boole si, et seulement si, elle est une tautologie.
Par conséquent, certaines propriétés de la déduction dans le calcul propositionnel
classique peuvent &tre démontrées a I’aide d’arguments de caractére algébrique. Les
algébres de Boole partielles (4 BP) définies dans [1] permettent, de maniére analogue,
I’étude du calcul propositionnel partiel. Ce dernier est un affaiblissement du calcul
propositionnel classique [2] suggéré par la mécanique quantique.

Il résulte de la semi-simplicité des algébres de Boole qu’une expression proposi-
tionnelle est universellement valide si elle est valide dans I’algébre de Boole simple Z,.
On ne retrouve pas cette situation privilégiée dans le cas des ABP; en effet, il n’est
pas possible d’établir la validité des expressions propositionnelles (ou des régles de
déduction) par la vérification dans une algébre finie déterminée.

Cependant, on dispose d’un autre procédé de décision pour la validité dans les
algébres de Boole; il consiste & vérifier I’expression propositionnelle donnée a I'aide
d’une seule évaluation dans une algebre libre adéquate. Nous proposons, dans ce
travail, une définition des ABP libres permettant d’étendre ce critére au cas des
ABP.

Ainsi, le probléme central de cette étude est la représentation et la construction
effective de certaines 4 BP libres.

La méthode de représentation est basée sur deux faits: d’une part, toute 4BP
peut étre caractérisée par une famille d’algébres de Boole finies et d’isomorphismes
partiels; d’autre part, on peut décrire un tel isomorphisme partiel par une relation
binaire définie dans I’espace dual des algebres de Boole. Cette maniére de représenter
les ABP facilite la mise au point d’un algorithme pour la construction d’une ABP
libre déterminée. L’emploi de cet algorithme conduit toutefois & une suite d’opéra-
tions a 'aide de relations binaires de domaine fini, pour lesquelles I’emploi d’un
ordinateur se révéle judicieux.

Pour chaque expression propositionnelle (et plus généralement pour toute régle
de déduction) donnée, une calculatrice diiment programmeée peut ainsi construire
I’ABP libre adaptée et exécuter I’évaluation décisive. Les tautologies déduites dans
Principia Mathematica ont été soumises & ce test (sur la machine CDC 1604A du
Centre de Calcul, EPF, Zurich). Il en résulte que seules les trois expressions 2.81,
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3.47 et 4.38 (ainsi que 3.48 et 4.39, obtenues par simple substitution dans 3.47 et 4.38)
ne sont pas valides dans les 4ABP.

11 est & noter que ces expressions ont quatre variables. D’autre part, on sait que
les identités Booléennes en une ou deux variables sont également valides dans les
ABP [1], alors que les identités & trois variables ont fait jusqu’ici ’objet de conjec-
tures. Nous en démontrons la validité a I'aide d’une classification des ABP libres a
trois éléments générateurs.

Dans les ABP produites & cet effet, on peut observer la présence fréquente d’une
sous-algébre trés particuliére: I’analyse plus détaillée de ces 4 BP suggére une démon-
stration «algébrique» de leur plongeabilité dans une algébre de Boole. Outre cet élé-
ment heuristique, I'ordinateur apporte une information indispensable, par I’énumé-
ration de quelques 60 cas traités isolément, pour la preuve compléte que toute 4BP
libre 4 trois générateurs est plongeable dans une algébre de Boole.

Le sujet est présenté en trois chapitres. Les ABP ont un trait caractéristique: les
opérations a deux arguments n’y sont définies que pour certaines paires d’éléments.
Cependant, comme les algébres de Boole classiques, elles ont deux unités. Pour les
structures de ce type nous donnons, dans la premiére partie de ce travail, une défi-
nition idoine des notions de satisfaction et de validité. L’usage continuel de ces notions
permet une démonstration concise de quelques propriétés algébriques. Nous déga-
geons de celles-ci plusieurs critéres pratiques pour la plongeabilité dans une algébre
de Boole.

La deuxiéme partie est consacrée a une méthode de représentation des ABP i
l'aide de relations binaires finies. Nous y développons ensuite un procédé de con-
struction pour certaines ABP, sous forme aisément traduite dans un langage de pro-
grammation.

Ce procédé s’applique, en particulier, aux A4 BP libres introduites dans la troisiéme
partie de cette étude. C’est dans ce dernier chapitre que nous démontrons la validité,
dans les ABP, de certaines régles du calcul propositionnel classique, en particulier
des identités Booléennes en trois variables.

I. Propriétés algébriques des algébres de Boole partielles

L.1. Structures et algébres de Boole partielles
DEFINITION. Une structure (ou structure d’algébre partielle) est un systéme
d’ensembles et de relations du type

A=(S,C,0,1I)

ol S est un ensemble et C une relation ternaire univoque en son dernier argument,
interprétée comme une fonction a deux variables définie sur une partie de Sx S,
tandis que 0 et I sont deux éléments distingués de S.



