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Ein Modell des Hilbertschen Raumes.

. Jede iiber einem mefbaren Bereich eindeutige reelle und me8-
bare Funktion ist dquivalent (fast iiberall gleich) einer Funktion
der zweiten Baireschen Klasse, d. h. einem limes von limites stetiger
TFunktionen?). Verzichtet man in einer Menge vom MaB Null auf die
Konvergenz der approximierenden Funktionen, so gilt sogar der
Satz, daB jede meBbare Funktion fast iiberall gleich dem limes einer
fast iiberall konvergierenden Folge stetiger Funktionen ist2). Wir
werden in § 8 beweisen, dafl man in diesem Satz die stetigen Funk-
tionen durch Treppenfunktionen ersetzen kann, das sind Funk-
tionen, die iiber endlich vielen Intervallen verschieden von 0 und
in jedem dieser Intervalle konstant sind.

Diese Tatsachen legen nahe zu versuchen, das Lebesguesche
Integral einer summabeln Funktion dadurch zu definieren, dafl man
in einer geeigneten Darstellung dieser Funktion als limes von steti-
gen Funktionen oder als limes von Treppenfunktionen die Opera-
tionszeichen [ und lim vertauscht. Ein solcher Aufbau der Integra-
tionstheorie bringt dann einen wesentlichen Vorteil gegeniiber dem
iiblichen, wenn es gelingt, die Maftheorie fiir Punktmengen einiger-
maBen zu umgehen. Daf dies tatsichlich moglich ist, hat F. Riesz
in seiner Arbeit ,,Sur l’intégrale de Lebesgue’ bewiesen3). Er
skizziert dort die Grundlagen dieser Integrationstheorie gestiitzt
auf einen Satz, dessen Beweis wir in § 1 mit unwesentlichen Ab-
dnderungen wiedergeben. '

In der vorliegenden Arbeit soll diese Theorie konsequent durch-
gefithrt werden. Als Basis wihlen wir die in mancher Hinsicht etwas
einfacheren Treppenfunktionen. Wir vermeiden jede Bezugnahme
auf bekannte Sdtze, ausgenommen am SchluBl in § 8 beim Nach-
weis der Konsistenz mit der Lebesgueschen Integraltheorie. Wie
aus den Ausfithrungen dieses Paragraphen hervorgeht, definiert
jede fast iiberall konvergente Folge von Treppenfunktionen eine
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bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmte meBbare Funktion und
man erhilt auf diese Weise auch alle meBbaren Funktionen. Es
wird sich also u.a. darum handeln, diejenigen dieser Folgen zu
charakterisieren, die zu summabeln Funktionen fithren und fiir die
die Vertauschung von [ und lim tatsichlich das Lebesguesche
Integral der Limesfunktion liefert. Dies ist in sehr einfacher Weise
moglich, und zwar so, daB gleichzeitig alle beschridnkten und un-
beschrinkten summabeln Funktionen erfafit werden. Auch der
Definitionsbereich braucht nicht beschrinkt zu sein, wenn er nur
von endlichem MaB ist. Wir erreichen so in einem Schritt, was in
der traditionellen Theorie zwei bzw. drei Etappen erfordert.

Da es sich nicht darum handeln kann, séimtliche wichtigen
Theoreme der Lebesgueschen Theorie neu herzuleiten, sind alle
herausgegriffenen Sdtze auf ein bestimmtes Ziel zugeschnitten,
nidmlich auf den Satz von Riesz-Fischer. Wir wollen also auf dem
kiirzesten Weg den Hilbertschen Raum der quadratisch integrier-
baren Funktionen konstruieren. Um den Beweis der Separabilitit
moglichst einfach zu gestalten, ist es zweckmiflig, den Bereich der
Basisfunktionen von vorneherein auf eine abzidhlbare Gesamtheit
zu beschrinken. Diese Einschrinkung bringt noch einen weiteren
Vorteil. Der Hilbertsche Raum ist von der Michtigkeit des Konti-
nuums und entsteht aus einer Funktionenmenge von groBerer
Michtigkeit durch Identifikation &dquivalenter Funktionen. In
unserer Darstellung erscheinen nun die Elemente des Hilbertschen
Raumes als Folgen, deren Glieder Basisfunktionen sind, also einer
abzihlbaren Gesamtheit angehoren.

In § 1 wird der uns unentbehrliche Teil der MafBtheorie ent-
wickelt., Wir beziehen uns in der Formulierung einfachheitshalber
auf die Ebene, also auf den Fall zweier unabhingiger Verinder-
licher. Es geniigt, eine eng beschrinkte Klasse von Punktmengen
einzufiihren, die sich in spezieller Weise aus abzéhlbar vielen Qua-
draten zusammensetzen. Ersetzt man die gewohnliche MaBfunk-
tion fiir Quadrate durch eine allgemeinere, so fiihren die folgenden
Entwicklungen von selbst zum Lebesgue-Stieltjes-Integral. § 2
definiert die Treppenfunktionen und ihre fast {iberall konvergieren-
den Folgen, § 4 diejenigen dieser Folgen, deren limites in der ein-
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gangs erwihnten Weise ein bestimmtes Integral zugeordnet werden
kann. Da wir es aus soeben angefiihrten Griinden vorziehen, an
Stelle der Limesfunktionen die diese erzeugenden Folgen selbst zu
betrachten, sind in § 3 einige Regeln iiber das Rechnen mit diesen
Folgen zusammengestellt. Sodann werden in § 5 diejenigen Hilfs-
sidtze bewiesen, die eine einfache Konstruktion des Hilbertschen
Raumes in den §§ 6 und 7 erlauben. Die erginzenden §§ 8 und 9
bringen schlieBlich die Verbindung zur traditionellen Integral-
theorie von Lebesgue.

§ 1. Die Punktmengen E und 4. Ein Satz von Riesz.

Wir betrachten fiir jede natiirliche Zabl n das quadratische
Gitter der Ebene, dessen Eckpunktkoordinaten in einem recht-

1
winkligen Koordinatensystem ganzzahlige Vielfache von m sind.

Mit J, bezeichnen wir jedes offene (randlose) Fundamentalquadrat
irgendeines dieser Gitter, jede Quadratseite ohne Endpunkte und
jeden einzelnen Eckpunkt. Die Gesamtheit der J, ist abzihlbar,

Unter E verstehen wir stets eine Vereinigungsmenge
endlich vieler paarweise fremder Punktmengen J,, unter
4 eine Vereinigungsmenge abzihlbar vieler paarweise
fremder J,. Die Klasse € aller Punktmengen ¥ ist also enthalten
in der Klasse 9 aller 4. Bekanntlich enthilt die Klasse 9 alle
offenen Punktmengen. € und U sollen auch die leere Menge um-
fassen.

Von zwei beliebigen nicht fremden Punktmengen J, und J, ist
stets die eine ganz in der andern enthalten. Aus dieser Tatsache
schlieBt man leicht auf die Abgeschlossenheit, der Klassen € und 9
in bezug auf folgende Operationen :

P 4
(1.1) Aus E,¢C folgt S E,¢C€ und IIE, G .
1 1
o P
Aus 4, %A folgt ¥ 4,¢eW und T4, .
1 1

Aus B, <G, E,<G folgt B, —E,—=E, — E,-B, <G .
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? ¢ :
Sind 2 J;, und E Jy zwei verschiedene Darstellungen einer

Punktmenge E als Verelmgungsmenge paarweise fremder J;, bzw.
J}, so existiert eine dritte Zerlegung von E in paarweise fremde J.
derart, daB jedes J, und jedes J; Vereinigungsmenge gewisser J,
ist. Verstehen wir unter dem MaB m(J,) einer Punktmenge J,
ihren zweidimensionalen Inhalt im gewohnlichen Sinn, so gilt daher

? q »

S m(J,) = 3 m(J,). Die Summe I m(J,) hingt also nur von
1 1 1

E ab, wir bezeichnen sie mit m(E) als das Mafl von E. Man

verifiziert ohne weiteres die Beziehungen

(1.2) Aus E,c E, folgt m(E,) <m(&,).

»
Aus B= Y E, folgt m(E)gzm(Eh). Sind die E,
1 1

paarweise fremd, so gilt das Gleichheitszeichen.

Die Erweiterung dieser MaBdefinition auf die Punktmengen 4
der Klasse 9 geschieht auf Grund des Hilfssatzes

(1.3) Ist A= 3 J,c X J; undsind die J, paarweise
fremd, so ist X m(J,) < X m(Jy).

Ist nimlich ¢>0 beliebig vorgegeben, so 148t sich fiir jedes %
eine abgeschlossene Punktmenge E, cJ, so bestimmen, dafl
m(J,) — m(Eh)<% ist. Entsprechend existiert zu jedem nicht
ohnehin offenen J%, eine offene Punktmenge Ej > J; derart, daf
fiir jedes k die Ungleichung m (E}) — m(J;c)<-2% gilt, wenn wir
fiir die offenen Quadrate J; einfach Ej = J} setzen. Die Ver-
einigungsmenge E E, ist fiir jedes p abgeschlossen und beschrankt
WlI‘d also durch endhch viele E;, iiberdeckt. Aus (1.2) folgt m( 2 E,)
= 2 m(E,,)< > m(Ey) firjedesp,also I m(B)< X m (B}, ) und
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weiter 3 m(J,) < m(B,) + e< T m(By) + e< T m(J1) + 2¢
fiir jedes £>0.

Sind insbesondere auch die J}, paarweise fremd und ist ¥ J, =
> J;, sofolgt X m(J,)= 3 m(J;) und wir diirfen diese Summe
als MaBl m(A4) der Punktmenge 4 bezeichnen. Die Ungleichung
(1.38) fithrt unmittelbar zu

(1.4) Aus A,cA, folgt m(4,) < m(4,).

Aus 4= 4, folgt m(4)< X m(4,). Sind die 4,
paarweise fremd, so gilt das Gleichheitszeichen. .

Eine Punktmenge N heiit vom Mal Null, wenn zu jedem
£>0 eine Punktmenge 4 U existiert, so dal N c4 und
m(d)<e ist. Jede Teilmenge einer Menge vom Mafl Null ist selbst
vom Mafl Null und die Vereinigungsmenge abzihlbar vieler Mengen
vom Ma8 Null ist wieder vom Maf3 Null. (Eine Menge vom Maf Null
ist auch im Lebesgueschen Sinn vom Maf3 Null und umgekehrt.
Wir werden dementsprechend den Terminus ,,fast iiberall in seiner
iblichen Bedeutung verwenden.)

Wie F. Riesz3) gezeigt hat, geniigen die bis jetzt entwickelten
Begriffe vollstindig zur Definition des Lebesgueschen Integrals
unter Umgehung eines auf allgemeinere Punktmengen ausgedehn-
ten MaBbegriffes. Dieser kann nachtriglich in einfacher Weise ge-
wonnen werden. Im Unterschied zu Riesz sind hier lediglich die
Intervalle J, speziell gewahlt und wir vermeiden von vorneherein
die dem Gegenstand nicht angemessene Beschrinkung auf ein end-
liches Gebiet. Bei diesem Aufbau der Integraltheorie ist der folgende
Satz von grundlegender Bedeutung. '

(1.5) Essei A,D4,0---, 4,¢A und 4, von endlichem
Ma8. Ist dann der Durchschnitt I 4, eine Menge
. 1
vom MaB Null, so gilt limm(4,) = 0.
’ ®)
Wir fiihren den Beweis indirekt. Es sei also m(4,) > 6>0 fir

alle ». Wie im Beweis von (1.3) 148t sich zu jedem % eine abge-
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schlossene Punktmenge E, c 4, so bestimmen, daB m (B,) >

m(4,) —

- 9htl

dann fiir jedes £ die Ungleichung

ist. Wir zeigen durch vollstindige Induktion, da

k é 1
m (11 By >m(y) — o (1= 55) @
erfiillt ist. Der Fall -k = 1 ist trivial. Ist die Behauptung fiir ein

festes £ > 1 bewiesen, so folgt aus E,,,c 4,,,c 4, und aus

k
IHE,cE,c A4,
1

E
m(Byyy) + m(I1 B, — By )<m(4,) . (b)
1
Nach Konstruktion von E,,, gilt iiberdies
0
m (Byq)>m(dyy,) — ok (c)

Die Ungleichungen (a), (b) und (c) ergeben

k41 ? k
m({] E,) = m(Ilen) +m (Byyy) —[m (B +m (IIIE;; _Ek+1)]>
) 1 0
>m(dy) = 5 (1= g5) +m(dr) = Gy —m () =

) 1
=m (A1) —"'2_(1“‘“2—,&—1) s

also die Ungleichung (a) fir % 4 1. E
Fiir-das MaB der Punktmenge E; = IT E, gilt daher
1 .

) 1 0_ 6
7
mE)>m () — 5 (1—5) >mA) — 5> 5 .
Die Punktmengen K}, sind iiberdies abgeschlossen und jede enthiilt
die nachfolgende. Nach Voraussetzung ist I7 4, vom MaB Null,
1

é
wird also iiberdeckt von einer Menge A ¥ mit m(4d)<—. Wir
.. 4
diirfen A4 als offen annehmen.
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é é
Wegen m(E}) > — und m(4) <7 sind die a.bgeschlossenen Men-
gen E;—A nicht leer Folglich ist auch ihr Durchschnitt II (BEy—A)

= HEk——A nicht leer. Andrerseits gilt IIEk ——IIE CIIA,,CA

D1e Annahme m(4,) > 6>0 firalleh fuhrt also auf emen Wider-
spruch und (1.5) ist richtig.

Die Ausfiihrungen dieses Abschnittes und damit auch die Ent-
wicklungen in den folgenden Paragraphen lassen sich dadurch ver-
allgemeinern, dafl man die hier eingefiihrte spezielle Inhaltsfunk-
tion m der Intervalle J, durch eine allgemeinere MaBfunktion m*
ersetzt. m*(J,) soll eine fiir alle Quadrate, Quadratseiten und
Eckpunkte unseres Netzes definierte nicht negative und additive

Funktion sein, d. h. eine Zerlegung J, E Jy in paarweise fremde

J;, soll die Glelchung m*(J,) = E m* (J %) implizieren. Wir defi-

nieren dann das Ma8 der Punktmengen E wie oben und (1.2) bleibt
richtig. Um auch die weitere Giiltigkeit von (1.3), (1.4) und (1.5)
zu gewihrleisten, geniigt die zusitzliche Forderung, dall zu jeder
Punktmenge J, und zu jedem ¢>0 eine abgeschlossene Menge E,
aus € so bestimmt werden kann, da Z, c J, und m*(J,) —
m*(E,) <e ist, m. a. W. es soll m*(J,) = sup m*(K,) sein, wo K,
alle abgeschlossenen und in J, enthaltenen Punktmengen aus &
durchlduft. Desgleichen soll jede Quadratseite und jeder Eckpunkt
J; in einer offenen Punktmenge E, aus € liegen, deren Ma8 sich von
m*(J,) beliebig wenig unterscheidet.

§ 2. Treppenfunktionen. Folgen von Treppenfunktionen
und ihre Aquivalenzklassen.

Wir wiéhlen ein fiir allemal eine feste Punktmenge B aus ¥ von
endlichem Ma8l m(B) als Fundamentalbereich. Alle im folgen-
den auftretenden Punktmengen J,, E, A werden stillschweigend
stets als in B liegend angenommen. Alle in Betracht zu ziehenden
reellen Funktionen sollen iiber B definiert, eindeutig und
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endlich (beschrinkt oder unbeschrinkt) sein. Man denke
sich B beispielsweise als eine beschrinkte oder unbeschrinkte offene
Punktmenge von endlichem MaB. (Da sich jede Punktmenge von
endlichem Lebesgueschen Mafl in einen solchen Bereich einbetten
1a08t, ist durch diese Wahl von B eine sachgemifle Allgemeinheit
gewihrleistet.) '

Sei g@;, () die charakteristische Funktion der Punktmenge J;,
also @, () =1 iber J, und ¢, () = 0 iiber B —J,. Dann
verstehen wir unter einer Treppenfunktion ¢(x) jede endliche
Linearkombination von Funktionen ¢, (x) mit rationa-
len Koeffizienten. Die Treppenfunktionen sind dadurch charak-
terisiert, daf} sie in einer der betrachteten Gitterteilungen der Ebene
iiber endlich vielen J, verschieden von 0 und iiber jedem ./, kon-
stant rational sind ; diese Gitterteilung kanun durch jede feinere er-
setzt werden. Die Gesamtheit aller Treppenfunktionen ist abzahl-
bar. Auflerdem gilt

(2.1) Sind ¢(z), ¢,(z), @,(2) Treppenfunktionen, so sind
lo(x)], ¢1(x) -@;(x) und fiirrationalea, b auch a ¢,(x)
+ b @,(x) Treppenfunktionen.

Eine iiber B definierte (eindeutige und endliche) reelle Funktion
heiit Limesfunktion, wenn sie fast iiberall gleich dem limes
einer fast iiberall konvergierenden Folge von Treppenfunktionen
9.(x) ist. Zwei Limesfunktionen heiflen dquivalent, wenn sie fast
iberall identisch sind.

An Stelle der Limesfunktionen kénnen wir auch direkt die diese
erzeugenden Folgen von Treppenfunktionen ¢,(x) betrach-
ten. Nennen wir zwei fast iiberall konvergierende Folgen ¢, ;(z)
und ¢, ,(x) dquivalent, wenn sie fast tiberall denselben limes be-
sitzen, d. h. wenn fast iiberall lim[g, (%) — @, .(x)] = 0 gilt, so

ist die Zuordnung zwischen den I(Ji)mesfunktionen und den fast iiber-
all konvergierenden Folgen von Treppenfunktionen derart, daB zu
einer Limesfunktion genau eine Klasse dquivalenter Folgen gehort
und umgekehrt eine Folge genau eine Klasse dquivalenter Limes-
funktionen erzeugt.
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Es besteht also eine eineindeutige Zuordnung zwischen den
Klassen dquivalenter Limesfunktionen und den Klassen
dquivalenter fast iiberall konvergierender Folgen von
Treppenfunktionen. Die Gesamtheit dieser Klassen ist von der
Méchtigkeit ¢ des Kontinuums : Hochstens ¢, weil iiberhaupt nur
a® = ¢ verschiedene Folgen von Treppenfunktionen existieren ;
mindestens ¢, weil alle iiber B konstanten Funktionen Limesfunk-
tionen sind und zu verschiedenen Klassen gehoren. (Die Gesamtheit
aller Limesfunktionen ist von der Méchtigkeit f>c. Wir werden
in § 8 zeigen, daB die Limesfunktionen genau die im Sinne von
Lebesgue iiber B definierten meBbaren Funktionen sind.)

Zur Bezeichnung: f(p,) bedeute stets eine fast iiberall kon-

)
vergierende Folge von Treppenfunktionen ¢,(x), limg, eine
()
durch f(p,) bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmte Limesfunk-
(n)
tion. Alle weiterhin auftretenden Begriffe und Sitze sind invariant

beziiglich des Uberganges von einer Folge oder Funktion zu einer
dquivalenten. Wir wollen daher auch in der Schreibweise direkt

auf diese Aquivalenzklassen Bezug nehmen und sie mit f(p,) bzw.

lim ¢,, bezeichnen. ™

®Nun 1i8t sich die Integrationstheorie vollig gleichwertig ent-
weder fiir die Limesfunktionen lim ¢, oder fiir die Folgen fl@,)

(n) (n)
entwickeln. Im Hinblick auf die Konstruktion des Hilbertschen
Raumes wollen wir uns hier im Gegensatz zur iiblichen Darstellung
in erster Linie auf die Folgen f((pn) und ihre Aquivalenzklassen

f(p,) beziehen. Die Elemente des Hilbertschen Raumes erscheinen
(n)
dann als Klassen von Folgen, deren Glieder einer abzihlbaren Ge-

samtheit angehoren. Auch werden die Beweise insbesondere der
Approximationssitze etwas einfacher. Sollte letzteres gelegentlich
nicht der Fall sein und ist die Verwendung der Limesfunktionen an-
schaulicher, so werden wir in der Formulierung auch auf diese
Bezug nehmen.

“In unserer Bezeichnungsweise steht das Symbol f(gp) fiir die
13



Klasse der zur Folge ¢, @... Aquivalenten Folgen, d.h. fir die
CGesamtheit der fast iiberall gegen die Treppenfunktionen ¢ kon-
vergierenden Folgen. Es ist also insbesondere zwischen den Klassen

f(,) und f(p,) zu unterscheiden : Erstere enthélt als Reprisen-

tanten die (Folge @s Pn- - -, letztere die Folge @;, @y,... Zum
Beispiel enthilt die Nullklasse m die Folge mit identisch ver-
schwindenden Gliedern und damit alle fast iiberall gegen 0 konver-
gierenden Folgen.

Die Gesamtheit @ aller Klassen f((p) ist abzéhlbar und ent-

halten in der Gesamtheit A aller Klassen f((p,,) Wie wir gesehen
haben, ist 4 von der Michtigkeit des Kontmuums

Der wichtige Hilfssatz (2.2) ist eine einfache Folgerung aus dem
Rieszschen Satz (1.5), von dem wir iibrigens ausschlieBlich in dieser
Anwendung Gebrauch machen. Es handelt sich im wesentlichen
um das Egoroffsche Theorem fiir die Folgen f(g,)*).

m

(2.2) Zu jeder Limesfunktion lim ¢, liBt sich bei belie-
(n)
big vorgegebenen positiven Groflen 6 und £ eine

Punktmenge A4;5,e¢A und ein Index k£(d,¢) so be-
stimmen, daB m(4;,)<d und daB8 in B —As,e fir
alle h,1 >k(6,¢) die Ungleichung |@, — ¢;|<<e und
fiiralle & > k(6, ¢) die Ungleichung |¢, —limg,[<¢
erfiilllt ist. =)

Beweis: Sei B, ;. die Gesamtheit derjenigen Punkte, fiir die

I(ph @] >e¢ ist. Setzen wir A = V Ey ;¢ 80 folgtaus der fast
=k

iiberall geltenden Konvergenz von f((p,,), daB II A,c ¢ vom MaB

Null und damit nach (1.5) hm m(Ak =0 1st Wu‘ wihlen nun
é

k(d,¢) so groB, daB fiir dJeses kE m(Az, €)<—- ist. Dann gilt in

B — Ak ¢ die erste Ungleichung. Die Menge der]emgen Punkte, in

denen f(tp,,) nicht oder nicht gegen lim ¢, konvergiert, ist vom
(n) (n)
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]
MaB Null und 148t sich von einer Punktmenge Ag mit m(45)< 7

iiberdecken. Setzen wir A ;= 4; .+ A5, soist m(d; ) <é und
in B— A, . gelten beide Ungleichungen.

Fiir die Integraldefinition in § 4 wird eine schwéchere Form von
(2.2) gentigen:

(2.3) Bedeutet E,, . die Gesamtheit derjenigen Punkte,
fir die |, — @;|>¢ ist, so existiert fiir beliebig
vorgegebene positive 6 und ¢ ein Index k(d,¢) der-
art, daB fiir alle h,1 > k(d, &) stets m(Eh 1,e) <0 ist.

Beweis : Wie im Beweis zu (2.2) gilt fir A4} (= 2 E,, 1,e die

Beziehung lim m(A,, ¢) = 0. Nun ist aber nach (1 4) fir alle
(%)
h,1 =k m(E, ;)< m(A,c‘e).

§ 3. Das Rechnen mit den Folgen.

Wir definieren das Rechnen mit den Elementen von A4, d.h.

mit den Aquivalenzklassen f(p,), durch
(n)

(3.1) a(f)(%,l) + b(f)(%,z) =(f)(an Pn,1 T b5 @4, 2)
[(@n,1) - [(@n,2) = [(@n,1°Pn,2)
) () ()
(@) = f(l@al)
(n) (n)

In der ersten Gleichung sind a und b beliebige reelle Zahlen, a,,
und b, rationale Zahlen, die mit wachsendem n gegen a bzw. b
konvergieren. Diese Operationen sind eindeutig und wegen (2.1)
unbeschriankt ausfiihrbar. A ist also ein linearer Vektorraum.

Weiter setzen wir

(3.2) f(O) f((pn), falls f((p,,) wenigstens einen Reprisen-

tanten fp,) mlt nlcht negativen Gliedern ¢, be-
(n)

sitzt; f(ga.) < f(pas), falls f0)< [@n0) = [lgas) ist.
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Die Ungleichung f(g, ;) < f(@,,.) gilt also dann und nur dann,
(n) (n)
wenn fiir wenigstens ein Paar von Reprisentanten f(p, ) und
(n)
f((p,,,z) die Ungleichung ¢, ; < ¢, » bei jedem n erfiillt ist.
(3 3) Fiir zwei Klassen f((p,, 1) und f((p,, ;) gelten stets
die Ungleichungen ™

[f(% 1) + f(% )2 < 2f(% 1 2(1‘)(?)?.,2) und
f(‘Pn,l) x 2 [ f(@a,1) — f(?’n,z N+ 21‘(?’3»,2)
(n) (n) (n) ()

Fiir beliebige reelle Zahlen a und & ist nimlich 0 < (@ — 8)2,
2ab < a? 4 b2, also (@ + )% < 2a2 4 2b2. Setzen wir a = u—v,
b=wv, so folgt u?<2(u — v)24 202 . ‘

Der folgende Satz wird anschaulicher, wenn wir ihn statt fiir
Folgen fiir Limesfunktionen formulieren. Er behauptet, daB die
Gesamtheit der Limesfunktionen abgeschlossen ist beziiglich der
Bildung fast iiberall existierender limites.

(3.4) Konvergiertdie Folgevon Limesfunktionen limg, ,
(n)
fiir A —oco fastiiberall,sokonvergiertsiefastiiber-

all gegen eine Limesfunktion lim ¢,. Diese Limes-

. =)
funktion ist bis auf Aquivalenz durch die Klassen

lim ¢, , eindeutig bestimmt.
()
Wir formulieren diesen Sachverhalt durch eine der

Gleichungen limlimg, , =lim ¢, oder lim f(p, ,) =
g Pa, @,
f ((p ) (k) ‘(n) (n) (k) (n)

(n)
Beweis: Nach (2.2) existiert fiir jedes » eine Punktmenge 4,

1
und ein Index =, so, dal m(4,) <5 und dal in B — 4,

1
[@op, s —lime, 5] < % ist. Dann gilt in B —hz;A,, die Ungleichung
) =

1
[@ap,n — lim @, 4] <7}— fiiralle A> k. Abgesehen von der Menge vom
™ ’
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Ma@ Null, in der die Funktionen lim ¢, , fiir # — co nicht kon-
© '
vergieren, ist also in. B— ¥ 4, limeg,, ,=limlim¢,,;. Da
) 1 h=k ® ® ®
m(X 4,) <2—k_—1~ beliebig klein gemacht werden kann, gilt die letzte
h=k

Gleichung fast iiberall in B %).

§ 4. Integrierbare Folgen.

Das Integral f ¢ dz einer Treppenfunktion ¢ iiber dem Funda-
B

mentalbereich B werde in der iiblichen Weise als eine eindeutig
bestimmte endliche Summe definiert. Das Integral (¢-@ydz, wo
B

@p die charakteristische Funktion einer Punktmenge F ¢ € ist, sei
kurz mit [gdz als das iiber B erstreckte Integral der Treppen-

A
funktion ¢ bezeichnet.

Es wiire leicht, an dieser Stelle auch die iiber die Punktmengen
A und U erstreckten Integrale einzufiihren. Diese Erweiterung ist
aber iiberfliissig und ergibt sich spiter von selbst zusammen mit den
Integralen iiber beliebigen meBbaren Bereichen. Wir beschrinken
uns also auf Integrationsbereiche E — B und B. Ist im folgenden
der Integrationsbereich nicht ndher bezeichnet, so soll die betref-
fende Beziehung fiir jeden dieser Bereiche gelten.

(4.1) Aus ¢ >0 folgt [pdz>o0.
Fiir rationale ¢ und b gilt

flap, +bg)dx=a [, dz+ b [o,de.

M. a. W.: Das Integral ist ein positiver linearer Operator iiber
der Gesamtheit aller Treppenfunktionen. Unmittelbare Folgen sind
(4.2) Aus ¢, <g, folgt [o,dz < [, dz.

Fiir beliebige ¢ gilt | fpdz| < f(o|dz.
17



(¢.3) Aus E,-E,=0 folgt fopde+ fpde= [ o¢da.
A E,

E;+E;
(4.4) Ist ¢ >0, sogilt [pdzr < [pdx fir alle EcE.
£ B

AufgefaBt als Funktion von E ist {¢dz fiir jede Treppenfunk-
b

tion ¢ stetig in E, d.h. zu jedem ¢>0 existiert ein d(g) >0
derart, daB | fodz|<e wird sobald m(E)<d(c) ist. Sei jetat
b4

f (p,) eine Folge fast iiberall konvergierender Treppenfunktionen

(n)

@y, fiir die o, dz gleichmiBig beziiglich n stetig in F ist.
-4

Es soll also zu jedem &>0 ein d(g) >0 existieren, so daB unab-
hiingig von n | { ¢, dz|<e wird, wenn nur m(E)<d(e) ist. Wir
B

nennen eine solche Folge integrierbar.

Unter dieser Voraussetzung existiert nach (2.3) zu jedem &>0
ein Index k(¢) derart, daB fiir %,! > k(e) das MaB der dort defi-
nierten Punktmenge E, ; . der Ungleichung m(H, , ;) <d(c) ge-
niigt. Ist nun E eine beliebige Punktmenge aus €, so gilt nach
(4.1), (4.2), (4.3) fiir beliebige &, > k(e)

lﬁf%dx—if%dxiQ J odel 4+ | gda)+

E.Ey ¢ E.Ej e
J lon— @ldz<2e + em(B) .
E—Ep1,¢
Diese Ungleichung gilt auch fiir den Integrationsbereich B, denn
es geniigt fiir jedes £ und ! die Integrale statt iiber B iiber eine
passend gewihlte Punktmenge E zu erstrecken.

Die Folge j‘ ¢, dx konvergiert also fiir jeden Integrationsbereich
gegen einen bestimmten endlichen Wert. Dieser Wert dndert sich
nicht, wenn wir die Folge f(p,) durch eine ebenfalls integrierbare

n

(n) ,
dquivalente Folge f (g,) ersetzen ; es geniigt, dieselben Uberlegun-

n,
gen fiir die gemischte Folge ¢,, ¢1, @2, ¢, ¢5... durchzufiithren.
Eine Klasse f(p,) heilt integrierbar, wenn sie einen inte-
(n)
grierbaren Reprisentanten f(g,) besitzt. (Nicht alle Folgen einer

(n)

18



integrierbaren Klasse sind integrierbar !) In dieser Bezeichnung 148t
sich dag Ergebnis folgendermaflen formulieren :

(4.5) Jeder integrierbaren Klasse f((pn) wird durch
(n)
_ff (pn) dx-hm_fq:,ﬂx iiber jedem Integrationsbe-

relch in elndeutlger Weise ein endlicher Wert als
Integral zugeordnet; ]‘((p,,) ist ein beliebiger inte-
()

grierbarer Reprisentant dieser Klasse.
Fir die Klassen aus @ gilt insbesondere j'f(qz) dx =

_fcp dz.

Dieser Integralbegriff iibertragt sich von selbst auch auf die zu-
gehorigen (integrierbaren) Limesfunktionen bzw. ihre Aquivalenz-
klassen. Wir gehen nun zur Aufstellung derjenigen Eigenschaften
iiber, die uns in § 6 die Konstruktion des Hilbertschen Raumes
ermoglichen werden.

(4.6) Fiir jede integrierbare Klasse f(p,) ist j'f((p,,) dx
(n) E(n)

eine stetige Funktion von £, d.h. zu jedem &>0
existiert ein 6&(¢)>0 derart, dall |ff(¢") dr|<e
wird sobald m(E)<d(e) ist. Em

Die Behauptung folgt aus | f f (p,) dz| = |lim Jpndx| =
E (n) (n) E
lim | f ¢, dz| und aus der Integrierbarkeit der Folge /((p,,)
(n E

(4.7) Ist f((p,,) integrierbar und f((p,,)}f(O), so besitzt
(n) (n)

f(¢,) einen integrierbaren Reprisentanten f(p,)
(n) (n)
mit nicht negativen Gliedern ¢,.

Ist nidmlich f(q),,) ein integrierbarer Reprisentant, so gehort

nach (3.2) die ebenfal]s integrierbare Folge f(max (@n>0)) zur
gleichen Klasse.
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§ b. Weitere Eigenschaften der integrierbaren Folgen.

Fiir passend gewihlte E, und E, ist f](p]dx = j‘tp dx — j‘(p dx.
Mit _"(pﬂdx ist also auch j‘lq)”ldx glelchmaﬁlg bezughch n stetw
in E d. h.

(6.1) Mit f(p,) ist auch |f(p,)| =7 (lp.l) integrierbar.
(») (n) (n)

Aus (4'1) fOIgt Ij!(an (pn,l ’ bn ()vn,2) dx[<|a,,| ¢ l j(pn,ldxl
b
[8,] -] j‘tp”,zdx] und damit nach (3.1)

(56.2) Sind f(cp,, 1) und f((pn ) integrierbar, soist fiir be-

lleblge reelle a und b auch af(qa,, O+ b f (¢n,2) inte-
grierbar.

Bezeichnen wir die Gesamtheit der integrierbaren Klassen f (¢,)

(n)
mit ¥, so gilt nach (4.5) die Inklusion @< ¥ cA und (5.2) sagt
aus, dafl ¥ ein linearer Vektorraum ist. (4.1), (4.5) und (4.7) er-
geben

(5.3) Das Integral ist ein positiver linearer Operator,
d.h. aus f(p,) = f(0) folgt j'f((p,,) dz >0 und es gilt
stets f[(a':)”f) (@n,1) + 6(3‘) (#n,2)] dr—a I(Z) Pn,1) d2 +
bf(,f)(%,z) dx

Insbesondere gelten daher in X auch die in (4.2), (4¢.3) und (4.4)
fiir Treppenfunktionen aufgestellten Beziehungen. Etwas umstéind-
licher gestaltet sich der Beweis des nichsten Satzes.

(5.4) Ist f((pn) )7(_0- und f(@,) dz =0, soist f(p,) not-
B (n) (n)
Wendlgerwelse die Nullklagse f(O)

Nach (4.7) besitzt f((p,,) einen integrierbaren Reprisentanten

(n)
20



f (ps) mit nicht negativen Gliedern ¢,. Ist E, , die Menge der-
(n)

jenigen Punkte, in denen ¢, > — ist, so gilt fiir jedes £ und » die

1
k
Ungleichung m (&, ,) <k j' pn.dz. Die rechte Seite strebt bei
B
festem % fiir » —oco gegen 0.
Fir beliebig vorgegebenes £>0 liflt sich daher eine Indexfolge
n1<n2 <N <o+ SO bestimmen daB fir jedes k m(E, ,.)<

5— ist. Die Menge 4 = E E,, ., hat ein MaB m(4d)<e und in

B — A gilt fiir alle & (p,,,k also lim¢,, =0.
%

1
70_ ’

Die Indexfolge #, hiingt von ¢ ab. Abgesehen aber von der Menge
vom Maf} Null, in der ¢, nicht konvergiert, strebt auch ¢,in B — 4
gegen 0. Da m(A4)<e beliebig klein gemacht werden kann, kon-
vergiert ¢, fast iiberall gegen 0.

(6.5) Ist im Sinne von (3.4) hmf((p,, a) = f((p,,), sind alle

Klassen f((p,l W) 1ntegr1erbar und 1st _ff(qa,, ) 4z
E (n)
glelchmaﬂlg beziliglich & stetig in E, so ist auch

f(p,) integrierbar und iiber jedem Integrations-
] 8
n

bereich gilt ff (p,) dz = lim j'f (Pn,n) d.
() (n)

Dieser Satz ist die natiirliche Verallgemeinerung des Prinzips,
das uns in § 4 ermoglichte, unter den fast iiberall konvergierenden
Folgen von Treppenfunktionen f(¢,) die integrierbaren Folgen

n

zu charakterisieren. Nach (3.4) ((i.eﬁm'ert eine fast iiberall konver-
gierende Folge von Limesfunktionen eine bis auf Aquivalenz ein-
deutig bestimmte Limesfunktion als limes der Folge. Erfiillen nun
die Glieder dieser Folge die gleiche Integrabilititsbedingung, die
wir in § 4 den integrierbaren Folgen von Treppenfunktionen auf-
erlegt haben, so ist der limes wieder integrierbar und die Opera-
tionszeichen f und lim sind vertauschbar.

Eine unmittelbare Folge von (5.5) ist z. B. der bekannte Lebes-
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guesche Satz iiber die Vertauschbarkeit von | und %im bei Folgen,
die eine integrierbare Majorante besitzen. Wir benétigen diesen
Satz nicht. Auch (5.5) wire fiir unsere Zwecke entbehrlich ; das
Korollar (5.6) und die Separabilitidtseigenschaft (6.4) lieflen sich
leicht direkt beweisen. Wesentlichere Verwendung wird der Satz
erst beim Nachweis der Konsistenz mit der Lebesgueschen Integral-
theorie finden.

Nun zum Beweis. Nach (2.2) existiert fiir jedes % eine Punkt-
menge 4, und ein Index n, so, daB

1 1
m(Ah)<_ und in B_Ah I(pnhh_limq)n hl<_' (a‘)
2n ’ (n) ’ h

ist. n, darf durch jeden groferen Index ersetzt werden. Aus dem
Beweis von (4.5) geht hervor, dafl j'(pn, 28z bei festem A und wach-

sendem 7 gleichmiBig fiir alle Integrationsbereiche gegen [ f(¢, ,)dx
(n)

konvergiert. Wir diirfen daher zusétzlich fordern, daB fiir alle Inte-
grationsbereiche auch die Ungleichung

S 1
’ f‘pnh,h dz — ff ((pn,h) dxl <Z (b)
(n)

erfiillt ist.
Aus (a) folgt genau wie im Beweis von (3.4), da3 die Querfolge

f (®ny,n) ein Reprisentant der Limesklasse f(g,) ist. Bleibt zu
(%) n)

zeigen, daf} dieser Reprisentant integrierbar ist; die behauptete
Konvergenz der Integrale ergibt sich dann unmittelbar aus (b).
Nach Voraussetzung existiert zu jedem ¢>0 ein §,(¢)>0 der-

art, dal fir m(B)<d,(s) und jedes b | | f(p,,,) dz]<e, nach

1 £ 1
(b) also |I¢nh,hdxl<z+8 ist. Fir m(E)<d,(¢) und Ah>—
i &

gilt daher | f(p,,h_ »dx| <2¢. Diese Ungleichung gilt aber auch fiir
B

die endlich vielen verbleibenden %, wenn nur m(E) < d,(e) ist, wo
J,(¢) eine geeignet gewihlte positive Grofle ist. Sie gilt daher fiir
alle h, sobald m (E)<min (8,(c), d;(¢)) ist; d. h. die Folge f (Pnp,n)
erfiillt die Integrabilititsbedingung. *
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(5.6) Tiir eine integrierbare Folge f(g,) gilt
lim 1) — T(ga)ldz = 0. ™

Es ist ndmlich 11m|f(<P1v) - f(%)l—-f(o) und _ﬂf(‘PN) -
f(qp,,) [dx < _ﬂ f((pN){dx + j‘[ f((pﬂ) ldx wird gleichmiBig bezughch

N beliebig klem, wenn nur m(E) geniigend klein ist. Die Voraus-
setzungen von (5.5) sind erfiillt.

§ 6. Die quadratisch integrierbaren Folgen.
Der Hilbertsche Raum 6.

Wir beschriinken uns jetzt auf diejenigen integrierbaren Folgen
f(qp,,), deren Quadratfolge f (¢%) ebenfalls integrierbar ist, kurz

auf quadratisch mtegrlerbare Folgen. Die Gesamtheit 0 aller
quadratischintegrierbaren Klassen (d.h. derjenigen Klassen,
die wenigstens einen quadratisch integrierbaren Reprisentanten be-
sitzen) geniigt der Inklusion @ c 6c ¥ cA.

Aus 0 < (|‘Pn,1| - |‘Pn,z|)2 folgt I‘Pn,l"l’n,zl < % ‘an,l + % ‘Pi.z’
| @n,1Pn2dz| <% [eh1dz+ % [on.dz und damit
z E E

(6.1) Aus f(9,1),f(pn2) el folgt (g, 1)f(Pa e .
(n) () (n) (n

In der Bezeichnung von (3.1) gilt (a, @, 1 + b, @,,2)? < aj ¢i,

+ 2lanbn(pu,l¢n,2l+ biq’i,z < (a’i + lanbnl)‘pi,l + (bfs+ la‘nbnl)(p:,z:
folglich

(6.2) Mit f(@n,1),f(¢n,2) €0 ist auch
(n) (n)
@ f(Pn,1) + b f(Pa,2)€b.
(n) (n)

0 ist also ein linearer Vektorraum. Seine Dimension ist
unendlich, denn schon der Teilraum @ enthilt linear unabhéin-
gige Elemente in beliebiger Anzahl. Definieren wir auf Grund von
(6.1) das skalare Produkt zweier Klassen aus 6 durch

(f (@n 1) [ (@n,2)) = § [ (@a,1)f(@n0) dT
(n) (n) B(n) (») 23



so gelten die Gleichungen
(63) (a'f ((pn,l)s ,((Pn,z)) =a (f ((pn,l)’(’{) (‘Pn,z))
(f(q)n 1 <Pn 2 )_' (f (pn 2 f((pn.l))
(f @nd) iy @) ] (%,3» = (/(qu,,,l), f(@ns) +
(n) (n) (n) (n) (n)
((f (‘Pn,2)’f((pn,3)) .

Die Norm N(f (p.))= (f (®.), f ((p,,))% einer Klasse f (p.) aus

0 ist nach (5.3) und (5.4) reell mcht negativ und versohwmdet
genau fir die Nullklasse ]‘(0 . Fir die mittlere Entfernung

d((f)((pn,l)’(f)((pn,Z)) =N ((f)((pn,l) _(f) (‘pn,Z)) =
([ (f(@n,1) — f (pa,2))? da]?
B (n) (n)

laBt sich die Dreiecksungleichung nach dem iiblichen Verfahren
beweisen. 0 ist also ein metrischer Raum.

SchlieBlich behaupten (6.4) und (6.5) die Separabilitit und
Vollstindigkeit des Raumes 6, der damit alle Axiome eines
Hilbertschen Raumes erfiillt.

(6.4) Der abzidhlbare Teilraum @ liegt dicht in 6.

Tst nimlich f (p,) quadratisch integrierbar, so ist hm [f(<pN) —

(n)
f(%)]z‘* f(0) und nach (3.3) f[f (Px) — f [ (pa)]2dz <2§f (¢y)d=z
-|— 2 j‘ f () dz. Die Voraussetzungen von (5 5) sind erfullt und es

gilt hm & (Flon), f (@) =lim [[f (@) — /(@) J2de = [f(0)dz=0.
&) m @ B ) B

(6'5) ISt f(¢n,1)’ ]‘ (‘Pn,z)- + € 0 und hmd(f ((pn h)! f (‘pn l))
() (n) (02 I )]

= 0, so existiert in 6 eine Klasse f(gp,), fur die
)
hmd(f(tp,, ) f((p,,))-—O ist. Oder: Konvergiert eine
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Folge von Elementen aus 0 im Mittel, so konver-
giert sie im Mittel gegen ein Element aus 6.

Der Beweis erfordert zwei Hilfssétze, die wir in einem speziellen
Paragraphen entwickeln wollen.

§ 7. Der Vollstiindigkeitsheweis.

(7.1) Aus f(p,,)€0,limf(p, ) = f (9s) und
m () (m)

(I;H;d(f(% n)>s f(fpn )) =10 folgt /(%)60 und

hmd(f(‘})n,h), f ((pn)) = 0.

f((pn ») sei ein quad.ratlsch integrierbarer Reprisentant der

Klasse f (®n,n). Nach (2.2) existiert fiir jedes & eine Punktmenge
1

A4, so, daB m(A,,)<—2—h ist und daB fiir hinreichend grofie » die

Ungleichung

) 1 .
| 5,5 — lim Pun |l < % in B—A4, (a)
{n)

erfiilllt ist. Durch Streichung endlich vieler Glieder jeder Folge
{ (¢,,») und Neunumerierung erreichen wir, da8 (a) fiir alle # gilt.

™ Nach (5.6) ist hm j]f((pN A — j (¢5,3)|dz = 0. Wenn wir da-

(n)
her in f (g, ) erneut endhch viele Glieder streichen, diirfen wir
n)
zusétzlich voraussetzen, daB fiir jedes % und » auch die Ungleichung

1
ﬁﬂf C%Y) —(f)((pf,,,,) |dx<z erfiillt ist. (f(p},) bedeutet wieder,
n

wie in § 2 vereinbart, die Folge ¢} 5, ¢} 5. " f (92 5) die Folge

@1 3> P25+ --) Insbesondere gilt dann fiir das h—te Glied der A-ten
Folge auf Grund von (5.3) und der anschlieBenden Bemerkung
iiber jedem Integrationsbereich B

|[f(@hn) dz— [ f(on ) dz | < [1f(9}) — F(#20) |do <
E E(n) E (n)

1
1,!' (@54 _(Z)(Svi,h) fdz < 7 (b)
25




SchlieBlich folgt aus (3.3) fiir alle A, % und jeden Bereich

,ff(%. W de < Zf[f(% n)—f(% k)]zdx-l-?,ff(% pdz . (o)

Zunéchst schlieen wir aus (2) wie im Beweis von (3 4), daB die

Querfolge f((p,, ») ein Reprisentant der Klasse f(zp,,) ist.
(n)
Sei e>0 Nach Voraussetzung existiert ein Index %(¢) derart,

daB fiir A2 k(e) _f[f(gvﬂ ) — f(q),, re))2dz <e ist. Wegen (c) und
(4.6) wird fiir dlese h und fir genugend kleines m (E) f f ((p,, h)dx <

1
4¢, wegen (b), wenn zusitzlich h>— ist, also [f (<p,, h) dx<5¢.
£ E !

Wenden wir (4.6) auch auf die endlich vielen verbleibenden % an,
so wird ersichtlich, dal die Folge f (¢} ;) die Integrabilitétsbedin-
k)

(
gung erfiillt. Da [@, | <9}, + 1 _ist, gilt dies auch fiir die Folge
]‘((p,, »)- Damit ist gezeigt, da3 f(q),, NES f (pn) 0.

W1r haben soeben festgestellt, daB die Integrale j' f 7 f (gt »)dx fir

geniigend groBe b und geniigend kleines m (E) beheblg klem werden.
Da sich die endlich vielen verbleibenden % wieder gesondert beriick-

sichtigen lassen, gilt dies fiir alle . Auch das Integral _f f (¢h n)dz

ist stetig in £. Damit wird j[f (@n,n) — I (@n,0)]2d2 < 2j' f (o2 2)dz
)]
+ 2 (g}, ,,)dx glelchmaﬁlg bezughch h beliebig klem, Wenn nur

E (h)
m(E) geniigend Kklein ist. Nun gilt aber hm[ f (<p,1 n) — f (oa,0)]? =

f(0), nach (5.5) also Lim [f(¢n,a) — f(q;,,,,,)]zdx_jf(O)dx =0.
M B (m (h) B
Das ist die letzte Behauptung von (7.1).

(7.2) Ist f(q;,,) integrierbar und f(«p,,) ﬁ(—ﬂ, solaBt sich
(n) o))
die Menge derjenigen Punkte, in denen limg, >
(n)
a>0 ist, durch eine Punktmenge 4 iiberdecken,
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1
deren Mall m(4)< f(<p,,) dx + 7 ist, wo 7 eine
(n)
beliebig vorgeschrlebene positive Zahl bedeutet.

f (pn) sei ein integrierbarer Reprisentant mit nicht negativen

n
Gliedern ¢, . Wir bestimmen positive GroBen ¢ und d<<e so, dafl

j Flp)de +e<— j' f (pn.)dz -+ 7 ist und beschrinken uns
a—0 5@ S
auf hinreichend groBe 7, fur die j'cpn dx < j f (pn) d + fa—9de

gilt.
Nach (2.2) existiert eine Punktmenge A’ ¢ und ein Index %

so, daB m(A’)<§ und daBin B — A’ |, — lim ¢,| < ist. Das
()
Maf der Menge E aller Punkte, in denen f, >a — § ist, geniigt

der Ungleichung (@ — 8)m(E) j"q),cdx< J f @) (p,) do + —~>~"— (@— 6)
B (n)
oder m(E)<——— jf((p” dz—i—— Die Punktmenge A= A’+E
B(n)
hat ein MaB m(A)<——§f(<pn)dx —l—e< j‘f((p,, Ydz +

@ B @)
und in B — A4 gilt wegen [(pk —lim¢,|<d, ¢,<a& — & auch
)

lim ¢, <a.
(n)

Nun zum Beweis von (6.5). Nach Voraussetzung i8¢t sich eine
Indexfolge h;<h,<---<h,<--- so bestimmen, daB fiir alle

1
hil>h, f[f (Pn,n) — 1 ((p,,,,)]zdx<—2—3; ist. Mit Riicksicht auf die
B (n) )

(n
Dreiecksungleichung geniigt es, die Behauptung fiir diese Teilfolge
zu beweisen. Ersetzen wir %, durch p, so hat die vorliegende Folge

von Klassen f (g, ) die Eigenschaft, daB fiir beliebige %,l > p
Q)

1 .
[ [ (@n,) — [ (@a,)Pde<—— ist.
B (m n) 23p
Nach (7.2) 148t sich die Menge derjenigen Punkte, in denen

1
(lim ¢, ,\y — lim ¢, ,)2> i ist, durch eine Punktmenge A, vom
(n) n)

1
MaB m(4,) <22 [ [f (9, 1) — f (@, )]0 e + — <
3w ) 20

tiber-
27
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decken. Setzen wir 4] = E 4,, soist m(4,

p=r 1
gilt fir p>r |[lime, ,, —lime, ,,|< ) also fir h>l>r
(n) h—1 n) h—1 1 1
|hm Pn,p — lim P, lI 2 lhm Pn,a+1 hm Pa, sl < 2 2,__1

(n) (n) 8=l (n)
lim ¢, , konvergiert daher fiir p >0 in B A;. Da m(A,)<
(n)

1
=1 beliebig klein gemacht werden kann, konvergiert hm Pn,»

fast iiberall in B und die Voraussetzungen von (7.1) sind erfullt

§ 8. Die Konsistenz mit der Integraltheorie von Lebesgue.

Wir beweisen zunichst die Identitdt der in § 2 eingefiihrten
Limesfunktionen mit den iiber B definierten mefbaren Funktionen.

(8.1) Jede Limesfunktion isteine meBbareFunktionund
umgekehrt.

Die erste Behauptung folgt leicht aus bekannten Sitzen. Fiir die
Umkehrung beweisen wir vorerst, da8 jede iiber B definierte und
stetige Funktion o eine Limesfunktion ist: Sei E,c E,c-.--
cE,c--- eine Folge abgeschlossener Punktmengen aus € mit

S E,= B. o ist iiber B, gleichmiBig stetig; es existiert also eine
1 1
Treppenfunktion ¢,, fiir die in K, die Ungleichung |¢, — 0| <—

n
erfiillt ist und diein B — E, verschwindet. Dann gilt o = lim ¢,,.

(n)
Nun sind nach (3.4) mit den stetigen Funktionen auch alle
Baireschen und damit schlieBlich alle meBbaren Funktionen Limes-
funktionen, denn die Funktionswerte diirfen iiber einer Menge vom

MaB Null beliebig abgeiindert werden.

Bemerkung: Jede meBbare Funktion ¢ ist also, eine Menge
N vom MaB Null ausgenommen, gleich dem limes einer fast iiberall
konvergierenden Folge von Treppenfunktionen ¢,. Nun la8t sich
zu jedem ¢, eine Punktmenge E, und eine stetige Funktion o,
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1
so bestimmen, daB m(%,) < ~— und daBin B— K, w,=¢, ist

1
o, konvergiert in B — (N + 2 E,) gegen y. Da m(z E,)<—— =
beliebig klein gemacht Werden kann, ist auch Jede meBbare
Funktion fast iiberall gleich dem limes einer fast iberall
konvergierenden Folge stetiger Funktionen?).

In § 4 haben wir eine Limesfunktion dann als integrierbar be-

zeichnet, wenn wenigstens eine der sie erzeugenden Folgen f(g,)
(n)

integrierbar ist. Wir beweisen jetzt, daB diese integrierbaren Limes-
funktionen mit den im Sinne von Lebesgue integrierbaren oder
summabeln Funktionen zusammenfallen und dafl die beiden Inte-
grale identisch sind.

Die Behauptung gilt trivialerweise fiir Treppenfunktionen und
damit auch fiir beschrinkte Limesfunktionen. Denn letztere sind
beidsinnig integrierbar und die Gleichung j‘hm @ dx = hm | pnde,

welche uns zur Definition von j‘ lim ¢, dx dlente gilt als Satz von

Lebesgue auch in der andern The(oi'le, denn die ¢, sind gemeinsam
beschrinkt. Den allgemeinen Satz zerlegen wir in die beiden Aus-
sagen (8.2) und (8.3). Zur Vermeidung von Mifverstindnissen in
Fillen, bei denen die Gleichheit der Integrale noch nicht feststeht,

wollen wir fir das L-Integral das Zeichen T einfiihren.

(8.2) Jede in unserem Sinn integrierbare Funktion ist
auch L-integrierbar.

Nach (5.1) diirfen wir uns auf nicht negative Funktionen be-
schrinken. Sei also f (p,) eine erzeugende integrierbare Folge mit

nicht negativen Ghedern ®.. Wegen j‘hm @, dz=1lim [p,dz sind
(n) (n)

die Integrale (p,dx = j‘ @,.dz gleichmiBig beschrinkt. Nach dem

Theorem von Fatou ist daher lim ¢, auch L-integrierbar.
(n)

(8.3) Jede L-integrierbare Funktionist auch in unserem
Sinn integrierbar. Die beiden Integrale sind iden-
tisch.
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Ist némlich ¢ eine L-integrierbare Funktion und setzen wir
Py =9 fir |p| <k, 9=k fir p>k, ® = —F fir

p<—k, sogilt yp= hm p®  und f ydr = hmj' p® dr =
lim fyp®dz; die p® slnd ja beschrinkt. | j‘ w""dxl fl p®|dz
< ‘fl p|dx wird fiir geniigend kleines m(E) unabhanglg von k

beheb1g klein. Die Behauptung folgt somit aus (5.5).

§ 9. Ein weiterer Ubergang zur Theorie von Lebesgue.

Wie haben im letzten Abschnitt unter Zuhilfenahme einiger
Sitze aus der Lesgueschen Theorie bewiesen, daB die Definitionen
der §§ 2 und 4 genau zu den im Sinne von Lebesgue meBbaren bzw.
integrabeln Funktionen fiithren. Wir wollen abschlieBend noch kurz
zeigen, wie sich dieser Ubergang auch ganz im Rahmen der in den
§§ 1 bis 7 entwickelten Theorie vollziehen 1:i8t.

Eine in B gelegene Punktmenge M heiBe meBbar, wenn
ihre charakteristische Funktion y,, eine Limesfunktion ist. Da eine
beschriinkte Limesfunktion eo ipso integrierbar ist, definiert m’(M)
= ‘fdex eine Funktion iiber den meBbaren Mengen M,

von der wir zunichst zeigen wollen, daB sie die Eigenschaften einer
MaBfunktion besitzt. — (5.3) ergibt

(9.1) Fir beliebige meBbare Mengen ist m/(M)> 0.
Aus M,c M, folgt m/(M,) < m/(M,).

Mlt D1 P2se - Py Sind ma.x(qzl, P25 - '¢'n) und min(‘Pl! P25 "pn)
ebenfalls Treppenfunktionen. Entsprechendes gilt folglich auch fiir
Limesfunktionen. Angewendet auf die charakteristischen Funk-
tionen heift das- ,

(9.2) Vereinigungsmenge und Durchschnitt endlich vie-
ler meBbarer Mengen sind meBbar. Die Differenz
zweier meBbarer Mengen ist meBbar.

Aus (3.4) und (5.5) folgt weiter
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(9.3) Vereinigungsmenge und Durchschnitt abzihlbar
vieler meBbarer Mengen sind meBbar und es gelten

stets die Glelchungen m’( < M) =lim m’(E M) und
(n)
’(IIM) — lim m/(IT M,).

(n) 1
Insbesondere also

(9.4) Sind die M, paarweise fremd, so ist
m'(% M) =3 m'(M,).
1 o«
Aus McM,c M,c--- folgt m’(EMi)zlimm’(Mn) .

Aus Mo M,>oM,>..- folgt m (HM,)~hmm (M, .
(n)

Fiir die Intervalle J, stimmen die hier bzw. in § I eingefiihrten
MaBe m’ und m iiberein. Nach (9.4) gilt das auch fiir die Punkt-
mengen K und 4. m’ ist daher eine Erweiterung der MaBfunktion
m und wir diirfen im folgenden das Zeichen m’ durch m ersetzen.

(9.5) Diein §1definierten Mengen N vom Ma8 Null sind
meBbar, und zwar sind es genau diejenigen meB-
baren Mengen, deren MaBB m(N) =0 ist.

Denn yy ist dquivalent der identisch verschwindenden Funktion,
also eine Limesfunktion mit verschwindendem Integral. Die Um-
kehrung folgt aus (5.4).

Sei jetzt M eine mefBbare Menge, also fast iiberall y, = lim ¢,,.

n
Nach (2.2) existiert zu ¢>0 eine Punktmenge 4, und ein Ix(lc)lex k
so, daBl m(4,)<e und in B— A4, |g,—yy|<} ist. Fir die
Menge E, aller Punkte mit ¢,>1 gilt B, —A,c McE, + 4,
und folglich m(E, + 4,) =m(E, — 4,) + m(4,)<m(M) + ¢.
Es ist daher m (M) = inf m(A4) oder, wenn wir mit O jede offene,
4

nicht notwendigerweis(e :gjaf;ll)z in B liegende Punktmenge bezeichnen,
m(M) = inf m(0).
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Ist A, offen, 4, c 4,, m(4,)<2¢, E, abgeschlossen, K,c K,
m(Ey) >m(E,) — ¢, soist B, — A, abgeschlossen, beschrinkt und
in M enthalten. Wegen m (B, — 4,) = m(E;) — m(4;)>m(¥,) —
3e>m(M) — 4¢ gilt auch m(M) = sup m(F), wo F alle be-

FCcM
schrinkten abgeschlossenen und ganz in M liegenden Mengen durch-

liuft. Zusammengefallt gilt also

(9.6) Fiir jede meBbare Menge M ist m(M)= inf m(0) =
sup m(F). 0220
(FCM)
Die Umkehrung ergibt sich leicht, insbesondere aus (9.4), durch
Konstruktion zweier Mengen Op;> M > Fy mit m(0O) = m(Fy):

(9.7) Ist inf m(0)= sup m(F), so ist M melbar.
((dm} 4] (FCM)
Unser MaBbegriff ist daher zum iiblichen dquivalent, da fiir 0
und F beide MaBe iibereinstimmen.
Eine tiber B definierte eindeutige Funktion A heile mefBbar,
wenn fiir jedes reelle @ die Menge M{1>a} aller Punkte mit A>a
eine mefbare Menge ist. — Wir behaupten

(9.8) JedemeBbare Funktionisteine Limesfunktionund
umgekehrt.

Ist zunichst A eine meBbare Funktion, so ist fiir ganzzahliges m
und positiv ganzzahliges n die charakteristische Funktion y,, , der

1
Punktmenge M‘}.>%] — M{l> m

] eine Limesfunktion.
n

+n2  m
Nach (3.4) ist daher auch A=lim ¥ —,, , eine Limesfunk-

tion. (n) m=—n?

Umgekehrt gilt fiir eine Limesfunktion lim ¢,, eine Menge vom
(n)

MaB Null ausgenommen, M {lim¢,>a} =3 (E ( E[<p ;>at _})) ]
) h=1\k=1\i=k h
Die Behauptung folgt aus (9.3).

Ist die Folge f(g, ) integrierbar, sind die Glieder der Folge
()

i=
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{(p,,2) gemeinsam beschrinkt, |g¢, .| <c, so ist infolge
(n)

| §@n,1°Pn,28%| < ¢ f|@, 1|de  und wegen (5.1) auch die Folge
E Z

f(®n,1° ®a,2) integrierbar. Das Produkt einer integrierbaren mit
")

(

einer beschrinkten Limesfunktion ist also wieder integrierbar. Da-
durch wird fiir eine integrierbare Limesfunktion A das Integral
f Adz = [Ayydx eine Funktion iiber den meBbaren
74 B

Punktmengen M aus B ®). Fiir diese Funktion gilt

(9.9) Sind die meBbaren Punktmengen M,, M,... paar-
weise fremd, so gilt fiir jede integrierbare Limes-
funktion die Gleichung L lde =3 (idx.

EM; M;

n
Denn die linke Seite j). (lim X yy,)dz ist nach (5.5) gleich
B w1

n n
lim f2(S yy,)de =1m 3 [ Ay, dz.
mB 1 m 1 B

Wir verzichten schlieSlich auf die Uberfiihrung dieses Integral-
begriffes in die Form der Definition, wie sie urspriinglich von Lebes-
gue gegeben worden ist. Sie ergibt sich unschwer aus (9.9) und aus
dem ebenfalls leicht zu beweisenden Mittelwertsatz.
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Hinweise und Ergéinzungen.

1) Hobson, Theory of Functions of a Real Variable, 1926, Bd. 2, § 197.
2) Ib. Bd. 2, § 179. Ein anderer und sehr kurzer Beweis dieses Satzes folgt in § 8.
3) Acta Mathematica 42 (1920), S.191—205.

1
1) Wendet man namlich (2.2) fiir jedes ¢ auf §; = o und g; = l an, so ist
%

- e s . . . X 1
in B _—ifk‘ As, o, fur jedes k die Konvergenz gleichmaBig. m(ifk As, o) <F
kann beliebig klein gemacht werden.

5) Nach (2.2), insbesondere Fufinote 4, laBt sich eine Punktmenge A’ von
beliebig kleinem MaB so bestimmen, daBl die Folge f((pnh p) in B— A’ gleich-

maBig konverglert Dann konvergiert auch lim P,k m B— (4’ + Z Ah) gleich-
n)
miBig., m(4’ + Z' Ah) wird fitrr gentigend grofBles k& beliebig klem Da.s ist genau

die Aussage des Egoroffschen Theorems fir Lxmesfunktlonen, d. h. nach
§ 8 fir meBbare Funktionen.

8) Eine Erweiterung des in § 4 itber Punktmengen E definierten Integrals auf
beliebige meBbare Bereiche. Wir setzten namlich fllm @, dz = lunftp" de =

(n) (n)
11mf¢nyde— , nach (5.5), J.hmtpnyEdz. B
(n) B (n)
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