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Ein Modell des Hilbertschen Raumes.

Jede über einem meßbaren Bereich eindeutige reelle und meß¬

bare Funktion ist äquivalent (fast überall gleich) einer Funktion

der zweiten Baireschen Klasse, d. h. einem limes von limites stetiger

Funktionen1). Verzichtet man in einer Menge vom Maß Null auf die

Konvergenz der approximierenden Funktionen, so gilt sogar der

Satz, daß jede meßbare Funktion fast überall gleich dem limes einer

fast überall konvergierenden Folge stetiger Funktionen ist2). Wir

werden in § 8 beweisen, daß man in diesem Satz die stetigen Funk¬

tionen durch Treppenfunktionen ersetzen kann, das sind Funk¬

tionen, die über endlich vielen Intervallen verschieden von 0 und

in jedem dieser Intervalle konstant sind.

Diese Tatsachen legen nahe zu versuchen, das Lebesguesche

Integral einer summabeln Funktion dadurch zu definieren, daß man

in einer geeigneten Darstellung dieser Funktion als limes von steti¬

gen Funktionen oder als limes von Treppenfunktionen die Opera¬
tionszeichen J und lim vertauscht. Ein solcher Aufbau der Integra¬
tionstheorie bringt dann einen wesentlichen Vorteil gegenüber dem

üblichen, wenn es gelingt, die Maßtheorie für Punktmengen einiger¬
maßen zu umgehen. Daß dies tatsächlich möglich ist, hat F. Biesz

in seiner Arbeit „Sur l'intégrale de Lebesgue" bewiesen3). Er

skizziert dort die Grundlagen dieser Integrationstheorie gestützt
auf einen Satz, dessen Beweis wir in § 1 mit unwesentlichen Ab¬

änderungen wiedergeben.
In der vorliegenden Arbeit soll diese Theorie konsequent durch¬

geführt werden. Als Basis wählen wir die in mancher Hinsicht etwas

einfacheren Treppenfunktionen. Wir vermeiden jede Bezugnahme
auf bekannte Sätze, ausgenommen am Schluß in § 8 beim Nach¬

weis der Konsistenz mit der Lebesgueschen Integraltheorie. Wie

aus den Ausführungen dieses Paragraphen hervorgeht, definiert

jede fast überall konvergente Folge von Treppenfunktionen eine
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bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmte meßbare Funktion und

man erhält auf diese Weise auch alle meßbaren Funktionen. Es

wird sich also u. a. darum handeln, diejenigen dieser Folgen zu

charakterisieren, die zu summabeln Funktionen führen und für die

die Vertauschung von J* und lim tatsächlich das Lebesguesche
Integral der Limesfunktion liefert. Dies ist in sehr einfacher Weise

möglich, und zwar so, daß gleichzeitig alle beschränkten und un¬

beschränkten summabeln Funktionen erfaßt werden. Auch der

Definitionsbereich braucht nicht beschränkt zu sein, wenn er nur

von endlichem Maß ist. Wir erreichen so in einem Schritt, was in

der traditionellen Theorie zwei bzw. drei Etappen erfordert.

Da es sich nicht darum handeln kann, sämtliche wichtigen
Theoreme der Lebesgueschen Theorie neu herzuleiten, sind alle

herausgegriffenen Sätze auf ein bestimmtes Ziel zugeschnitten,
nämlich auf den Satz von Riesz-Fischer. Wir wollen also auf dem

kürzesten Weg den Hilbertschen Raum der quadratisch integrier¬
baren Funktionen konstruieren. Um den Beweis der Separabilität

möglichst einfach zu gestalten, ist es zweckmäßig, den Bereich der

Basisfunktionen von vorneherein auf eine abzählbare Gesamtheit

zu beschränken. Diese Einschränkung bringt noch einen weiteren

Vorteil. Der Hilbertsche Raum ist von der Mächtigkeit des Konti-

nuums und entsteht aus einer Funktionenmenge von größerer

Mächtigkeit durch Identifikation äquivalenter Funktionen. In

unserer Darstellung erscheinen nun die Elemente des Hilbertschen

Raumes als Folgen, deren Glieder Basisfunktionen sind, also einer

abzählbaren Gesamtheit angehören.
In § 1 wird der uns unentbehrliche Teil der Maßtheorie ent¬

wickelt. Wir beziehen uns in der Formulierung einfachheitshalber

auf die Ebene, also auf den Fall zweier unabhängiger Veränder¬

licher. Es genügt, eine eng beschränkte Klasse von Punktmengen

einzuführen, die sich in spezieller Weise aus abzählbar vielen Qua¬

draten zusammensetzen. Ersetzt man die gewöhnliche Maßfunk¬

tion für Quadrate durch eine allgemeinere, so führen die folgenden
Entwicklungen von selbst zum Lebesgue-Stieltjes-Integral. § 2

definiert die Treppenfunktionen und ihre fast überall konvergieren¬
den Folgen, § 4 diejenigen dieser Folgen, deren limites in der ein-
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gangs erwähnten Weise ein bestimmtes Integral zugeordnet werden

kann. Da wir es aus soeben angeführten Gründen vorziehen, an

Stelle der Limesfunktionen die diese erzeugenden Folgen selbst zu

betrachten, sind in § 3 einige Regeln über das Rechnen mit diesen

Folgen zusammengestellt. Sodann werden in § 5 diejenigen Hilfs¬

sätze bewiesen, die eine einfache Konstruktion des Hilbertschen

Raumes in den §§6 und 7 erlauben. Die ergänzenden §§8 und 9

bringen schließlich die Verbindung zur traditionellen Integral¬
theorie von Lebesgue.

§ 1. Die Punktmengen E und A. Ein Satz von Riesz.

Wir betrachten für jede natürliche Zahl n das quadratische
Gitter der Ebene, dessen Eckpunktkoordinaten in einem recht¬

winkligen Koordinatensystem ganzzahlige Vielfache von — sind.

Mit Jh bezeichnen wir jedes offene (randlose) Fundamentalquadrat

irgendeines dieser Gitter, jede Quadratseite ohne Endpunkte und

jeden einzelnen Eckpunkt. Die Gesamtheit der Jh ist abzählbar.

Unter E verstehen wir stets eine Vereinigungsmenge
endlich vieler paarweise fremder Punktmengen Jh, unter

A eine Vereinigungsmenge abzählbar vieler paarweise
fremder Jh. Die Klasse (£ aller Punktmengen E ist also enthalten

in der Klasse 21 aller A. Bekanntlich enthält die Klasse 21 alle

offenen Punktmengen. (5 und 21 sollen auch die leere Menge um¬

fassen.

Von zwei beliebigen nicht fremden Punktmengen Jh und Jk ist

stets die eine ganz in der andern enthalten. Aus dieser Tatsache

schließt man leicht auf die Abgeschlossenheit der Klassen (£ und 21

in bezug auf folgende Operationen :

(1.1) Aus Ehe& folgt ZEhe<è und 77#Ae(£ .

l i

Aus ^Ae2t folgt .5MÄeSt und 77Jh<=2I •

l l

Aus Eie&, E2e<& folgt E1-E2 = E1-E1.E2e(B .
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Sind £ Jh und £ Jk zwei verschiedene Darstellungen einer

i l

Punktmenge E als Vereinigungsmenge paarweise fremder Jh bzw.

Jk, so existiert eine dritte Zerlegung von E in paarweise fremde J'l

derart, daß jedes Jh und jedes J'k Vereinigungsmenge gewisser J"

ist. Verstehen wir unter dem Maß m(Jh) einer Punktmenge Jh

ihren zweidimensionalen Inhalt im gewöhnlichen Sinn, so gilt daher
vi v

^ m(Jh) = £ m(J'k) •
Die Summe £ m(Jj>) hängt also nur von

ii l

E ab, wir bezeichnen sie mit m(E) als das Maß von E. Man

verifiziert ohne weiteres die Beziehungen

(1.2) A.VL& ExcEi folgt m^Xm^s).

Aus E=£Eh folgt m(E)^^m(Eh). Sind die EA
l l

paarweise fremd, so gilt das Gleichheitszeichen.

Die Erweiterung dieser Maßdefinition auf die Punktmengen A

der Klasse 51 geschieht auf Grund des Hilfssatzes

(1.3) Ist i = 2 A c X 4 und sind die Jh paarweise

fremd, so ist _£ tn{Jn) ^ -S w(J*).

Ist nämlich e>0 beliebig vorgegeben, so läßt sich für jedes h

eine abgeschlossene Punktmenge Eh c Jh so bestimmen, daß

m (Jh) — in (Eh) < —- ist. Entsprechend existiert zu jedem nicht

ohnehin offenen Jk eine offene Punktmenge E'k z> J'k derart, daß

für jedes k die Ungleichung m{E'k) — m(j'k)< —-^ gilt, wenn wir

für die offenen Quadrate J'k einfach E'k — J'k setzen. Die Ver-

v

einigungsmenge £ Eh ist für jedes p abgeschlossen und beschränkt,
1 v

wird also durch endlich viele Ek überdeckt. Aus (1.2) folgt m ( £ Eh)
p

i

= X m(Eh)^ J£ m{E'k) für jedes p, also £ {EhX E m(E'k) und

l
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weiter X m(Jh) < .£ m{Eh) + e < .£ m(.E£) + e< ^ m(J"£) + 2e

für jedes e > 0.

Sind insbesondere auch die J'k paarweise fremd und ist _£ ^» =

X «^t. so folgt ^ m(Jh) = ^ m(Ji) und wir dürfen diese Summe

als Maß m(A) der Punktmenge A bezeichnen. Die Ungleichung

(1.3) führt unmittelbar zu

(1.4) Aus A1œA2 folgt m(A1) < m(A%).

Aus A=£Ah folgt m{A)^2,m(Ah). Sind die .4*

paarweise fremd, so gilt das Gleichheitszeichen.

Eine Punktmenge N heißt vom Maß Null, wenn zu jedem
e > 0 eine Punktmenge A e 21 existiert, so daß NaA und

m(A) <e ist. Jede Teilmenge einer Menge vom Maß Null ist selbst

vom Maß Null und die Vereinigungsmenge abzählbar vieler Mengen

vom Maß Null ist wieder vom Maß Null. (Eine Menge vom Maß Null

ist auch im Lebesgueschen Sinn vom Maß Null und umgekehrt.

Wir werden dementsprechend den Terminus „fast überall" in seiner

üblichen Bedeutung verwenden.)
Wie F. Riesz3) gezeigt hat, genügen die bis jetzt entwickelten

Begriffe vollständig zur Definition des Lebesgueschen Integrals
unter Umgehung eines auf allgemeinere Punktmengen ausgedehn¬
ten Maßbegriffes. Dieser kann nachträglich in einfacher Weise ge¬

wonnen werden. Im Unterschied zu Riesz sind hier lediglich die

Intervalle Jh speziell gewählt und wir vermeiden von vorneherein

die dem Gegenstand nicht angemessene Beschränkung auf ein end¬

liches Gebiet. Bei diesem Aufbau der Integraltheorie ist der folgende
Satz von grundlegender Bedeutung.

(1.5) Es sei i^ijD---, ^e^t und Ax von endlichem
oo

Maß. Ist dann der Durchschnitt FLAh eine Menge
i

vom Maß Null, so gilt Mmm(Ah) = 0.

(»)

Wir führen den Beweis indirekt. Es sei also m (Ah) ^ ô > 0 für

alle h. Wie im Beweis von (1.3) läßt sich zu jedem h eine abge-
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sehlossene Punktmenge Eh c Ah so bestimmen, daß m (Eh) >

m(Ah) — ist. Wir zeigen durch vollständige Induktion, daß

dann für jedes 1c die Ungleichung

m(IIEh)>m(Ak)-j(l--^ (a)

erfüllt ist. Der Fall k = 1 ist trivial. Ist die Behauptung für ein

festes k ^ 1 bewiesen, so folgt aus Ek+1 c Ak+1 c Ak und aus

ÜEh<zEkczAk

m(Ek+1) + m(IIEh-Ek+1)<m(Ak) . (b)
i

Nach Konstruktion von Ek+1 gilt überdies

m (Ek+1) > m (Ak+1) -— . (c)

Die Ungleichungen (a), (b) und (c) ergeben
*+l i i

m(II Eh) = m{IIEh) + m(Ek+1) -[m(Ek+1) + m(nEA-Ek+1)]>
ii i

>m{Ak) - _ |l -_j +m(Ak+1) -—-m (Ak) =

ô I 1 \
= m{AM)--\l-—),

also die Ungleichung (a) für k + 1.
j.

Für das Maß der Punktmenge E'k = II Eh gilt daher

,[E'k)>m(Ak)-^{\-~^>m(Ak)-^\
Die Punktmengen E'h sind überdies abgeschlossen und jede enthält

00

die nachfolgende. Nach Voraussetzung ist 77 Ah vom Maß Null,
1 ô

wird also überdeckt von einer Menge A e 21 mit m (A) < —. Wir

dürfen A als offen annehmen.
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Wegen m{E'l!)>— und m(A)<— sind die abgeschlossenenMen-
2 4

„

gen E'k—A nicht leer. Folglich ist auch ihr Durchschnitt II(E't—A)
l

00 00 00 00

= IIErk—A nicht leer. Andrerseits gilt 77E'k = IIEh(ZIIAhczA.
l lii

Die Annahme m (Ah) ^ <5 > 0 für alle h führt also auf einen Wider¬

spruch und (1.5) ist richtig.
Die Ausführungen dieses Abschnittes und damit auch die Ent¬

wicklungen in den folgenden Paragraphen lassen sich dadurch ver¬

allgemeinern, daß man die hier eingeführte spezielle Inhaltsfunk¬

tion m der Intervalle Jh durch eine allgemeinere Maßfunktion m*

ersetzt. m*(Jh) soll eine für alle Quadrate, Quadratseiten und

Eckpunkte unseres Netzes definierte nicht negative und additive

p

Funktion sein, d. h. eine Zerlegung Jh = £Jk in paarweise fremde

v
1

Jh soll die Gleichung m*(Jh) = _£ m*(Jk) implizieren. Wir defi-
l

nieren dann das Maß der Punktmengen E wie oben und (1.2) bleibt

richtig. Um auch die weitere Gültigkeit von (1.3), (1.4) und (1.5)
zu gewährleisten, genügt die zusätzliche Forderung, daß zu jeder

Punktmenge Jh und zu jedem e > 0 eine abgeschlossene Menge Eh
aus (£ so bestimmt werden kann, daß Eh c Jh und m* (Jh) —

m* {Eh) < e ist, m. a. W. es soll m* (Jh) = sup m* (Ek) sein, wo Ek
alle abgeschlossenen und in Jh enthaltenen Punktmengen aus (6

durchläuft. Desgleichen soll jede Quadratseite und jeder Eckpunkt
Jh in einer offenen Punktmenge Eh aus © liegen, deren Maß sich von

m*(Jh) beliebig wenig unterscheidet.

§ 2. Treppenfunktionen. Folgen von Treppenfunktionen
und ihre Äquivalenzklassen.

Wir wählen ein für allemal eine feste Punktmenge B aus % von

endlichem Maß m(B) als Fundamentalbereich. Alle im folgen¬
den auftretenden Punktmengen Jh, E, A werden stillschweigend
stets als in B liegend angenommen. Alle in Betracht zu ziehenden

reellen Funktionen sollen über B definiert, eindeutig und
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endlich (beschränkt oder unbeschränkt) sein. Man denke

sich B beispielsweise als eine beschränkte oder unbeschränkte offene

Punktmenge von endlichem Maß. (Da sich jede Punktmenge von

endlichem Lebesgueschen Maß in einen solchen Bereich einbetten

läßt, ist durch diese Wahl von B eine sachgemäße Allgemeinheit
gewährleistet.)

Sei <pJh (x) die charakteristische Funktion der Punktmenge Jh,
also <pJh (x) = 1 über Jh und <pJh (x) = 0 über B — Jh. Dann

verstehen wir unter einer Treppenfunktion <p{x) jede endliche

Linearkombination von Funktionen <pJh (x) mit rationa¬

len Koeffizienten. Die Treppenfunktionen sind dadurch charak¬

terisiert, daß sie in einer der betrachteten Gitterteilungen der Ebene

über endlich vielen Jh verschieden von 0 und über jedem Jh kon¬

stant rational sind ; diese Gitterteilung kann durch jede feinere er¬

setzt werden. Die Gesamtheit aller Treppenfunktionen ist abzähl¬

bar. Außerdem gilt

(2.1) Sind <p(x), cp^x), <p2{x) Treppenfunktionen, so sind

|ç>(a;)|, çjj (x) • <p2 (x) und für rationale a, b auch aq>1(x)
-\-b <p2(x) Treppenfunktionen.

Eine über B definierte (eindeutige und endliche) reelle Funktion

heißt Limesfunktion, wenn sie fast überall gleich dem limes

einer fast überall konvergierenden Folge von Treppenfunktionen

<pn(x) ist. Zwei Limesfunktionen heißen äquivalent, wenn sie fast

überall identisch sind.

An Stelle der Limesfunktionen können wir auch direkt die diese

erzeugenden Folgen von Treppenfunktionen cpn(x) betrach¬

ten. Nennen wir zwei fast überall konvergierende Folgen <p„yl(x)
und <p„ti{x) äquivalent, wenn sie fast überall denselben limes be¬

sitzen, d. h. wenn fast überall lim[ç>„(1(a;) — <pn,2(%)] = 0 gilt, so

(«>

ist die Zuordnung zwischen den Limesfunktionen und den fast über¬

all konvergierenden Folgen von Treppenfunktionen derart, daß zu

einer Limesfunktion genau eine Klasse äquivalenter Folgen gehört
und umgekehrt eine Folge genau eine Klasse äquivalenter Limes¬

funktionen erzeugt.
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Es besteht also eine eineindeutige Zuordnung zwischen den
Klassen äquivalenter Limesfunktionen und den Klassen

äquivalenter fast überall konvergierender Folgen von

Treppenfunktionen. Die Gesamtheit dieser Klassen ist von der

Mächtigkeit c des Kontinuums : Höchstens c, weil überhaupt nur

aa = c verschiedene Folgen von Treppenfunktionen existieren ;

mindestens c, weil alle über B konstanten Funktionen Limesfunk¬

tionen sind und zu verschiedenen Klassen gehören. (Die Gesamtheit

aller Liniesfunktionen ist von der Mächtigkeit />c. Wir werden

in § 8 zeigen, daß die Limesfunktionen genau die im Sinne von

Lebesgue über B definierten meßbaren Funktionen sind.)

Zur Bezeichnung : f(q>n) bedeute stets eine fast überall kon-
(»)

vergierende Folge von Treppenfunktionen <pn (x), lim <pn eine

<">
durch f(<pn) bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmte Limesfunk-

(»)

tion. Alle weiterhin auftretenden Begriffe und Sätze sind invariant

bezüglich des Überganges von einer Folge oder Funktion zu einer

äquivalenten. Wir wollen daher auch in der Schreibweise direkt

auf diese Äquivalenzklassen Bezug nehmen und sie mit / (q>n) bzw.

lim tpn bezeichnen.

Nun läßt sich die Integrationstheorie völlig gleichwertig ent¬

weder für die Limesfunktionen lim <p„ oder für die Folgen f(q>„)
(n) (»)

entwickeln. Im Hinblick auf die Konstruktion des Hilbertschen

Raumes wollen wir uns hier im Gegensatz zur üblichen Darstellung
in erster Linie auf die Folgen /(ç?„) und ihre Äquivalenzklassen

.

(n)
.

f(q>„) beziehen. Die Elemente des Hilbertschen Raumes erscheinen
(n)

dann als Klassen von Folgen, deren Glieder einer abzählbaren Ge¬

samtheit angehören. Auch werden die Beweise insbesondere der

Approximationssätze etwas einfacher. Sollte letzteres gelegentlich
nicht der Fall sein und ist die Verwendung der Limesfunktionen an¬

schaulicher, so werden wir in der Formulierung auch auf diese

Bezug nehmen.

In unserer Bezeichnungsweise steht das Symbol f(<p) für die
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Klasse der zur Folge q>, <p... äquivalenten Folgen, d. h. für die

Gesamtheit der fast überall gegen die Treppenfunktionen ç> kon¬

vergierenden Folgen. Es ist also insbesondere zwischen den Klassen

/ (tpn) und / (<pn) zu unterscheiden : Erstere enthält als Repräsen-
(»)

tanten die Folge <pn, <pn..., letztere die Folge q>1, ç?2,... Zum

Beispiel enthält die Nullklasse /(0) die Folge mit identisch ver¬

schwindenden Gliedern und damit alle fast überall gegen 0 konver¬

gierenden Folgen.
Die Gesamtheit $ aller Klassen f(q>) ist abzählbar und ent¬

halten in der Gesamtheit A aller Klassen f(<p„). Wie wir gesehen
(n)

haben, ist A von der Mächtigkeit des Kontinuums.

Der wichtige Hilfssatz (2.2) ist eine einfache Folgerung aus dem

Rieszschen Satz (1.5), von dem wir übrigens ausschließlich in dieser

Anwendung Gebrauch machen. Es handelt sich im wesentlichen

um das Egoroffsche Theorem für die Folgen /(<pj4).
(n)

(2.2) Zu jeder Limesfunktion lim q>n läßt sich bei belie-

(n)

big vorgegebenen positiven Größen <5 und s eine

Punktmenge A^^e^l und ein Index k(ô,e) so be¬

stimmen, daß m(A$tS)<ô und daß in B — As e
für

alle h,l ^ k(ö, e) die Ungleichung \<ph — ç?z|^e und

für alle h^k(ô,e) dieUngleichung | cph — lim cpn |< s

erfüllt ist.
(B>

Beweis : Sei Ehl6 die Gesamtheit derjenigen Punkte, für die

OO

\<ph — <Pi\>e ist. Setzen wir Afks= .£ ^hie> so folgt aus der fast

überall geltenden Konvergenz von f(<pn), daß IT Ak s
vom Maß

(n) Js=l

Null und damit nach (1.5) lim m{A'k e) = 0 ist. Wir wählen nun

k(ô,e) so groß, daß für dieses k in(A'ke)< — ist. Dann gilt in

B — A'ke die erste Ungleichung. Die Menge derjenigen Punkte, in

denen f(<pn) nicht oder nicht gegen limg?„ konvergiert, ist vom

(n) (n)
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Maß Null und läßt sich von einer Punktmenge A% mit m(A$) < —
2t

überdecken. Setzen wir Ak e
= Ak e -+- A$, so ist m(At e)<d und

in B — Ahe gelten beide Ungleichungen.
Für die Integraldefinition in § 4 wird eine schwächere Form von

(2.2) genügen :

(2.3) Bedeutet Ehle die Gesamtheit derjenigen Punkte,

für die \yh — <Pi\>£ ist, so existiert für beliebig

vorgegebene positive à und s ein Index k(d,s) der¬

art, daß für alle h,l^lc(ô, e) stets m(Ehje)<ô ist.

Beweis : Wie im Beweis zu (2.2) gilt für A'k e
= X Eh l e

die

h,l=k
' '

Beziehung \imm(A'k e) = 0. Nun ist aber nach (1.4) für alle

(*)

h,l^k m{Ehue)^m(A'kJ.

§ 3. Das Rechnen mit den Folgen.

Wir definieren das Rechnen mit den Elementen von A, d.h.

mit den Äquivalenzklassen f(q>„), durch

<«)

(3.1) af{<pn>1) + bf(<pn>i) = f(an<pnl + b„<p„n2)
C) (n)_ (n)

f(?n,l) /(?>«,2) = /(ÇVl-Ç>»,2)
(n) (n) (n)

\f(<Pn)\=H\<P„\)
<»> (n)

In der ersten Gleichung sind a und 6 beliebige reelle Zahlen, an

und bn rationale Zahlen, die mit wachsendem n gegen a bzw. b

konvergieren. Diese Operationen sind eindeutig und wegen (2.1)
unbeschränkt ausführbar. A ist also ein linearer Vektorraum.

Weiter setzen wir

(3.2) /(0)^/(ç>n), falls f(q>„) wenigstens einenRepräsen-
(n) (n)

tanten f(q>„) mit nicht negativen Gliedern q>„ be-

(n)

sitzt; /(?>naX/(?>„.,), falls /(0)< /(?„.») - /(?>«,i) ist.

») n) (n)
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Die Ungleichung f(<pn>1) < f(<pn 2) gilt also dann und nur dann,
(n)

'

(«)

wenn für wenigstens ein Paar von Repräsentanten /(<?>„,i) und

(n)

f(<pn 2) die Ungleichung q>„ 1 < <pn 2
bei jedem n erfüllt ist.

(n)

(3.3) Für zwei Klassen f{<pn>1) und f(q>n>2) gelten stets

die Ungleichungen {n) (n)

[ f(Vn.i) + f(<P*,z)? < 2f«i) + 2/«,) und
00 (») 00 (»>

/«i) < 2 [ /(ç,n>1) - f(<pn>i)Y + 2/(^>2) .

00 (») 00 00

Für beliebige reelle Zahlen a und b ist nämlich 0 < (a — 6)2,
2a6 < aP- + b*, also (a + 6)2 < 2a2 + 262. Setzen wir a = «—v,

6 = v, so folgt m2 < 2(u — v)2 + 2v2
.

Der folgende Satz wird anschaulicher, wenn wir ihn statt für

Folgen für Limesfunktionen formulieren. Er behauptet, daß die

Gesamtheit der Limesfunktionen abgeschlossen ist bezüglich der

Bildung fast überall existierender limites.

(3.4) Konvergiert die Folge vonLimesfunktionen limç>„ Ä

00
für A->oo fast überall, so konvergiert sie fast über¬

all gegen eine Limesfunktion limçv Diese Limes-

00

funktion ist bis auf Äquivalenz durch die Klassen

lim <p„ h eindeutig bestimmt.

(»)

Wir formulieren diesen Sachverhalt durch eine der

Gleichungen lim lim tpnh = lim <p„ oder lim/(c>nÄ) =
77 ; (R) <n)

'

00 (*) 00
TW*)-

00

Beweis: Nach (2.2) existiert für jedes h eine Punktmenge Ah

und ein Index nh so, daß m (Ah) < —— und daß in B — Ah
1 ^

oo

\<pnhh — lim?>„ R| <— ist. Dann gilt in B —£Ah die Ungleichung
(n)

'

n ft=fc

I Ç'ui s
— um <Pn h I <t für a^e h^k. Abgesehen von der Menge vom

00
'

"
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Maß Null, in der die Funktionen lim cpnh für h -> oo nicht kon-
oo (!»)

vergieren, ist also in B — £Ah limc;„.)Ä = limlim<pn>ft. Da
oo l h=k (Ä)

'

(Ä) (n)

wi(X Ah)<—-—beliebig klein gemacht werden kann, gilt die letzte

Gleichung fast überall in B s).

§ 4. Integrierbare Folgen.

Das Integral §q>dx einer Treppenfunktion cp über dem Funda-
B

mentalbereich B werde in der üblichen Weise als eine eindeutig
bestimmte endliche Summe definiert. Das Integral §<p-q>Bdx, wo

B

cpE die charakteristische Funktion einer Punktmenge E e (£ ist, sei

kurz mit §<pdx als das über E erstreckte Integral der Treppen-
B

funktion q> bezeichnet.

Es wäre leicht, an dieser Stelle auch die über die Punktmengen
A und $1 erstreckten Integrale einzuführen. Diese Erweiterung ist

aber überflüssig und ergibt sich später von selbst zusammen mit den

Integralen über beliebigen meßbaren Bereichen. Wir beschränken

uns also auf Integrationsbereiche E c B und B. Ist im folgenden
der Integrationsbereich nicht näher bezeichnet, so soll die betref¬

fende Beziehung für jeden dieser Bereiche gelten.

(4.1) Aus <p > 0 folgt $(pdx^O.

Für rationale a und b gilt

J(a 9>i + b ¥2) dx = a §<Pi dx + b §<p2 dx.

M. a. W. : Das Integral ist ein positiver linearer Operator über

der Gesamtheit aller Treppenfunktionen. Unmittelbare Folgen sind

(4.2) Aus q>1 ^ (p2 folgt j*^ dx ^ ^q>2dx.

Für beliebige çp gilt | §q>dx\ ^.§\(p\dx.
17



(4.3) Aus E1-E2 = 0 folgt $<pdx + $<pdx = J <p dx.

B\ £2 2Si+J?2

(4.4) Ist <p > 0, so gilt §<pdx^.$<pdx für alle EeQ.
B B

Aufgefaßt als Funktion von E ist §q>dx für jede Treppenfunk-
B

tion q> stetig in E, d.h. zu jedem e>0 existiert ein d(e)>0
derart, daß | §<pdx\<e wird sobald m(E)<ô(e) ist. Sei jetzt

B

f (<pn) eine Folge fast überall konvergierender Treppenfunktionen
(«)

<pn, für die §q>ndx gleichmäßig bezüglich n stetig in E ist.
E

Es soll also zu jedem £>0 ein o(e)>0 existieren, so daß unab¬

hängig von n | j" <pn dx \ < e wird, wenn nur m (E) < ô (e) ist. Wir
B

nennen eine solche Folge integrierbar.
Unter dieser Voraussetzung existiert nach (2.3) zu jedem e>0

ein Index k(e) derart, daß für h,l ^ k(e) das Maß der dort defi¬

nierten Punktmenge Ehle der Ungleichung m(Ehle)<ô(e) ge¬

nügt. Ist nun E eine beliebige Punktmenge aus (£, so gilt nach

(4.1), (4.2), (4.3) für beliebige h,l^k(e)

| $<phdx — j>,dx| <| j <pndx\+\ J (ptdx\ +
* E E-Eh,l,e E-Bh,i,s

S I <P» — <Pi\dx<2e + em(B) .

E-E7,,l,e

Diese Ungleichung gilt auch für den Integrationsbereich B, denn

es genügt für jedes h und l die Integrale statt über B über eine

passend gewählte Punktmenge E zu erstrecken.

Die Folge (<pndx konvergiert also für jeden Integrationsbereich
gegen einen bestimmten endlichen Wert. Dieser Wert ändert sich

nicht, wenn wir die Folge / {<pn) durch eine ebenfalls integrierbare
(n)

äquivalente Folge / (<p'n) ersetzen ; es genügt, dieselben Überlegun-
(n)

gen für die gemischte Folge q>lt q>[, ç>2, <p2, <p3... durchzuführen.

Eine Klasse / (<p„) heißt integrierbar, wenn sie einen inte-

(«)

grierbaren Repräsentanten / (<pn) besitzt. (Nicht alle Folgen einer

(n)
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integrierbaren Klasse sind integrierbar !) In dieser Bezeichnung läßt

sich das Ergebnis folgendermaßen formulieren :

(4.5) Jeder integrierbaren Klasse / (<cpn) wird durch

<• e
(n)

)f (<Pn) dx = lim J<pndx über jedem Integrationsbe-
(n)

_

(n)

reich in eindeutiger Weise ein endlicher Wert als

Integral zugeordnet ; / (q>n) ist ein beliebiger inte-

<«)

grierbarer Repräsentant dieser Klasse.

Für die Klassen aus 0 gilt insbesondere §f(q>) dx =

§<pdx.

Dieser Integralbegriff überträgt sich von selbst auch auf die zu¬

gehörigen (integrierbaren) Limesfunktionen bzw. ihre Äquivalenz¬
klassen. Wir gehen nun zur Aufstellung derjenigen Eigenschaften
über, die uns in § 6 die Konstruktion des Hilbertschen Raumes

ermöglichen werden.

(4.6) Für jede integrierbare Klasse f (q>„) ist $f(<p„)dx
(n) £(n)

eine stetige Funktion von E, d.h. zu jedem e>0

existiert ein (5(e)>0 derart, daß | J / (q>n) dx\ <e
wird sobald m(E)<ô{e) ist. *<">

Die Behauptung folgt aus | J / (ç>„) dx\ = |lim §rpn dx\ =
Ein) (n) E

lim| §q>ndx\ und aus der Integrierbarkeit der Folge f{<pn).
(n) E (n)

(4.7) Ist f {(p„) integrierbar und f (<pn) >/(0), so besitzt

(?) (")

/ (<p„) einen integrierbaren Repräsentanten f (<p„)
(n) (n)

mit nicht negativen Gliedern cpn.

Ist nämlich / (<pn) ein integrierbarer Repräsentant, so gehört
(n)

nach (3.2) die ebenfalls integrierbare Folge / (max (<p„, 0)) zur

gleichen Klasse. (n)
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§ 5. Weitere Eigenschaften der integrierbaren Folgen.

Für passend gewählte Ex und E2 ist §\y\dx = j"<p dx — J99 dx.
M E\ E2

Mit §q>ndx ist also auch §\(pn\dx gleichmäßig bezüglich n stetig
E B

in E, d.h.

(5.1) Mit /(ç>„) ist auch | / (<pn)\ = f (\<pn\) integrierbar.
(n) (n) (n)

Aus (4.1) folgt I J(oBç>fl,1 + &llç>fli,)da:|<|a„|- I JV„,i<te| +
E E

\bn\-\ §q>ntidx\ und damit nach (3.1)
E

(5.2) Sind /(?>„,1) und f (q>n 2) integrierbar, so ist für be-
(»)

'

(»)
'

liebige reelle a und 6 auch 0/ (<pnil) + 6 / (9>B)2) inte¬

grierbar. <n) <">

Bezeichnen wir die Gesamtheit der integrierbaren Klassen / (<p„)
(»)

mit £ ,
so gilt nach (4.5) die Inklusion 0 c J£ cA und (5.2) sagt

aus, daß X ein linearer Vektorraum ist. (4.1), (4.5) und (4.7) er¬

geben

(5.3) Das Integral ist ein positiver linearer Operator,

d. h. aus / (q>„) ^ /(0) folgt J/ (yn) dx > 0 und es gilt
(«) (»)

stets J[a/(ç>„fl) + &/(?>„,2)] da; = aj7 fan,î)«*» +
(») (n) (n)

é j7 fa».«)«** •

(«)

Insbesondere gelten daher in _£ auch die in (4.2), (4.3) und (4.4)
für Treppenfunktionen aufgestellten Beziehungen. Etwas umständ¬

licher gestaltet sich der Beweis des nächsten Satzes.

(5.4) Ist /(?>„) >/(0) und j" / (<pn) dx = 0, so ist / (<p„) not-

(n) iS(n) (n)

wendigerweise die Nullklasse /(0).

Nach (4.7) besitzt / (<tpn) einen integrierbaren Repräsentanten
(n)
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/ {q>n) mit nicht negativen Gliedern <pn. Ist Ek „
die Menge der¬

en) 1

jenigen Punkte, in denen <pn >
— ist, so gilt für jedes k und n die
k

Ungleichung m(Ek „) ^ k §q>ndx. Die rechte Seite strebt bei
B

festem k für n ->oo gegen 0.

Für beliebig vorgegebenes e > 0 läßt sich daher eine Indexfolge
n1<nt<' • • <nk<- • • so bestimmen, daß für jedes k m(Eknt)<
s

°°

—- ist. Die Menge A = £ Ek n.
hat ein Maß m(A)<e und in

2* *=i i
*

B — A gilt für alle k <p„. ^ — ,
also lim <p„. = 0.

k (*)

Die Indexfolge nk hängt von e ab. Abgesehen aber von der Menge
vom Maß Null, in der cpn nicht konvergiert, strebt auch ç>„ in B — A

gegen 0. Da m(A)<e beliebig klein gemacht werden kann, kon¬

vergiert q>„ fast überall gegen 0.

(5.5) Ist im Sinne von (3.4) lim f(q>n h) = /(<p„), sind alle

(*)(n)
'

(n)

Klassen / (<pn>h) integrierbar und ist j" / (<pn J dx
(n)

'

Bin)

gleichmäßig bezüglich h stetig in E, so ist auch

f (<p„) integrierbar und über jedem Integrations-
(n)

bereich gilt j7 (<pn) dx = lim j7 (cpnjA) dx.
(n) (A) (n)

Dieser Satz ist die natürliche Verallgemeinerung des Prinzips,
das uns in § 4 ermöglichte, unter den fast überall konvergierenden

Folgen von Treppenfunktionen / (<pn) die integrierbaren Folgen
(«)

zu charakterisieren. Nach (3.4) definiert eine fast überall konver¬

gierende Folge von Limesfunktionen eine bis auf Äquivalenz ein¬

deutig bestimmte Limesfunktion als limes der Folge. Erfüllen nun

die Glieder dieser Folge die gleiche Integrabilitätsbedingung, die

wir in § 4 den integrierbaren Folgen von Treppenfunktionen auf¬

erlegt haben, so ist der limes wieder integrierbar und die Opera¬
tionszeichen j" und lim sind vertauschbar.

Eine unmittelbare Folge von (5.5) ist z. B. der bekannte Lebes-

21



guesche Satz über die Vertauschbarkeit von J und lim bei Folgen,
die eine integrierbare Majorante besitzen. Wir benötigen diesen

Satz nicht. Auch (5.5) wäre für unsere Zwecke entbehrlich ; das

Korollar (5.6) und die Separabilitätseigenschaft (6.4) ließen sich

leicht direkt beweisen. Wesentlichere Verwendung wird der Satz

erst beim Nachweis der Konsistenz mit der Lebesgueschen Integral¬
theorie finden.

Nun zum Beweis. Nach (2.2) existiert für jedes h eine Punkt¬

menge Ah und ein Index nh so, daß

m(^)<-^T Und in B~A* \<Pnh,n-K-<Pn,n\<T (a)
•^ (n) A

ist. nh darf durch jeden größeren Index ersetzt werden. Aus dem

Beweis von (4.5) geht hervor, daß $<pn>ndx bei festem A und wach¬

sendem n gleichmäßig für alle Integrationsbereiche gegen J / (<pn h) dx
(n)

konvergiert. Wir dürfen daher zusätzlich fordern, daß für alle Inte¬

grationsbereiche auch die Ungleichung

I jV«A,Ä^- J7(ç>».»)**l<-7- (b)
(n) «

erfüllt ist.

Aus (a) folgt genau wie im Beweis von (3.4), daß die Querfolge

/ (9?ni a) em Repräsentant der Limesklasse / (<pn) ist. Bleibt zu

(»)
'

(«)

zeigen, daß dieser Repräsentant integrierbar ist ; die behauptete

Konvergenz der Integrale ergibt sich dann unmittelbar aus (b).
Nach Voraussetzung existiert zu jedem s > 0 ein ô1 (e) > 0 der¬

art, daß für m(E)<d1(e) und jedes h | J /(<pKjÄ) dx\<s, nach

1 £(n)
'

1
(b) also I tmnh hdx\< — + e ist. Für m(E)<ô1(e) und h> —

e h e

gilt daher | jVnA,Ä dx\ <2e. Diese Ungleichung gilt aber auch für

die endlich vielen verbleibenden h, wenn nur m(E) < ô2(e) ist, wo

(52(e) eine geeignet gewählte positive Größe ist. Sie gilt daher für

alle h, sobald m{E) <min (<5i(e), <52(e)) ist ; d. h. die Folge / (c>„A>Ä)
erfüllt die Integrabilitätsbedingung. (A)
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(5.6) Für eine integrierbare Folge / (q>n) gilt

limj|/l^j-7(^j|dx = 0.
(n)

m (»)

Es ist nämlich lim|/(ç>^) — f(<pn)\ = f(0) und jl/fajy)—
(N) (n) E

f (ç>J | dx < J| / (<pN) | da; + j" | / (<?>„) | dz wird gleichmäßig bezüglich
(n) B B (n)

IV beliebig klein, wenn nur m (E) genügend klein ist. Die Voraus¬

setzungen von (5.5) sind erfüllt.

§ 6. Die quadratisch integrierbaren Folgen.
Der Hilbertsche Baum 0.

Wir beschränken uns jetzt auf diejenigen integrierbaren Folgen

/ (ç>„), deren Quadratfolge / (çp* ) ebenfalls integrierbar ist, kurz

(n) (n)

auf quadratisch integrierbare Folgen. Die Gesamtheit 6 aller

quadratischintegrierbarenKlassen (d.h. derjenigen Klassen,

die wenigstens einen quadratisch integrierbaren Repräsentanten be¬

sitzen) genügt der Inklusion 0 c dc£ O.A.

Aus 0 <(|ç>„,i! — \<Pn,t\)% folgt \tpnX9n,%\ < \ ?«,! + l vit»i
I j>»,r<P»,sdx\ < % $<plAdx + \ j>*2dx und damit

(6.1) Aus /(?>„,,), /(ç>„>2) 60 folgt f(<pn,i)-f(9n,z)^E •

(n) (n) (n) (n)

In der Bezeichnung von (3.1) gilt (a„ <p„,i + b„(pn 2)8 < a£ ç£ t

+ 2[an6n?)n>l9,n>2| + 6^*>1!<K + |an6n|)?)2nil+(^+!a?)6JX2')
folglich

(6.2) Mit f(<pntl),f(<pn,2)eO ist auch

(n) (n)

<*/(9»..l) + &/(?..•) «ö.

(n) (n)

0 ist also ein linearer Vektorraum. Seine Dimension ist

unendlich, denn schon der Teilraum. 0 enthält linear unabhän¬

gige Elemente in beliebiger Anzahl. Definieren wir auf Grund von

(6.1) das skalare Produkt zweier Klassen aus 0 durch

(n) (n) B(n) (»)
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so gelten die Gleichungen

(6.3) (a f (cpn>1), /(?>„,,)) = a (/ (<pn>1), / fa,.,,))
(») _(») (») (»)

(/(?»..!),/(9'..»))=(/(^.2),/(9'«.l))
(n) (n) (n) (n)

(/ (9>,.i) + / (<P»,Ù, / (Ç>„.a)) = ( /(?>„.i), /(?«.,)) +
(n) (") (») (») (»)

(/(?'„,2)./(9:,n,3)) •

Die Norm N (/ (<?„)) = (/ (<pn), f (q>njf einer Klasse / (<pn) aus

(n) (n) (n) (n)

0 ist nach (5.3) und (5.4) reell, nicht negativ und verschwindet

genau für die Nullklasse /(0). Für die mittlere Entfernung

(») (n) (n) (n)

U(f(<Pn.l)-fton,2)Ydx]i
B (n) (n)

läßt sich die Dreiecksungleichung nach dem üblichen Verfahren

beweisen. 0 ist also ein metrischer Raum.

Schließlich behaupten (6.4) und (6.5) die Separabilität und

Vollständigkeit des Raumes 0, der damit alle Axiome eines

Hilbertschen Raumes erfüllt.

(6.4) Der abzählbare Teilraum <P liegt dicht in 0.

Ist nämlich f (q>„) quadratisch integrierbar, so ist lim [f((pN)
An) (210

/W]' = /(°) und nach (3.3) J[/ (<ps) - f (<pn)]Hx <2j/ {cp\)dx
(n) B (») E

+ 2J" / (ç£) da;. Die Voraussetzungen von (5.5) sind erfüllt und es

2(n)
_

gilt hmd*(f(<pN), f (<p„)) = lim J[/(^) - /(?>J]2dz = J/(0)rfar = 0
.

W (») (#) -B (n) £

(6.5) Ist f(<pntl),f(<Pn.,)..-cO und lim <Z(/(c>„tÄ),/(?„,,))
(») 00 (A.Î) 00 (n)

= 0, so existiert in 0 eine Klasse f(<p„), für die
(»)

limd(/(ç>„ h),f ((p„))— 0 ist. Oder: Konvergiert eine
(») (n)

'

0»)

24



Folge von Elementen aus 0 im Mittel, so konver¬

giert sie im Mittel gegen ein Element aus 0.

Der Beweis erfordert zwei Hilfssätze, die wir in einem speziellen
Paragraphen entwickeln wollen.

§ 1. Der Vollständigkeitsbeweis.

(7.1) Aus f (<pn>h)ed, lim f(<pn>A) = f(<pn) und
(n) W (n) (n)

lim d(f(q>nih), /(?„,,)) =0 folgt /(c>„)e0 und
(A,Z) (n) (n) (n)

limd(/(c.BiÄ),/(?>J)=0.
(A) (») (n)

/ (Ç'n.ft) sei em quadratisch integrierbarer Repräsentant der
(n)

'

Klasse / (c>„;Ä). Nach (2.2) existiert für jedes h eine Punktmenge
(«)

'

i
.4A so, daß m(Ah)<—— ist und daß für hinreichend große n die

Ungleichung

19>n,Ä - lim q>„,h | < y in B - Ah (a)
(n) »

erfüllt ist. Durch Streichung endlich vieler Glieder jeder Folge
/ (<p„th) und Neunumerierung erreichen wir, daß (a) für alle n gilt.

(n)
Nach (5.6) ist lim $\f(<p% h) - ffaï"*j|da: = 0. Wenn wir da-

her in / (<p„ Ä) erneut endlich viele Glieder streichen, dürfen wir
(n)

zusätzlich voraussetzen, daß für jedes h und n auch die Ungleichung

$\f(<pl,h)-f(<P2n,h)\dx<T erfüllt ist. (/(ç£,A) bedeutet wieder,
Jä (n) »

wie in § 2 vereinbart, die Folge ç£ A, ç>* A..., / (c£Ä) die Folge
(n)

Ç9j A, ç?2 Ä...) Insbesondere gilt dann für das A-te Glied der A-ten

Folge auf Grund von (5.3) und der anschließenden Bemerkung
über jedem Integrationsbereich E

E £(n) B (»)

5\7W[J)-7(vü)\dx<j (b)
B (n) n
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Schließlich folgt aus (3.3) für alle h, k und jeden Bereich E

J/«A)^<2j[/(?>n,R)-/(ç.fl,,)]^a; + 2j/«i)^ . (c)
JS(n) B (n) (n) Bin)

Zunächst schließen wir aus (a) wie im Beweis von (3.4), daß die

Querfolge / (<ph>K) ein Repräsentant der Klasse / (ç>n) ist.

(A)
'

(n)

Sei e > 0. Nach Voraussetzung existiert ein Index k (s) derart,

daß für h^k(s) $[f((pn,h) — f (<pn,m)]2dx<e ist. Wegen (c) und
B in) (n)

(4.6) wird für diese h und für genügend kleines m (E) J/ (<p2n h)dx<
j

E(n)

4e, wegen (b), wenn zusätzlich h>— ist, also j"/ {<p\ h) dx<5s.

Wenden wir (4.6) auch auf die endlich vielen verbleibenden h an,

so wird ersichtlich, daß die Folge / (cp\ h) die Integrabilitätsbedin-
(Ä)

gung erfüllt. Da |9?Ajft| <<p\,ii + 1 ist, gilt dies auch für die Folge

/ (%,*)• Damit ist gezeigt, daß / (<phyh) = / (ç>„) <= 0.

(A) (A) (n)

Wir haben soeben festgestellt, daß die Integrale J / (<p2n h)dx für

B(n)

genügend große h und genügend kleines m (E) beliebig klein werden.

Da sich die endlich vielen verbleibenden h wieder gesondert berück¬

sichtigen lassen, gilt dies für alle h. Auch das Integral J / (q>\ h)dx
B(h)

ist stetig in E. Damit wird ]"[/ (q>n_h) — f (<pA,A)]2da:< 2 j" / {</?nh)dx
B (n) (A) E(n)

+ 2 J / (q?| h)dx gleichmäßig bezüglich h beliebig klein, wenn nur

BW
'

m(E) genügend klein ist. Nun gilt aber lim[/ (q>n<h) — f (q>h A)]* =
(A) (n)

'

(A)
'

/(0), nach (5.5) also lim J[/ (c»n>Ä) -/ (<pKh)ydx = $f(0)dx = 0.

<A) B (n) <A) B

Das ist die letzte Behauptung von (7.1).

(7.2) Ist /(?>„) integrierbar und / (<pn) > /(0), so läßt sich

(») (n)

die Menge derjenigen Punkte, in denen limç>n^
(n)

a>0 ist, durch eine Punktmenge A überdecken,
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deren Maß m{A)<—j* f (<pn) dx + V ist, wo rj eine
« B(n)

beliebig vorgeschriebene positive Zahl bedeutet.

/ (<pn) sei ein integrierbarer Repräsentant mit nicht negativen
(n)

Gliedern <pn. Wir bestimmen positive Größen e und ô<a so, daß

1 ,—. .
1

J" / (<Pn) dx -\~ e< — j" / (<pn) dx + rj ist und beschränken uns

*
—

v B(n) a s(n) (a — S)e
auf hinreichend große n, für die j"ç>n dx< J / (<pn) dx -\

gilt. B B(n)
2

Nach (2.2) existiert eine Punktmenge A' e 21 und ein Index &

so, daß m(A')< — und daß in B — A' \q>k — lim ç>„| <(5 ist. Das
2

(»)

Maß der Menge i£ aller Punkte, in denen /fc ^ œ — ö ist, genügt

der Ungleichung (a — ô)m(E) < j"<pfc(fo;< j" / (ç?n) da; H
1 EB B(n) 2

oder m (E) < — j" / (<pn) dx-\ .
Die Punktmenge A — A' -\-E

a — 0 B(n)
j _2 j

hat ein Maß m (A) < — j" / (<pn) dx + s < — J / (ç>„) dx -\- rj
Q> — O B(rC) & B (n)

und in .B — .4 gilt wegen |ç>fc — lim yn\<ô, <pk<a — ô auch

limç?„<a. (n)

Nun zum Beweis von (6.5). Nach Voraussetzung läßt sich eine

Indexfolge h1<h2<- • <hP<- • • so bestimmen, daß für alle

h,l^hP $[f(<p„ h) — f (<Pn t)]2dx< ist. Mit Rücksicht auf die
B (n)

'

(n)
' 2ZP

Dreiecksungleichung genügt es, die Behauptung für diese Teilfolge
zu beweisen. Ersetzen wir hp durch p, so hat die vorliegende Folge
von Klassen / (<pn v) die Eigenschaft, daß für beliebige h,l ^ p

w '_ j
nf(fn,n)-f(<Pn,i)]2dx<-- ist.
B (n) (n) *iv

Nach (7.2) läßt sich die Menge derjenigen Punkte, in denen

(lim q>n v+1
— lim <pn P)2 ^ ist, durch eine Punktmenge Ap vom

(»)
'

(«)
' 22p

l l
Maß tn(A,)<2**$[f(<Pni„.1)-f(ynJ\*dx + — <-—I über-

B (n) (n) &" A1^
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decken. Setzen wir A'T = J£ AP, so ist m(A'r) <—— und in B~A'r

gilt für p^ r |limç>„>J)+1 — limç>„>2)| < —, also für h>l^r
(») H-! (»)

'

2P
h-l i i

IMmfn.ft-MmC'n.il < 2 llim9V«+i ~ lim9>n,sl< ^ "57 < "SET

(n) (n) «=J (») (n) «-J * Z

lim <pn j, konvergiert daher für £>-*oo in i? —.4^. Da m(^)<
(«)

—— beliebig klein gemacht werden kann, konvergiert lim <pn v

2r (n)

fast überall in B und die Voraussetzungen von (7.1) sind erfüllt.

§ 8. Die Konsistenz mit der Integraltheorie von Lebesgue.

Wir beweisen zunächst die Identität der in § 2 eingeführten
Limesfunktionen mit den über B definierten meßbaren Funktionen.

(8.1) Jede Limesfunktion ist eine meßbare Funktion und

umgekehrt.

Die erste Behauptung folgt leicht aus bekannten Sätzen. Für die

Umkehrung beweisen wir vorerst, daß jede über B definierte und

stetige Funktion cu eine Limesfunktion ist : Sei E1cz E2ci • • •

czEnc • • eine Folge abgeschlossener Punktmengen aus Gc mit

OO

£ En = B. m ist über En gleichmäßig stetig ; es existiert also eine

i 1

Treppenfunktion q>n, für die in En die Ungleichung | q>n — co | < —

erfüllt ist und die in B — En verschwindet. Dann gilt m = lim <pn.
(n)

Nun sind nach (3.4) mit den stetigen Funktionen auch alle

Baireschen und damit schließlich alle meßbaren Funktionen Limes¬

funktionen, denn die Funktionswerte dürfen über einer Menge vom

Maß Null beliebig abgeändert werden.

Bemerkung: Jede meßbare Funktion y) ist also, eine Menge

N vom Maß Null ausgenommen, gleich dem limes einer fast überall

konvergierenden Folge von Treppenfunktionen <pn. Nun läßt sich

zu jedem <pn eine Punktmenge En und eine stetige Funktion con
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so bestimmen, daß m(En)<— und daß in B — En con = (pn ist.

oo °° 1

co„ konvergiert in B — (N + .£ En) gegen y>. Da m{2,En) <-zj^
n—k n—h "

beliebig Mein gemacht werden kann, ist auch jede meßbare

Funktion fast überall gleich dem limes einer fast überall

konvergierenden Folge stetiger Funktionen2).
In § 4 haben wir eine Limesfunktion dann als integrierbar be¬

zeichnet, wenn wenigstens eine der sie erzeugenden Folgen / (cpn)
(n)

integrierbar ist. Wir beweisen jetzt, daß diese integrierbaren Limes¬

funktionen mit den im Sinne von Lebesgue integrierbaren oder

summabeln Funktionen zusammenfallen und daß die beiden Inte¬

grale identisch sind.

Die Behauptung gilt trivialerweise für Treppenfunktionen und

damit auch für beschränkte Limesfunktionen. Denn letztere sind

beidsinnig integrierbar und die Gleichung Jlim q>ndx = lim §q>ndx,
(») (»)

welche uns zur Definition von Jlim <pndx diente, gilt als Satz von

(n)

Lebesgue auch in der andern Theorie, denn die <pn sind gemeinsam
beschränkt. Den allgemeinen Satz zerlegen wir in die beiden Aus¬

sagen (8.2) und (8.3). Zur Vermeidung von Mißverständnissen in

Fällen, bei denen die Gleichheit der Integrale noch nicht feststeht,

wollen wir für das L-Integral das Zeichen j" einführen.

(8.2) Jede in unserem Sinn integrierbare Funktion ist

auch L-integrierbar.

Nach (5.1) dürfen wir uns auf nicht negative Funktionen be¬

schränken. Sei also / (<pn) eine erzeugende integrierbare Folge mit

(n)

nicht negativen Gliedern <pn. Wegen Jlim <pn dx = lim §<pndx sind

_
(n) (n)

die Integrale §cpndx = j" <pndx gleichmäßig beschränkt. Nach dem

Theorem von Fatou ist daher lim <p„ auch L-integrierbar.
(n)

(8.3) Jede L-integrierbare Funktion ist auch in unserem

Sinn integrierbar. Die beiden Integrale sind iden¬

tisch.
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Ist nämlich ip eine L-integrierbare Funktion und setzen wir

y(fc) _ y für | y,| ^ £; y(fe) = £ für y>&; y»<fc> = — & für

f< — k, so gilt yi = lim y{k) und § ipdx = lim J ^(J;> rfx =
(t) (t)

lim Jy)(fc)da;; die y){k) sind ja beschränkt. ||y)(fc)da;| < ^\y><k)\dx
^ J | y> | dx wird für genügend kleines m (E) unabhängig von k

E

beliebig klein. Die Behauptung folgt somit aus (5.5).

§ 9. Ein weiterer Übergang zur Theorie von Lebesgue.

Wie haben im letzten Abschnitt unter Zuhilfenahme einiger
Sätze aus der Lesgueschen Theorie bewiesen, daß die Definitionen

der §§2 und 4 genau zu den im Sinne von Lebesgue meßbaren bzw.

integrabeln Funktionen führen. Wir wollen abschließend noch kurz

zeigen, wie sich dieser Übergang auch ganz im Rahmen der in den

§§1 bis 7 entwickelten Theorie vollziehen läßt.

Eine in B gelegene Punktmenge M heiße meßbar, wenn

ihre charakteristische Funktion yM eine Limesfunktion ist. Da eine

beschränkte Limesfunktion eo ipso integrierbar ist, definiert m'(M)
= §yMdx eine Funktion über den meßbaren Mengen M,

von der wir zunächst zeigen wollen, daß sie die Eigenschaften einer

Maßfunktion besitzt. — (5.3) ergibt

(9.1) Für beliebige meßbare Mengen ist m'(if) > 0.

Aus M1(zM2 folgt m'füfjXm'filfj).

Mit <p1, <p2,.. .<pn sind max(ç51, q>2,.. .<pn) und min(ç>1; tp2,.. .cpn)
ebenfalls Treppenfunktionen. Entsprechendes gilt folglich auch für

Limesfunktionen. Angewendet auf die charakteristischen Funk¬

tionen heißt das

(9.2) Vereinigungsmenge und Durchschnitt endlich vie¬

ler meßbarer Mengen sind meßbar. Die Differenz

zweier meßbarer Mengen ist meßbar.

Aus (3.4) und (5.5) folgt weiter
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(9.3) Vereinigungsmenge und Durchschnitt abzählbar

vieler meßbarer Mengen sind meßbar und es gelten

oo n

stets die Gleichungen m'(£ Mf) = lim m'(2£ M() und
00 n l (n) l

m'illMi) = lim ml(IIM,).
1 (n) 1

Insbesondere also

(9.4) Sind die Mi paarweise fremd, so ist

m/(^Mi)=Xm/(Mi).
i i

Aus M
! c M2 c M3 c • • • folgt m'(£M{) = limm'(Mn) .

1 (n)
oo

Aus M
! z> M2 z> M3 r> • • • folgt m'(i7if<) = limm/(3fj .

1 (n)

Für die Intervalle Jh stimmen die hier bzw. in § 1 eingeführten
Maße m' und m überein. Nach (9.4) gilt das auch für die Punkt¬

mengen E und A. m' ist daher eine Erweiterung der Maßfunktion

m und wir dürfen im folgenden das Zeichen m' durch m ersetzen.

(9.5) Die in § 1 definierten Mengen N vom Maß Null sind

meßbar, und zwar sind es genau diejenigen meß¬

baren Mengen, deren Maß m(N) = 0 ist.

Denn yN ist äquivalent der identisch verschwindenden Funktion,
also eine Limesfunktion mit verschwindendem Integral. Die Um¬

kehrung folgt aus (5.4).
Sei jetzt M eine meßbare Menge, also fast überall yM= lim q>n.

(n)

Nach (2.2) existiert zu e>0 eine Punktmenge A1 und ein Index k

so, daß m(A1)<e und in B — A1 \q>k — Ym\<% ist. Für die

Menge Et aller Punkte mit ç>k>
1 gilt Ex—Aj^ciMciE1 + Ax

und folglich m(E1 + AJ = m(E1 — AJ + m(A1)<m(M) + e.

Es ist daher m(M) = inf m (A) oder, wenn wir mit 0 jede offene,

nicht notwendigerweise ganz in B liegende Punktmenge bezeichnen,

m(M)= inf m(0).
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Ist A2 offen, AlcA2, m(A2)<2e, 232 abgeschlossen, E2cE1,

m(E2)>m(E1) — e, so ist E2 — A2 abgeschlossen, beschränkt und

in M enthalten. Wegen m(E2 — A2) > m(E2) — m(A2)>m(E1) —

3e>m(M) — 4e gilt auch m(M) — sup m(F), wo .F alle be-

(JCH)

schränkten abgeschlossenen und ganz inMliegenden Mengen durch¬

läuft. Zusammengefaßt gilt also

(9.6) Für jede meßbare Menge M ist m(M) = inf m(0) —

sup m(F).
l0ZlM)

(FCM)

Die Umkehrung ergibt sich leicht, insbesondere aus (9.4), durch

Konstruktion zweier Mengen OnzdM^>F2 mit m(On) = m(F2) :

(9.7) Ist inf m(0) = sup m(F), so ist M meßbar.

Unser Maßbegriff ist daher zum üblichen äquivalent, da für 0

und F beide Maße übereinstimmen.

Eine über B definierte eindeutige Funktion A heiße meßbar,

wenn für jedes reelle a die Menge M{l>a} aller Punkte mit A>a

eine meßbare Menge ist. — Wir behaupten

(9.8) Jede meßbare Funktion ist eine Limesfunktion und

umgekehrt.

Ist zunächst k eine meßbare Funktion, so ist für ganzzahliges m

und positiv ganzzahliges n die charakteristische Funktion ym>n der

Punktmenge M
n

\—M A> 1 eine Limesfunktion.

J \ n )
+n" m

Nach (3.4) ist daher auch A = lim £ —ym n
eine Limesfunk¬

tion. <"> OT=-"2 n

Umgekehrt gilt für eine Limesfunktion lim <pn, eine Menge vom
(n)

Maß Null ausgenommen, if{lim ç)„>a} = X (W TIEm>a+- )).

Die Behauptung folgt aus (9.3).

Ist die Folge f(q>n x) integrierbar, sind die Glieder der Folge
(»)
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/ (<Pn 2) gemeinsam beschränkt, | q>„ 2 | ^ c, so ist infolge
(n)

\ SVn.i'Vn.zdxl^c $\(pnl\dx und wegen (5.1) auch die Folge
s E

f (9Vi ' 9», 2) integrierbar. Das Produkt einer integrierbaren mit

(n)

einer beschränkten Limesfunktion ist also wieder integrierbar. Da¬

durch wird für eine integrierbare Limesfunktion X das Integral
f Xdx = §XyMdx eine Funktion über den meßbaren
M B

Punktmengen M aus B 6). Für diese Funktion gilt

(9.9) Sind die meßbaren Punktmengen M1,M2... paar¬

weise fremd, so gilt für jede integrierbare Limes¬

funktion die Gleichung f 2.dx = ^,§Xdx.
2Mi Mi

n

Denn die linke Seite § A. {lim £ yMi)dx ist nach (5.5) gleich
B (n) 1

n n

lim J^ (2 yM.) dx = lim J£ JAyM{ dx.
(n) B 1 (n) 1 jB

Wir verzichten schließlich auf die Überführung dieses Integral¬
begriffes in die Form der Definition, wie sie ursprünglich von Lebes-

gue gegeben worden ist. Sie ergibt sich unschwer aus (9.9) und aus

dem ebenfalls leicht zu beweisenden Mittelwertsatz.
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Hinweise und Ergänzungen.

!) Hobson, Theory of Functions of a Keal Variable, 1926, Bd. 2, § 197.

2) Ib. Bd. 2, § 179. Em anderer und sehr kurzer Beweis dieses Satzes folgt in § 8.

3) Acta Mathematica 42 (1920), S. 191—205.

i) Wendet man nämlich (2 2) fur jedes i auf ôt = -^—
und e, =

— an, so ist

QO 00 1

in B— U Ag c
fur jedes k die Konvergenz gleichmäßig. m( £ A% £

) •<
X ^ K X == A- Zà

kann behebig klein gemacht werden.

6) Nach (2.2), msbesondere Fußnote 4, laßt sich eine Punktmenge A' von

beliebig kleinem Maß so bestimmen, daß die Folge / (a> .) in B — A' gleich-

(Ä)
nf"n

maßig konvergiert. Dann konvergiert auch hmç>n Ä
m B— (A' + S A^) gleich-

oo (n)
'

h=k

maßig. m(A' + E Ah) wird fur genügend großes k beliebig klein. Das ist genau
h=k

die Aussage des Egoroffschen Theorems fur Limesfunktionen, d.h. nach

§ 8 fur meßbare Funktionen.

6) Eine Erweiterung des in § 4 über Punktmengen E definierten Integrals auf

beliebige meßbare Bereiche. Wir setzten namhch \ hm cpn dx = lim f <pn dx
—

\im\ <pnyEdx = ,
nach (5.5), | lim <pn y-g dx .

(") B B <")
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