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I. EINLEITUNG.

Der Anwendungsbereich der ebenen Elastizititstheorie wird im we-
sentlichen durch die Bestimmung des Spannungs- und Forminderungszustan-
des in Scheiben und Platten aus elastisch-isotropem Material umschrieben.
Bei der Behandlung solcher Aufgaben werden wir, gewisse vereinfachende An-
nahmen vorausgesetzt, in jedem Fall auf ein Bipotentialproblem gefiihrt, was
dem ganzen Aufgabenkreis der ebenen Elastizititstheorie, vom mathemati-
schen Standpunkt aus gesehen, eine gewisse Einheitlichkeit verleiht.

Ueberblickt man andererseits die Fiille der in der Literatur behan-
delten Probleme, so steht diesem mathematisch einheitlichen Charakter eine
grosse Anzahl von speziellen Ansiitzen und Lésungswegen gegeniiber, die meist
so eng auf den vorliegenden Einzelfall, etwa die Form der Randkurve oder die
Art der Randbedingungen zugeschnitten sind, dass eine Verallgemeinerung des
Vorgehens schon bei eng begrenzten Problemgruppen nicht mehr gelingt. Tritt
ein noch "ungeldstes"” Problem auf - und das ist in der Praxis meist der Fall -
so sieht sich der rechnende Ingenieur vor die Schwierigkeit gestellt, einen ge-
schickten Ansatz oder ein im vorliegenden Fall geeignetes numerisches Vor-
gehen suchen zu miissen, was Erfahrung und mathematisches Fingerspitzen-
gefiihl erfordert.

Die Abhiingigkeit von einem "geschickten" Ansatz und die damitver-
bundene Unsicherheit, ob man auf dem einmal eingeschlagenen Weg iiberhaupt
zum Ziel gelangt oder nicht, wird dabei meist als unangenehmer empfunden als
ein zum vornherein abschitzbarer, noch so bedeutender Rechenaufwand einer
in threr Systematik unfehlbaren "Methode". Ferner darf nicht iibersehenwer-
den, dass uns heute in den vollautomatischen und den programmgesteuerten
Rechenmaschinen zusiitzliche Hilfsmittel in die Hand gegeben sind, die éine
rationelle Bewiltigung eines grossen Rechenaufwandes erlauben, sofern sich
die auszufiihrenden Operationen in ein gewisses Schema einordnen lassen,Die
Differenzenrechnung und die unter dem Sammelbegriff der "Relaxationsmetho -
den" zusammengefassten Verfahren kommen dem Verlangen nach Systematik
entgegen und verdanken wohl nicht zuletzt diesem Umstand ihre wachsende Ver-
breitung,

Ohne andererseits den Fehler zu begehen, die Fiille der Problemstel-
lungen der ebenen Elastizititstheorie nach einem einzigen, zum vornherein
festgelegten Schema anpacken zu wollen, bleibt doch zu untersuchen, ob sich



nicht zumindest fiir ganze Problemgruppen ein einheitliches und systemati-
sches Vorgehen angeben lisst, Das in der vorliegenden Arbeit verwendete
Verfahren stellt eine in der Praxis noch kaum beachtete, in diese Richtung
weisende Mdglichkeit zur Lésung von ebenen Randwertaufgaben dar.

Ausgehend von der Tatsache, dass bei Scheiben und Platten die Form
des Randes weitgehend die Schwierigkeit der Berechnung bestimmt, liegt der
Gedanke nahe, durch konforme Abbildung des vorgegebenen Bereiches auf ei-
nen einfachgearteten Fundamentalbereich (Halbebene, Kreis, Ebene mit kreis-
férmigem Loch) einen L@sungsweg zu suchen, Die urspriingliche Aufgabe
zerfillt damit in die folgenden Teilprobleme :

- Auffinden der Bildfunktion, die den vorgegebenen Bereich aus dem ge-
wihlten Fundamentalbereich entstehen lisst.

- Losung eines "modifizierten Randwertproblems" fiir den Fundamental-
bereich mit gleichzeitiger Uebertragung der so erhaltenen Elemente des
Spannungs- und Forminderungszustandes in den urspriinglichen Bereich.

Diese Ausdrucksweise lidsst durchblicken, dass an eine unmittelbare konfor-
me Abbildung von Spannungszustiinden nicht zu denken ist. Ein solches Vorge-
hen ist nur bei Potentialproblemen, wie sie etwa in der Theorie stationirer
Stromungen auftreten, méglich, wihrend wir es hier, wie schon erwihnt, mit

Bipotentialaufgaben zu tun haben.

Die Verwendung der konformen Abbildung bringt die komplexe Schreib-
weise fiir die Beziehungen der ebenen Elastizitlitstheorie mit sich. Nun lisst
sich jede Bipotentialfunktion mit Hilfe von zwei analytischen Funktionen
der komplexen Veriinderlichen z = x + iy ausdriicken, Durch Einfijhrung ana-
Iytischer Funktionen, deren Eigenschaften weitgehend erforscht sind, und un-
ter Ausniitzung ihrer Fihigkeit, konforme Abbildungen zu liefern, gewinnen
wir recht eigentlich die zur Fragestellung der ebenen Elastizititstheorie ad-
dquate mathematische Ausdrucksweise.

Die Grundbeziehungen des ebenen Spannungs- und Forménderungszu-
standes einschliesslich der Randbedingungenwerden damit in grésstmoglicher
formaler Geschlossenheit wiedergegeben. Hierin erschipft sich indessen die
Leistungsfihigkeit dieser Schreibweise keineswegs, was sich wohl am auffil-
ligsten dort zeigen wird, wo sich auf systematischem Wege geschlossene L5~
sungen konstruieren lassen, die durch intuitives Probieren inder hergebrach -
ten Art schlechterdings unerreichbar wiren, Und schliesslich werden uns neu-
artige Wege zu brauchbaren Niherungsverfahren erschlossen.



Die zentrale Verwendung der komplexen Funktionentheorie im Zu-
sammenhang mit Platten- und Scheibenproblemen ist nicht neu. Erste, in
der Anwendung nicht weiterverfolgte Ansitze treten erstmals ums Jahr 1900
auf und stammen von Autoren wie Almansi, Boggio, Filon, (Lit.1,2). Nach
(Lit. 4) kommt dem russischen Forscher Kolosov das Verdienst zu, erstmals
eine allgemeine Ableitung der Spannungs- und Verschiebungskomponenten aus
zwei Funktionen einer komplexen Verinderlichen angegeben und darauf bau-
end einen praktisch gangbaren Lésungsweg fiir ebene Randwertprobleme ent-
wickelt zu haben (Lit. 3). Die Arbeiten von Kolosov bilden die Grundlage fiir
die vielseitigen und systematischen Untersuchungen von Muskhelishvili, die
ihren umfassenden Niederschlag in dem auch in englischer Uebersetzung er-
schienenen Buch "Some Basic Problems of the Mathematical Theory of Ela-
sticity"(Lit.4) gefunden haben, Auf dieses Werk wird in der vorliegenden Ar-
beit vielfach Bezug genommen,

Das weéentliche Verdienst dieses Autors besteht darin, Cauchy-In-
tegrale herangezogen und damit im Falle rationaler Bildfunktionen einen sy-
stematischen Lgsungsweg fiir ebene Probleme der Elastizitéitstheorie aufge-
deckt zu haben, Weitere die komplexe Funktionentheorie in diesem Zusam-
menhang verwendende Abhandlungen stammen von Péschl (Lit. 5), Kohl (Lit. 6),
Fippl (Lit. 7), Stevenson (Lit. 8) und verschiedenen russischen Autoren wie
Savin, Sobolev, Mikhlin, u.a., wofiir auf die in (Lit.4) gemachten Angaben ver-
wiesen werden muss. Ueber den elementaren Anwendungsbereich der ebenen
Elastizitiitstheorie hinausgehend, haben sich Mikhlin und andere auch mit an-
isotropen Medien und dem Kontaktproblem zwischen K&rpern mit verschie -
denen elastischen Eigenschaften befasst. (Lit. 4). Von Sobrero-Schmidt (Lit. 9/
10) liegt ferner der theoretisch interessante Versuch vor, den ebenen Span-
nungszustand mit Hilfe einer einzigen, hyperkomplexen Spannungsfunktion zu
beschreiben, wihrend Stahl (Lit. 11) den Zusammenhang zwischen den komple-
xen und hyperkomplexen Spannungsfunktionen hefstellt. Schliesslich sind kom -
plexe Zahlengrssen auch bei Verfahren, die sonst ausschliesslich mit reellen
Funktionenklassen arbeiten, eingefiihrt worden, So lisst sichetwader stetige
Uebergang von der total eingespannten zur freiaufliegenden Platte, durch den

Bereich der elastischen Einspannung hindurch mit einem System von Eigen-
werten beschreiben, die sich vom Komplexen ins Reelle hiniiber verschieben
(Lardy, Lit.12).

Wenn auch die machematischen Grundlagen des in der vorliegenden
Arbeit verwendeten Vorgehens als einigermassen gesichert gelten kdnnen,



und iiberdies einige einfache Beispiele mit Hilfe der konformen Abbildung
gelost worden sind, so kann doch andererseits nicht iibersehen werden, dass
hier von den bestehenden Ansitzen bis zu einer fiir die Praxis gebrauchs-
fertigen "Methode" noch ein weiter Weg zurtickzulegen ist,. Das Ziel der vor-
liegenden Arbeit besteht recht eigentlich darin, das von Muskhelishvili vor-
geschlagene Verfahren nach der praktischen Seite hin auszubauen und damit
einer direkten Verwendbarkeit niher zu bringen.

Die durchgefiihrten Untersuchungen beziehen sich einerseits auf den
Problemkreis der konformen Abbildung, andererseits auf den Spannungszu-
stand einfach~zasammenhingender, semi - infiniter Bereiche, die durch kon-
forme Abbildung mittels rationaler Bildfunktionen aus der unteren Halbebene
hervorgegangen sind, Die Abschnitte III/1-4 gelten der Ausarbeitung ge-
brauchsfertiger Spannungsformeln, Ist die Bildfunktion ein Polynom, so las-
sen sich einfache, geschlossene Ausdriicke angeben. Bei gebrochen - rationa-
ler Bildfunktion miissen die Spannungsfunktionen durch einen rationalen Aus-
druck ergiinzt werden, dessen Koeffizienten sich aus einem linearen Gleichungs-
system bestimmen lassen, Die zur Spannungsbestimmung notwendigen Opera-
tionen werden im Falle rationaler Bildfunktionen im wesentlichen auf ein Aus~
werten von Cauchy - Integralen zuriickgefiihrt, wofiir in Abschnitt III/2 ein ein-
faches Verfahren angegeben wird,

Aus der Absicht heraus, die gewonnenen Spannungsformeln auch fiir
beliebig begrenzte, einfach-zusammenhingende Bereiche verwendbar zu ma-
chen, stellt sich uns die Frage nach einer Technik, die eine Anniherung der -
als bekannt vorausgesetzten - Bildfunktion durch einen rationalen Ausdruck
erlaubt. Diese Umwandlung vollzieht ein Verfahren, das sich auf den von Prof.
Rutishauser am Institut fiir angewandte Mathematik an der ETH entwickelten
Quotienten- Differenzen Algorithmus (Lit, 18) stiitzt und als wesentliches Er-
gebnis der vorliegenden Arbeit angesehen werden kann, Im Abschnitt III/5

wird das Vorgehen an einem Beispiel aus der wichtigen Klasse der polygonal
begrenzten Bereiche erliutert.

Im Verlaufe dieser vorwiegend den praktischen Moglichkeiten des
verwendeten Verfahrens gewidmeten Untersuchungen miissen wir uns auf
Scheibenprobleme und hier auch wieder im wesentlichen auf das erste Rand-
wertproblem einfach zusammenhingender, semi- infiniter Bereiche beschrin-

ken. Wegen der aligemeingiiltigen Systematik des Vorgehens, das unmittelbar
auf dem Bipotentialcharakter der ebenen Elastizititstheorie aufgebaut ist,
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lassen sich indessen die gewonnenen Erfahrungen
rer Randwertaufgaben der Platten- und Scheibenthi
was vor aliem fiir die dem Problemkreis der konform

Untersuchungen gilt.

Der Anhang (S. 90) ff) enthilt einige kurze Abt
bauder Arbeit zu entlasten, aus dem Zusammenhang
sind. So wird ein Verfahren zur Abbildung der Ha
mierte" semi-infinite Bereiche angegeben, das als
sen Annidherung an die Bildfunktionen von in weite
gebenen Bereichen dienen kann, Ferner finden si
und Ergéinzungen fiir den Fall kreisférmig begrenz

Da die komplexe Schreibweise in diesem '
nieur noch wenig vertraut ist und es in der Fachl
Darstellungen dieser Art fehlt, muss den element:
nen Elastizititstheorie und denfunktionentheoretisc
den Abschnitt ein breiter Platz eingeriumt werden
Einfithrung, wo immer es geht, auf mathematische
ten uns im wesentlichen an die von Muskhelishvili ge
Wenn auch die komplexe Schreibweise und Rechent:
einige Miihe bereiten wird, so macht sich doch der
durch den Gewinn an formaler Uebersichtlichkeit s
wa ein Blick auf den einfachen Aufbau der Spannung;
(14) geniigen sollte,

der Behandlung ande-

: ebenfalls verwerten,
bbildungen gewidmeten

ungen, die,um den Auf -
‘aus genommen worden
ene auf "wenig defor-
ndlage zur schrittwei-
ahmen beliebig vorge-
ort ein paar Hinweise
fundamentalbereiche,

:mmenhang dem Inge-
aitur an iibersichtlichen
Beziehungen der ebe-
3rundlagen im folgen-
r verzichten in dieser
eisfithrungen und hal-
1te Darstellungsweise.
ik dem Leser vorerst
1it verbundene Aufwand
>ald bezahlt, wofiir et-
-ansformationsformeln
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II. THEORETISCHE GRUNDLAGEN.

1, Die Grundbeziehungen der ebenen Elastizititstheorie
in komplexer Schreibweise.

In einem engeren Sinne verstanden, beherrschen die Grundbeziehun-
gen der ebenen Elastizititstheorie die drei folgenden Probleme :

- Den ebenen Forminderungszustand prismatischer Kérper, der sich ein-

stellt, wenn die Verschiebungskomponentenw inRichtung der Erzeugen-
den (x,y = konst,) verschwinden und die restlichen u,v nur von x und y
abhiingen,

- Den ebenen Spannungszustand diinner Scheiben, die lediglich durch inder
Scheibenmittelebene wirkende Krifte beansprucht werden. Liegt diese
Mittelebene parallel zur xy - Ebene, so gilt im ganzen Bereich mit guter
Niherung :

0z = Txz =Tyz =0,
- Das Problem der Momentenbeanspruchung diinner Platten, die senkrecht
zu ihrer Mittelebene belastet werden.

Die Beziehungen des "ebenen Forminderungszustandes" bleiben in
vollem Umfang auch fiir den "ebenen Spannungszustand" bestehen, sofern hier
die Querdehnungszahl v ersetzt wird durch

Ry v

Auf die zuletzt angefiihrten Plattenprobleme lassen sichdie Ergeb-
nisse des ebenen Forminderungszustandes, entsprechend der doch etwas an-
ders gearteten Fragestellung, nicht ohne weiteres iibertragen, Eine Abkliirung
dieser Verhiltnisse kann im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht durchge-
filhrt werden, Die folgenden Ableitungen beziehen sich, wenn nichts anderes

gesagt wird, immer auf den "ebenen Forminderungszustand". Ferner sei
nochmals darauf hingewiesen, dass es sich in den weiteren Abschnitten dieses
Kapitels nur um eine Zusammenstellung der spiter benttigten, fundamentalen
Beziehungen handelt. Fiir ausfiihrliche Ableitungen wird auf das alsweglei~
tend beniitzte Werk (Lit.4) verwiesen,

a) Die Grundgleichungen.

Die L3sung ebener Probleme der Elastizitiitstheorie kommt unter
Voraussetzung eines homogenen, elastisch~isotropen Mediums und bei Ab-
wesenheit von Kérperkriften und Temperaturidnderungen nach Airy dem Auf-
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finden einer einzigen, reellen Hilfsfunktion U(x,y) gleich, die im vorgegebenen
Bereich der Differentialgleichung

AAU =0 (1)

geniigt und iiberdies an den Riindern des Bereiches gewisse vorgegebene Be -
dingungen erfiillen muss. Aus ihr folgen die Spannungskomponenten durch
Differentiation zu:

2 2
x- 1Y, g fU’; Tay = - LY (2)
Oy X x9y

Wir ersetzen jetzt xund y durchdie konjugiert komplexen Verinderlichen z, Z
gemiss :
zZ =X +1iy
- . (3)

Z =X -iy.
Fiir die Symbole der partiellen Ableitungen gelten die Ausdriicke :

9 9 0z 9 0z Pl ?
Px Tz x T 7)77? Pz t 9%
) p) T _.. 0 2
oy ‘_b_'g? 2% ay "('TZ'?E) (4)

und hieraus folgt fiir den A - Operator :

2 9,0
= + _f = . (5)
Ix dy 929z
Die Bipotentialfunktion U geniigt somit der Beziehung
4
U . o. (6)
Rz 0z

Aus GL (6) und der Bedingung, dass U nur reelle Werte annehmen soll, er-~
hiilt die Airy'sche Spannungsfunktion folgenden allgemeinen Aufbau :

2U =2‘P(z)+z‘?(;)+')((z)+5(—(z_). (7)

(z), X (z) stellen hierin vorderhand beliebige analytische Funktionen des
komplexen Argumentes z dar; mit ‘T(_z_),;(—z—) bezeichnen wir die hiezu kon-
jugiert- komplexen Funktionen. Mit Gl (7) wird die Spannungsfunktion U auf
2 analytische Funktionen der Verinderlichen z =x +1iy und z =x -iy zu-
riickgefithrt, was, wie schon eingangs erwihnt, von grosser praktischer Be-
deutung ist, da die Eigenschaftendieser Funktionen weitgehend erforscht sind.
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Die Elemente des Spannungszustandes lassen sich jetzt mit Hilfe der
Symbole (3) aus den Gl. (2) und (7) berechnen,

2[[ 8(z) +O(2)]= 4 Re{§(z) }
Iy -0x+2iTxy = 2[22(2) + Y12)] .

i}

0x + Uy
(8)!)

Hierin bedeuten: Re = Realteil, (Im = Imaginirteil)

B - ') - 2P0

8w - P - 210

il

Y@ =YY@ =X@.

yh
%
Die Spannungen sind in ihrem
= Tyx

positiven Wirkungssinn ein-

Txy
,_i T__, Ox gezeichnet,

Abb. 1.

Ohne niher darauf einzutreten, sei noch der Ausdruck, der den Verschie-
bungszustand beschreibt, erwihnt. -

2G(u +iv) = (3-49)?(2)-2‘)"'(2)-%2) (9)
u,v : Verschiebungskomponenten in x - bezw. y - Richtung.

G = Wi% Schubmodul, y : Querdehnungszahl
—_— ——_—
Y(z) =X (2).

Ein Problem der ebenen Elastizititstheorie ist geldst, wenn wir die

im vorgegebenen Bereich analytischen Funktionen "P(z), Y(z) bezw, deren

1)Lit. 4 p.112, Das Zusammenfassen der Elemente des Spannungszustandes

in der vorliegenden Art besitzt wesentliche praktische Vorteile; vgl.
Transformationsformeln (14).
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Ableitungen§ (), (z) kennen, was nachfolgend an einem einfachen Beispiel
dargestellt werden soll.

Eine Rechteckscheibe von der Linge 2a, der Breite 2b und der Dicke h wird
durch ein konstantes Moment M beansprucht, welches an denRinderny = *a

durch linear verteilte Spannungen gemiss p(x) = M 3x aufgebracht worden
. (Abb, 2). 2v°

p(x)

US AT b

'
Abb, 2
Die Randbedingungen lauten:
fiir y=fa ist @y:-%(’—t)— =~3—Mx ; Tyx:O;
2b°h
tir x=tb ist {x=0; lxy =0.

Die Airy'sche Spannungsfunktion dieses Problems ist bekannt. 1)

M3
" ahpd "

Diese Funktion bringen wir nun auf die Form der GL (7).

2

20 = M (z+i )3— 3(Zz°+2z% )+z3+z3]

= =M.
2h b3 2 16h b°
und damit gilt

f’
8
I

-‘f()—

2 '
X(z) = 'ﬁ“—g 23; Y ()= 7((z)-——ﬁ’gz ;Y@ =Y -8hb3Z-
1)Vgl. Girkmann, Lit. 21, p. 50. N
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Hieraus lassen sich die Spannungskomponenten nach Gl. (8) berechnen.

0x+0y = 4Re{§(z)} =

0y - (7'x+21‘fxy-2[(x-iy)]8hb3 8hb3(x+1y)] M .

2nb°
dh0x =T =0-0'=—3M—x
Xy s VY 2hb3

Zur Bestimmung des Verschiebungszustandes gehen wir von Gl. (9) aus, wo-

bei ¥ durch —i% zu ersetzen ist, da es sich hier um eine diinne Scheibe

(ebener Spannungszustand) und nicht um einen langen prismatischen Kérper
: _ E X

handelt. Mit G = m wird :

E (u+iv) = @3 -\’)?(z)-(1+v)z‘l—’_'(—z)-(1+p)"f‘—(z)

2 _ vz
_(a - 3Mz" _ 3Mzz _ Mz
=0V o3 @) gpps ")16}1 3
- oM [32%-222-3% -9 (P 222429)]

. 3M a2 492
= Tr ol [Bixy -4y° -4vx7] .

Eu=-m(y +vx), Ev:-z—iab—sxy.

Bei dieser Verformung verschiebt sich der Ursprung nicht, und die verform-
te Scheibe bleibt zur x-Axe symmetrisch. Hitten wir etwa fordern wollen,
dass der Endquerschnitt y = -a seine urspriingliche Lage beibehilt, so miiss-
ten die Spannungsfunktionen ‘f, \l’ durch gewisse, den Spannungszustand nicht
beeinflussende Terme ergiinzt werden, Vgl. hiezu Abschnitt II/1c .

b) Verhalten der Spannungsfunktionen bei Koordinatentransformationen,

a) Translation

Es seien z = x + iy und

Y Y, o Zy =Xy + iy1 die Ko-
° ordinaten desselben
Yo"~~~ Xy Punktes P imaltenund
{ im neuen Koordinaten-
T ;0 =X Abb. 3. system. (Abb. 3).
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Dann gilt z = Zy +Zg , wobei zZ, die Koordinate des neuenUrsprungs im alien
Koordinatensystem darstellt Wir bezeichnen ferner mit f bezw. ‘f und 4
bezw.\l"1 die Spannungsfunktionen, die im alten, bezw. im neuen Koordinaten-
system dieselbe Rolle spielen.

Die Ausdriicke fiir die Spannungskomponenten bleiben bei einer rei-
nen Translation des Koordinatensystems invariant. Zwischen den entspre-
chenden Spannungsfunktionen in den beiden Systemen bestehen nach Gl. (8)
somit die folgenden Beziehungen:

@ = §,(z)) = §y(z-z) (10)

2(2) +Vi2) = 5,8y(z)) +Vy(zp) = G -Z)y(z - z)+ ¥ (2 -2,)
=z @'l(z-zo) +"r1(z-zo) -Eoé'l(z'zo)
d.h, V() = Yyz-zp- 2, §(z-z,) 2. (11)

Durch Integration wird
LP(z) = \Pl(z-zo) ; \y(z) = Wl(z -zo) - Eo “rl(z-zo). (12)

Die Spannungsfunktion "rist invariant gegeniiber einer Parallelverschiebung
des Koordinatensystems, wihrend diese Eigenschaft fiir die Funktion Y nicht
zutrifft,

8) Rotation. yq\ b Das neue Koordinatensystem
\ geht aus dem alten durchei -
\ | ne im positiven Winkelsinn
V\ ausgefijhrte Drehung um den
Winkel a hervor.
z = z5e ; = HE I zelo . (13)

Die Transformationsformeln fiir die Spannungskomponenten besitzen in der
komplexen Schreibweise die einfache Form :

(xl +€‘y1 = G—X‘FJ’Y
G'yl - (Txl + ZiTxlyl = (ﬂ—y - (rx + Zi’ny)e 21“- (14 )3)

I voi\ g;ner rein imaginfiren additiven Konstanten kann abgesehen werden ;
v
2\t Mit Q(z) =, (z,) gilt auch 20 (2)=2d,(z,) =2 §, (z-2 ).
3) 1 1M 1 o
Lit. 4, p 25, 17



Verwenden wir die Beziehungen (13) und ( 14) in der GL (8), so folgt
$(2) = §y(ze ™)
2$'(2) + Yiz) = [z ze™®) Y (e Je e .
Ferner gilt e él(ze_ia) und damit

‘\r(z) - ‘ﬁ(ze -ia) -2ia

und wir gelangen schliesslich zu folgender Zusammenstellung fiir das Ver-
halten der Spannungsfunktionen und ihrer Ableitungen bei einer reinen Dre-
hung des Koordinatensystems:

Y (z) = (fl (ze 1®elo . §(z) = fl(z )
V(z) = ¥, @e 1% V() = Ve ™). st

‘) Polarkoordinaten,

Es sollen die Ausdriicke fiir die Spannungen und Verschiebungen in
Polarkoordinaten abgeleitet werden,

z = rel®
T . ¢ Radialspannung
y N \ (", : Tangentialspannung
\\ ~ t
] "rt : Schubspannung

o\

Abb. 5.

Der Spannungszustand lisst sich unmittelbar aus den Ergebnissen des voran-
gehenden Abschnittes bestimmen. )

0, + 0,

‘Tt - 6;,+ ZiTrt

4 Re {ds(z)}

. 16
2 [2 & (z) + Y(z)] 21© 18)

Bezeichnen wir mit Ve und 2 die Projektionen der Verschiebung des Punk-
tes P auf die (r)- bezw. (t)-Axe, so gilt:

eiG .

v={ i
u+i ‘Vr+wt)

Dyit. 4, p 136.
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Zum Verschiebungszustand gelangt man durch Einsetzen dieser Beziehung
in GL (9). '

2G (v +1v) = [(3-49)‘9(2) -z‘("(z) \Wz) e 1® | (17)

t
Denken wir uns schliesslich z iiberall ersetzt durch reie (z = re-ie)

so ist mit den Gl. (16) und (17) der Uebergang von den kartesischen zu den
Polarkoordinaten vollzogen,

’

c) Eindeutigkeit und andere allgemeine Eigenschaften
der Spannungsfunktionen,

Infolge der Eindeutigkeit des Spannungs-und Forminderungszustan-
des elastischer Kiirper1 ) und aus dem analytischen Charakter der ebenen Pro-
bleme ergeben sich fiir die Spannungsfunktionen ‘P(z),w(z) eine Reihe von Ei-
genschaften, deren wichtigste hier ohne Beweis angegeben seien,

"P(z) und \V(z) sind im vorgegebenen Bereichz) analytische Funktio-
nen der komplexen Variabeln z = x + 1y, womit die Spannungen und Verschie-
bungen ihrerseits zu analytischen Funktionen der Variabeln x und y werden.
Bei einfach zusammenhingenden Bereichen sind {(z) undw(z) zudem eindeutig
und somit holomorghs). Bei mehrfach zusammenhingenden Bereichen kion -
nen sie mehrdeutig sein infolge Vorhandenseins von logarithmischenTermen.

Bei vorgegebenem Spannungszustand sind die Funktionen $und Y be-

stimmt bis auf die folgenden, den Spannungszustand nicht beeinflussenden
Glieder :

"f(z) : (r(z) +Ciz + ¢
¥(z) : Y (z) v .

C : beliebige reelle Konstante
J’ l' : beliebige komplexe Konstanten.

Ueber die drei freien Konstanten C, ¢ (' wird in der Regel so verfiigt, dass
gilt

1)Betreffend der Moglichkeit vieldeutiger Verschiebungen in mehrfach zusam-
)menhéingenden Bereichen siehe Lit. 4, p157ff.
)Der Rand wird nicht zum Bereich gezihlt,
Eine Funktion ist in einem Bereich holomorph, wenn sie an jeder Stellez
des Bereiches nach ganzen positiven Potenzen von (z - z o) entwickelt wer =

4)den kann,
Die Beziehungen (18) sind aus den Gl. (8) ohne weiteres ersichtlich.
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»‘f’(o)=o ; Im{‘f(o)}=o i¥(gy =0
oder r(m)=0 ; Im{Y }

(19)

0 ;Y(m)=0.

(o)

Wird der Verschiebungszustand vorgegeben, so istder Spannungszu-
stand damit ebenfalls eindeutig festgelegt. Die Konstanten C, I8 l’ unterlie -
gen indessen noch zwei zusitzlichen Bedingungen, die wir durch Einsetzender
Beziehungen (18) in die Gl. (9) erhalten.

2G(u +iv) = 2G(u+iv)+4Ciz(1-9) +(3 -49))-[' | (20)

d.h. C=0; (3-49) -J" = 0. ](21)

)

Demzufolge kann in diesem Fall nur noch eine Forderung, etwa "P°= 0, er-
fiillt werden. Aus der Beziehung (20) geht hervor, dass die Konstanten Cop }'
nur eine starre Bewegung des ganzen Kérpers und keine Verzerrung erzeugen.
Da eine solche Verschiebung den Spannungszustand nicht beeinflusst,wird der
grissere Freiheitsgrad im ersten Fall, wo nur die Spannungen vorgegeben sind,
verstindlich.

d) Die Randbedingungen.

In der praktischen-Anwendung treten grundsitzlich zwei Typen von
Randwertaufgaben auf :

- Erstes Randwertproblem (I). Gesucht ist das elastische Gleichgewicht
in einem Bereich S, wenn am Rande L vorgegebene Krifte angreifen.

- Zweites Randwertproblem (II). Gesucht ist das elastische Gleichgewicht
_in S unter vorgeschriebenem Verschiebungszustand am Rande L.

Daneben kommt auch das "gemischte" Randwertproblem vor, bei welchem auf
einem Teil des Randes die Spannungen und auf dem anderen die Verschiebun-
gen festgelegt sind.l)Wir lassen dieses letztgenannte Problem ausser Acht und
beschrinken uns zudem auf einfach zusammenhingende Bereiche,

Fiir das Problem II lassen sich die Randbedingungen direkt mit Gl (9)
angeben, Bezeichnen wir mit t einen beliebigen Randpunkt, so gilt:

3 - 4v)‘f(t) -t _'f(t_)-% = 2G(g1 + igz). (22)

Dyt 4, pa2o, 457,
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Die Funktionen g; = g; (s) bezw. gy = 89 (s) stellen die Verschiebungen der
Randpunkte parallel zur x- bezw. y-Axe dar. s ist dabei ein reeller Parame-
ter zur Bezeichnung des Randpunktes, etwa die Bogenlinge, gemessen auf dem
Rand von irgend einem Anfangspunkt aus.

Im Falle der Randwertaufgabe I halten wir uns an eine Formulierung
der Randbedingungen, die unmittelbar aus Gl. (8) folgt%)

Fiir das in Abb, 6 eingezeichnete
Randelement t, dessen nach aus-

4

senweisende Normale mit der re-
ellen AxedenWinkela einschlies-
senmage, giltnach Gl. (8) und (14):

Abb, 6.

G G=2 B+ ol
(I't -Ce2iT, =2 [Etb'(t)+ (t)l]V ella
Wir erhalten die gesuchte Randbedingung durch Subtraktion dieser beiden
Gleichungen,
O+ o - ¥ [t + Y] =ln-iT, =N-1T (23)

wobei N, T die Normal- und die Tangentialkomponente der auf das Randele-
ment einwirkenden dusseren Kraft darstellt.

Einem Satz von Kirchhoff iiber die Eindeutigkeit des elastischen Gleich-
gewichtes in einem festen Kdrper entnehmen wir, dass durch Angabe der
Randbedingungen nach Gl. (22) oder (23) der Spannungszustand und damit in
den von uns betrachteten einfach zusammenhingenden Bereichen auch die
Spannungsfunktionen (bis auf gewisse, unwesentliche Terme) eindeutig be-
stimmt sind.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit wird sein, fiir die Klasse der semi-
infiniten Bereiche einen gangbaren Weg zur Bestimmung der Spannungsfunk-
tionen aus den Randbedingungen der Form (23) aufzuzeigen. Bevor wir indes-

1v)In Lit. 4, p 145 wird eine weitere, der Gl. (22) nahe stehende Form der Rand-

bedingungen fiir daserste Randwertproblem angegeben, die in enger Bezie-
hung zum Problem der am Rande total eingespannten Platte steht,
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sen an diese Aufgabe herantreten kinnen, miissen in den folgenden Abschnit-
ten die wesentlichen funktionentheoretischen Hilfsmittel zusammengestellt

werden.

2. Eigenschaften der Cauchy-Integrale.l)

a) Begriffe und Definitionen.

Durch eine geschlossene, stetig
verlaufende und sich nicht iber-
) 5 schneidende Kurve L.  wird die
Gauss' sche Ebene in 2 Bereiche
S* und S~ geteilt. Wir wihlen auf
dem Rande L - der selbst weder

L Abb. 1. A -
zu 8" noch zu S gezihlt wird -

einen Umlaufsinn so, dass der innere Bereich S* links vom Rand zu liegen

kommt.
Auf L sei eine endliche, integrierbare Funktion definiert,
f(t) = fl(t) + ifz(t)

die keineswegs analytisch zu sein braucht. Ein Ausdruck von der Form

Fo) - g [0 (24)
(L)

heisst Cauchy- Integral und definiert eine in der ganzen Ebene, mit Ausnah-
me der auf L gelegenen Punkte, holomorphe Funktion, die fiir z — o zu Null

wird.

Fiir Punkte z = to’ die auf L liegen, wird der Ausdruck (24) zu ei-
nem uneigentlichen Integral, da der Integrand bei t = to iber alle Grénzen
wichst. Lisst sich dem Integral

! f(t) dt
F(t) = 771 t-t (25)
(L)
dennoch ein endlicher Wert zuordnen, so nennen wir ihn Hauptwert des Cauchy-
Integrals an der Stelle z = to.z) Dieser Hauptwert ist nun keinesfalls identisch
mit dem Grenzwert des Ausdrucks

IZ;Fiir ausfiihrliche Herleitungen s, Lit, 4, p253ff oder Bieberbach Lit. 14,
Fiir eine hinreichende Bedingung, die f(t) in der Umgebung von t ° erfiillen

muss, damit der Hauptwert existiert, siehe Lit. 4, p 258.
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. 1 f(t) dt
11m[ -Z_ﬁ[ t-z ]
Z—)to L

falls sich z dem Randpunkt to von links oder rechts — d.h. aus dem Bereich
S* oder S her-nihert. Fiir diese Grenzwerte, die mit F+(t0) bezw. F-(to) be-
zeichnet werden, gelten vielmehr die Formeln:

FHt) = 5 1)+ g | SR = Lsg) + ey
1, o ° (26)
- _1 1 fit) dt _ _1
F (to). = Zf(to) + I J t -to =-3 f(to)+F(to)
L
oder
FHt)- F(t) = fit) (26
26'
+ - 1 f(t) dt _
Fit)+F (t;) = 71 t-to =2 F(t,) -
L
Fiir die Ableitungen nach z von Cauchy- Integralen gilt:
O e
! tlo(t-z)
| L2
' | (27)
) t
pk) | ki | f(t)at
(z) T 2Ti (t‘z)k+1
L

b) Die Berechnung von Cauchy- Integralen,

In denwichtigen Sonderfillen, wo f(t) selbst Randwert einer in s* oder
s” analytischen Funktion ist, lassen sich die zugehdrigen Cauchy- Integrale
nach bekannten, in jedem Lehrbuch iiber Funktionentheorie enthaltenen For-
meln einfach berechnen, Es gelten die Sitze:

Ist die Funktion f(z) holomorph in S* und stetig mit Einschluss der
Randpunkte (symbolisch geschrieben st 4 L), wo sie die Werte f(t) annehmen
mége, so wird

Til'rT _ff(g_ézt_ = 1(2) fiir Punkte z in 8%,

L (28)
ﬁ[%@%: 0 fiir Punkte z in S~ .

L

23



Ist f(z) holomorph im Bereich S , der den unendlich fernen Punkt entha'ltl),
und stetig in S+ L, so gilt:

1 [Mt_ = -f(z) +f(w)  fir z in S,

i

21TiL t-z (29)
%in_dzt = + f(o0) fir z in S*
L

Die Umkehrungen der Sitze (28) und (29) treffen ebenfalls zu.

Notwendig und hinreichend, damit f(t) den Randwert einer in S*holo-
morphen Funktion darstellen kann, ist die Gtiltigkeit der Beziehung

1 f{t) dt . -
i J_(E).__? =0 fiir alle z in S. (30)
L

Notwendig und hinreichend, damit f(t) den Randwert einer in S~ holomorphen
Funktion darstellen kann ist die Giiltigkeit der Beziehung

e Ii(?—_d—; = konst. fir allez inS*  |(31)
L

Die Siitze (28) und (29) lassen aich auch auf Funktionen verallge-
meinern, die im vorgegebenen Bereich nicht durchwegs holomorph sind, son-
dern in einer beschrinkten Anzahl von diskreten Punkten ag,29, .-+ 2,
Pole von beliebiger, endlicher Vielfachheit besitzen.

f(z) = fo(z) + Gl(z) + Gz(z) Fevneeadt Gm(z) . (32)

Hierin bedeuten f o(z) eine im ganzen Bereich holomorphe Funktion und Gi(s)
den Hauptteil des 1-fachen Poles der Funktion f(z) an der Stelle z = a;, d.h.

G.(2) = €, Cia . Cin (33)
7 z-ay (z-ai)2 toews (z-aiiI :

Enthiilt der vorgegebene Bereich den unendlich fernen Punkt, so ist fiir den
Hauptteil eines allfilligen Poles von f(z) bei z = oo zu setzen:

Gm(z)=c0+c1z+.....-....+ckzk. (34)

1)Elne Funktion f(z) ist "holomorph im unendlich fernen Punkt", wenn fiir
Punkte z mit grossem Absolutw:rtlzlfolgende Entwicklung gilt:
aj 2
f(z) =a0+;—+z—2 +....; mit f(oo)=ao.
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Fiir die Funktion (32)1) gilt, falls ihr endlicher Definitionsbereich S*

Punkte 'al . an enthilt :
1 f(t) dt
2,.“[ t_z=f(z)-Gl(z)-...
L
1 ft) dt _ - -
PR ] -z Gy ()
L

Liegen die Pole ag .o

- G (2)

.- Gm(z)

die

fiir z in S*
(35)

fiir zin S",

in 87, wo die Funktion zudem im unendlich fer-

nen Punkt einen Pol der Form (34) haben soll, so gilt analog:

2.". in—L——t _i = z)+G1(z)+
L

1 dt

m[f:_z = +G1(Z)+...
L

¢) Besondere Beziehungen fiir die Halbebene,

. +Gm(z) +Gm(z) fiir z in 8

(38)

. +
+ Gm(z) + Gm(z) fir z in 8

2)

- X

Abb. 8.

Abb. 8

Die reelle Axe teilt die Gauss'

sche Ebene in 2 Bereiche S*(obe-
re Halbebene)und S~ (untere Halb-
ebene). Im Gegensatz zu denoben
betrachteten Fillen lduft hier die

Randkurve selbst durch den un-
endlich fernen Punkt,

1)Funktionen, die sich auf die Form der Gl. (32) bringen lassen, heissen "ra-
tionale Funktionen", Besitzt die Funktion nur im unendlich fernen Punkt ei -
nen Pol der Form (34), so spricht man von "ganzen rationalen Funktionen",
Funktionen, die in der ganzen Gauss'schen Ebene, einschliesslich des un -
endlich fernen Punktes holomorph sind, ex1stieren (ausser den Konstanten)

keine.
2iit. 4, p 272 1.
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Das Cauchy - Integral
+00

1 .
Flz) = o33 {f:-d; wird 2w qyrl B
L -

wobei f(t) eine im allgemeinen komplexe Funktion f(t) = fl(t) + ifz(t) der re-
ellen Variabeln t = x darstellt.

Die Formeln (25) und (25') bleiben unverindert bestehen, wobei fiir
das rechts stehende Integral ein "Hauptwert" in zweierlei Hinsicht genom -
men werden muss; einmal wird fiir t = toder Integrand unendlich, und zu-
dem ist das Integral iiber unendliche Integrationsgrenzen zu erstrecken. Die
Formeln (28) und (29) sind durch die folgenden Aussagen zu ersetzen:

Ist f(z) holomorph in S* und stetig in S* + L, mit Einschluss des un-
endlich fernen Punktes, wo f(m) = a sei, so gilt:
®
E%T_i i%l%=f(z)-%a fir z in 8%,
- (37)
+0D

1 f(t) dt  _ )
2Ti t -z

fir z in S~ .

1
0| =
»

Fiir f(z) holomorph in 8™ und stetig in §~ + L wird analog :

r+Q0
ﬁﬁ WA )+ 1a fir z in S,
- (38)
A0
2.}” —fﬁ%_Ldzt— = +%a fir z in S*.

Die Uebertragung der verallgemeinerten Formeln (35), (36) kann direkt er-
folgen, wobei wir hier voraussetzen, dass der unendlich ferne Punkt keinen
Pol enthalte.

Wir stellen uns erneut die Frage, welche Bedingungen eine Funktion
f(t) erfiillen muss, damit sie Randwert einer in st bzw. §° holomorphen
Funktion sein kann, Die Antwort lautet:

Fiir f(z) holomorph in S* gilt
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2;1 _f_ﬁtQ__:t:-.lz_a fir z in S, (39)
-0

Fiir f(z) holomorph in 8~ gilt

+00
271” —ft(ﬁ_l;dl =+%a fiir z in S*. (40)
-

Diese beiden letzten Aussagen sollen nun noch auf eine fiir die praktische

1)

Anwendung geeignete Form gebracht werden.

v F(z) sei eine analytische Funk-
tion (beispielsweise ein Polynom)
definiert in einem Bereich S der

x oberen Halbebene. Aus F(z) wer-

den neue Funktionengemissfol -
gender Schreibweise definiert:

(0]
%]

Abb. 9.

F(z) = Ux,y) +ivV(x,y) = A +A4Z+. ...t anzfl

F(z) = URY) - iV(X,y) = & + 5 Z+....+2 3" )
F(z) = Ux;y) -iV(x,-y):Eo +§1z tooen +;.nz"

F(z) = U(x,y) +iV(x,~y) =a, + 3Z 4.+ anin .

Die Funktionen F(z) und F(z) nehmen an konjugiert komplexen Stellen konju-
giert komplexe Werte an. Ist F(z) in S definiert und dort holomorph, so besitzt
F(z) diese Eigenschaften in S. Fallen diese Definitionsbereiche insbesondere
mit der oberen bezw. der unteren Halbebene zusammen, so geltendie Aussagen:

Ist F(z) eine in der oberen (bezw.untern) Halbebene holomorphe
Funktion, so ist F(z) in der untern (bezw. obern) Halbebene holomorph und
die Randwerte dieser Funktionen sind verkniipft durch die Beziehungen

"
=

/‘\'
lad

Ko

*t)

'

(42)

2

e}
Kad
1]
|
Py
fas

Dyit. 4, p. 288.
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Damit lassen sich die Formeln (39) und (40) ersetzen durch die

gleichwertigen Aussagen:

Ist f(z) holomorph in S* und stetig in s* 4 L, dann gilt notwendi-
gerweise
+00
1 f(t)dt _
371 t-z ~°

=00

a fiir alle z in S*. (43)

DO =

Ist f(z) holomorph in S~ und stetig in S~ + L, dann gilt analog

+00
gar | U .13 fir alle z iIn §™ . |(44)

-0
Die Beweisfiihrung ist einfach. Ist f(z) in st holomorph, dann existiert eine
in S8~ holomorphe Funktion I(z).

Zwischen den Randwerten dieser Funktionen besteht gemiss Gl. (42) die Be-
ziehung :

fi) = 1) = 1
Mit f(m) = f() = a3 folgt (43) direkt aus (40). Der Beweis fiir Gl.(44)

wird analog gefiihrt,

3. Zum Problem der konformen Abbildung.

a) Allgemeine Eigenschaften.

Bei der Behandlung von ebenen Randwertproblemen der Elastizitits-
theorie werden wir vor die Aufgabe gestellt, einen einfach gearteten Fundg-
mentalbereich auf den vorgegebenen, der Scheibenform entsprechenden Bild-
bereich konform abbilden zu miissen, Da wir uns hier auf einfach zusammen-
hiingende Bereiche beschrinken, kommen nur der Kreis, die Ebene mit kreis-
formigem Loch und die Halbebene als Fundamentalbereiche in Fragel). Der

besondere Charakter der vorgegebenen Scheibenform wird dabei von Fall zu
Fall bestimmen, von welcher dieser 3 Moglichkeiten auszugehen ist. So denkt
man sich eine allseitig begrenzte Scheibe (etwa ein Dreieck) am bestenals
durch konforme Abbildung aus einer Kreisscheibe entstanden, wihrend sich

1)Es wird im Verlauf dieser Arbeit ohne weiteres klar werden, warum sich
nur diese 3 Fundamentalbereiche, die sich iiberdies leicht in einander tiber-
filhren lassen, fiir die praktische Anwendung eignen,
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zur Behandlung von semi-infiniten Bereichen, die uns in der Folge fast aus-
schliesslich beschiftigen werden, die Halbebene als Fundamentalbereich am
besten eignet.

Wir werden uns jetzt die fiir uns wichtigen Eigenschaften derkonfor -
men Abbildung in Erinnerung rut'ens wobei auf Beweisfiihrungen, unter Ver-
weis auf die einschligige Literatur1 , weitgehend verzichtet wird.

w( ) sei eine in einem einfach zusammenhiingenden Bereich 2 der
S—Ebene holomorphe Funktion, die dort iiberdies jeden Funktionswert nur ein-
mal annehmen soll. Durch die Bildfunktion

2 =W{§) 45)

wird der Bereich 3~ auf einen ebenfalls einfach zusammenhiingenden und sich
nicht iiberlappenden Bereich S der z-Ebene konform und reversibelz) abge-
bildet (Abb. 10).

) yh

£ X

Abb. 10.
§-Ebene; §=F+in — — z-Ebene;z=x+iy.

Die grundlegende Eigenschaft dieser durch analytische Funktionen vermittel-
ten Abbildung besteht darin, dass der von 2 Kurven in ihrem Schnittpunkt ein-
geschlossene Winkel, samt der dazugehdrigen Orientierung erhalten bleibt.
Orthogonale Koordinatensysteme gehen bei der Abbildung wieder in (im allge-
meinen krummlinig -) orthogonale Koordinatensysteme iiber. Hiebei miissen
wir allerdings voraussetzen, dass die erste Ableitung der Bildfunktion im Be~
reich 2 nirgends verschwindet, da an Nullstellen vonw' (§) die Abbildung auf-
hért, konform und reversibel zu seins).

1)
2)

Bieberbach Lit, 14b, Nehari Lit. 15,
"Reversibel" bedeutet, dass die inverse Funktion .f = w(z) ihrerseits den
3)Bereich S konform und eindeutig auf den Bereich > abbildet.

Die oben ausgefiihrten Aussagen lauten nimlich etwas ausfiihrlicher: Der
Winkel, den 2 sich in § o Schneidende Kurven einschliessen,erscheint im Bild-
bereich um das m-fache vergrissert, wenn m die Ordnung der ersten, nicht
verschwindenden Ableitung von @(g) an der Stelle §, bedeutet.  Gilt etwa
Wty =90; w"g # 0, so werden alle Winkel, deren Schenkel durch fo ge-
hen,%el der A tﬂ)ldung verdoppelt. Die Bildfunktion besitzt an einer solchen
Stelle einen "Windungspunkt". Beispiel: z =@ (¢) = jz an der Stelle g =0,
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wi(§) 0 in 2T . 46)
Auf dem Rande, der auch hier nicht zum Bereich gezihlt werden soll, ist

d%@ # 0 nur dort erfiillt, wo die Randkurve nicht verschwindende Ablei-
tungen bis zur 2, Ordnung, d.h. eine stetige Kriimmung besitzt.

1)

irgendwie umrandeten, einfach-zusammenhingenden Bereich auf einen an-

Nach einem Satz von Riemann™’ ist es in jedem Falle mdoglich, einen
dern, ebenfalls beliebig geformten einfach zusammenhiingenden Bereich mit-
tels einer analytischen Funktion konform abzubilden. Verlangen wir zudem,
dass sich zwei Punkte jo und Z sowie zwei durch diese Punkte laufende Li-
nienelemente entsprechen, so ist damit die Bildfunktion z =w(§) eindeutig

bestimmt.

Das Lingenverhiltnis zweier entsprechender Linienelemente ist ge -
geben durch

N - lw(§) @n)

wihrend der Ausdruck arg {W'(f)}z) denWinkel bezeichnet, um den zweient~
sprechende Richtungen im urspriinglichen und im Bildbereich gegen einander

verdreht erscheinen. Der "grtliche Lingenmasstab"X der imallgemeinen von
Punkt zu Punkt varijert, ist andererseits in ein und demselben Punkt nach al-
len Richtungen gleich gross, was unmittelbar aus der Differenzierbarkeitana-
lytischer Funktionen hervorgeht, Anschaulich ausgedriickt, ist die koniorme
Abbildung somit "#hnlich im Unendlich-Kleinen".

Die Linge Lz eines Kurvenstiickes der z-Ebene, das durch konforme
Abbildung aus einem Kurvenstiick C derj-Ebene hervorgegangen ist, lisst
sich nach Gl. (47) berechnen.

L, = c [l w'(Fidfl . l(48)

Analog gilt fiir den Flicheninhalt des Bereiches S:

2
F_ = ' dtdp . (49)
s Z“Iw;)l far

Wenn auch der Satz von Riemann die Moglichkeit der konformen Ab-
bildung des Einheitskreises oder der Halbebene auf einen beliebig umrande-

1

2)Auch "Fundamentalsatz der konformen Abbildung" genannt,

Fiir z = rel® gilt r= Izl
O = arg {z}
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ten, einfach zusammenhingenden Bereich bejaht, so ist doch andererseits
das Auffinden der zugehdrigen Bildfunktion im allgemeinen Fall mit grossen
praktischen Schwierigkeiten verbunden. Wohl sind Verfahren entwickelt wor-
den, die eine systematische Konstruktion der Bildfunktion erlaubenl), doch
sind diese Methoden wegen des grossen damit verbundenen Rechenaufwandes
fiir die Anwendung in der Praxis wenig geeignet.

Der Anhang zur vorliegenden Arbeit (S. 90) ff) enthilt ein Verfahren,
das die Bildfunktion "wenig deformierter" semi-infiniter Bereiche liefert;
durch wiederholte Anwendung folgt daraus eine fiir die Praxis brauchbare
Niherungsmethode zur Bestimmung der Bildfunktionen weitgehend beliebig
vorgegebener semi-infiniter Bereiche,

In der praktischen Anwendung treten oft polygonal begrenzte Bereiche
auf (Staumauerscheiben etc.). Da die zugehdrigen Bildfunktionen iiberdies
eine Sonderstellung einnehmen, wird im folgenden Abschnitt etwas niher auf
die hier herrschenden Verhiltnisse eingetreten, Schliesslich sei noch darauf

hingewiesen, dass in einer grossen Anzahl von Einzelfillen die Bildfunktio-
nen bekannt und in Sammelwerkenz) zusammengestellt sind. Wenn auch die
dort angefiilhrten Beispiele im wesentlichen dem Anwendungsbereich der
Strémungslehre entstammen, so finden sich darunter doch auch(Scheiben-)
Formen, die den Statiker interessieren kénnen,

b) Die Abbildung polygonal begrenzter Bereiche.

Mit Hilfe der Formel von Schwarz-Christoffels), die im wesentlichen
auf dem " Schwarz'schen Spiegelungsprinzip " beruht, und deren Ableitung in
jedem Lehrbuch iiber Funktionentheorie zu finden ist4), lassen sich die Bild-
funktionen polygonal begrenzter Bereiche, zumindest in fhrer Struktur, direkt

angeben,

In der z-Ebene sei ein polygonal begrenzter semi-infiniter Bereich S
vorgegeben, Die Knickwinkel zwischen den einzelnen Randsegmenten sollen
W}La, -"/u.b e T;un betragen, wobei ein positives a4 einer Drehung vom
vorangehenden zum nachfolgenden Segment im positiven Winkelsinn entspricht;

liUeber ein solches Verfahren s, Lit. 15, p 239ff, Die Bildfunktion wird darin
{iber den "Bergmann'schen Kern"” des Bereiches ermittelt, der seinerseits
durch orthonormierte Polynome beliebig angenihert werden kann,
Kober, Lit, 17.
4)Christoffel 1867, Schwarz 1869.

Lit. 14b, p199; Lit. 15, p 189.

2)
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oder anders ausgedriickt, entsprechen einspringende Ecken positiven, aus-

springende (konvexe) Ecken negativen m-Werten,

Abb. 11,

Wir suchen die Funktion, die uns die untere Halbebene Im {f} <0auf §
abbildet, wobei die Punkte a, b, ..., n der Reihe nach in die Ecken A, B,.....N
iibergehen sollen. Diese Bildfunktion ist von der Form

z =k (t-ay™ -by™, . . . (t-ny™ dt + ko 50yt

o

k1 und k2 stellen lediglich Masstabs- und Orientierungskonstanten dar, Trotz
anscheinend einfachem Aufbau des Integranden bietet die Auswertung der For-
mel von Schwarz - Christoffel bei einigermassen komplizierten Bereichen
dennoch betrichtliche Schwierigkeiten. Wohl kénnen die MyWerte unmittelbar
eingesetzt werden; verlangt man jedoch eine Abbildung der einzelnen Polygon-~
seiten im vorgegebenen Lingenverhiltnis, so diirfen wir nur die beiden er-
sten Punkte a, b frei widhlen. Fiir die iibrigen Punkte ¢, d,. ..., nbestehen
nach Gl (48) Bedingungen der Form

K v

- A .

IK = ¢ AB = l(t-a)ﬂa t-b) P t-n Mat . (51)
i

Lk : be; cd;....... ; m,n

IK : Linge der Polygonseite I1-K .

Die gesuchten Werte ¢, d, . . ., n miissen aus diesem System von Beziehun-
gen durch miihsame, mehrschichtige Iterationsverfahren ermittelt werden,
weil die Unbekannten nicht nur im Integranden - und dort zudem in recht kom-

DEine "Ecke" im unendlich fernen Punkt tritt in der Formelnicht in Er-
scheinung,
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plizierter Form - sondern auch noch in den Integrationsgrenzen selbstvor-
kommen. Da iiberdies die Gl. (50) nur in einfachen Fillen geschlossen inte-
grierbar ist, kénnen sich die Schwierigkeiten so hidufen, dass fiir die Bestim-

mung von Bildfunktionen von Bereichen, die mehr als 3 bis 4 Ecken (und kei-

ne Symmetrieeigenschaften) aufweisen, von einer direkten Anwendung des
1)

Schwarz - Christoffel Integrals abgesehen werden muss

4. Die Elemente des Spannungszustandes in
krummlinig - orthogonalen Koordinatensystemen.z)

ul y

E—2

777 T
-
SR VAL D S T
- . l ++_L m=konst

Abb, 12,

Durch die analytische Funktion z =W(;,), welche die untere Halb-
ebene auf den semi-infiniten Bereich S abbildet, wird in diesem aus den Li~
nien} = konst., h =konst, ein System von krummlinig- orthogonalen Koordi-
natenlinien definiert, die wir als "verallgemeinerte kartesische Koordinaten"
bezeichnen wollen."35 Fiir die Komponenten eines im Punkte z angreifenden
Vektors A (Abb, 12) gilt nach Gl (13):

. -i .
A} +iAy= e a (A, + my). (52)

Nun ist a =arg {m'(f)} (vgl. Abschnitt 3a)

1)Ueber die Moglichkeit einer Umwandlung von Schwarz-Christoffel In-
tegralen in einen rationalen Ausdruck siehe Abschnitt III/5.

Lit, 4, p 381 ff,

Im Anhang (Abschnitt 2a) sind die entsprechenden Beziehungen fiir " ver-
allgemeinerte Polarkoordinaten" wiedergegeben.

3)
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und somit

—_—

ol _ }i:ﬁl) ; ol W"(S)
[« ()l W' (§)
(53)
Q2ia L @(8) - W(f) ()]
@' gyt @(y) @ (s)

Wir bezeichnen voriibergehend die im Bildbereich S giiltigen Spannungs-
funktionen mit @l(z), 'Yl(z) und setzen:

9,2 = 0wy = &) ot
Y@ = i) =Y
20,  Iby o ¢ s

Verwendet man, unter Beachtung der Transformationsformeln (14), die Aus-
driicke (53), (54) und (55) in den Spannungsformein (8), so folgt daraus die ge-
suchte Darstellung des Spannungszustandes in verallgemeinerten kartesischen

Koordinaten,

B« T -2 (B« 0 - 4re{ )}

Y 2 —_ T, '
G - (G+ 2iCgn= =5 [ W ¢ f) *“’(g)%)]

(56)

Aus der halben Summe dieser 2 Gleichungen geht die zur Aufstellung
der Randbedingungen benstigte Beziehung (57) hervor.

(57)

Gy +iUg7- %)*‘1’(;)*—7 35 Bs) +<s <§)]

Der Kraftangriff am Rande des Bereiches ist eine vorgegebene Funktionvon
z = s (erstes Randwertproblem); infolge s = @(t) (Abb. 12) stellt somit der
Ausdruck (T' + ifr;f«,? eine bekannte Funktionvont dar, fiir die wir schrei -

ben konnern:

y=t
ﬁ +1llj'rz -t = N(t)+lT(t) .

N, T : Normal - bezw. Tangentialkomponente der am Rand des Be-
reiches angreifenden Kraft R.

l)Wenn @1(z) eine holomorphe Funktion von z ist, wird Q zu einer holo-
morphen Funktion von 3
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~ Jede Beziehung zwischen komplexen Grossenenthilt zweireelle Aus-
sagen, Diese Eigenschaft lisst sich dadurch ausntitzen, dass zu einem bereits
bestehenden komplexen Ausdruck sogleich der konjugiert-komplexe hinge-
schrieben werden kann, der ja ebenfalls__;__Giiltigkeit besitzen muss, Auf Gl.(57)
angewendet und nach Erweiterung mit w' (t) bezw. w' (t) folgt schliesslich:

@) Pit) + @ (1) O(t) +9(0 ' (1) + @ )Y (1) = (N+1T)@'(2) o
58

WO PE +w (1B +0® O ®) +0 O ¥R = (N-1Th' (D)

In dieser Form werden wir die Randbedingungen fortan verwenden,Das erste
Randwertproblem eines semi-infiniten Bereiches wird damit auf ein "modifi-
ziertes" Randwertproblem der untern Halbebene zuriickgefiihrt.Insbesondere
erhalten wir beiw(t) = t,e0'(t) = 1 die erste Randwertaufgabe der Halb-
ebene selbst.,
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III. DER SPANNUNGSZUSTAND SEMI-INFINITER BEREICHE,
1)

1. Die allgemeine Lisung fiir die Halbebene.

Aus den Randbedingungen (58) sollen jetzt die Spannungsfunktionen
Q( j),\r(j) und schliesslich die Ausdriicke fiir die Spannungskomponentenq},
{7 'I’T §" abgeleitet werden, wobei der vorgegebene Bereich die untere Halb -
ebene ist. Die Bildfunktion, die uns die Halbebene auf sich selbst abbildet,
lautet

w =,
d.h. wit)=t,d) =t =t
W(t)=w'@) =1

und damit stellt sich uns das erste Randwertproblem hier inder Form der
Gleichungen (59).

$t) + Bt) + t ) +Y@®) = NuiT o)
M + Bt +tP®) + V() = N -iT .

Wir setzen voraus, dass nur ein ganz im Endlichen gelegenes Teilstiick des
Randes belastet sei, und zwar durch beschrinkte Belastungsfunktionen N, T von
stetigemz) Verlauf. In der Umgebung des unendlich fernen Punktes besitzen die
Spannungsfunktionen in diesem Falle den Charakter

&) = 06); &(p) = 033

3)
(60)
Yig) = o)

Um, ausgehend von den Beziehungen (59), zu den gesuchten Spannungs-
funktionen zu gelangen, hat Muskhelishvili erstmals Cauchy -Inte_‘grale einge-
fiihrt, Der Gedanke hiezu liegt an und fiir sich nahe; denn eben gerade die Cauchy-
Integrale gestatten uns die Bestimmung holomorpher Funktionenaus ihren vor -
gegebenen Randwerten,

Dyt a, p 373 11,

2)"Stetig" bedeutet hier, dass die Belastungsfunktionen samt ihren ersten Ab-
leitungen stetige Funktionen von t sein sollen. Diese fiir die praktische An-
wendung sehr einschneidende Bedingung ist jedoch nicht bindend. Es wird
spiiter ohne weiteres klar werden, dass alle abgeleiteten Formeln auch dann
noch ihre Giiltigkeit bewahren, wenn sich die Belastung sprungweise #ndert,
oder gar als konzentrierte Einzelkraft angreift,Fir die strenge Herleitung

3)ist es jedoch bequem, vorerst von einer stetigen Belastung auszugehen,
Lit. 4,p374. 0(1)bedeutet einen Ausdruck von der Grgssenordnung ,1 , wenn
jgegen o streb? ¥
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Wir betrachten zuerst die zweite der Gleichungen (59),erweiternde-
ren Terme mit Tlﬁ —t% und integrieren iiber den Rand von - o bis + .

400 +00 +00
1 {dmat . 1 | dwat | 1 (i@ e . 1 | Vet gNlT)t
i| t t-f *2’7!‘1' t-§ AW | E-§ T oW
61)

Fiir das zweite der links stehenden Integrale gilt nach (38) und unter Beach-
tung von §(o0) =

+00
711?-1 Mtﬁ_% = - (b( 3) in allen Punkten der untern Halbebene (Q(O).

Fiir die iibrigen Integrale der linken Seite bringen wir Formel (44)zur An-
wendung und erhalten mit

d(o0) = nl) (t) =0 (Vgl. (60)
|t =0
(¢ ¢] ¢ 4] +00

0 ©__
1 1 dmat_,. 1 |tdwat _,. 1 | Ve _
oM | t-g - % aw | Tt-§ -0 0.

-0

Damit liefert uns die zweite der Gl. (59) bereits die eine der gesuchten Span-
nungsfunktionen in expliziter Form.
+00

o) - 2113JLNTY_;E_' " (62)

Die zweite Spannungsfunktion kann nun ebenfalls bestimmt werden.Wendenwir
nimlich analoge Ueberlegungen auf die erste der Gl. (59) an, so folgt:

Q0 A0
1| et 1 tdt td(t)dt ‘i’gt)dt - L | Mamar
2ni| t-f T2wi 21ri t-f 2 t-% ’

by + O - §¢<;) - Y
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oder

+00
Y = - m[ N“}ﬁ o(5) - §8(H
@ (63)
+00 +00
_1 | Tdt § N-iT)dt
CE| ]
-0 -0

Mit den Gleichungen (52) und (623), die erstmals von Muskhelishvili in dieser
iibersichtlichen Form angegeben worden sind,l) ist die geschlossene Losung
fiir das erste Randwertproblem der Halbebene gefunden. Die besonders inter-
essierenden Ausdriicke fiir die Spannungskomponenten ergeben sich durch
Einsetzen der Spannungsfunktionen (62), (63) in die Gl. (56).

i

0 0 _ 1 (N iT}t

(64)

+00

0_;,_]_ 1T§7_ t j+(f }-)MJ(%-——Y_;%%E

Die obenstehenden Beziechungen zeigen, dass die Spannungsberechnung
hier auf die Auswertung von Cauchy-Integralen vom Typ
+D +00
1g) = I f-(t!-)rdfl bezw.  T'(g) ;J ftt_}"z (65)
-0 -

zuriickgefiihrt wird. Wenn die Belastungsfunktionen durch Polynome gegeben
(oder genihert) sind, so lassen sich die Integrale I( f ), I'( y) - wir wollen sie
"Belastungsintegrale" nennen - nach einem bekannten Verfahren der Integral-
rechnung (Partialbruchzerlegung) in jedem Fall geschlossen 16sen. Ueberdies
kénnen fiir | —E—l {1 die Nennerfunktionen des Integranden ebenfalls nach Po-

tenzen von t entwickelt werden, Es gilt in diesem Fall:

R SR N —-1—1+—+L22-+i2—+ )

L. TR 2 RS T RS TR

t-§ Sa-3 (&)
L I A S

s fraeFegy o )

Diit. 4, p 385 .
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Wird bei der L3sung der Bela-
stungsintegrale von dieser Ent-
wicklung Gebrauch gemacht, so
gelten, infolge der Bedingung
| %— [K1 die Ergebnisse allerdings
nur fiir Punkte j,die ausserhalb
eines Halbkreises mit Radius al)
um § = 0 liegen (Abb. 13), was
eine unangenehme Einschréinkung
bedeutet, Da zudem eine Potenz-
reihenentwicklung oft kein lei-
stungsfihiges Mittel zur Wiedergabe einer willkiirlich vorgegebenen Belastung
darstellt, und da schliesslich Belastungsintegrale in dieser Form nicht nur
bei der Halbebene, sondern bei allen semi- infiniten Bereichen auftreten wer-
den, enthilt der folgende Abschnitt ein einfaches Verfahren zur numerischen
Bestimmung der Funktionswerte von I(§)und I'(f) mit Hilfe von "Einfluss-
funktionen".

Abb, 13

2. Die Berechnung der Belastungsintegrale; Einflussfunktionen.

Zum Begriff der Einflussfunktionen gelangen wir auf anschauliche
Weise iiber den konzentrierten Lastangriff an der Stelle 3 = 0. (Abb, 14).

a) b)

74
|
l N:p.Af

Fiiec it

S\

Abb. 14,

Die Spannungsfunktionen ¢ f), (I}'( §) folgen dabei aus einem Grenziibergang,
der hier am Beispiel der Randnormalkraft N = 1 durchgefithrt werden soll.
Wir denken uns eine Belastung p gleichmiissig iiber ein kurzes, von 0 bis 4 t
reichendes Intervall verteilt. Dann lassen wir, bei konstantem Gesamtbetrag

1)Durch eine einfache Verschiebung des Koordinatensystems ldsst sichim-

mer erreichen, dass die Belastungin einem zur 7-Axe symmetrischen Inter-
vall angreift.
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N = pat, die Linge des Intervalls gegen 0 gehen und gelangen damit im
Grenziibergang zum gewiinschten konzentrierten Lastangriff,

Mit p = Z"{— wird :

t t=at
1 N dt N
Ug) = - Frar It-j = " Zyigr - f)
t=0

D L T LT
T at :

Im Grenziibergang At—s0 entsteht daraus:

N d|1n(t f)]

N 1

&5) = - o ¥ -

t=0

Auf analoge Weise schliessen wir fiir T =1 und gelangen damit bei beliebig
gerichtetem konzentriertem Lastangriff zu den Spannungsfunktionen

_ 1 N-T
5 = 37 § cl2)
' 1 N-iT
By - - g N3T

Wir kehren jetzt wieder zu einem beliebigen Randlastangriff zuriick,
der aus Griinden der Uebersichtlichkeit vorldufig nur aus senkrecht zum Rand
wirkenden Kriiften N(t) bestehen soll. Diesen iiber das Intervall ¢ - @ verteil-
ten Belastungshligel (Abb, 15) denken wir uns in seine einzelnen Elemente
N(t)dt aufgespalten, deren Teilwirkungen wir spiter iiberlagern wollen,

Auf Grund der elementaren Erkenntnis, dass ein Lastelement N(t)dt im Punkt
3 o =to+ino denselben Spannungszustand erzeugt wie das gleichgrosse, in
den Ursprung verschobene Element im Punkt f 0= - t, ldsst sich - ausge-
hend vom Spannungszustand infolge N =1 in 0 -ein einfaches Verfahren zur

1)Die hieraus berechneten Spannungskomponenten stimmen, wie sich leicht
iiberpriifen lisst, restlos mit der bekannten L&sung von Flamant iiberein
(Lit 21, p 63), so dass die Anwendbarkeit des hier verwendeten Vorgehens
)auch im Fall unstetiger Randbelastung ausser Zweifel steht, Vgl.Anm, 2,p36.
Auf die Bestimmung der Spannungsfunktion } Q braucht hier nicht na-
her e1 egangen zu werden, da diese, wie Gl. (63) zeigt, durch die Funktionen

( j) und ein Belastungslntegral ausgedriickt werden kann,
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I %}Jll"llh s

Abb. 15,

allgemeinen Spannungsberechnung in der Halbebene entwlckeln.l) Die Ordina-
ten S("'o’ t) der eingezeichneten S-Linie mdgen fiir den Grundbelastungsfall
N =1 ein Element des Spannungszustandes (etwa die Spannungssumme s) in
den zugehrigen Punkten der Axen =1 o darstellen, Wir denken uns nun ein
Pauspapier auf Abb, 15 gelegt, auf welches wir die reelle Axe mit der Bela-
stung N(t) und den Punkt }0 durchzeichnen. Hierauf wird das Pauspapier um
die ) -Axe umgebliittert, so dass die Riickseite nach oben schaut, und der Punkt
jo des Pauspapiers mit dem Punkt 0' der Figur, der durch Spiegelung von 0
an der Axe | =n o hervorgegangen ist, zur Deckung gebracht (Abb. 15).Die Be-
lastungsfliche kommt dadurch seitenverkehrt auf die Axe N =Q o M liegen,
und es gilt fiir das in Frage stehende Spannungselement s:
td-c
S(yot) =J S(Qo,t)N(to-t)dt . (68)

Zum selben Ergebnis gelangen wir natiirlich auch, wenn wir an Stelle des
Lasthiigels die S- Linie entsprechend verschieben und spiegein.

1)Fﬁppl‘hat diese Eigenschaft zur Spannungsberechnung in der Halbebene eben-
falls ausgeniitzt (Lit. 22).

41



d
S(§ ) =‘ S(nyt,~tIN(t)at . (69)

Somit folgt : t,~¢ d

J S(nyt) N(t-t)at = s(v\o,t0 -t) N(t)dt .

to-d c

Auf gleiche Weise lassen sich simtliche Elemente des Spannungszustandes
bestimmen; erfolgt der Randangriff tangential, so wird sinngemiiss vom Grund-
belastungszustand T =1 in 0 ausgegangen. Der Aufbau der Integrale (68), (69)
zeigt, dass wir S in einem {ibertragenen Sinn als Einflusslinie fiir das Span-
nungselement s in simtlichen Punkten der Axe n= o auffassen kénnen, wo-

(70)

bei die Auswertung in der oben angegebenen Weise vorzunehmen ist. Die Ele-
mente des Spannungszustandes bei konzentriertem Lastangriff N =1, T =1
enthalten somit die Gesamtheit der Einflussgréssen aller Punkte der Halb-
ebene,

Was aber fiir die Elemente des Spannungszustandes gilt, trifft infolge
der Invarianz der Funktionen (I)( $), ¢ j) beziiglich einer reinen Translation
des Koordinatensystems (vgl. Abschnitt II/1b) und mit Gl. (62) auch fiir die
Belastungsintegrale der Form (65) zu. Dies erlaubt uns, die Funktionswerte
der Belastungsintegrale ebenfalls durch Auswerten von Einflusslinien nach
dem mit Gl. (68) oder (69) charakterisierten Verfahren zu bestimmen, Wir

schreiben:
d

- 3% U—)———(-»-"i’”t*_";t t - LA™, p®, 4D, 45T
e (71)
d

c) B

¢, d Anfangs- bezw. Endpunkt des belasteten Intervalls.

Die symbolische Schreibweise AN, B(N) | | .. bezeichnet dabei den Funk-
tionswert, den wir durch Auswerten der (vorlidufig als bekannt vorausgesetz-
ten) A, B., .- Linien gemiss (68) oder (69) fiir die reelle Funktion N(t)
erhalten,

tyc d

Ay = | AgNGendt = | Ayt Nyt @2)

to-d c
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Der Aufbau der Einflussfunktionen A, B, C, D geht unmittelbar ausei-
nem Vergleich der Beziehungen (32) und (67) hervor,

- 1 1 . _ 1 _L .
1 1 11
C=Re{-vi—§-2} ’ D=Im{- ﬁ—j——} .
1 1 _ 1 t-in _ 1 1 i . ) ©
Ti§ " Ti t2,42 W19 (cos © - isin®) ; (§ = £el®)
1 _-n 1
A= 5.-3 =3¢ Sin6
1 -t 1
B=1'r—{2—“2+,l =7 cos ©
2 ,2

(75)

Die reellen Integrale vom Typ der Gl. (72) konnen nun mit Hilfe der Einfluss-
funktionen (74 ) und (75) ohne weiteres numerisch ausgewertet werden, Fiir
die Elemente des Spannungszustandes der Halbebene folgt aus Gl. (64) :

pe
fi’z_’!_ -+ AN, B(T)
g,'ﬁ;*_ - - BT L M - (D) , (18)

T51 =+ A ™, pD)
Um ein anschauliches Bild vom Verlauf der Funktionen A, B,C,D zu erhalten,
wollen wir diese in der heute oft verwendeten Form von Hohenschichtenpli-
nen zur Darstellung bringen, was uns in einem iibertragenen Sinn zum Begriff
der Einflussflﬁchenl) fiihrt.

1)Eln grundsédtzlicher Unterschied zwischen den Einflussfeldern, wie sie et-
wa Pucher fiir rechteckige Platten aufgestellt hat, und den hier angegebe-
nen besteht darin, dass diese fiir simtliche Punkte des Bereiches ausge-
wertet werden kénnen, wihrend jene jeweils nur fiir einen bestimmten Auf-
punkt (etwa die Plattenmitte) gelten. (Lit. 23).
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Fiir die Niveaulinien der Einflussfunktion A gilt nach Gl. (74) folgende
Parameterdarstellung : :

P S S
m §2+rl2
oder: 327“('2+2—1h-)2 = (-QITX)Z -r? (1)

A : Parameter, Kote der Niveaulinie.

Aus Gl. (77) geht hervor, dass die Schichtlinien Kreise durch den Ursprung
sind, deren Zentren auf der negativen n-Axe liegen. Die Koten dieser Kreise
betragen

1
A=am

wenn R den zugehdrigen Kreisradius darstellt. (Abb. 16a).

Mit cos (@) = sin (@ + 90°) erhilt man aus Gl. (74) die B- Einflussfliche
durch eine starre Viertelsdrehung der A- Niveaulinien im Uhrzeigersinn um
den Ursprung. (Abb. 16b).

Die Parameterdarstellung der D-Niveaulinien folgt aus Gl. (75).

.,—,—.1?—2 cos20 = A . (78)
Das sind Lemniskaten vom Typ : ?2 = 23.2 cos 20 ., (Abb.16d).
Mit 2a2 = ‘r:—X betrigt die Kote der Niveaulinte:
.
2Ma2

2a = Brennpunktabstand der Lemniskaten.

Infolge sin 20 = cos 2(0O - 45°)ergeben sich aus Gl.(75)die C-Niveau-
linien durch eine Achtelsdrehung der vorangehenden im Gegenuhrzeigersinn
um den Ursprung. (Abb, 16¢).

Wir stellen uns nun die Frage, ob sich neben der Halbebene noch an-
dere einfach zusammenhiingende Bereiche angeben lassen, deren Umrandungen
die geometrische Einfachheit, verbunden mit den nétigen Symmetrieeigen-
schaften, aufweisen, um eine Bestimmung der Elemente des Spannungszustan-
des und schliesslich der allgemeineren Belastungsintegrale anhand von "Ein-
flussflichen" zu erlauben. Eine kurze Ueberlegung zeigt, dass hiefiirnur kreis-
formig begrenzte Bereiche in Frage kommen kénnen. Im Rahmen der "Er-
ginzungen fiir kreisférmig begrenzte Fundamentalbereiche" (Anhang S.97) ff)
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Abb. 16..
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wird die Auswertung von Cauchy-Integralen an der Ebene mit kreisférmigem
Loch kurz behandelt.

Neben der Eigenschaft, dass die Umrandungskurven auf eine einfach
definierte Koordinatenlinie ( M = 0 bzw. 9 - 1) zuriickgefiihrt werden kann,
stellen diese allgemein giiltigen Einflussfunktionen zur Auswertung der Bela-
stungsintegrale wohl den Hauptvorteil dar, den uns die Verwendung kreisfor-
mig begrenzter Fundamentalbereiche - die Halbebene als Grenzfall mitein-
geschlossen - bietet.

Anmerkung 1), Die Spannungsbestimmung am Rande.

In Randpunkten, die ausserhalb des belasteten Intervalls liegen, ist die Aus-
wertung der Belastungsintegrale mit Hilfe der Einflussfunktionen ohne weite-
res moglich, Die Funktionswerte von A und C sind identisch Null, ebenso ver-
schwindet der Term n D; einzig B{T) kann etnen Beitrag liefern (GL.76). Liegt
der zu untersuchende Randpunkt t0 hingegen im Bereich der angreifenden
Randlast, so iiberdeckt das in den Formeln (68), (69) vorkommende Intervall
die singulire Stelle j = 0 der Einflussfunktionen, Die Beriicksichtigung der
Randbedingungen fiihrt uns in diesem Fall zu folgender, aus Gleichung (76 )
leicht ersichtlichen Festsetzung:

(f)
At o

f(to)

(79)
() {f)
%) = Puo) = °-

wobei etwa der Ausdruck A( )) den Funktionswert darstellt, den. wir durch
Auswerten der A- Einflusslmle fiir die reelle Belastungsfunktion f(t) im Rand-
punkt to erhalten wiirden.

Die Funktion B(t) = - -,-}rt— (vgl. 74) ldsst sich an Randpunkten, iiber
welchen die Belastung stetig variiert, ebenfalls ohne Schwierigkeiten auswer-
ten. So kann etwa beim numerischen Integrieren bedenkenlos B(t=0) = 0 ge-
setzt werden, An Stellen t jedoch, an denen sich die Belastung sprungweise

verindert, wird Bgt)) singular wie log(t -t )

Die Spannungen am Rande f =t folgen aus den Beziehungen (79) und
(76) somit zu:
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&
0

NO ;o Thp= ()

+ N(t) + ZB(

1l

Anmerkung 2)

Die Ergebnisse dieses Abschnittes miissen sich - unter Umgehung des an-
schaulichen Weges iiber den konzentrierten Lastangriff - auch rein formal
aus dem Aufbau der Belastungsintegrale selbst gewinnen lassen. Wir kniipfen
hiefiir an Gl. (71) an,

Mit den Bezeichnungen 30 = 50 +iMo = t + ino gilt :

+ d d
1 |N@®dt 1| Nt)ar t-toting
W | T-5, - 2W|T-to-ino - - gm (o) N(t)dt
-0 c c "°
(81)
d d

_1r1] -1 -(to-t
=3 [1:- ———Q————( o2 N(t)dt + 1-:: WN(t)dt] .

Dieser Ausdruck entspricht Gl. (89), wie sich mit Gl. (74) leicht nach-
priifen liisst. Um hieraus die Form der Gl.(68) zu gewinnen, substituieren wir

ty-t =t ; dt = - dt
t=¢C - t' = t0 -c
t=d——» t' = to -d .
Verwenden wir diese Ausdriicke in Gl. (81), so folgt:
+@0 to-c to-c
-No
coho | MU L) 0 Nito-t)at + 1 Nit,-that] .
i t-§, 2 2, t'2+ né
- tokat’ #g to-t | 82)

Wir schreiben nun an Stelle von t' wieder t, womit der gesuchte Uebergang
zu Gl. (88) vollzogen ist.

Auf analoge Weise gelangt man, ausgehend vom Integral

d

1
- o —JJ_V(:‘_‘;O dt
c

zu den Funktionen C und D.

47



3. Der Spannungszustand in Bereichen, die aus der Halbebene durch
konforme Abbildung mittels Polynomen hervorgehen.l)
Der See im Parabeltal.

Aus den Randbedingungen (58), die hier nochmals hingeschrieben seien

WO O + W01 O+ §® + WOY O = N+IT) W 1)
R - (83)
WO GO +0®d0 +wm) §®) +0®¥ ) = N-1T) W (1)

" sollen die Spannungsfunktionen @(g),v (§) und daraus die Elemente des Span-
nungszustandes bestimmt werden unter der Annahme, dass die Bildfunktion
() (¢), die uns die untere Halbebene auf den vorgegebenen, semi- infiniten Be-
reich abbildet, ein Polynom, d.h, eine ganze rationale Funktion darstellt.

2 =W () = agraf +ay8” +... .. + ans“
W@ = 8y +2pf e +nayg"
W) = g+ +ag50 +onnn s B o8
Qe - ;1—+2a—2-{ IO e
Of) =a,+ag 2,87 +..... v 2"
T S

Wir setzen auch hier stetige, beschrinkte und nur in einem ganz im Endlichen
gelegenen Intervall von Null verschiedene Belastungsfunktionen N(t), T(t) vor-
aus. Fiir das Verhalten der Spannungsfunktionen in der Umgebung des unend-
lich fernen Punktes gelten dann nach Gl. (54), (55) und mit (84) die Beziehun-
gen

i

1
&) = §¢) =0 -0 65y

¢) - 0(§—,,1+-T) ;Y6 = o(—%;)

Wir erweitern Gleichung (83/2) mit rjﬁ T-?t—s und integrieren iiber den Rand
von - bis +® .,

1)Fiir die generelle Losung der ersten Randwertaufgabe im Fall ganzer oder
gebrochen- rationaler Bildfunktionen wird in Lit. 4, p 373 auf eine Arbeit
des russischen Autors S. G. Mikhlin hingewiesen, die mir jedoch nicht zu-
2)g:'inglich war.
Lit. 4, p 379,
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+00 _ (+00 +00 —_—
1 W' (t) v 1 W) d 1 we)d (t)
TA| 1o dt + 537 t-F oy t—Sdt+
-0 -0/ - (86)
+Q0 Q0
1 AYORA0 _ 1 | (N (1)
N 31 i e ) £ t-g o
-0 -

Fiir das zweite der links stehenden Integrale gilt nach Gl. (38):

(+00
rar | R @ - dR)
-0

Die drei iibrigen Terme der linken Seite verschwinden in Punkten der unteren
Halbebene. Um dies einzusehen, betrachten wir etwa im Falle des Integrals

[ M)_Q_(_)_dt
2Ti

die in der unteren Halbebene definierte Funktion
ww@q)
Sie ist dort holomorph und stetig mit Einschluss der Randpunkte, Im Unendli-

chen verschwindet sie infolge (84) und (85). Dieser Funktion entspricht in der
.oberen Halbebene der Ausdruck

W )8 ,
der in diesem Bereich dieselben Eigenschaften aufweist und an spiegelbild-
-T
lich zur reellen Axe gelegenen Stellen zu () ( )Q(g) konjugiert komplexe Werte
annimmt. Am Rande gilt nach Gl (42) und mit t =t :
| Bt 1 5

WOd® =00

und damit folgt die obenstehende Behauptung aus Gl. (44) .

+00
1 G.)t
-0

1)Das Produkt zweier, in einem Bereich holomorpher Funktionen ist wieder
eine in diesem Bereich holomorphe Funktion. Ferner beachte man, dass aus
den Beziehungen (84) und (85)
tim G (t) -0 (1) = 0(t) =0 folgt.

t— o
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Analog lisst sich fiir die restlichen zweilIntegrale der linken Seite schliessen,
und es bleibt das Ergebnis

+Q0
-u'(g)d)(g) = vghr | OO 4 (87)
o §
Wir fithren noch die "fiktiven Belastungen"
N* - 1T* = (N - IT)W (t)
o (88)
N* 4 iT* = (N +1T)W (t)

ein, und erhalten schliesslich fiir die gesuchte Spannungsfunktion Q(§)den

Ausdruck:
+00

d(§) = - m N—::E—T*‘“ - (89)
-®

Mit t = 't" liefert GL 83/1 die Beziehung

1r1 “f tﬁuz.,irz;t Yt + J dt+2i ——(ledt
- _ N*4+iT*
w(§)<§(>+ 0 m(§)<1>(§) m(g)‘lf( 1J N at
o '(D
w(gm§ Mat-lo”(g)yﬂ-mp@'(g). (90)
o t-§

Nachdem die Spannungsfunktionen mit Gl. (89) und (90) bestimmt sind, konnen
wir die Spannungskomponenten anhand der Formeln (56) berechnen,

+00
N#* - {T*
(]'§ +0’7 = 4Re -2““03)00 t_‘s dt o)
Tip= —2— |- L | N®4iT*, T -6 -DENd
Gy - (l'§ +za§.,-m [Z'JJ to§ dt w(g)@(g) @) m(g))é(gﬂ

Aus (91) geht hervor, dass es im Falle ganzer rationaler Bildfunktionen eben-
falls mdglich ist, eine geschlossene Lﬁsurggi)des Spannungsproblems anzuge-

)Die Ausfiihrungen des folgenden Abschnittes werden zeigen, wieso wir hier
von einer "geschlossenen" L¥sung sprechen kénnen,
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ben. Wie bei der Halbebene wird die Spannungsberechnung auf ein Auswerten
von Cauchy - Integralen (am Bereich der Halbebene!) zuriickgefithrt. Zusitz-
lich treten gewisse Elemente der als bekannt vorausgesetzten Bildfunktion
(‘)(g) auf, und die Randlast N(t), T(t) ist durch die mit Gl. (88) definierten,
"fiktiven " Belastungen N*(t), T*(t) zu ersetzen, Das im vorangehenden Ab-
schnitt beschriebene Verfahren zur Berechnung der Belastungsintegrale mit
Hilfe von Einflussfunktionen kann somit ohne weiteres iibernommen werden,

E—;ﬁ = Re {ﬁﬁ) [A(N*)ar BN y(a(T") iB(T*))]
= Re {(:)'—%—) :A(N*)+ B(T) i 8™*) . A(T*))]

(92)

Ferner gilt mit

c+00 +00
¥ - - va © « E)izT*dt 2%')18')2@)} N::ig*dt
- /
M + Ty = _,1_ {A(N) + BN 1T, 1p(T*)
zu(s)
a“)’,'f ; [A(N )4 BN 1 (2T, BT ))]
OB [0, 0 clT), o1

(0()

ll
At <(f§)) A0, () 1{A(T*) B(T* )},]
Geordnet und fiir die praktische Berechnung leicht erweitert, ergében sich

damit die Ausdrﬁcke:
. (‘— = Re { W) [A(N*) + BT, (g _ 4 (T%) )]

®)12
"}_i +1T§7 e [A0%)- BT3B, A(T)] - "
] ] WO [, , 5(T4) , | 5@, (9]
(B¢ - @) G—J_S)w.(ﬁ)][z\ +BT) 4 1(a0)-A(T)]
- (a(g) _(‘Tg)) [C(N )+D(T )+ i(D(N*) - C(T*))]} .
Setzen wir W) =U(§) = § ’ (d_(g) =T
6)'(;) =W =1

A

w(§)=o ; N¥*=N, T*=T
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so entstehen, wie sich leicht nachpriifen lisst, die Gl. (76) fiir den Spannungs-
zustand der Halbebene,

Die Spannungen am Rand eines Bereiches - wobei einzig 0 § nicht schondurch
die Randbedingungen festgelegt ist - sind von besonderer Bedeutung, da sie in
der Regel extremalen Charakter annehmen, Wir wollen deshalbauch hier et
was niher auf diese Randspannungen eintreten.
- - - —_—
Mit t=t, () (t) = W(t), W) -W() =
und unter Beachtung von Gl. (79) gilt:

(94)
{0y -0
_)l_i + lﬁ[‘év’ (t)l {6.) (t)[N*-B(T ), i(B(N ), T*)]

- 0O [ BT @) - T*ﬂ}
Nun ist N* - {T*= (N - iIT)W)'(t)
(N* - 1) Q' (1)= (N - 1) 10" (1)1 2
. N* 4 1T*= (N + 1T) D" (V)
(N* 4 1IT9E(E) = (N + IDIW' 1) 2
Verwenden wir diese Beziehungen in Gl. (94), so folgt:

M = N(t) + Re {le‘t_)_ [B(T"‘)+ iB(N")]}
2

(95)

Pl W2
bk . Ty -tovem-or-m

le'(t)lz { W'(t) (BT - 1) 0 BT, 5N )}
= - Q——(Q_ (T*) (N*)
+1T - Re {Iw'(t)lz ™), ip )}

und die gesuchten Randspannungen lassen sich schliesslich in der einfachen
Form

Oy

N ; Tg = T(t) (96)
§

N(t) + 2Re{l—“)—(-)|3 BT, g™ )}
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darstellen, die als Verallgemeinerung der in der Halbebene giiltigen Beziehun-
gen (80) aufgefasst werden kann.

Bevor wir die gewonnenen Spannungsformeln an einem einfachen Zah-
lenbeispiel erproben, soll noch eine weitere Interpretation der Gleichungen (91)
angegeben werden, die den Zusammenhang mit dem Spannungszustand der
Halbebene besonders deutlich hervorhebt, und sich iiberdies in vielen Fillen
fiir numerische Berechnungen besser eignet als die Formeln (93) bezw. (96).

Wir gehen von Gl. (89) aus, die wir in ihrerurspriinglichen Form ver-

wenden,
+00
(N-1T)W'(t)
LA Ul mw'(g) -y on
1| N-odT g 1 (N-AT)@' (1) -0 '(§) ) 4
= 2Ty t ¢ z'nm'(g) t- ¢ :
Nun ist

_j_)__i tl [a]__a]_ + Zaz(t '; ) + 38.3&2_;2)4. I 2 nan(tn'l_ §n-l)] .

(vgl. 84)
Andererseits gilt:

S RN (O I b s (P jm'l'
und somit wird,
‘L‘Glt’_‘:"ijih 2y + Sag(t+f) rday(Ps t§+ %) + ... oma (@ 20t" 4
A e +t§“'3+ §%)
oder geordnet nach Potenzen von § :

L U
WA)-GE) _ 5, .33t +4a,t2+....+nat"2
t-s 2 3 4 n
-3
(3a,+4a.t +....+na t"")
§ 3 a n (98)

52(4a4+ . +Da tn'4)

\+§ﬂ-2
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Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein,

+00
J (N-iT) dt = m(®
-0

1)

+00 (
X (N -iT)tdt =M (99)
)

|
|
1
|
|

+00
} (N - 1Dt 2t =m(072)
-0

die sich als Lastmomente nullten, ersten bis (n - 2)ten Grades beziiglich der
7 - Axe deuten lassen, Wir setzen jetzt die Beziehungen (98) in Gl. (97) ein;
mit den Definitionen (99) folgt:

4o
o) = - a1 Nt_f? at - 21ri(.§'(§) @f%i ’ (100)

wobei <I>§§§ = 2a,M s 30D L + na M™2)
§GagM e + na, M) (101)

el +§n-£ M©

ist.

Aus Gl. (90) greifen wir den ersten Term der rechten Seite heraus und erwei-
tern thn mit&'(§). Infolge &'(t) = O'(t) wird
+00 +00
— — . ]
W) | WNITW®) 4, _ -w'(g) B N;_ﬂ:dt N

2T1W'(§) t - S 2T | t-¢
-0 -
+00
, L | (N WO-RTE)) g
== .
2Tiw(§) t - §
-
Nun st analog zu GL. (98) (102)
“L('tlt';_%'(s)‘ = 2;1_2- + 3.;3t teunas + l'u;.—l,ltn"2
+§ (Sg Founen + n—a_r;tn-s)
S 1
\\\ 1 _
\\\+§n 2 —;
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und da auch
+0D
[ (N+iT)H™dt = M) vgl. 99)
-

gilt, ldsst sich in Anwendung der obenstehenden Definitionen fiir das Integral
der Gl. (90) schreiben:

) +00
1| N*4iT* . @'(§) | N+iT 1 =) 1)
mJt-g &t = a7 J TEop 4 znq’g (103

- -
Verwenden wir Gl. (100) und (103) in den Spannungsformeln (91), sofolgen fiir
die Spannungskomponenten schliesslich die Ausdriicke
+00
G +G Cpef L[ NT 1
2 Fi| t -§ 1riw'(§ §)

-

+Q0

-t-T__§dt - @) -m_(g»qi(g) -

2

0y - (s 1 "
j_‘i”TW:a—Tv‘(T) - o)

=00

(104)
die den Aufbau aus der Grundldsung fiir die Halbebene und der "Zusatzltsung"
@51; deutlich werden lassen (vgl. 64). Noch augenfilliger tritt dieger Zusam-

ménhang beim Spannungszustand am Rande hervor. Mit @{B = Qflt; folgt fiir
die Randspannungen:

+00 i

G+ 0 CRe{ Ll | NoAT 4 W0 1
2 1T e Hilw(t)lz 8
-
=AM, g(T) _pe 2 (105)
n\w(t)l
Q- ., - 1™, BT 0 _T - W
2 H1MT w - wT) 2ullw )|z t Q(t))

| (106)

1)Auch hier kann auf eine explizite Bestimmung der F‘unktionW( §) verzichtet
werden. Vgl, hiezu Anm, 2) zu Gl. (67) .
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Der zweite Klammerausdruck der Beziehung (106) ist rein imaginiir, da die
Summanden konjugiert komplex sind,
.. S—Y t)@(t)-w(t)@t)” Im U(t)‘bé
2T 1lW' (t)12 t ﬂ (
_Jl__é? PM)
Tilw (t)l
mit AM Nt , oD = 1T(t) (vgL. 79) folgen schliesslich die Randspannun-

gen
Gy -no 5 Gy =710

S (108)
G-S = Nt + 28D - 2Re {—i@——— lt;}

Tilw (¢l 2
in Erweiterung der fiir die Halbebene giiltigen Ausdriicke (80) .

Die Formeln (104) und (108)eignen sich vor allem zur Aufstellung ge-
schlossener L3sungen, da die hier auftretenden Belastungsintegrale in der
Regel einfacher sind als in Gl. (91) und sich zudem im Fall vonRandbelastun-
gen, die nur aus Normal - oder nur aus Schubkriften bestehen, wesentliche
Vereinfachungen ergeben, Miissen die Belastungsintegrale und die "Lastmo-
mente" M(k) jedoch numerisch ausgewertet werden, so empfiehlt es sichnicht,
von dieser letztgenannten Form der Spannungsgleichungen auszugehen, dadie
Spannungsfunktionen, die flir grosses s vom Charakter 0f%y) sind, aus Sum-
men bezw, Differenzen von Termen 0 (1) resultieren, was ‘eine Genauigkeit des
numerischen Rechnens erfordert, die’meist nur bel geschlossenen Formel-
ausdriicken erreicht werden kann,

Mit den gleichwertigen Spannungsformeln (91), (93) und (104), von de-
nen sich, je nach der Art der Aufgabenstellung, bald die eine, bald die andere
zur Anwendung besser eignet, und den speziellen Formeln (96 und 108)fiir den
Rand besitzen wir die Lésung des vorliegenden Spannungsproblems ineiner
fiir die Praxis gebrauchsfertigen Form.

Beispiel: Der See im Parabeltal.

Wir betrachten die Bildfunktion
z = &)(;) 1(52- Ziag) , a reell (109)

ao+a1§ +a2§
mit a_ = 0; a1=2a; a, = 1.
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Sie bildet die untere Halbebene ( n < 0) auf den Aussenraum  der Parabel
x2 = 4a2y ab. (Abb, 18).

§

gilt : X

Mit

g +17; z =x+1y

-2 7§ +2a§
2
y = § -72 + 2a7
und die reelle Axe n= 0 der { -Ebene geht in der z- Ebene in eine Kurve mit
der Parameterdarstellung

X = 2a
zg 2 [ x2 = 4azy
y = § = t

iiber. Dies ist eine Parabel x2 = 2py, deren Parameter p = 2a2 betrégt. Die
Parallelen § = konst. stellen in der z-Ebene eine Schar von konfokalen Para-
beln mit Brennpunkt in + iaz dar,

(110)

Die Ableitung der Bildfunktion

W'(§) = 2(a + 1) |11y
verschwindet an der Stelle S = +ia, somit, wie wir dies verlangen miissen, in
einem Punkt ausserhalb des betrachteten Bereiches (7 < 0). Der Punkt f = +1a
wird auf z = +ia2, d.h. in den Brennpunkt der Parabelschar = konst., abge-
bildet. Dort, wie auch im Unendlichen, besitzt die Bildfunktioneine singulire
Stelle; der Winkel zweier Kurven, die sich in § = + la schneiden, wird bei
der Abbildung verdoppelt (vgl. Anmerkung 2, S.29). Insbesondere geht die Ge-
rade 7=+a in das zweimal durchlaufene Stiick y > 1 der imaginiiren Axe
{iber. Die Geraden ; = konst. sind Zweige von Parabeln, die sich nach unten
sffnen, und deren gemeinsamer Brennpunkt ebenfalls in z = +{a? liegt. (Abb.18).

Als Belastung denken wir uns einen See, der das parabelfrmige Tal

(d.h. den Aussenraum unseres semi- infiniten Bereiches) bis zu einer Hthe
h=cla?=c? L (112)

ausfiillen mége. Der Koeffizient c2 = -%h— gibt somit das Verhiltnis zwischen

der maximalen Seetiefe und der Brennpunktshshe p/2 der Parabel an, Um mig-

lichst einfache Ausdriicke zu erhalten, setzen wir
al- 2 -1 1)
2§+1§2; m'(§)= 21 +1§)

a

b.)(;)
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was die Allgemeingiiltigkeit der Ergebnisse nicht beeintrichtigt. Trifft (113)in
Wirklichkeit nicht zu, so geniigt es, das spezifische Gewicht der Fliissigkeit
durch den fiktiven Koeffizienten

[+ =% = By (114)

zu ersetzen, um an entsprechenden Stellen zum selben Spannungszustand zu
gelangen.

Fiir die Belastung gilt :
-l -y) fir y =< h
N = < J
0 "y > h

oder mit y = t2 (GL110) und h = ¢2 (GL112,113)

o+ t2- ¢?) fir It] = ¢
N(t( = (115)

0 " It' > 4
T(t)z 0. (Abb, 18)

Ferner wird :
N* T+ = NOO'() = +2p- cB) (1 +10)

N - e2pt- o) (116)
T =-2pt¢?- ). (Abb. 19)

Zur Bestimmung der Spannungsfunktion Q(s) kann von Gl. (89) oder von Gl. (100)
ausgegangen werden. Ein Blick auf den Aufbau der "fiktiven Belastungen " N¥
T* zeigt jedoch, dass wir mit Gl. (100) erwartungsgemiss rascher zum Ziel -

gelangen.
(1)

- L | N g o L . (100
LA t-f  2hd() ‘I"S’ neo

-C
+C +C
1| N t2- ¢2
'E‘ﬁJ t-‘%‘dt"iﬁ £ dt
-C -c

4C +C
=-§£‘_i [(ng)dnqz-cz)I—t"%&

~-C

- - 2_%[ e + (Sz- ?)tn ;g] :

58



Fiir die Zusatzfunktionég;; gilt nach Gl. (101) und (113):

$it) = 2a,m0) - 24

(5)

+C +C
N(t)dt = 2 i,[ (t2- ¢2) at = -2i) 4§
-C

-C

und wir gelangen zum Ergebnis

¢ | _aicd f-¢
Q(f)-+—7ﬁ—[§u———r-2cj-(j-c)lnj ]
Aus den Gleichungen (104), die sich, wie schon erwihnt, zur Aufstellung ge-
schlossener Lysungen besonders eignen, sollen nun die Ausdriicke fiir die
Spannungskomponenten abgeleitet werden, Wir stellen zuerst die bendtigten
Elemente und Beziehungen zusammen,

(© =§§
p s

(117)

[

RS

B §)-G) = 2§ - g) (5% 5 =495+
W = 20 +ip

w'(g) = 2(1 -1§
Wi =2 -i1f)
lWo? - 4[(1 -7)2+§:]
' Y B . S §-c
Q(§) +2'|Tl [3(1+1§)2 4c 2§(n §+c}
(1) 8isc’ i 1
¢(§) = -—30— = konst. ; 5&3—+ 3

3
E.%rz 2Re {(}(g)} =Re {Ttl‘ [aé(ml—ﬁg—)— -2c§ §2_02){n—€—+?]}
Mit den in Abb, 17 definierten Grossen€,§;,€5,© wird

Cn-%;—g = {n % -10©

lwp)1? < 4[(1-7‘)2+§2] - 4§?
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Abb. 17.
und damit
G 10 _ 4 |acta-n) _ $2 2_ 22
—3—92 =TT - rftagy) vol-pT-cf) | Jas)

Ferner folgt aus Gl. (104/2) (T= 0) :

-0 RG]
B8y - oy w00 - 0By o)

3
d(1+if) { 7(§ [3(1 is 2 -4¢ -2§ (en% -19)] - &g—(l +i—:_}§-) .| (119)

Die 'rrennung dieses Ausdrucks in Real- und Imaginirteil bietet keine grund-
gitzlichen Schwierigkeiten, so dass eine liickenlose Angabe des Berechnungs-
ganges hier unterbleiben kann.

Wir definieren 4 reelle Hilfsfunktionen, deren Aufbau sich fiir eine
numerische Auswertung mit Rechenmaschinen eignet.

u = 2c+§fn%-+7e
QE"ET-EO (120)

v =

u* = (1-9) (326-3- -u) +§v
3

v* = §(%§7 +u)+(1-7)v
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Mit Hilfe von u* und v* lassen sich die Formeln fiir die Spannungskompo-
nenten schliesslich auf folgende iibersichtliche Form bringen:

Cr
ﬂ‘}_%fz - T'r” ﬁ&?}-z,(c+§6n %ne(sz-?z-cz)]

M= *-2( *-*-‘EE]
AR IO M (121)
T - o]
Fiir die Spannungen am Rande ( 7 =0) folgt hieraus:
Pk
0';;0'2 _1_};_ [;;2 . e(gz_cz)]
7:0

(X}
~
I
o
"
*
»’
—
t
"
(o)
4.
—_—

Wy ™

Man beachte, dass der Grenzwert des unbestimmten Ausdrucks
D €n g% ander Stellet =* ¢, d.h.p =0, §obzw.§; =0

infolge der bekannten Eigenschaften der Logarithmusfunktion tatsichlich ver-
schwindet. Dasselbe gilt fiir die Grenzwerte der Funktionenv]u*, 7v* an
diesen Stellen.
Nun gilt, wie sich aus Abb. 17 leicht ersehen lisst,
= <
0" T far [t c
S~= ofur Itl )¢

d.h. % e (gz-cz) =N® (el 1S mitt=f)
und es bleiben am Rand die Spannungen:
0y - N ; Tgy =0
o (122)
= sec
O-E = N(t) + 3](?2 .
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Dieses Ergebnis kann, unter Umgehung des allgemeinen Spannungszustandes
(121), auch unmittelbar aus Gl. (108) gewonnen werden.

A (1)
N(t) - 2 —
0—5 ( ) Re{]r I(;,) t)l P Q(t)}

N(t) - 2Re 1'& '81’03
amg2 3
8¢ c3

Nt
(t) + 3_”92
2

Tabelle I enthilt die Randspannungen 0-5 fiir 3verschiedene Fiillhdhen h = ¢“.
(Graphische Darstellung siehe Abb, 20), '

q.e.d.

b

Tab. I. Randspannungen 0'§ fiir 3 Funhcshen hys hy, hg;
H8he des Parabelbrennpunktes a =1, spez.Gew. § =

Gy 4] 73
t hy =4 t hy =1,3879 t hy = 0,5
0,0 | +2,7906 [l 0,0 0,00 0,0 | -0,19989
0,25 | +2,4537 || 0,2 -0,0134 0,1 | -0,19259
0,5 | +1,6825 || 0,4 -0,0314 0,2 |-0,17143
0,75 | +0,9085 || 0,6 -0,0074 0,3 | -0,13467
1,0 | +0,3953 || 0,8 +0,0984 0,4 | -0,08128
1,25 [ +0,2125 || 1,0 +0,3060 0,5 |-0,00001
1,5 | +0,3394 || V1,3879 | +0,5812 0,6 | +0,08087
1,75 | +0,7340 1,25 +0,5416 Vo,5 | +0,20007
2,0 | +1,3581 1,5 +0,4270 0,8 | +0,18300
2,5 | +0,9366 | 2,0 +0,27176 1,0 | +0,15008
3,0 | +0,6791 1,5 | +0,09234
5,0 | +0,2609 2,0 | +0,08002

Die. Fiillhdhe h2 ist so gewiihlt worden, dass die Spannungen 0'§ im Parabel-
scheitel verschwinden,
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Anmerkung.

Aus den Funktionen Q(;) (GL. 117) undV(g), (die hier nicht explizit ange~-
geben werden musste) konnte die Airy' sche Spannungsfunktion U des Problems
nach der Gleichung

2U = 2P (2) + zP(z) + X (2) + X(2) (1)

riickwirts bestimmt werden. Dabei gilt:

P = [@¢)az = [@6)was

X = [[[Y O agugas .
Der fiir U zu erwartende (komplizierte!) Ausdruck hiitte durch intuitives Pro-
bieren niemals gefunden werden kinnen, Dies, wie auch die Tatsache, dass die
Airy'sche Spannungsfunktion fiir die geschlossene Lgsung des Spannuagspro-

blems hier gar nicht explizit bekannt zu sein braucht, unterstreichen die Lei-
stungsfihigkeit des verwendeten Verfahrens,

4, Die Bildfunktion ist rational.

Eine rationale Funktion ldsst sich als Quotient zweier Polynome mit
im allgemeinen Fall komplexen Koeffizienten by, dy darstellen.

n
b°+ b1i+....+bn§
b+ dif+ ... +dmjm
Dieser analytische Ausdruckist in der ganzen Ebene eindeutig und somit holo-

morph mit Ausnahme der Nullstellen des Nennersl), wo er Pole mit der Ord-
nung der Nennernullstellen entsprechenden Vielfachheiten aufweist2),

W (;) = (123)

Sind diese Nennernullstellen a,, a,... a, (p = m) mit den zugehdrigen
Ordnungen bestimmt, so kénnen wir durch Partialbruchzerlegung die Funk-
tion (123) auf die Form der Gl. (32) bringen,

W 6) = Oyf) + Gy(F -a) +- .. +Gylf -2) - | (124)
(A)o( ) stellt hierin eine im Endlichen durchwegs holomorphe Funktion, d,h, ein
Polynom, dar, wihrend den Hauptteilen G, . . . Gp die mit Gl. (33)definierte
Bedeutung zukommt, Da auch hier der unendlich ferne Punkt des betrachteten
semi- infiniten Bereiches dem unendlich fernen Punkt des Fundamentalberei-
ches (p £0) entsprechen soll, miissen wir verlangen, dass simtliche im End-
1)Dv.u-ch Kiirzen kann immer erreicht werden, dass eine Nenner- Nullstelle

nicht zugleich Zihlernullstelle ist.
2)Bet n) m enthilt zudem der unendlich ferne Punkt einen Pol(n-m)ter Ordnung.
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lichen gelegenen Pole Ay .. ap der Bildfunktion (124) der oberen Halbebene
angehoren,

Um den Aufbau der Losung des Spannungsproblems im Falle rationa-
ler Bildfunktionen deutlich werden zu lassen, geniigt es, eine Bildfunktion zu
betrachten, die einen einzigen im Endlichen gelegenen Pol a der Vielfachheit
€ besitzt.

ol
oQ
-¢
0
Abb. 21,
w<§>=w<§>+°—1+—°2— +....+——c—«. (125)
o s-a (S_a)z (g_a)L

AmRand des semi- infiniten Bereiches, der durch konforme Abbildung mittels
der Funktion (125) aus der unteren Halbebene hervorgegangen ist, msge eine
stetige und beschrinkte Belastung N(t), T(t) angreifen, die sich auch hier nur
iiber ein ganz im Endlichen gelegenes Teilstiick erstrecken soll. Wir erweitern
die Randbedingungen (58) in der gewohnten Art und betrachten wieder zuerst
den aus der zweiten Gleichung entstandenen Ausdruck:

o
e M‘“*TJ W dt+—}—[ ﬂ%@—%gdn

‘(D “Q0r
+00
1 Vit 1 N-iT)W (t
+§1ﬁ[ :@—%’ = o J(_i—-)—s‘udt : (126)
-0 -Q0.

Das zweite Integral liefert nach Gl. (38):

(0o}
1 W' (t) Pt '
2_,,—1J «—t(—_LQSLLdt - WO

(127)

da 6)'(§) und cp(g) zwei im ganzen Bereich (7 < 0)holomorphe Funktionen dar-
stellen, deren Produkt ~ was auch fiir die iibrigen Terme der Gl. (58) gilt -
infolge der Beziehungen (85) im Unendlichen verschwindet., Ebenso unmittel-~
bar folgt aus Gl. (44) fiir das 4. der obenstehenden Integrale
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+00____ Yo
2—1T1i —U—J—%é%dt =0 in allen Punkten der untern Halbebene] (128)
-
Um das erste Integra] der Gl. (126) bestimmen zu kénnen, miissen wir vorerst

die in der untern Halbebene definierte Funktion

W) &g
mit '&T(p =GJ"(§)-—EI e Lo (129)
ot T

betrachten. Sie ist holomorph mit Ausnahme der Stelle Z(Abb. 21), wo sie ei-
nen Pol der Vielfachheit £ + 1 besitzt. (Gl. 129). Zur Bestimmung des zugehs-
rigen Hauptteiles G(§ -a) denken wir uns die im ganzen Bereich holomorphe
Funktion ¢ §) nach Potenzen von ( § -d) entwickelt.

&5) = ag+a (f-Dray(f -2 .. ... (130)
Aus (129) und (130) folgt dann:

R = <§ —rtl lcta]+

+ ———1-)—- [- (-T2, -(EtaI] +

(S'}T t
' (131)
1
+ (—§-——5')-§ E -'C'l a,- 2!5'23.1 " et eu e - !?!ac_l]
+ ffa‘ [ STy ... -lc(at]

+ holomorphe Funktion.

Nun entspricht der in der unteren Halbebene definierten Funktionm'(g)()(g)in
der oberen Halbebene der Ausdruck:

W (§) ib(p , (132)

wobei die beiden Funktionen (131) und 132) an spiegelbildlich zur reellen Axe
gelegenen Punkten. konjugiert-komplexe Funktionswerte annehmen. Der Zihler

W ') )

im Integranden des zu bestimmenden Integrals stellt, infolge t =T, den Rand-
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wert der in (S*) definierten Funktion (132) dar. Somit folgt fiir die Punkte der
unteren Halbebene (S™) nach GL (35):

®, __
5 f%dt =+ —L ((cta_o)+

(s-a)
. (§':‘) ((€-1) ¢_yag + b o))
+ i (c 8 +2¢,a7 + +le,z,)
(f_a)z 13 * %G1 -+l
1

(@ +2ca5+... +€c¢a_‘) .
| 133)

Esbleibt uns noch das dritte der in G1.(126) links stehenden Integrale zuunter-
suchen, Die in der unteren Halbebene definierte Funktion

L al
'
o

THHE)
besitzt an der Stelle § =a einen Pol der Vielfachheit f ; denn es ist
3] [
XY (4
weg = U°(§)+ = ---+(§_I)g (134)
(§) = ay + 20,53 + Jag(f-27 4. (135)
und somit gilt
'(§) = —1_
wHeE = (Tyay) +
——-—(——I(s -131 + 2c(az) +
1
(Coaq + 2@ +..... +({@-1)%,a, )
(§ -)2 271 372 te-1
1 =
+ (S-E) (Elal +2Cpag +..un +f!’tae )
4 -holomorphe Funktion , (136)
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Der Uebergang zu der in der oberen Halbebene definierten Funktion @W( S)E‘(S)
mit dem Randwert (d(t)@' (t) fihrt uns bei Anwendung von Gl. (35) zur gesuch-
ten Losung. Es gilt in allen Punkten der unteren Halbebene :

+00
. OOF® 4 - .1 (eg@y) -
271 t-§ (§-a)t
1 — _
T T €13y + 2¢p3y)
(S"a) | 1
! ! i
i i |
] ! !
- —1? [czil + 2Ty +. ..+ (e-1)c(a£_1]

(g-a)

1 = - -
- Ta— €3] +2¢53y + ... +ecea€) .
(137)
Durch Zusammenfassen der Ergebnisse (135) und (137) erhalten wir eine ra-
tionale Funktion, die mit R(s) bezeichnet werden soll,

M 4] ) t
1 0D +0OFTW® 4, _ _
R(S) = z.n.iaJ L - g dt (g-a)“l (cea02+
+ (e§ -la)e (cg_180+cyay) +
i
+ (g-a)z (cla0+ ..+Ceae 1)

- (138)
Da der Punkt a in der obern Halbebene liegt, istR(§) in der untern Halbebene
durchwegs holomorph. Mit diesem Ausdruck und unter Beriicksichtigung von
(127)und (128) geht schliesslich aus der Randbedingung (126) folgende Bestim -
mungsgleichung fiir die Spannungsfunktion Q(;) hervor :

* _.m¥
0§ B(§) + R(§) = T}—irw“—t% at . (139)
-0

Es muss beachtet werden, dass in R(S) die Entwicklungskoeffizientena o 21
YN der gesuchten Spannungsfunktion vorkommen, Gl. (139) stellt somit
keine "geschlossene" L@sung - im Sinne von GL. (89) - zur Berechnung von
(I)(g) dar. Auf die Bestimmung der Koeffizienten von R( g), die vorgingig zu
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erfolgen hat, wird spdter noch zuriickgekommen,

Wir betrachten jetzt die erste der Randbedingungen (58) in der erwei-
terten Form

+Q0 +00 . Q0 +00
1 @t 1 | @) 1 DOd¢ 1 | WeWt)
7T e dt + 37 t-sdt+§Ti t-¢ t+ 3% t—sdt
- -0 -00/ : -
+@
_ 1 §N+1T28§t)
= 315 e dt . (140)
-Q0/

Die Zihlerfunktion im Integranden des ersten Integrals stellt infolge t ="tden
Randwert der in der untern Halbebene (S7) definierten Funktion

(d'(f)@(g)
dar, der wir in Gl. (131) schon begegnet sind. Somit gilt nach Gl. (36) in den
Punkten der untern Halbebene :

Q
7y | SR -Tage e e+
-0

1 -(¢-1)5 32 _-f5,
+F)—c—[ ( )ct'lao ecta1]+

ot ——

+ W (-Cja,-2Cy2y -... - e?:iat_l)

-1
(§ -7) (

+ “Ciag - ... -lcgay) .
(141)

Das zweite Integral der Gl. (140)verschwindet in der untern Halbebene (vgl.44).

Q0

+
1 e . _
T Rl -0 . (142)

-0 §

Die Zihlerfunktion im Integranden des dritten Integrals stellt den Randwert der
ebenfalls schon betrachteten, in der untern Halbebene definierten Funktion

"L.T(g)@'(;) dar.
Aus (136) und (36) folgt deshalb:
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+a0

1 AOW - T 1 -
af t-{ dt w(§)¢(§) + (;—E)' (cay) +
+—f_1 _I(E_t:al+265a2) +
(§ -3)
!
1 — — —
+ ——5 | Coay + 262, +...+E-1)Ca, |+
(g_mz[zl 322 111]
- (?:‘1a1+2§a2+...+?52a¢).
(§-2)
\ (143)
Und fiir das letzte Integral der linken Seite gilt
+00
Q%ﬁ CHOL) tt:ft at = -w'(g)V(p h<o (144)

-m S
Durch Zusammenziehen der Ergebnisse (141) bis (144) und unter Beriicksichti-
gung der mit Gl. (138) fiir die Funktion R(g)getroffenen Definition erhalten wir :
+®

N* 4 iT*

t-f

und sind mit Gl. (139) und (145) nun in der Lage, die gesuchten Ausdriicke fiir
die Spannungskomponenten (Gl. 56) aufzustellen,

-7 86)-D )86 -Rs) - V() = g7 dt (145)

+0 .

i+ 6 _ 1 __i_ N*-iT* .

$2 _zRe{cp(g)} 2R “'(V[ fr | Sreg 4 eRE)
=Q0

[2;—%- +1 S? 1 i l N’+—i'1§‘*_ dt -5’(§)@(§) -

n

NI
o 2
8

[146)

In den obenstehenden Spannungsformeln kommt die noch unbekannte
Funktion R(f) vor, die es jetzt,ausgehend von Gl. (139), zu bestimmen gilt.
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+00
) 1 N*-iT*
- (S)@(g) + R(g) = 37 —T*_—f—dt . (139)
Simtliche in dieser Beziehung auftretenden Terme sind an der Stelle @ (Abb. 21)
regulir und lassen sich demzufolge nach Potenzen mit ganzen positiven Expo-
nenten von ( - a) entwickeln, Fiir das Belastungsintegral beispielsweise gilt :

Tm] Mo

bg +by(§ -3 + b3(§ - D4....

+Q0
« _ 1 | N*-aT"
mit bk = 3 ———'—mdt . (147)
] o

Indem wir fordern, dass die in R(; ) (Gl. 138) auftretenden Koeffizienten
A jeneeee Bg_g gleichzeitig die ¢ ersten Entwicklungskoeffizienten der Funktion
{)(g) an der Stelle a darstellen miissen (Gl. 130), erhalten wir durch Vergleich
der @ ersten Entwicklungkoeffizienten ein Gleichungssystem, das zur Bestim-
mung der { Unbekannten Agenneeee 3y _q ausreicht.Da es sich um Beziehungenim
Komplexen handelt, entspricht dieses Gleichungssystem 2{reellen Gleichungen

mit 2 ¢ Unbekannten

0,..-.,(1(_1;60,-.---6!_1
a = Gk +1ﬁk; a = ak - in

Sonderfall : Einfache Pole,

Bei der Niherung beliebiger Bildfunktionen durch rationale Ausdriicke(nach
einem im nichsten Abschnitt noch zu beschreibenden Verfahren) werden wir in
der Regel Bildfunktionen mit einer endlichen Anzahl! von einfachen Polen zu er-
warten haben, Wir wollen deshalb fiir diesen Sonderfall das Gleichungssystem
zur Bestimmung von R( g) in ausfiuhrlicher Form darstellen, Es sei

f1a . ®1m

w(g) —G)(;) g Py +~§-_—b+....+§_m (148)

(&)0(5) = Polynom)

die ermittelte Bildfunktion, die an den Stellena, b, ...., m der oberen Halb-
ebene je einen einfachen Pol aufweist, R(g) besitzt in diesem Fall die Form
(vgl. 138 mit Cy=Cg=....= 0)
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RE) = “1a% C1pPo C1mMo
S = Py et 5

(§-af ~ (5-0F (5 - m)
wobei a, b0 sy My die absoluten Glieder in den Entwicklungen von Q( s )
nach Potenzen von (§ -a)y ..., (§ - m) bedeuten, Es gilt:

(149)

@(g)

ao+a1(§-_)+a2(§-i')2+....

H
o

by (§-B) + by (§-B)2 +....
o*P1f )+2(§ ’ (150)

= !'no +my (§ -1'n')+m2(§ -ﬁ)z i

Wir denken uns jetzt simtliche Terme der Gl. (139) nach Potenzen von (§ -3),

(€-Db),.., (f- m) entwickelt und vergleichen der Reihe nach die absoluten

Glieder dieser m verschiedenen Entwicklungen, was uns unmittelbar auf das

gesuchte Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten 3., M fiihrt,

I G - e LN U L 1
(@a-a) @-b) (@-m)

— c ¢ c
- (B, + 1a)255+ LR S R 115

o' 4. T 192 O 2 o
=| (b} a (bll b) (b lm) E (151)
i
! c c! ¢ }
_m'(— la — 1b F . im = - J —
m)mo+ (ﬁ-a)z a + (ﬁ-b)z  + + (rTx-m)z ° (m)
+0
- 1 N*-iT* 1|, (N*) _(T*) (N*)  (T*
mit J:(a) = 59 P dt =-§[A(E) +B(3{) +1(B(§_))-A(§.;)

Ist R(S) bekannt, so verfiigen wir mit Gl. (146) iiber die allgemeine Lésung fiir
das erste Randwertproblem im Falle rationaler Bildfunktionen,

Die Ausfiihrungen dieses Abschnittes haben uns zugleich gezeigt,wo
Schwierigkeiten bei dem hier verwendeten Verfahren auftreten, und welcher Art
diese Komplikationen sind, Wenn die zugehorigen Bildfunktionen mehrdeutig
sind und neben Polen auch kompliziertere Singularititen aufweisen - man
denke etwa an "wesentliche Singularititen" oder an die "Stellen algebraischen
Charakters" der Schwarz-Christoffel Integrale - so stosst man beim Versuch
einer direkten Integration der Randbedingungen, der bei rationalen Bildfunk-
tionen gelungen ist, auf praktisch uniiberwindliche Hindernisse. In diesem Falle
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bleibt uns, unter Verzicht auf eine "strenge L&sung”, immer noch die Moglich-
keit, die Bildfunktion im vorgegebenen Bereich durch einen rationalen Ausdruck
anzunihern. Der folgende Abschnitt enthilt ein Verfahren, das diese Umwand-
lung vollzieht,

5. Anniherung beliebiger Bildfunktionen durch rationale Ausdriicke;
polygonal begrenzte Bereiche.

Auf Grund der Besonderheiten der zugehorigen Bildfunktionenl) und
der iiberragenden Bedeutung, die ihnen vom Standpunkt der praktischen Anwen-
dungen zukommt, nehmen die polygonal begrenzten Bereiche innerhalb der
moglichen Scheibenformen eine Sonderstellung ein, Wenn wir uns deshalbim
Rahmen dieses Abschnittes mit der Moglichkeit einer Anniherung beliebigér
Bildfunktionen durch rationale Ausdriicke befassen, so ist es angezeigt, die
Leistungsfihigkeit eines solchen Verfahrens am Beispiel der polygonal be-
grenzten Bereiche auszuprobieren. Stellen sich dabei befriedigende Ergebnisse
ein, so darf tiberdies damit gerechnet werden, dass bei Bereichen mit stetigem
Randverlauf die Konvergenzverhiltnisse noch giinstiger ausfallen.

Wie am Schluss des vorangehenden Abschnittes bemerkt wurde, ist bei
polygonal begrenzten Bereichen an eine direkte Losung des Spannungsproblems
durch "Integration der Randbedingungen" nicht zu denkenz). Die auftretenden
Singularititen lassen sich nicht mehr so einfach behandeln wie im Falle ratio-
naler Bildfunktionen und liegen zudem auf dem Rand des Bereiches selbst; es
sind die Punkte, die bei der Abbildung in die Polygonecken iibergehen,

1)

2)Vgl. Abschnitt II/3b

In einem einfachen Sonderfall kann dennoch eine geschlossene Ldsungdes
Spannungsproblems angegeben werden, Wir betrachten die Bildfunktion(109)
und lassen den Parameter a gegen Null gehen. Die im Grenziibergang entste-
hende Funktion Wt =i 2

bildet die untere Halbebéne auf die liings der positiven y-Axeaufgeschlitzte
Vollebene, d. h. auf einen polygonal begrenzten Bereich mit einer einsprin-
genden Ecke von 1800 ab, Zur selben Bildfunktion gelangen wir nimlichauch
iiber den Ausdruck

WK = thdt , der als Schwarz-Christoffel Integral

o mit = 1 aufgefasst werden kann.
Da mit 0)'(0) = 0 die Belastungsintegrale bescl(‘:%inkt bleiben, geltendie Spannungs-
formeln (91), (93) und (104) des Abschnittes III/3 in vollem Umfang auch fiir

diesen Bereich. An der Stelle § =0, d.h. in der einspringenden Ecke werden
die Spannungsfunktionen (I’(f)'wf) singulir wie _ 1 = 1 _ welches Ergeb-
W) 21

nis moglicherweise der Verallgemeinerung auf ein- und ausspringende Ecken
von beliebigem Oeffnungswinkel fihig ist.
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Wir werden vorerst versuchen, die Bildfunktionen polygonal begrenz-~
ter Bereiche durch  Polynome zu nihern, da die Spannungsberechnung im
Falle ganzer rationaler Bildfunktionen besonders einfach wird. (Vgl. Abschnitt
M1/3). Muskhelishvili erwihnt bei kreisformig begrenzten Fundamentalberei-
chen diese Moglichkeit ebenfalls und beurteilt sie, gestiitzt auf zwei spezielle
Beispiele, positiv.1) Bei semi- infiniten Bereichen liegen die Verhiltnisse
jedoch nicht so einfach. Um es vorweg zu nehmen: Wenn der vorgegebene Be-
reich nebeneinspringenden auch ausspringende Ecken aufweist, fiihrt der Ver-
such einer Anniherung der Bildfunktion durch ein Polynomnicht zum Zijel.Da~
gegen lisst sich, in Anwendung des von Prof. Rutishauser entwickelten "Quo-~
tienten-Differenzen Algorithmus" eine gebrochen- rationale Niherungsfunk-~
tion konstruieren, die den an sie gestellten Anforderungen geniigt.

a) Anndherung durch ein Polynom,

Bei den meisten Aufgaben, die uns die Praxis stellt, wird es nicht not~
wendig sein, eine genaue Abbildung der ganzen Halbebene einschliesslichder
Umgebung des unendlich fernen Punktes auf den gesamten vorgegebenensemi-
infiniten Bereich zu fordern, Wir kénnen uns vielmehr damit begniigen,einen
im Endlichen gelegenen Ausschnitt, wo der uns interessierende Spannungszu-~
stand herrscht, aus einem Teilstiick der (untern) Halbebene hervorgehen zu
lassen. So beeinflusst etwa die Formder Erdoberfliche in grisserer Entfernung
von einer Staumauerscheibe das in dieser und im umgebenden Felsuntergrund
wirkende Kriftespiel nicht mehr. Somit besteht auch keine Notwendigkeit, weit
abliegende Gelindeteile mit der Bildfunktion zu erfassen; wichtig ist nur,dass
diese die Staumauer selbst mit ihrer unmittelbaren Umgebung einigermassen
zuverlissig wiedergibt.

Wir versuchen deshalb, mit einer Potenzreihenentwicklung der Bild-
funktion um einen in der untern Halbebene gelegenen Punkt zum Ziel zu gelan-
gen, Die Konvergenzverhiltnisse sollen direkt an einem einfachen, konkreten
Beispiel studiert werden, und zwar wihlen wir hiefiir die in Abb, 22 wiederge~
gebene " Treppenstufe ". Dieser Bereich weist eine einspringende ( M= + %)

und eine ausspringende ( p= -%) Ecke von je 900 auf,

Es gilt fiir die Bildfunktion nach Gl. (50):

11
W) = kg - (§-0) 2 = kg %_g% (152)

—
1)Lit. 4, p 368 {f, Bei diesen Beispielen handelt es sich um die Abbildung des
Kreises auf die Ebene mit quadratischem, bezw. dreieckigem Loch.
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0 ) =k1J\ijf—g"—;id§+k2 , (153)

wobei wir fiir die in diesem Zusammenhang belanglosen Konstanten k1 =1,
k2 = 0 setzen.

. "
|
|
|

Abb. 22.

Wihlen wir als Entwicklungszentrum den Punkt - i, so konvergiert nach ei-
nem bekannten Kriterium der Funktionentheorie eine Taylorentwicklung nur
innerhalb des Kreises C um -i, auf dessen Peripherie die nichste Singularitit
der zu entwickelnden Funktion liegt. (Abb. 22). Eine Potenzreihenentwicklung
erfolgt demnach in der Hoffnung, bei Mitnahme der ersten paar Gliederder
Retihe auch in einem gewissen Bereich ausserhalb des KonvergenzkreisesC
noch eine annehmbare Wiedergabe der Bildfunktion zu erhalten.Es gilt nach
Taylor

W) w0+ 00 (s g an?a
und durch gliedweises Integrieren

W) = ag+ - (§ 0+ LA Eap?e. st

=ao+a1(§+i)+a2(§+i)2+..... .

Wir brauchen uns auch hier um die belanglose Konstante a, nicht zu kiimmern
und setzen ay = 0.
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Zur Bestimmung der Ableitungenl' (- i), W"'(-1i) ... empfiehlt es sich,die folgen-
de, der Gl. (152) gleichwertige Schreibweise zu verwenden:

1

W) - 2 [ 10g (§ +0.2) - log (- 0.2) + 2T ] . (155)
Fiir die im Exponenten auftretenden Logarithmen setzen wir den Hauptwert ein.
Dabei ist zu beachten, dass ein Zweig der vieldeutigen Logarithmusfunktion
gewidhlt werden muss, der in der unteren Halbebene stetig variiert.Dies er-
reichen wir, indem fiir einen Punkt, der auf dem Einheitskreis durch die un-
tere Halbebene von § =+ 1 bis { = -1 wandert, eine stetige Abnahme des Lo-
garithmus von 0 bis -7 festgesetzt wii‘d. Ferner kann durch einmaliges Fest-
legen der ganzen, reellen Konstanten k der zugehotrige Zweig der mehrdeuti-
gen Bildfunktion (in unserem Fall ist sie zweideutig) ausgeschieden werden,
Wir miissen hier k = 0 setzen; dann gilt nimlich fiir das Argument von(;)‘(g )
lings der reellen S—Axe:

arg {w'(t)} - <-+% V2024 t{ +0.2

0 " t)+0.2

0 fir t<-0.2

was dem geforderten Randverlauf entspricht. (Abb. 22) .

1 - -
R Pt

Fiir die weiteren Ableitungen folgt :
W) = NP N = wpNE
W) = @EONE -+ @ N
WY = @R 2O -0 () NG

W = PR 30N + SOEONE PN

(157)

Damit ist das Bildungsgesetz dieser fiir die Rechenmaschine geeigneten Re-

kursionsformel klar. Bei den auftretenden Zahlenfaktoren handelt es sichum
die Binomialkoeffizienten. Die Funktionen N'(S), N"(S) ... lassen sich auf ein-

fache Weise hestimmen,
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n
)

m 4 1
N<-i>=f<"‘”-[“m’ oz

Wenn mit 6 Dezimalstellen gerechnet wird, ergeben sich fiir die 7 ersten Ent-
wicklungskoeffizienten der Gl. (154) die Zahlenwerte

a; = + 0,980 581 + 0,196 116 i

a, = +0,094 267 + 0,018 857 §
ag= +0,018 132 - 0,059 231 1 (159)
a, = - 0,040 971 - 0,017 260 i
ag = - 0,016 261 + 0,029 525 1

ag = + 0,021 573 + 0,015 155 1

a; = +0,013 965 - 0,015 698 1

die, wie Abb, 23 zeigt, vom Koeffizienten apweg auf einer Spirale um den Ur-
sprung liegen, welche Eigenschaft spiter fiir uns von Bedeutung sein wird.

n

as

Abb. 23.
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Die Konvergenz dieser Reihe ist ausgesprochen schlecht und wird im-
mer schwiicher, d.h. der Absolutwert des Quotienten zweier aufeinanderfolgen -
der Koeffizientenl_agf_lﬁil nimmt mit wachsender Ordnungszahl n zu. Er liegt
bei n =7 in der Grgssenordnung von 0,8 und bei n =16 um 0,85 herum.

Brechen wir diese Potenzreihe nach 7 Gliedern ab und untersuchen die durch
das Polynom 7,Grades vermittelte Abbildung, so entsteht der in Abb. 24 (Tab.1V)
wiedergegebene Bereich, den wir als "unbrauchbar" bezeichnen miissen. Wohl
wird die einspringende Ecke einigermassen erfasst; dies trifft jedoch fiir die
ausspringende Ecke keineswegs zu, und zudem macht sich die Divergenz der
Potenzreihe ausserhalb des Kreises C allzu stark bemerkbar. Steigert man
die Anzahlder beriicksichtigtenReihenglieder, solassen sich wohldie Verhilt-
nisse innerhalb von C verbessern; gleichzeitig tritt aber die Divergenz aus-
serhalb von C umso stirker hervor, so dass damit schliesslich nichts gewon-
nen wird, Verschiebt man das Entwicklungszentrum nach unten, in der Absicht
einen grysseren Konvergenzkreis zu erhalten, so verschlechtert sich im glei-
chen Masse die Konvergenz der Entwicklungskoeffizienten. Zusammenfassend
muss somit gesagt werden, dass hier eine direkte Potenzreihenentwicklung
nicht zum Ziel fiihrt. Es stinde noch die Mdglichkeit offen, nach Polynomen
zu entwickeln, die in einem weiteren und vor allem giinstiger geformtenBe -
reich als dem Kreis C konvergieren. Da jedoch wenig Aussicht besteht, da-
mit zu annehmbaren Konvergenzverhéltnissen zu gelangen, wird hier von ei-
ner Untersuchung in dieser Richtung abgesehen.

b) Rationale Niherungsfunktionen. Der Quotienten-Differenzen Algorithmus.

Ein wesentlich besseres Ergebnis als mit Polynomen lisst sich mit
(gebrochen) rationalen Niherungsfunktionen erreichen. Die Anregung hiezu
verdanke ich Herrn Prof, Rutishauser, der mich in freundlicher Weise darauf
aufmerksam gemacht hat, dass in anderem Zusammenhang mit Hilfe des von
ihm entwickelten Quotienten- Differenzen A@rlthmusl) (QD - Algorithmus)
schlecht konvergierende und divergierende Potenzreihen unter gewissen Be-
dingungen in Kettenbriiche mit guten Konvergenzeigenschaften umgewandelt
werden konnten.

Fiir die Herleitung desQD-Algorithmus wird auf die zitierte Literatur
(18) verwiesen. Wir begniigen uns hier mit einer kurzen Erliuterung derTech-

1)th. 18
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nik, die den Uebergang von einer Potenzreihe zum entsprechenden Kettenbruch
vollzieht.1 )
Es gelte,die im Ursprung regulire Potenzreihe

P(z) = Z sz (160)

in einen Kettenbruch zu verwandeln, Hierfiir werden die Koeffizienten s(lv)den
in Tab. II wiedergegebenen Rechenoperationen unterzogen.

Mit den in Tab. II ermittelten Koeffizienten  stellt sich der gesuchte
Kettenbruch in Form der Gl. (162) dar :
o) ) o '
® DI 28 28] 249 49

My _ 1! . . L . 2)
gﬁz-u T "rr 11 rfo e |(6)

Da sich die geforderte Gesetzmissigkeit in den Koeffizienten der Po-
tenzreihe (154) erst von a, an einstellt (Abb, 23), schreiben wir die Bildfunk-
tion als

(163)

W) = ay(§ 4D+ (§ +1 [a2(§+i)+....+a7(§+i)6] bo..

und verwandeln nun den in der eckigen Klammer stehenden Ausdruck, der hier
ebenfalls mit dem Koeffizienten ag abgebrochen werden soll, in einen Ketten-
bruch, Tab.III enthiilt den zugehdrigen QD-Algorithmus in der "komprimier-
ten" Form des Schemas (164),

(0)

Sy =az (0)

1 T 4 (o)

T8 g A (0)

@ . M Y (0

1 4 _(2) 4 (1) (o) (164)
o o Mo B o B
1 5 q(?») 1 q(2) 2
MO (3) 2

4 6 (4) 1

9 -a K

) 7

1)Lit 18,p 26; die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Bezeichnungen sind
2)ebenfalls der Abhandlung (Lit. 18) entnommen.
Symbolische Schreibweise fiir
(o)
S
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Tab. I, QD - Algorithmus fiir LT PRRREYS !

9

€1

92

93

]

a3

2y

ag

a7

+0.094 287 +0.018 8571

+0.018132-0.059 231 1

-0.040971 -0,0172601

-0.016 261 +0.029 525 1

+0,021 573 +0,0151551

+0.013 965 -0.015698 1

+0.064102-0.641 0251

+0.072830-0.714014 1

+0.079 246 - 0.754 007 {

+0.085076 -0.777 528 1

+0,091 144 -0.791 708 1

+0.008 728 - 0.072

+0.006 416 - 0.039993 i

+0.005 830 -0.023 521 1

+0.006 068 - 0.014 1801

+0.055 854 - 0.391 51

40,085 050 -0.445547 1

+0.132953 -0.479 750 i

+0.035 612 - 0.094 027

+0.053 733 - 0.057 724

+0.193 835 - 0,298 33
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Die Kolonne der Quotienten q; und der Differenzen d; = e; in Tab.IiI,
zeigt, dass die Potenzreihe vom Term ay an niherungsweise den Charak-
ter einer geometrischenReihe besitzt, wie dies fiir eine gute Konvergenz des
Kettenbruchs erforderlich ist. Der Verfasser hat weitere Potenzreihen unter-
sucht, die zu Bereichen, wie sie in Abb, 26 zusammengestellt sind, gehiren,
und auch dort ein #hnliches Verhalten feststellen kénnen, wenn als Entwick-
lungszentrum ein Punkt in geniigender Entfernung vom Rand gewihlt wird.

Mit den in Tab, ITI unterstrichenen Zahlenwerten

a, = +0,004 287 + 0,018 857
q(f) = +0,064 102 - 0,641 025 i
el® - .0,008728 - 0,072 9881
al® = +0,05585¢ - 0,391 513 1
el - 10,035 612 - 0,094 027 §
o = +0,193835 - 0,208 334 1

gelangeﬁ wir schliesslich zur gesuchten Niherungsbildfunktion (165), in der
die 7 ersten Entwicklungskoeffizienten aj.....2q berticksichtigt sind.

(§+Dag| (§+0aP] (§+0e})]
w(§)=31(§+i)+(§+1) l i _l ;1 -l 1 - -
gena®] a0 oo q‘a°"]
| 1 | 1 T 1
Die durch Gl. (165) vermittelte Abbildung ist in Abb, 24 wiedergegeben, Sie
darf fiir die Anforderungen der Praxis bereits als befriedigend bezeichnet
werden. Hervorstechend sind die gute Wiedergabe der fiir die Problemstellung
der Elastizititstheorie besonders interessanten einspringenden Ecke, sowie

(165)

der grosse Konvergenzbereich. Man darf sogar vermuten,dass dieser Ketten-
bruch in der ganzen untern Halbebene konvergiert; eine allgemeine Untersu-
chung der Konvergenzverhiltnisse eriibrigt sich hier, da schon.aus diesem
Beispiel auf einen in jedem Fall fiir die Bediirfnisse der Praxis geniigend wei-
ten Konvergenzbereich geschlossen werden kann, Dass auch mit derBildfunk-
tion (165) die Abbildung der ausspringenden Ecke grissere Schwierigkeiten
bereitet, ist weiter nicht verwunderlich; denn es fillt schwer, mit (ganzen
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oder gebrochen) rationalen analytischen Funktionen eine Stelle zu erfassen, an
welcher, bei beschrinkt bleibender Funktion &(§), deren Ableitung w'( j) iber
alle Grenzen hinauswichst. Fiir die Fragestellung der Elastizititstheorte ist
eine einwandfreie Abbildung ausspringender Ecken jedoch in der Regel nicht
erforderlich.

Ohne die Ordnung des Kettenbruchs und damit die Anzahl ihrer Pole
zu erhghen, kénnen wir die Niherungsabbildung (165)noch dadurch verbessern,
dass wir denQD-Algorithmus erst von einem hsheren Entwicklungskoeffizien -
ten (etwa ap) weg ansetzen, was uns auf die verallgemeinerte Form (166) der
Bildfunktion fiihrt.

- -1| (§+i)a
w(§)=a1(§+i)+....+ap_1(§ +i)p1+(S+i)p [%'L"] (166)1)

In der Form (165) oder (166) ist die Bildfunktion allerdings fiir die
Spannungsberechnung nach Abschnitt III/4 noch nicht direkt verwendbar. Der
Uebergang in die Schreibweise (32) bezw. (148) stellt unsvor die Aufgabe, die
Pole eines Kettenbruchs mit den zugehsrigen Hauptwerten bestimmen zu miis-
sen,welches Problem in Lit.18,1I. Kap.,§10 ganz allgemein behandelt und ge-
16st wird.

Die drei einfachen Pole a, b, ¢ des "6-stéckigen" Kettenbruchs der
Gl. (165) liegen in den Punkten

a = + 0,169 221 + 0,217 577 i
b = + 0,648 588 + 0,808 130 i 2)
¢ = + 1,536242 4+ 3,412 2311

und somit voraussetzungsgemiss in der oberen Halbebene. Der Pol ¢ ist da-
bei schon so weit von der eigentlichen Treppenstufe (Abb. 22) entfernt,dass er
das Kriftespiel dort kaum mehr beeinflusst und im Gleichungssystem (151)
wahrscheinlich unberiicksichtigt bleiben kénnte.

1)De}x; ifi{n(;{rtwergenzberelch dieses Ausdrucks ist gegeniiber (165) nicht einge-

schr .

2)Diese Werte sind mit der programmgesteuerten Rechenmaschine des"In-
stitutes fiir Angewandte Mathematik an der ETH" bestimmt worden. Auf die
Bestimmung der zugehorigen Hauptteile nach dem in Lit.18 S.48 angegebe-
nen Schema wurde verzichtet, da das Programm zu diesem Rechnungsgang
sich zur Zeit erst in Entwicklung befindet,.
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Zusammenfassend kommen wir, nach der Miglichkeit einer Annihe-
rung der Bildfunktionen polygonal begrenzter Bereiche durch rationale Funk-
tionen gefragt, zu folgendem Schluss: Eine unmittelbare Potenzreihenentwick-
lung kommt nur in Frage, wenn es gilt, einen kreisférmig begrenzten Funda-
mentalbereich auf einen Bereich mit nur einspringenden Ecken abzubilden.
(Beispiel: Ebene mit polygonalem Loch). Hier kann, wie die beiden von Muskhe -
lishvili angefiihrten Beispiele zeigen, eine gute Konvergenz als gesichert gel-
tenl). Wird von der Halbebene als Fundamentalbereich ausgegangen, oder
weist der vorgegebene Bereich auch ausspringende Ecken auf, so fiihrt eine
Taylor -Entwicklung nicht zum Ziel.

Dagegen ist in diesem Fall folgender Weg gangbar : DieBildfunktion
wird zunéichst um einen im Innern des Fundamentalbereiches liegenden Punkt
in eine Taylorreihe entwickelt. Anschliessend wandeln wir die (teils schlecht
konvergierende, teils divergierende) Potenzreihe mit Hilfe des "Quotienten-
Differenzen Algorithmus" in einen Kettenbruch um, Weist der vorgegebene Be-
reich nur einspringende Ecken auf (Abb. 26a, b), so diirfte die Berlicksichtigung
von nur wenigen Reihengliedern geniigen, Bei Bereichen mitausspringenden
Ecken (Abb. 26¢,d, e) ist im zugehdrigen Kettenbruch die Mitnahme von 6 bis
12 Reihengliedern erforderlich, je nach den Anspriichen die an die Wiedergabe
der statisch nicht besonders interessanten ausspringenden Ecken gestellt
werden.

Der Rechenaufwand scheint bei diesem Vorgehen vorerst ziemlich hoch
zu sein., Er lisst sich jedoch, was etwa die Handhabung des QD- Algorith -
mus anbetrifft, weitgehend schematisieren, so dass,unter anderem, programm-
gesteuerte Rechenmaschinen mit Erfolg angewendet werden knnen,

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass sich das hier dargelegte Verfah-
ren zur Untersuchung des Spannungszustandes in der Umgebung einspringender
Ecken ganz besonders eignet. Die leichte "Abrundung” durch die Niherungs-Bild-
funktion darf dabei als Vorteil gewertet werden; denn die so erhaltenen hohen,
aber endlichen Spannungen sind fiir den Konstrukteur wertvoller als die singu-
liren Spannungsspltzen'einer "genauen" Methode, denen, wie man weiss, in die -
sen Eckpunkten selbst keine physikalische Bedeutung zukommt, In jedem Fall
kann die Zuverlissigkeit der Ergebnisse weiter getrieben werden als dies mit
einem noch so feinen Differenzenverfahren praktisch moglich ist,

Uit 4, p 370 f.
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Tab IV, Niherungs - Bildfunktionen (a1 cee.ayg)

W (§ )= Polynom (154)

W (g) = Kettenbruch (165)

§ =t X y X y
-10,0 - - -9,0971 -0,0966
- 2,0 -1,112 -6,227 -1,3797 -0,1023
- 1,0 -0,668 +0,071 -0,5101 -0,1009
- 0,5 - 0,090 -0,218 -0,1335 -0,1022
- 0,3 -0,069 -0,224 -0,0222 -0,1009
- 0,25 -0,066 -0,205 -0,0027 -0,0985
- 0,2 -0,061 -0,178 +0,0117 -0,0940
- 0,15 -0,053 -0,143 +0,0199 -0,0857
- 0,1 -0,041 -0,101 +0,0206 -0,0708
0,0 0,000 0,000 0,0000 0,0000
+ 0,1 +0,071 +0,118 -0,0061 +0,1735
+ 0,15 +0,118 +0,181 © +0,0396 +0,2967
+ 0,2 +0,175 +0,244 +0,1348 +0,4126
+ 0,25 +0,241 +0,306 +0,2637 +0,4933
+ 0,3 +0,315 +0,366 +0,3980 +0,5332
+ 0,5 +0,695 +0,550 +0,7927 +0,5282
+ 1,0 +1,741 +0,245 +1,4476 +0,5314
+ 2,0 -4,303 +1,490 +2,5949 +0,5217
+10,0 - - +10,9090 +0,4523
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IV. SCHLUSSFOLGERUNGEN.

Das von N, I. Muskhelishvili zur Behandlung ebenerRandwertaufgaben
der Elastizitiitstheorie eingefiihrte Verfahren verwendet als wesentliche funk-
tionentheoretische Hilfsmitte] die konforme Abbildung und die Eigenschaften
der Cauchy - Integrale. Die konforme Abbildung gestattet in jedem Fall eine

saubere mathematische Formulierung der Randbedingungen, weil die Rand-
kurve aus einer einfach zu beschreibenden Koordinatenlinie des Fundamental-
bereiches hervorgeht, Durch Umwandeln der Randbedingungen in Cauchy-In-
tegrale gelangen wir bei rationalen Bildfunktionen zu einer systematischen
Konstruktion der gesuchten Spannungsformeln,

Ist die Bildfunktion ein Polynom, so wird die Spannungsberechnung auf
ein Auswerten von Cauchy- Integralen am Fundamentalbereich (Halbebene) zu-
riickgefiihrt, was keine grundsitzlichen Schwierigkeiten bereitet und mitHilfe
von Einflussfunktionen in einfacher und iibersichtlicher Weise dargestellt wer-

den kann. Bei (gebrochen) rationalen Bildfunktionen miissen wir zur Bestim-
mung des Spannungszustandes zusitzlich ein System von 2m linearen Gleichun-
gen 13sen, wenn m die Summe der Wertigkeiten der im Endlichen gelegenen

Pole der Bildfunktion bedeutet.

Bei beliebig vorgegebenen, insbesondere polygonal begrenzten Berei-
chen ist eine direkte L&sung des Spannungsproblems in der Regel nicht mehr
miglich, Mit dem von Prof. Rutishauser entwickelten Quotienten- Differenzen
Algorithmus lassen sich die zugehdrigen Bildfunktionen jedoch in einem fiir die

Praxis geniigenden Grade durch rationale Ausdriicke annihern, so dass wir
schliesslich iiber einen allgemein gangbaren Weg zur Behandlung ~der ersten
Randwertaufgabe an semi- infiniten Bereichen verfiigen. Dieses Vorgehen ist
zudem einer Erweiterung auf die iibrigen Randwertprobleme der ebenen Ela-
stizitdtstheorie fihig.

Das hier angegebene Verfahren erschopft andererseits die in der kom-
plexen Funtionentheorie enthaltenen Mdglichkeiten keineswegs. Von dieser
Seite sind noch zahlreiche wesentlich neue Erkenntnisse im Anwendungsgebiet
der ebenen Elastizititstheorie zu erwarten. Aufgebaut auf einer den Problem-
kreis umfassenden mathematischen Ausdrucksweise eignen sich die vonder
Theorie analytischer Funktionen ausgehenden Verfahren gleicherweise zur
Abklirung grundsétzlicher Fragen wie zur Entwicklung strenger und angeni-

herter Losungen,




ANHANG
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1. Konforme Abbildung der "leicht deformierten" Halbebene.l)

In der z - Ebene sei durch die Gleichung der Randkurve (1)einvonder
Halbebene wenig abweichender, semi- infiniter Bereich definiert. (Abb, 1)

s = x+1i¢ p(x) (1)

p(x) ist hierin eine stetige und beschrinkte Funktion und £ ein kleiner,positi-
ver Wert.

(2]
m

el

x

—_——N— -

Abb. 1.

Wir suchen vorerst die Bildfunktion s = f(z), die uns den Bereich S bis auf
von hdherer Ordnung als ¢ kleine Fehler auf die untere Halbebene 7 £ 0 ab-
bildet. Mit andern Worten soll die Bildfunktion, in Analogie zu einer Taylor-
Entwicklung,auf die Form

§ = f(z) = fo(z) +&1,(z) +o(¢) (2)

gebracht werden, wobei fo(z), fl(z) beschriinkte, analytische Funktionen von z
bedeuten, wihrend o(e ) einen von htherer Ordnung als ¢ kleinen Ausdruck dar-
stellt.z) Der Term o(g¢ )wird spiter vernachlissigt, was bei endlichen ¢ -Wer-
ten den Niherungscharakter unserer Ldsung ausmacht.

Um zum gesuchten Ausdruck der Form (2) gelangen zu kénnen, miis-
sen wir einige neue Begriffe und Sitze verwenden, die jeweils im Text oder in
Fussnoten kurz erliutert werden.

Die Green'sche Funktion eines Bereiches

8(z;2) = glz;2) =-log |z -2 | +g,(z;2) (3)

Dim Lehrbuch von Nehart, Lit. 15. p263# wird das Problem der Abbildung
"nahezu kreisférmiger Bereiche" auf den Kreis behandelt. Die vorliegende
9 Untersuchung geschieht in Analogie zum dort eingeschlagenen Weg.
¢ o lo(e) . .
Es gilt J—%(—” =0 fiirf—»0; e = Mifir &€-+0, M:beschrinkte,
reelle Konstante

90



ist charakterisiert durch die Eigenschaft, an der Stelle z, eine logarithmi-
sche Singularitit aufzuweisen und auf dem Rande L des Bereiches identisch
zu verschwinden, gl(z;zo) stellt in GL (3) fiir jedes z  eine im ganzen Bereich
holomorphe Funktion von z dar. In den folgenden Ableitungen bendtigen wir
die Green'sche Funktion der untern Halbebene y < 0; diese lautet

_ 2
lz-z | (y+y )2+(X-X)
_._1.10 o 0 (4)1)
ez B 2 oy Peox)?
o] ¥y y0 0

g(ZZ)-%

wobei Z, =X, + iy o einen beliebigen Punkt der untern Halbebene darstellt.

Zwischen der Green'schen Funktion g(z;z o) eines Bereiches und der
Bildfunktion f(z;zo), die diesen Bereich auf den Einheitskreis abbildet, be-
steht ein bemerkenswerter Zusammenhang. Es gilt nimlich:

g(z;:zo) = -loglf(z;zo)l = -Re{logf(z;zo)} 2)

(5)

Der Punkt z _ geht bei dieser Abbildung in den Kreismittelpunkt § =0 iber,

was die Schreibweise (z;2z o) erklirt. Von der Richtigkeit der Beziehung (5)
iiberzeugt man sich leicht anhand der oben fiir die Green'sche Funktion ange-
gebenen Definition. Da der Punkt z ° in den Ursprung iibergehen soll, gilt
i(z;2 0)z=zo= 0, was zu der logarithmischen Singularitit von g(z;z 0) an dieser
Stelle fithrt, und fiir die Randpunkte z =s, die auf die Punkte des Ein-

heitskreises abgebildet werden, folgt:lf(z; zo)lz_;

und somit: g(z; Zo)L:s: o .
Die Variation 3 g(z; zo) der Green'schen Funktion im Falle der leich -

ten, mit Gl. (1) bezeichneten Randverformung kann mit Hilfe der Hadamard'
schen Variationsformel berechnet werden,

ag(z,z ) | 08(2; 2,) 3)
3g(z;2,) = -ﬂr iryo p(t)dt +o(e) . [(6)

z=t zb=t

1)Lit. 15,p 16, Aus dem dort angegebenen, fiir die rechte Halbebene x > 0 giil-
tigen Ausdruck, folgt (4) durch Substitution : XX — <Y,V
Y, yo— +x,+xo .
g))Lit. 15 p 181.
Der Ausdruck (8) entsteht aus der allgemeinen Variationsformel von Hada-

mard (vgl. Lit. 15. p46), wenn fiir die Ableitung nach der Randnormalen _8
das fiir die untere Halbebene zutreffende Symbol 53y gesetzt wird. on
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1 (v +y°)2 +(x-x )2
Mit g(z;2) = 5 log —2g——
o 2 (v - )2 . (x-x )2
Y~ Y, o
erhalten wir fiir die Faktoren des obenstehenden Integranden die Werte
dg(z;z,) Y +Y, y-y, | __ 2%,
9y 2 y=0 y2+(tx )’
xX=

(7

@ +y°)2+ (x- xo)2 . (y-yo)2+ (x-x.)

g (zz) Y +Y, -(y-y,) )
3y0 v +yo)2’“(x 'xo)z (v -Y0)2+(x-xo)2 ioj Yo (x-00L
o

Wihlen wir ferner z 0= -i (x =0 ) o = -1) als Bezugspunkt und setzen die Be-
ziehungen (7) in Gl (6) ein, so folgt:

+00

Y (z; -1) = 4}% p(t)dt + o (E) .

8
[y +(x-t) ] [1+ ®

Damit liisst sich die Green'sche Funktion g*(z;z 0) der leicht verformten Halb-
ebene berechnen,

'z-t| _4e¢ | _y-p(t)dt
lz+i 1 2T | [y2+x-t)2] [1at
‘o

g*(z;-1) = g(z;-1) + dg(z; -1) = log 2=~ 2]+o(£)

o)
Wir wenden jetzt Formel (5) an, die uns den Uebergang von der Green'schen
Funktion g*(z; zo) zur gesuchten Bildfunktion erméglicht. Mit

lz-it _ z-1
1oglz+i| Re{ z+i}

und (10)
Y= Re| 1 —L
v+ (x-t) z-t
vollzieht sich dieser Schritt wie folgt :
+00 .
i 21t p(t) dt
Re {log f(z;—l)} =Re {log z‘: + +o0(e) (11)
2215 T | (z-t) (144?)

Nehmen wir beidseits Exponentialfunktionen und beachten

e'd = 1,¢q +0(e)
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so gelangen wir schliesslich zum Ausdruckl)

100)
§=f(z) - zel g, 28 oot o) | (12)
z-1 (z-t) (1442
-

Die Funktion (12) bildet den leicht verformten Bereich S auf den Einheitskreis
ab, wobei der Punkt z = -i in den Kreismittelpunkt zu liegen kommt. Um hier-
aus die gesuchte Abbildung auf die untere Halbebene Im {u} < 0 zu finden, sub-
stituieren wir { = ult_: und erhalten, wenn an Stelle von u wieder § gesetzt
wird, fiir die endgiiltige Bildfunktion in etwas impliziter Schreibweise die

Formel:
+0D
S+1 _zei |y, 2¢ 1 p(t) dt 5— | +o(e) . (13)
S-i z-1i o) (27t) (14t%)

Da in der Spannungsberechnung der inverse Abbildungsvorgang auf-
tritt, sei auch hiefiir die zugehsrige Bildfunktion angegeben, Sie lautet2

+00
z+i _ §+i | g . 281 | _p(t)dt ]+o(£). (14)
z-1 §-1 o) (50 et |

und bildet die untere Halbebene 7( 0 auf den leicht verformten Bereich S
der z - Ebene ab. '

Eineinfaches Anwendungsbeispiel soll die Ergebnisse dieses Abschnittes

erhellen,
n f y ?
| (e |
S
! - 2'7_7_{_ |€__.._.. +1
| £ T X
f i
l |
Abb, 2. !
Abb, 2

1)Gleichheit der Realteile auf beiden Seiten der Gl. (11) bringt (bis auf eine be-
9 langlose Konstante) auch die Gleichheit der Imaginiirteile mit sich.
)Der Uebergang von Formel (13) zu Formel (14) beruht auf der Beziehung:

I+:q(z‘) =1- ¢q(z) +o(e) = 1 - gq(s) +0*(c) .
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Der Bereich S sei durch eine leichte, dreieckférmige Erhebung aus der unte-
ren Halbebene entstanden. Wir stellen uns die Aufgabe, mit Hilfe der Formel
(14) die Bildfunktion, die uns die untere Halbebene niherungsweise auf diesen

Bereich abbildet, zu bestimmen.l)
Fiir die Gleichung der Randkurve gilt die Darstellung :
f1+t) fir -1<t <0

gEp(t) = —H1-t) " 0<Ct<+1"
SO > 1
Damit zerfillt das Integral der Gl.(14) in die beiden Anteile
+00 (o) +1
p (t)dt _ (1+t)dt N (1-t)dt

2 2
) (-0 -t ] (5o aet)
die nun getrennt berechnet werden sollen,
Es ist

1+t2= 12(g§+1+ t-(1-§) )
(§-t) (1+t7) 1+ -t 1+t

und somit gilt
o

(l+t)L2 - 12{+(1+§)lnj+_1_&im2_(1_§)l]
Y (50t 14§ § 2 4

Eine elementare Berechnung des zweiten Teilintegrals ergibt
+1 +1

d-tat 1 [1-s+t(1-§)+(1+§)]dt
o) (f-0a+t’) 1 f-t 146

__l_z [(l_s)m__f_+_1_'i gn2+(1+f):lr_].
1 +§ g -1 2 4

Addieren wir die beiden Teilintegrale und setzen das Ergebnis in Gl. (14)ein,
so folgt daraus die gesuchte Niherungsbildfunktion in der Form der Gl (15).

Z+i =_L+_i_1_ 2¢i (rn§+1 +§m7§2
z-i  §-i Tr(1+§2) f-1 {

Wir berechnen aus Gl. (15) den Bildpunkt fiir ﬁ =0

i §—f—i— = +iT
3:0

1)Mit Hilfe der Formel von Schwarz - Christoffel kdnnte diese Bildfunktion
genau bestimmt werden, )

-1 T
~-fm2))| . |15
R G |< )
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§ln-§2-—1 = 0 1)

z+i otii[l_zl.re_i_m] =-[1+2t]

N
'

"

(=)

und damit

= i_fjl_t = i(e +o(e)) .

Der Bildpunkt, den uns die Niherungsfunktion (15) liefert, weicht vom genau-
en Bildpunkt (it ) tatséichlich nur um einen Betrag von der Gr&ssenordnung
o(t) ab.

Abb. 3 (mit Wertetabelle I) stellt die Niherungsabbildung (15) fiir den
Fall t = 0,2 dar. In Anlehnung an das bekannte Verfahren von Theodorsen, fiir
welches Opitz, Warschafski und Wittich Konvergenzbeweise erbracht haben,?‘)
konnte auch hier durch wiederholte Anwendung der Gl. (14) die Bildfunktion
schrittweise verbessert werden, wobei in unserm Fall ein zweiter Niherungs-
schritt schon eine in jedem Fall geniigend genaue Anniherung an denvorgege-
benen Bereich ergeben miisste,

Das bestimmte Integral der Formel(14) ist immer geschlossen 18sbar,
wenn die Abweichungen p(t) durch ein Polynom beschrieben werden, Ist p(t) in
Form einer Exponentialfunktion gegeben, so fiihrt unter gewissenVorausset-
zungen die Anwendung des Residuensatzes hier ebenfalls zu einer geschlosse-
nen Lésung, In diesem Fall sei noch auf die Moglichkeit einer Verwendungvon
Laplace-Transformationen hingewiesen, worauf indessen nicht niher eingegan-

gen werden kann,

Mit dem in Abschnitt III/5 beschriebenen Verfahren lisst sich schliess-
lich die endgiiltige Bildfunktion in einen zur Spannungsberechnung verwendba-
ren, rationalen Ausdruck verwandeln.

1)Mit der Substitution w =-1-bringenwtr diesen unbestimmten Ausdruck auf die

Form: 2
2
f I § -1 gﬂ%‘l) . Die Regel von L'Hospital ergibt
W

§=0

= 0, womit die obenstehende Behauptung bewiesen ist.
w— ©

e =2W
hiefiir —
1-w l
1

2)Li’t. 14b, p 195; das Verfahren von Theodorsen bildet endliche Bereichestu-
fenweise auf den Kreis ab.
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zum Vergleich die genaue Abbildung,

Tab. I. Funktionswerte zur Abbildung (15) mit €

Abb. 3 Niherungsabbildung (15) mit & =0.2; darunter

0,2 .

§

0,0 0,0000 0,1667 i
0,1 0,1320 0,1552 i
0,2 0,2546 0,1455 i
0,4 0,4946 0,1257 1
0,6 0,7305 0,0988 i
0,8 0,9563 0,0610 i
1,0 1,1544 0,0120 i
1,5 1,6384 0,0059 1
2,0 2,1538 0,0047 1




2. Ergiinzungen fiir kreisférmig begrenzte Fundamentalbereiche,
a) Der Spannungszustand in "verallgemeinerten Polarkoordinaten",

In Analogie zu den Ausfiihrungen des Abschnittes II/4 denken wir uns
hier ein System von krummlinig orthogonalen Koordinaten aus der konformen
Abbildung der Linien @ = konst., © = konst. mittels der analytischen Funktion

2 =W(§) =0 Qe l (16)
hervorgegangen,
N y 4
KA SR T
r O=konst.
(=) p=konst.
3
Abb. 4.

Nach Abb, 4 gilt in diesem Fall
o = e+arg{(.)'(§)} (17)

i 10 w _ w'ﬁg
el® -—e l::, ’, I = % R3]
TR 2
-ia _ w' . J2ia W'
° 7 % W@ C %7 ﬁ% :

und somit

(18)

Setzen wir diese Beziehungen unter Beachtung der Spannungstransformations -
formeln (14) und der Schreibweise (54) in Gl. (8) (AbschnittII/1) ein, so gelan-
gen wir zu den gesuchten Spannungsformeln (19) .

Diit.4,p 180,
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-0, 2 [0+ Fp)] - 4re {805)]

2 —
{—%_(—F— [aug) &) +w'<§)V<§>]

(19)
0; - 0; +2iT§e

Durch Subtraktion gewinnen wir den zur Aufstellung der Randbedingungen be-
ngtigten Ausdruck.

qg-i %l = {>§>+<1>§ § f w(§>Q<§)+u'§)V<§ (20)
- -

()-g Tﬂe sind als bekannte Funktionen von 8 anzusehen (N(@) T(8)). Wir er-
weitern Gl. (20) mit s (s) unter Beriicksichtigung von s73 =e!®e 161 ? =1.

s (5)P(s) +sW (S P(s) - s3I (s) - sw'(s) ¥ (s) = ((I'g %9 ) SU'(s) .
b R |21)

Nun gilt fiir den Kreisbereich: (Abb.5)

Ye2)

Demgegeniiber wird fiir die Ebene mit
kreisférmigem Loch: (Abb. 6)

(f +iTeq)s = (N+iT)el® = X +iY

(ﬂ-g -iT )s =(N- 1T)e oo iYL

(N+iT)e!® = - (X +1Y,)
(23)

(N-iT)e 9 - (X_-1Y_)

und wir erhalten die Gl. (58) entsprechenden Randbedingungen (24), wobei sich
das Pluszeichen der rechten Seite auf den Kreis|t] {4 und das Minuszeichen
auf die Ebene mit kreisférmigem Loch I§l)1 als Fundamentalbereich beziehen,

sm“s)cp )+ 50’ (s) <F(§)-sw_s)<1>' s)-s0 (s) ¥ (s) = £(X_-1Y ) ()
(s) B(s) + s (s) §(s) - 50(s) §() - s (s) ¥ (s) =+ (X_+1¥ J'(s) .

Ausgehend von diesen Randbedingungen, l4sst sich mit Hilfe von Cau-

(24)

chy-Integralenebenfalls ein systematischer Ldsungsweg zur Bestimmung der
Spannungsfunktionen angeben, falls die Bildfunktionen rational sind  (Lit. 4,
p362ff). Es sei lediglich erwihnt, dass hier die Spannungsberechnung schon
bei ganzen rationalen Bildfunktionen (Polynomen) auf ein zusitzlicheslineares
Gleichungssystem fiihrt.
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b) Hinweis auf die Auswertung der Belastungsintegrale an der Ebene mit

kreisformigem Loch.

Die allgemeine L&sung fiir die Spannungsfunktion (I)(S ) im Bereich Ijl)l

lautet : 1)
2T
X +1iY X+iY
) - e | s - (25)
2nif | s 8Tt -v) §
o
S = e’le ; ds =iewd9 = isd@ .
% cmy 10 '
X, +iY, = - (N+iT)e"~ =-(N+1iT)s
X, Y : x- bezw. y - Komponente der Resultierenden der Randbe-
lastung.
¥y Querdehnungszahl.

8

Nun erzeugt eine im Punkt s = el® angreifende Kraft N +1T im Punkt §o= ?oée"’
denselben Spannungszustand ﬂ-g » 0y . Tgg wie die inden Punkt +1gedrehte und

Abb, 6.

aus denselben Komponenten be-~
stehende Kraft N' + i{T' im Punkt
§o =§ocl®-®)  (abh. 6).
Diese Eigenschaft gilt sinnge-
méss auchfiir einen ganzen Be -
lastungshiigel N(8) +iT(8), des-
sen Resultierende etwa der be-
zeichneten Kraft

X +1iY = - (N+iT)s

entsprechen mbge.

1)Lit. 4,p 365, Diese L3sung folgt aus der zweiten der oben stehenden Randbe -

dingungen (24).
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Durch Gleichsetzen der beiden Spannungsfunktionenl) ¢(§o) y (I)(g;))
erhalten wir die Beziehung

2 2T
1| N@ @] 4, NeiT)s .1 [v@sTe)] ., Vet
2Mifo | s-fo sT1-»f  2M§o ) s-§, 8M1-%§,
[ 0 (26)
Infolge
1 1 el® s

TS g g

ist die Invarianz des zweiten Terms der rechten Seite in Gl. (25) evident. D.h.
die Gleichheit der Spannungsfunktion é(;) zieht auch die Gleichheit der Be-
lastungsintegrale mit sich. Wir schreiben in Analogie zur GL (71, II/2) :

2T

) - iy | 25 e - faen® e
o]

1(8) = reelle Funktion .

Die erste Ableitung von Jo(g) ist in diesem Sinne nicht "invariant", wohl aber,
wie sich leicht einsehen liisst,2 der Ausdruck

27 or
ey 1 1(8) s 1 1(8) s ’
§56) =+ 2“50 s-¢ ds T (S'S)st . (28)
O

Da der erste Term rechter Hand mit Formel (27) beriicksichtigt werden kann,
definieren wir :

2T
- g ff—;—)zds = 2Bl . (29)
o .

Die Einflussfunktionen A o B o Co’ Do erhalten wir analog zum Vorge-
hen bei der Halbebene aus dem konzentrierten Lastangriff N=+1, T = +l an
der Stelle (+1, 0). Der Grenziibergang 1liuftauch hierauf eine Integrationund
nachfolgende Wiederableitung hinaus, wobei fiir s der Wert +1 zu setzen ist.
Wir gelangen damit zu den Funktionen

Ubie Gleichheit der Spannungsfunktionen Q(;) folgt aus der Gleichheit der
9 )Spanmmgs summen,
Man vergleiche etwa die Beziehungen (15, II/1) .
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1 1
A =Re{-—— ——} ; B =1Imj-——
° ° Tig 1-§ o=

1 1
Trig 1-§

(30)
1 1 1 1
C Re {- — ———; Dy=Im {- — ——>1r ,
° [ Ti(1-§) ° { T a-f)

die sich aus dem Aufbau der Belastungsintegrale ebenfalls direkt einsehen
lassen und fiir welche, Ghnlich wie bei der Halbebene, "Einflussfliichen" aufge-
zeichnet werden konnten. Die Auswertung dieser Einflussflichen fiir eine vor-
gegebene, reelle Belastungsfunktion f(8) geschieht in der Gl.(72, III/2) ent-
sprechenden Form (31) .

o8¢ %
M) = | A6 §)1(g0a0 = | 4G, 0 0 1@)d0. | (31)
6 -6 0
[o} [

Oc, 8, = Anfangs- bezw. Endpunkt des belasteten
Kreisbogenstiicks.

Mit Hilfe der 4 Funktionen A . .... Do lassen sich auch hier nicht nur die
Belastungsintegrale der Ebene mit kreisférmigem Loch selbst auswerten. Bei
Bereichen, die aus diesem Fundamentalbereich durch konforme Abbildung her-
vorgegangen sind, gelten die Einflussfunktionen ebenfalls, wenn die Belastun-
gen N, T durch die entsprechenden "fiktiven" Werte

N*+1iT* = (N +1T)@'(s) ; N*-1iT* = (N - iT) ' (s)

ersetzt werden.
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