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I. EINLEITUNG.

Der Anwendungsbereich der ebenen Elastizitätstheorie wird im we¬

sentlichen durch die Bestimmung des Spannungs- und Formänderungszustan¬

des in Scheiben und Platten aus elastisch-isotropem Material umschrieben.

Bei der Behandlung solcher Aufgaben werden wir, gewisse vereinfachende An¬

nahmen vorausgesetzt, in jedem Fall auf ein Bipotentialproblem geführt, was

dem ganzen Aufgabenkreis der ebenen Elastizitätstheorie, vom mathemati¬

schen Standpunkt aus gesehen, eine gewisse Einheitlichkeit verleiht.

Ueberblickt man andererseits die Fülle der in der Literatur behan¬

delten Probleme, so steht diesem mathematisch einheitlichen Charakter eine

grosse Anzahl von speziellen Ansätzen und Lösungswegen gegenüber, die meist

so eng auf den vorliegenden Einzelfall, etwa die Form der Randkurve oder die

Art der Randbedingungen zugeschnitten sind, dass eine Verallgemeinerung des

Vorgehens schon bei eng begrenzten Problemgruppen nicht mehr gelingt. Tritt

ein noch "ungelöstes" Problem auf - und das ist in der Praxis meist der Fall -

so sieht sich der rechnende Ingenieur vor die Schwierigkeit gestellt, einen ge¬

schickten Ansatz oder ein im vorliegenden Fall geeignetes numerisches Vor¬

gehen suchen zu müssen, was Erfahrung und mathematisches Fingerspitzen¬

gefühl erfordert.

Die Abhängigkeit von einem "geschickten" Ansatz und die damit ver¬

bundene Unsicherheit, ob man auf dem einmal eingeschlagenenWeg überhaupt

zum Ziel gelangt oder nicht, wird dabei meist als unangenehmer empfunden als

ein zum vornherein abschätzbarer, noch so bedeutender Rechenaufwand einer

in ihrer Systematik unfehlbaren "Methode". Ferner darf nicht übersehenwer¬

den, dass uns heute in den vollautomatischen und den programmgesteuerten

Rechenmaschinen zusätzliche Hilfsmittel in die Hand gegeben sind, die eine

rationelle Bewältigung eines grossen Rechenaufwandes erlauben, sofern sich

die auszuführenden Operationen in ein gewisses Schema einordnen lassen.Die

Differenzenrechnung und die unter dem Sammelbegriff der "Relaxationsmetho -

den" zusammengefassten Verfahren kommen dem Verlangen nach Systematik

entgegen und verdanken wohl nicht zuletzt diesem Umstand ihre wachsende Ver¬

breitung.

Ohne andererseits den Fehler zu begehen, die Fülle der Problemstel¬

lungen der ebenen Elastizitätstheorie nach eintm einzigen, zum vornherein

festgelegten Schema anpacken zu wollen, bleibt doch zu untersuchen, ob sich
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nicht zumindest für ganze Problemgruppen ein einheitliches und systemati¬

sches Vorgehen angeben lässt. Das in der vorliegenden Arbeit verwendete

Verfahren stellt eine in der Praxis noch kaum beachtete, in diese Richtung

weisende Möglichkeit zur Lösung von ebenen Randwertaufgaben dar.

Ausgehend von der Tatsache, dass bei Scheiben und Platten die Form

des Randes weitgehend die Schwierigkeit der Berechnung bestimmt, liegt der

Gedanke nahe, durch konforme Abbildung des vorgegebenen Bereiches auf ei¬

nen einfachgearteten Fundamentalbereich (Halbebene, Kreis, Ebene mit kreis¬

förmigem Loch) einen Lösungsweg zu suchen. Die ursprüngliche Aufgabe

zerfällt damit in die folgenden Teilprobleme :

- Auffinden der Bildfunktion, die den vorgegebenen Bereich aus dem ge¬

wählten Fundamentalbereich entstehen lässt.

- Lösung eines "modifizierten Randwertproblems" für den Fundamental -

bereich mit gleichzeitiger Ueberträgung der so erhaltenen Elemente des

Spannungs- und Formänderungszustandes in den ursprünglichen Bereich.

Diese Ausdrucksweise lässt durchblicken, dass an eine unmittelbare konfor¬

me Abbildung von Spannungszu ständen nicht zudenken ist. Ein solches Vorge¬

hen ist nur bei Potentialproblemen, wie sie etwa in der Theorie stationärer

Strömungen auftreten, möglich, während wir es hier, wie schon erwähnt, mit

Bipotentialaufgaben zu tun haben.

Die Verwendung der konformen Abbildung bringt die komplexe Schreib¬

weise für die Beziehungen der ebenen Elastizitätstheorie mit sich. Nun lässt

sich jede Bipotentialfunktion mit Hilfe von zwei analytischen Funktionen

der komplexen Veränderlichen z = x + iy ausdrücken. Durch Einführung ana¬

lytischer Funktionen, deren Eigenschaften weitgehend erforscht sind, und un¬

ter Ausnutzung ihrer Fähigkeit, konforme Abbildungen zu liefern, gewinnen

wir recht eigentlich die zur Fragestellung der ebenen Elastizitätstheorie ad-

äquate mathematische Ausdrucksweise.

Die Grundbeziehungen des ebenen Spannungs- und Formänderungszu¬

standes einschliesslich der Randbedingungenwerden damit in grösstmöglicher

formaler Geschlossenheit wiedergegeben. Hierin erschöpft sich indessen die

Leistungsfähigkeit dieser Schreibweise keineswegs, was sich wohl am auffäl¬

ligsten dort zeigen wird, wo sich auf systematischemWege geschlossene Lö¬

sungen konstruieren lassen, die durch intuitives Probieren in der hergebrach -

ten Art schlechterdings unerreichbar wären. Und schliesslich werden uns neu¬

artige Wege zu brauchbaren Näherungsverfahren erschlossen.
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Die zentrale Verwendung der komplexen Funktionentheorie im Zu¬

sammenhang mit Platten- und Scheibenproblemen ist nicht neu. Erste, in

der Anwendung nicht weiterverfolgte Ansätze treten erstmals ums Jahr 1900

auf und stammen von Autoren wie Almansi, Bogglo, Filon. (Lit. 1,2). Nach

(Lit. 4) kommt dem russischen Forscher Kolosov das Verdienst zu, erstmals

eine allgemeine Ableitung derSpannungs- und Verschiebungskomponenten aus

zwei Funktionen einer komplexen Veränderlichen angegeben und darauf bau¬

end einen praktisch gangbaren Lösungsweg für ebene Randwertprobleme ent¬

wickelt zu haben (Lit. 3j. Die Arbeiten von Kolosov bilden die Grundlage für

die vielseitigen und systematischen Untersuchungen von Muskhelishvili, die

ihren umfassenden Niederschlag in dem auch in englischer Uebersetzung er¬

schienenen Buch "Some Basic Problems of the Mathematical Theory of Ela-

sticity"(Lit.4) gefunden haben. Auf dieses Werk wird in der vorliegenden Ar¬

beit vielfach Bezug genommen.

Das wesentliche Verdienst dieses Autors besteht darin, Cauchy- In¬

tegrale herangezogen und damit im Falle rationaler Bildfunktionen einen sy¬

stematischen Lösungsweg für ebene Probleme der Elastizitätstheorie aufge¬

deckt zu haben. Weitere die komplexe Funktionentheorie in diesem Zusam¬

menhang verwendende Abhandlungen stammen von Pöschl (Lit. 5), Kohl (Lit. 6),

Föppl (Lit. 7), Stevenson (Lit. 8) und verschiedenen russischen Autoren wie

Savin, Sobolev, Mikhlin, u.a., wofür auf die in (Lit. 4) gemachten Angaben ver¬

wiesen werden muss. Ueber den elementaren Anwendungsbereich der ebenen

Elastizitätstheorie hinausgehend, haben sich Mikhlin und andere auch mit an¬

isotropen Medien und dem Kontaktproblem zwischen Körpern mit verschie -

denen elastischen Eigenschaften befasst. (Lit. 4). Von Sobrero-Schmldt (Lit. 9/

10) liegt ferner der theoretisch interessante Versuch vor, den ebenen Span¬

nungszustand mit Hilfe einer einzigen, hyperkomplexen Spannungsfunktion zu

beschreiben, während Stahl (Lit. 11) den Zusammenhang zwischen den komple¬

xen und hyperkomplexen Spannungsfunktionen herstellt. Schliesslich sind kom¬

plexe Zahlengrössen auch bei Verfahren, die sonst ausschliesslich mit reellen

Funktionenklassen arbeiten, eingeführt worden. So lässt sich etwa der stetige

Uebergang von der total eingespannten zur frei aufliegenden Platte, durch den

Bereich der elastischen Einspannung hindurch mit einem System von Eigen¬

werten beschreiben, die sich vom Komplexen ins Reelle hinüber verschieben

(Lardy, Lit. 12).

Wenn auch die macnemanschen Grundlagen des in der vorliegenden

Arbeit verwendeten Vorgehens als einigermassen gesichert gelten können,
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und überdies einige einfache Beispiele mit Hilfe der konformen Abbildung

gelöst worden sind, so kann doch andererseits nicht übersehen werden, dass

hier von den bestehenden Ansätzen bis zu einer für die Praxis gebrauchs¬

fertigen "Methode" noch ein weiter Weg zurückzulegen ist. Das Ziel der vor¬

liegenden Arbeit besteht recht eigentlich darin, das von Muskhelishvili vor¬

geschlagene Verfahren nach der praktischen Seite hin auszubauen und damit

einer direKten Verwendbarkeit näher zu bringen.

Die durchgeführten Untersuchungen beziehen sich einerseits auf den

Problemkreis der konformen Abbildung, andererseits auf den Spannungszu¬

stand einfach-zusammenhängender, semi - infiniter Bereiche, die durch kon¬

forme Abbildung mittels rationaler Bildfunktionen aus der unteren Halbebene

hervorgegangen sind. Die Abschnitte 111/1-4 gelten der Ausarbeitung ge¬

brauchsfertiger Spannungsformeln. Ist die Bildfunktion ein Polynom, so las¬

sen sich einfache, geschlossene Ausdrücke angeben. Bei gebrochen - rationa¬

ler Bildfunktion müssen die Spannungsfunktionen durch einen rationalen Aus¬

druck ergänztwerden, dessen Koeffizienten sich aus einem linearen Gleichungs¬

system bestimmen lassen. Die zur Spannungsbestimmung notwendigen Opera¬

tionenwerden im Falle rationaler Bildfunktionen im wesentlichen auf ein Aus¬

werten von Cauchy-Integralen zurückgeführt, wofür in Abschnitt HI/2 ein ein¬

faches Verfahren angegeben wird.

Aus der Absicht heraus, die gewonnenen Spannungsformeln auch für

beliebig begrenzte, einfach-zusammenhängende Bereiche verwendbar zu ma¬

chen, stellt sich uns die Frage nach einer Technik, die eine Annäherung der -

als bekannt vorausgesetzten - Bildfunktion durch einen rationalen Ausdruck

erlaubt. Diese Umwandlung vollzieht ein Verfahren, das sich auf den von Prof.

Rutishauser am Institut für angewandte Mathematik an der ETH entwickelten

Quotienten- Differenzen Algorithmus (Lit. 18) stützt und als wesentliches Er¬

gebnis der vorliegenden Arbeit angesehen werden kann. Im Abschnitt m/5

wird das Vorgehen an einem Beispiel aus der wichtigen Klasse der polygonal

begrenzten Bereiche erläutert.

Im Verlaufe dieser vorwiegend den praktischen Möglichkeiten des

verwendeten Verfahrens gewidmeten Untersuchungen müssen wir uns auf

Scheibenprobleme und hier auch wieder im wesentlichen auf das erste Rand¬

wertproblem einfach zusammenhängender, semi- infiniter Bereiche beschrän¬

ken. Wegen der allgemeingültigen Systematik des Vorgehens, das unmittelbar

auf dem Bipotentialcharakter der ebenen Elastizitätstheorie aufgebaut ist,
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lassen sich indessen die gewonnenen Erfahrungen

rer Randwertaufgaben der Platten- und Scheibenth«

was vor allem für die dem Problemkreis der konforir

Untersuchungen gilt.

Der Anhang (S. 90) ff) enthält einige kurze Abt

bau der Arbeit zu entlasten, aus dem Zusammenhang

sind. So wird ein Verfahren zur Abbildung der Ha

mierte" semi-infinite Bereiche angegeben, das als

sen Annäherung an die Bildfunktionen von in weite

gebenen Bereichen dienen kann. Ferner finden si
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nieur noch wenig vertraut ist und es in der Fachl

Darstellungen dieser Art fehlt, muss den elements

nen Elastizitätstheorie und denfunktionentheoretisc

den Abschnitt ein breiter Platz eingeräumt werden

Einführung, wo immer es geht, auf mathematische

ten uns im wesentlichen an die von Muskhelishvüi gf

Wenn auch die komplexe Schreibweise und Rechent

einige Mühe bereiten wird, so macht sich doch der

durch den Gewinn an formaler Ueberslchtlichkeit si

wa ein Blick auf den einfachen Aufbau der Spannung,

( 14 ) genügen sollte.

der Behandlung ande-

; ebenfalls verwerten,

bbildungen gewidmeten

ungen, die.umdenAuf-

aus genommen worden

ene auf "wenig defor-

adlage zur schrittwei-
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ort ein paar Hinweise
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n. THEORETISCHE GRUNDLAGEN.

1. Die Grundbeziehungen der ebenen Elastizitätstheorie

in komplexer Schreibwelse.

In einem engeren Sinne verstanden, beherrschen die Grundbeziehun¬

gen der ebenen Elastizitätstheorie die drei folgenden Probleme :

- Den ebenen Formänderungszustand prismatischer Körper, der sich ein¬

stellt, wenn die Verschiebungskomponentenw inRichtung der Erzeugen¬

den (x,y = konst.) verschwinden und die restlichen u,v nur von x und y

abhängen.

- Den ebenen Spannungszustand dünner Scheiben, die lediglich durch in der

Scheibenmittelebene wirkende Kräfte beansprucht werden. Liegt diese

Mittelebene parallel zur xy
- Ebene, so gilt im ganzen Bereich mit guter

Näherung :

ffz = Txz = 1yz = 0
.

- Das Problem der Momentenbeanspruchung dünner Platten, die senkrecht

zu ihrer Mittelebene belastet werden.

Die Beziehungen des "ebenen Formänderungszustandes" bleiben in

vollem Umfang auch für den "ebenen Spannungszustand" bestehen, sofern hier

die Querdehnungszahl V ersetzt wird durch

Auf die zuletzt angeführten Plattenprobleme lassen sich die Ergeb¬

nisse des ebenen Formänderungszustandes, entsprechend der doch etwas an¬

ders gearteten Fragestellung, nicht ohne weiteres übertragen. Eine Abklärung

dieser Verhältnisse kann im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht durchge¬

führt werden. Die folgenden Ableitungen beziehen sich, wenn nichts anderes

gesagt wird, immer auf den "ebenen Formänderungszustand". Ferner sei

nochmals darauf hingewiesen, dass es sich in den weiteren Abschnitten dieses

Kapitels nur um eine Zusammenstellung der später benötigten, fundamentalen

Beziehungen handelt. Für ausführliche Ableitungen wird auf das als weglei¬

tend benützte Werk (Lit. 4 ) verwiesen.

a) Die Grundgleichungen.

Die Lösung ebener Probleme der Elastizitätstheorie kommt unter

Voraussetzung eines homogenen, elastisch-isotropen Mediums und bei Ab¬

wesenheit von Körperkräften und Temperaturänderungen nach Airy dem Auf-
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finden einer einzigen, reellen Hilfsfunktion U(x y) gleich, die im vorgegebenen

Bereich der Differentialgleichung

A AU = 0 | (1)

genügt und überdies an den Rändern des Bereiches gewisse vorgegebene Be¬

dingungen erfüllen muss. Aus ihr folgen die Spannungskomponenten durch

Differentiation zu :

<Tx -

Ä. (Tv -

ÄL
.

Txv

- -

J^ïï
V

' Y
Ox2

' LXy '

3x0y
'

Wir ersetzen jetzt xund y durch die konjugiert komplexen Veränderlichen z, z

gemäss :

z = x + iy

z = x - iy .

Für die Symbole der partiellen Ableitungen gelten die Ausdrücke :

j é> Oz D j)z
_

3_ 3
9x Tz" ISx + TF Px ~5z~ + TfF

3 3_ dz d 32"
_ j / 3_ 3 %

3y
"

1z öy"
+
^1" ày iyTz~

"

"71"'

(2)

(3!

2-
3 3 . 3

.

,3.3 <£
"Tz"

=

TT _1Ty" » *Tï
=

IT

und hieraus folgt für den C\ - Operator :

A 32 32
,

32
A

= s- + K- = 4

Dx2 3y2 3z3z

Die Bipotentialfunktion U genügt somit der Beziehung

3*u
. o.

uz 3:z dz

(5)

(6)

Aus Gl. ( 6 ) und der Bedingung, dass U nur reelle Werte annehmen soll, er -

hält die Airy' sehe Spannungsfunktion folgenden allgemeinen Aufbau :

2U = z f(z)+ z f(z) +9((z) + Mz) . | (7)

ff(z),'X(z) stellen hierin vorderhand beliebige analytische Funktionen des

komplexen Argumentes z dar; mit f(z), y (z) bezeichnen wir die hiezu kon¬

jugiert-komplexen Funktionen. Mit Gl. (7) wird die Spannungsfunktion U auf

2 analytische Funktionen der Veränderlichen z = x + iy und z = x - iy zu¬

rückgeführt, was, wie schon eingangs erwähnt, von grosser praktischer Be¬

deutung ist, da die Eigenschaften dieser Funktionen weitgehend erforscht sind.
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Die Elemente des Spannungszustandes lassen sich jetzt mit Hilfe der

Symbole ( 3 ) aus den Gl. ( 2 ) und ( 7 ) berechnen.

(Tx + Üy = 2[$(z) +$(z)]= 4 Re|l(z) }

(Ty - (Tx + 2i Txy =2 [z £'(z) + V(z)] .

Hierin bedeuten: Re = Realteil, (Im = Imaginärteil)

I(z) = f(z) = -^)

(8)A

Die Spannungen sind in ihrem

positiven Wirkungssinn ein¬

gezeichnet.

Abb. 1.

Ohne näher darauf einzutreten, sei noch der Ausdruck, der den Verschie¬

bungszustand beschreibt, erwähnt.

2G(u + iv) = (3 -49) ^(z) - z f(z) -t'(z) (9)

u,v : Verschiebungskomponenten in x - bezw. y
- Richtung.

G =

E

2"7j—ry Schubmodul, V : Querdehnungszahl

yw =X(z).

Ein Problem der ebenen Elastizitätstheorie ist gelöst, wenn wir die

im vorgegebenen Bereich analytischen Funktionen Y (z), t'(z) bezw. deren

'Lit. 4 p. 112. Das Zusammenfassen der Elemente des Spannungszustandes
in der vorliegenden Art besitzt wesentliche praktische Vorteile ; vgl.
Transformationsformeln (14).
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Ableitungencj> (z),Y (z) kennen, was nachfolgend an einem einfachen Beispiel

dargestellt werden soll.

Beispiel.

Eine Rechteckscheibe von der Länge 2a, der Breite 2b und der Dicke h wird

durch ein konstantes Moment M beansprucht, welches an denRändern y = ±a

durch linear verteilte Spannungen gemäss p(x) =
—g x aufgebracht worden

sei. (Abb. 2).
b

Die Randbedingungen lauten :

für y = t a ist ffy = -^ = -*M x ; Tyx = 0 ;
h 2bJh

für x = t b ist fx = 0 ; Xxy = 0
.

Die Airy' sehe Spannungsfunktion dieses Problems ist bekannt.

u =
-M-„ x3

.

4hb3

Diese Funktion bringen wir nun auf die Form der Gl. (7).

1)

2U

und damit gilt

M z + z >3

2h b3
)3 =

—M-»[ 3(zz2+zz2) + z3+z3];
16h b31"

- i.J 8 h b"516h b3 8h b°

1)

*w -5fe *. »«-fw-Ä^w-'r'w.Jä-
Vgl. Girkmann, Lit. 21, p. 50.
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Hieraus lassen sich die Spannungskomponenten nach Gl. (8) berechnen.

<rX+<Ty = 4Re{?(z)} =

~$x

(Ty -<Tx + 2ifxy =2[(x -iy)]^. 8F53(x + iy,] = ^ x

d. h. (Tx = Txy = 0 ; (Ty
3M

2hb3
x

.

Zur Bestimmung des Verschiebungszustandes gehen wir von Gl. (9) aus, wo¬

bei V durch -j-^—^ zu ersetzen 1st, da es sich hier um eine dünne Scheibe

(ebener Spannungszustand) und nicht um einen langen prismatischen Körper

handelt. Mit G =

2 ,jE+ . wird:

E (u + iv) = (3 - V) f(z) - (1 + tf )z Y'(z) - (1 + )>)V(b)

2

Eu =

« _

-2

_ « »n
3Mz

_

« v>
3 Mzz

_ ,, 0v 3Mz
*

(s v) léhbî (1 +
v)HTS3

(1 +

v>Ï6h~bT

= j||^3 [3z2 -2zz -z2 -->>(z2 + 2z2 + z2)]

=

ïèW
&^-4y2-4.)x2j .

3M3M(y2+Vx2);
Ev

HTb5 2h b3
xy

Bei dieser Verformung verschiebt sich der Ursprung nicht, und die verform¬

te Scheibe bleibt zur x-Axe symmetrisch. Hätten wir etwa fordern wollen,

dass der Endquerschnitt y = -a seine ursprüngliche Lage beibehält, so müss-

ten die Spannungsfunktionen f, Y durch gewisse, den Spannungszustand nicht

beeinflussende Terme ergänzt werden. Vgl. hiezu Abschnitt n/lc .

b) Verhalten der Spannungsfunktionen bei Koordinatentransformationen.

a) Translation

y,

*1 1

oP

Vo —-V
1
1

» X(

*0 Abb. 3.

Es seien z = x + ly und

zl = xl + iyl die Ko~

ordinaten desselben

Punktes P im alten und

Im neuen Koordinaten¬

system. (Abb. 3).
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Dann gilt z = z, + z
,
wobei z die Koordinate des neuenUrsprungs im alten

Koordinatensystem darstellt. Wir bezeichnen ferner mit T bezw. 7^ und t

bezw. Y . die Spannungsfunktionen, die im alten, bezw. im neuen Koordinaten¬

system dieselbe Rolle spielen.

Die Ausdrücke für die Spannungskomponenten bleiben bei einer rei¬

nen Translation des Koordinatensystems invariant. Zwischen den entspre¬

chenden Spannungsfunktionen in den beiden Systemen bestehen nach Gl. ( 8 )

somit die folgenden Beziehungen :

§(z) = (^(zj) = $j(z - zQ)
1)

(10)

"z§(z) +Y(z) = z^'jtej) +Nr1(z1) = (z - z^jte - z0)+Tj(z-zo)

= z $i(z-z0) +'^1(z-z0) -I0$i(z-z0)

d.h. Y(z) = ri(z-z0)-£0$'1(z-z0)2). (11)

Durch Integration wird

f(z) = fj(z - z0) ; y(z) = ^(Z - zQ) - io fya - z0). (12)

Die Spannungsfunktion 7 ist invariant gegenüber einer Parallelverschiebung

des Koordinatensystems, während diese Eigenschaft für die Funktion4* nicht

zutrifft.

ß) Rotation. yA

\

y. .

X -^P

V
y

\ —-"~~
-' y

Das neue Koordinatensystem

geht aus dem alten durch ei -

ne im positiven Winkelsinn

ausgeführte Drehung um den

Winkel a hervor.

Abb. 4.

z = z.e
ia

Zj = ze
-ia

. =

Zj
= ze

ia
(13]

Die Transformationsformeln für die Spannungskomponenten besitzen in der

komplexen Schreibweise die einfache Form :

(Txj + fyt = (Tx + tf"y

(Tyj - <Txj + 2iTxiyi = (ö"y - (Tx + 2iTxy)e 2ia. (14)
3)

TT
von einer rein imaginären additiven Konstanten kann abgesehen werden ;

2). Mit fW^te.) gilt auch z$' (z) = z$'.(z.) = z <£ (z -zj

3;Lit.4,p 25.
°
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Verwenden wir die Beziehungen ( 13 ) und ( 14 ) in der Gl. ( 8 ), so folgt

$(z) = ^(ze"10)

zf(z)+Y(z) = [zeia§;(ze-la) ^(ze^)]e'2ia .

Ferner gilt 4(z) = e'^^^ze"10) und damit

Y(z)=Yi(ze-ia) "2ia

und wir gelangen schliesslich zu folgender Zusammenstellung für das Ver¬

halten der Spannungsfunktionen und ihrer Ableitungen bei einer reinen Dre¬

hung des Koordinatensystems:

f(z) = f1(ze-ia)eia;i(z)=f1(ze-ia)

V(z) = ^(zC-V^Ylz) = Y1(ze-ia)e-2ia .
(15^

>) Polarkoordinaten.

Es sollen die Ausdrücke für die Spannungen und Verschiebungen in

Polarkoordinaten abgeleitet werden.
z = reie

(T : Radialspannung

k^
- (f. : Tangentialspannung

T
t

: Schubspannung

Abb. 5.

Der Spannungszustand lässt sich unmittelbar aus den Ergebnissen des voran¬

gehenden Abschnittes bestimmen.

(fr + <Tt = 4 Re {$(z)J

<Tt-(Tr+2iTrt = 2[z<f(z)+Y(z)]e2le
(16)

Bezeichnen wir mit v und v. die Projektionen der Verschiebung des Punk¬

tes P auf die (r)- bezw. (t)-Axe, so gilt:

u + i v = (v + iv. ) e1
iQ

1)
Lit. 4, p 136.
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Zum Verschiebungszustand gelangt man durch Einsetzen dieser Beziehung

in Gl. ( 9 ).

2G(vr + ivt) = [(3-4*)^(z) -zf'(z)-V(z)]e"ie (17)

16 -i ö
Denken wir uns schliesslich z überall ersetzt durch re ( z = re ),

so ist mit den Gl. (16) und (17) der Uebergang von den kartesischen zu den

Polarkoordinaten vollzogen,

c) Eindeutigkeit und andere allgemeine Eigenschaften

der Spannungsfunktionen.

Infolge der Eindeutigkeit des Spannungs-und Formänderungszustan¬

des elastischer Körper 'und aus dem analytischen Charakter der ebenen Pro¬

bleme ergeben sich für die Spannungsfunktionen i(z),t(z) eine Reihe von Ei¬

genschaften, deren wichtigste hier ohne Beweis angegeben seien.

i (z) undV(z) sind im vorgegebenen Bereich analytische Funktio¬

nen der komplexen Variabein z = x + iy, womit die Spannungen und Verschie¬

bungen ihrerseits zu analytischen Funktionen der Variabein x und y werden.

Bei einfach zusammenhängenden Bereichen sindf(z) undr (z) zudem eindeutig
3)

und somit holomorph '. Bei mehrfach zusammenhängenden Bereichen kön -

nen sie mehrdeutig sein infolge Vorhandenseins von logarithmischenTermen.

Bei vorgegebenem Spannungszustand sind die Funktionen fund V be¬

stimmt bis auf die folgenden, den Spannungszustand nicht beeinflussenden

Glieder :

•f(z) : f(z) + C iz + y

V(z) : V(Z)+^ .

C : beliebige reelle Konstante

j, i
'

: beliebige komplexe Konstanten.

Ueber die drei freien Konstanten C, >, >' wird in der Regel so verfügt, dass

gilt

(18)
4)

^Betreffend der Möglichkeit vieldeutiger Verschiebungen in mehrfach zusam-

„^menhängenden Bereichen siehe Lit.4, pl57ff.
„(Der Rand wird nicht zum Bereich gezählt.
'Eine Funktion ist in einem Bereich holomorph, wenn sie an jeder Stelle z

des Bereiches nach ganzen positiven Potenzen von (z - z ) entwickelt wer¬

ben kann.
'Die Beziehungen (18) sind aus den Gl. (8) ohne weiteres ersichtlich.
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f(0) = 0 ; Im

oder f(oo)= 0 ; Im,

f

r
(œ)

= ° ^(o) = °

-° ;r(œ)=o.
(19)

Wird der Verschiebungszustand vorgegeben, so ist der Spannungszu -

stand damit ebenfalls eindeutig festgelegt. Die Konstanten C, », .' unterlie¬

gen indessen noch zwei zusätzlichen Bedingungen, die wir durch Einsetzender

Beziehungen ( 18) in die Gl. (9) erhalten.

2G(u + i-u) = 2G(u + io) +4 C iz (1 -U) + (3 -A^f-p | (20)

d.h. C = 0 ; (3-4i>)^-^' =0. I (21)

Demzufolge kann in diesem Fall nur noch eine Forderung, etwa i = 0
,

er¬

füllt werden. Aus der Beziehung (20) geht hervor, dass die Konstanten C,>, t

nur eine starre Bewegung des ganzen Körpers und keine Verzerrung erzeugen.

Da eine solche Verschiebung den Spannungszustand nicht beeinflusst,wird der

grössere Freiheitsgrad im ersten Fall, wo nur die Spannungen vorgegeben sind,

verständlich.

d) Die Randbedingungen.

In der praktischen • Anwendung treten grundsätzlich zwei Typen von

Randwertaufgaben auf :

- Erstes Randwertproblem (I). Gesucht ist das elastische Gleichgewicht

in einem Bereich S, wenn am Rande L vorgegebene Kräfte angreifen.

- Zweites Randwertproblem (II). Gesucht ist das elastische Gleichgewicht

in S unter vorgeschriebenem Verschiebungszustand am Rande" L.

Daneben kommt auch das "gemischte" Randwertproblem vor, bei welchem auf

einem Teil des Randes die Spannungen und auf dem anderen die Verschiebun¬

gen festgelegt sind, 'wir lassen dieses letztgenannte Problem ausser Acht und

beschränken uns zudem auf einfach zusammenhängende Bereiche.

Für das Problem II lassen sich die Randbedingungen direkt mit Gl. (9 )

angeben. Bezeichnen wir mit t einen beliebigen Randpunkt, so gilt :

(3 - U) f(t) - t W) -T(t) = 2 G (gl + ig2). | (22)

^Lit. 4, p420, 457.
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Die Funktionen gj = gj (s) bezw. g2 = g2 (s) stellen die Verschiebungen der

Randpunkte parallel zur x- bezw. y-Axe dar. s ist dabei ein reeller Parame¬

ter zur Bezeichnung des Randpunktes, etwa die Bogenlänge, gemessen auf dem

Rand von irgend einem Anfangspunkt aus.

Im Falle der Randwertaufgabe I halten wir uns an eine Formulierung

der Randbedingungen, die unmittelbar aus Gl. (8) folgt.'

Für das in Abb. 6 eingezeichnete

Randelement t, dessen nach aus¬

senweisende Normale mit der re¬

ellen Axe den Winkel a einschlies-

sen möge, gilt nach Gl. (8) und (14) :

*-x

Abb. 6.

^n + Ç = 2 [$(t) + &t)]

(Tt-(rn+2iTnt = 2 ß*(t) At),] .*.

Wir erhalten die gesuchte Randbedingung durch Subtraktion dieser beiden

Gleichungen,

f>(t) + fytj - e2ia p $(t) +Y(t)] = (Tn - iTnt = N - i T | (23)

wobei N, T die Normal- und die Tangentialkomponente der auf das Randele¬

ment einwirkenden äusseren Kraft darstellt.

Einem Satz von Kirchhoff über die Eindeutigkeit des elastischen Gleich¬

gewichtes in einem festen Körper entnehmen wir, dass durch Angabe der

Randbedingungen nach Gl. (22) oder (23) der Spannungszustand und damit in

den von uns betrachteten einfach zusammenhängenden Bereichen auch die

Spannungsfunktionen (bis auf gewisse, unwesentliche Terme) eindeutig be¬

stimmt sind.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit wird sein, für die Klasse der semi¬

infiniten Bereiche einen gangbaren Weg zur Bestimmung der Spannungsfunk¬

tionen aus den Randbedingungen der Form (23) aufzuzeigen. Bevor wir indes-

In Lit. 4, p 145 wird eine weitere, der Gl. (22) nahe stehende Form der Rand¬

bedingungen für das erste Randwertproblem angegeben, die in enger Bezie¬

hung zum Problem der am Rande total eingespannten Platte steht.

y * t A

4-

/

/y
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sen an diese Aufgabe herantreten können, müssen in den folgenden Abschnit¬

ten die wesentlichen funktionentheoretischen Hilfsmittel zusammengestellt

werden.

1)
2. Eigenschaften der Cauchy-Integrale.

a) Begriffe und Definitionen.

Durch eine geschlossene, stetig

verlaufende und sich nicht über¬

schneidende Kurve L wird die

Gauss' sehe Ebene in 2 Bereiche

S+ und s" geteilt. Wir wählen auf

dem Rande L - der selbst weder

zu S+ noch zu S" gezählt wird -

einen Umlaufsinn so, dass der innere Bereich S+ links vom Rand zu liegen

kommt.

Auf L sei eine endliche, integrierbare Funktion definiert,

f(t) = fj(t) + if2(t)

die keineswegs analytisch zu sein braucht. Ein Ausdruck von der Form

Abb. 7.

F(z) =

1

TUT

(D

r f(t)dt
T^z~ (24)

heisst Cauchy-Integral und definiert eine in der ganzen Ebene, mit Ausnah¬

me der auf L gelegenen Punkte, holomorphe Funktion, die für z — oo zu Null

wird.

Für Punkte z = t
,
die auf L liegen, wird der Ausdruck (24) zu ei¬

nem uneigentlichen Integral, da der Integrand bei t = t über alle Grenzen

wächst. Lässt sich dem Integral

(L)

f(t)dt
t-t. (25)

dennoch ein endlicher Wert zuordnen, so nennen wir ihn Hauptwert des Cauchy-

Integrals an der Stelle z = t
.
'Dieser Hauptwert ist nun keinesfalls identisch

mit dem Grenzwert des Ausdrucks

1)
2)
Für ausführliche Herleitungen s. Lit. 4, p 253 ff oder Bieberbach Lit. 14.

Für eine hinreichende Bedingung, die f(t) in der Umgebung von t erfüllen

muss, damit der Hauptwert existiert, siehe Lit. 4, p 258.
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lim

z-* t„

1

2ïïi

L J

f(t) dt

t -z

falls sich z dem Randpunkt t von links oder rechts - d.h. aus dem Bereich

S+ oder s" her-nähert. Für diese Grenzwerte, die mit F+(t ) bezw. F~(t ) be¬

zeichnet werden, gelten vielmehr die Formeln :

FX> = \ f<V+ m

F"(V. = lf(V + ^m

*Mo - à «W *<*„>

Ut) dt

t -t_ -l^oHF^)

(26)

oder

F+(to)- F"(t0)

F+(to) + F'(V
1

TT
L>
W=2"<«o)

(26'

Für die Ableitungen nach z von Cauchy-Integralen gilt:

F*(z)

(z)

1

21JÏ

L

k'.

2-rri

f (t) dt

(tj-z)2
I

f(t)dt

(t-z)k+1

(27)

b) Die Berechnung von Cauchy-Integralen.

In den wichtigen Sonderfällen, wo f(t) selbstRandwert einer in S+ oder

S analytischen Funktion ist, lassen sich die zugehörigen Cauchy- Integrale

nach bekannten, in je<i?m Lehrbuch über Funktionentheorie enthaltenen For¬

meln einfach berechnen. Es gelten die Sätze :

Ist die Funktion f (z) holomorph in S+ und stetig mit Einschluss der

Randpunkte (symbolisch geschrieben S+ + L), wo sie die Werte f(t) annehmen

möge, so wird

1

"2ÜT

1

irr
L

f(t)dt
t - z

f(t) dt

t - z

f(z) für Punkte z in S+,'

für Punkte z in S

(28)
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«If1)

Ist f(z) holomorph im Bereich S
,
der den unendlich fernen Punkt enthält

und stetig in S + L, so gilt :

1

2TTi

1

2JTi

f(t) dt
= -f(z)+f(co)

^
= + f(co)

t - z
v '

für z in S,

für z in S*

(29)

Die Umkehrungen der Sätze (28) und (29) treffen ebenfalls zu.

Notwendig und hinreichend, damit f(t) den Randwert einer in S+ holo¬

morphen Funktion darstellen kann, ist die Gültigkeit der Beziehung

1

2TH
Ht) dt

= 0
t - z

für alle z in S. (30)

Notwendig und hinreichend, damit f(t) den Randwert einer in S holomorphen

Funktion darstellen kann ist die Gültigkeit der Beziehung

1

2TTT iÖL^ = konst. für alle z in S* (31)

Die Sätze (28) und (29) lassen aich auch auf Funktionen verallge¬

meinern, die im vorgegebenen Bereich nicht durchwegs holomorph sind, son¬

dern in einer beschränkten Anzahl von diskreten Punkten a«, aOI ... a
J. i m

Pole von beliebiger, endlicher Vielfachheit besitzen.

f(z) = fQ(z) + G1(z) + G2(z) + + Gm(z)
m

(32)

Hierin bedeuten f (z) eine im ganzen Bereich holomorphe Funktion und G.(a)

den Hauptteil des 1-fachen Poles der Funktion f(z) an der Stelle z = a.^, d.h.

G.(z) =

'il '12

T*"
-

z-a.
+

(z-at)a
+'"

y,
(z " aj)1

(33)

Enthält der vorgegebene Bereich den unendlich fernen Punkt, so ist für den

Hauptteil eines allfälligen Poles von f(z) bei z = oo zu setzen :

<Wi> C + C^Z + + CfcZ" (34)

'Eine Funktion f(z) ist "holomorph im unendlich fernen Punkt", wenn für

Punkte z mit grossem Absolutwertlz|folgende Entwicklung gilt:

f(z)
ai ao

+ — + —s +....; mit f(oo) = an
Z 7& U
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Für die Funktion (32) '
gilt, falls ihr endlicher Definitionsbereich S+ die

Punkte a.
. . . . a„ enthält :

l m

2TTi

L

27Ti

L

^rf- = f(Z)-G1(z)-...-Gm(z)

f(t) dt

t -z
- G,(a) -

...

- G (z)

für z in S+

für z in S
.

(35)

Liegen die Pole aj am in S
,
wo die Funktion zudem im unendlich fer¬

nen Punkt einen Pol der Form (34) haben soll, so gilt analog :

2TTi

L,J

2TTi

t($_d* = -l(z) + G1(z) + . . . +Gm(z) +Gœ(z) für z in S"

#1?" = +G1(i) + ...+GJi) + Gm(z) für z in S+
\. £* X m OD

(36)

L '

c) Besondere Beziehungen für die Halbebene. '

V

Abb. 8

S +

Abb. 8.

Die reelle Axe teilt die Gauss'

sehe Ebene in 2 Bereiche Stöbe¬

re Halbebene) und S (untere Halb¬

ebene). Im Gegensatz zu den oben

betrachteten Fällen läuft hier die

Randkurve selbst durch den un¬

endlich fernen Punkt.

^Funktionen, die sich auf die Form der Gl. (32) bringen lassen, heissen "ra¬

tionale Funktionen". Besitzt die Funktion nur im unendlich fernen Punkt ei -

nen Pol der Form (34), so spricht man von "ganzen rationalen Funktionen".

Funktionen, die in der ganzen Gauss' sehen Ebene, einschliesslich des un -

endlich fernen Punktes holomorph sind, existieren ( ausser den Konstanten)
keine.

2)Lit. 4, p 272 ff.
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Das Cauchy - Integral

F(z) =

r f +00

1

2TTi
f(t) dt

t - z
wird zu

1

2TTi
f(t) dt

t - z

L J -00 J

wobei f(t) eine im allgemeinen komplexe Funktion f(t) = f« (t) + ifnU) der re¬

ellen Variabein t = x darstellt.

Die Formeln (2ö) und (23') bleiben unverändert bestehen, wobei für

das rechts stehende Integral ein "Hauptwert" in zweierlei Hinsicht genom -

men werden muss; einmal wird für t = t der Integrand unendlich, und zu¬

dem ist das Integral über unendliche Integrationsgrenzen zu erstrecken. Die

Formeln (28) und (29) sind durch die folgenden Aussagen zu ersetzen :

Ist f(z) holomorph in S+ und stetig in S+ + L mit Einschluss des un¬

endlich fernen Punktes, wo f(oo) = a sei, so gilt :

y+00

1

21Ti

-orv

*rV*-<w-i.

+00

2Ti

-co*

"2a

für z in S

für z in S

(37)

Für f(z) holomorph in S und stetig in S + L wird analog :

A+CO

1

21Ti
-00'

MJL =.f(z)
i

t - z

2ir i

-00'

,+00

MM.
t - z

+ 2a

für z in S

für z in S+.

(38)

Die Uebertragung der verallgemeinerten Formeln (35), (36) kann direkt er¬

folgen, wobei wir hier voraussetzen, dass der unendlich ferne Punkt keinen

Pol enthalte.

Wir stellen uns erneut die Frage, welche Bedingungen eine Funktion

f(t) erfüllen muss, damit sie Randwert einer in S+ bzw. S holomorphen

Funktion sein kann. Die Antwort lautet :

Für f(z) holomorph in S+ gilt

26



/fCO

1

2ïïi
f(t) dt

_ .

1

t-z
" 2a

-co'

ür f(z) holomorph in S gilt

+00

1

2TT i
f(t) dt _+la

t -z
- +2a

-œ 1

für z in S (39)

für z in S+. (40)

Diese beiden letzten Aussagen sollen nun noch auf eine für die praktische

Anwendung geeignete Form gebracht werden.
'

G*>

Abb. 9.

F(z) = U(x,y) + iV(x,y) = aQ + ajz + . .

n

. .
+ a z

n

F(z) = U(x,y) - iV(x,y) = äQ + ä^z + . .

- -n
. . + anz

F(z) = U(x,-y) -iV(x,-y) = aQ + ajz + . .

n

. .
+ a z

n

F(z) = U(x,-y) +iV(x,-y) =a.Q + ajZ + . .

-n

. .
+ a z

n

F(z) sei eine analytische Funk¬

tion (beispielsweise ein Polynom)

definiert in einem Bereich S der

oberen Halbebene. Aus F(z) wer¬

den neue Funktionengemässfol -

gender Schreibweise definiert :

(41)

Die Funktionen F(z) und F(z) nehmen an konjugiert komplexen Stellen konju¬

giert komplexe Werte an. Ist F(z) in S definiert und dort holomorph, so besitzt

F(z) diese Eigenschaften in S. Fallen diese Definitionsbereiche insbesondere

mit der oberen bezw. der unteren Halbebene zusammen, so gelten die Aussagen:

Ist F(z) eine in der oberen (bezw. untern) Halbebene holomorphe

Funktion, so ist F(z) in der untern (bezw. obern) Halbebene holomorph und

die Randwerte dieser Funktionen sind verknüpft durch die Beziehungen

F+(t) = F"(t)

F"(t) = F+(t)

(42)

^Lit. 4, p. 288.
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Damit lassen sich die Formeln (39) und (40) ersetzen durch die

gleichwertigen Aussagen :

Ist f(z) holomorph in S+ und stetig in S+ + L, dann gilt notwendi¬

gerweise

f +00

1

2Tfi

-oo

^
= +
k für alle z in S+.

t - z 1
(43)

Ist f(z) holomorph in S und stetig in S + L
,
dann gilt analog

r+oo

1

2ffi

-oo

f^dt
= - s-ä für alle z in S"

t - z 2
(44)

Die Beweisführung ist einfach. Ist f(z) in S+ holomorph, dann existiert eine

in S" holomorphe Funktion f(z).

Zwischen den Randwerten dieser Funktionen besteht gemäss Gl. (42) die Be¬

ziehung :

fit) = i\t) = fö)

Mit f(oo) = fTöö) = ä folgt (43) direkt aus (40). Der Beweis für Gl.(44)

wird analog geführt.

3. Zum Problem der konformen Abbildung.

a) Allgemeine Eigenschaften.

Bei der Behandlung von ebenen Randwertproblemen der Elastizitäts¬

theorie werden wir vor die Aufgabe gestellt, einen einfach gearteten Funda¬

mentalbereich auf den vorgegebenen, der Scheibenform entsprechenden Bild-

bereich konform abbilden zu müssen. Da wir uns hier auf einfach zusammen¬

hängende Bereiche beschränken, kommen nur der Kreis, die Ebene mit kreis¬

förmigem Loch und die Halbebene als Fundamentalbereiche in Frage '. Der

besondere Charakter der vorgegebenen Scheibenform wird dabei von Fall zu

Fall bestimmen, von welcher dieser 3 Möglichkeiten auszugehen ist. So denkt

man sich eine allseitig begrenzte Scheibe (etwa ein Dreieck) am besten als

durch konforme Abbildung aus einer Kreisscheibe entstanden, während sich

'Es wird im Verlauf dieser Arbeit ohne weiteres klar werden, warum sich

nur diese 3 Fundamentalbereiche, die sich überdies leicht in einander über¬

führen lassen, für die praktische Anwendung eignen.
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zur Behandlung von semi- infiniten Bereichen, die uns in der Folge fast aus¬

schliesslich beschäftigen werden, die Halbebene als Fundamentalbereich am

besten eignet.

Wir werden uns jetzt die für uns wichtigen Eigenschaften derkonfor-

men Abbildung in Erinnerung rufen, wobei auf Beweisführungen, unter Ver¬

weis auf die einschlägige Literatur ', weitgehend verzichtet wird.

W/i\ sei eine in einem einfach zusammenhängenden Bereich £ der

J-Ebene holomorphe Funktion, die dort überdies jeden Funktionswert nur ein¬

mal annehmen soll. Durch die Bildfunktion

u> <t> (45)

abge-

wird der Bereich £^ auf einen ebenfalls einfach zusammenhängenden und sich

nicht überlappenden Bereich S der z-Ebene konform und reversibel '

bildet (Abb. 10).

%

j -Ebene; 5= j + irç

Abb. 10.

z-Ebene ; z = x + iy .

Die grundlegende Eigenschaft dieser durch analytische Funktionen vermittel¬

ten Abbildung besteht darin, dass der von 2 Kurven in ihrem Schnittpunkt ein¬

geschlossene Winkel, samt der dazugehörigen Orientierung erhalten bleibt.

Orthogonale Koordinatensysteme gehen bei der Abbildung wieder in (im allge¬

meinen krummlinig -) orthogonale Koordinatensysteme über. Hiebei müssen

wir allerdings voraussetzen, dass die erste Ableitung der Bildfunktion im Be¬

reich 5[nirgends verschwindet, da an Nullstellen vonuf (t) die \bbildung auf-

3)
hört, konform und reversibel zu sein '.

ijßieberbach Lit. 14b, Nehari Lit. 15.
.

'"Reversibel" bedeutet, dass die inverse Funktion J = w(z) ihrerseits den

«»Bereich S konform und eindeutig auf den Bereich 51 abbildet.

'Die oben ausgeführten Aussagen lauten nämlich etwas ausführlicher: Der

Winkel, den 2 sich in j0 schneidende Kurven einschliessen,erscheint im Bild¬

bereich um das m-fache vergrössert, wenn m die Ordnung der ersten, nicht

verschwindenden Ableitung von W(j) an der Stelle j0 bedeutet. Gilt etwa

**(Îq) = °' c*'"(*q1 ^ °
'
so werden alle Winkel, deren Schenkel durch }0 ge¬

hen, Dei der AbSndung verdoppelt. Die Bildfunktion besitzt an einer solchen

Stelle einen "Windungspunkt". Beispiel: z =<*'($) = f2 an der Stelle $ = 0
.
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W(j) p 0 in 2_. . (46)

Auf dem Rande, der auch hier nicht zum Bereich gezählt werden soll, ist

*?.
' '

* 0 nur dort erfüllt, wo die Randkurve nicht verschwindende Ablei¬

tungen bis zur 2. Ordnung, d.h. eine stetige Krümmung besitzt.

Nach einem Satz von Riemann ist es in jedem Falle möglich, einen

irgendwie umrandeten, einfach-zusammenhängenden Bereich auf einen an¬

dern, ebenfalls beliebig geformten einfach zusammenhängenden Bereich mit¬

tels einer analytischen Funktion konform abzubilden. Verlangen wir zudem,

dass sich zwei Punkte j und z
,
sowie zwei durch diese Punkte laufende Li¬

nienelemente entsprechen, so 1st damit die Bildfunktion z =<*>(]) eindeutig

bestimmt.

Das Längenverhältnis zweier entsprechender Linienelemente ist ge
-

geben durch

(47)x(frk($J
während der Ausdruck arg J^'f/H den Winkel bezeichnet, um den zwei ent¬

sprechende Richtungen im ursprünglichen und im Bildbereich gegen einander

verdreht erscheinen. Der "örtliche Längenmasstab"X..der im allgemeinen von

Punkt zu Punkt variiert, ist andererseits in ein und demselben Punkt nach al¬

len Richtungen gleich gross, was unmittelbar aus der Differenzierbarkeit ana¬

lytischer Funktionen hervorgeht. Anschaulich ausgedrückt, ist die konforme

Abbildung somit "ähnlich im Unendlich-Kleinen".

Die Länge L eines Kurvenstückes der z-Ebene, das durch konforme

Abbildung aus einem Kurvenstück C der f-Ebene hervorgegangen ist, lässt

sich nach Gl. (47) berechnen.

L =

z
C

»'(f)Hdfl

Analog gilt für den Flächeninhalt des Bereiches S :

2,
F
s OMpl dfd7

(48)

(49)

Wenn auch der Satz von Riemann die Möglichkeit der konformen Ab¬

bildung des Einheitskreises oder der Halbebene auf einen beliebig umrande-

l;Auch "Fundamentalsatz der konformen Abbildung" genannt.
'Für z = rei6 gilt r = Izl

9 = arg |zj-
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ten, einfach zusammenhängenden Bereich bejaht, so ist doch andererseits

das Auffinden der zugehörigen Bildfunktion im allgemeinen Fall mit grossen

praktischen Schwierigkeiten verbunden. Wohl sind Verfahren entwickelt wor¬

den, die eine systematische Konstruktion der Bildfunktion erlauben
,
doch

sind diese Methoden wegen des grossen damit verbundenen Rechenaufwandes

für die Anwendung in der Praxis wenig geeignet.

Der Anhang zur vorliegenden Arbeit (S. 90) ff) enthält ein Verfahren,

das die Bildfunktion "wenig deformierter" semi-infiniter Bereiche liefert;

durch wiederholte Anwendung folgt daraus eine für die Praxis brauchbare

Näherungsmethode zur Bestimmung der Bildfunktionen weitgehend beliebig

vorgegebener semi-infiniter Bereiche.

In der praktischen Anwendung treten oft polygonal begrenzte Bereiche

auf (Staumauerscheiben etc. ). Da die zugehörigen Bildfunktionen überdies

eine Sonderstellung einnehmen, wird im folgenden Abschnitt etwas näher auf

die hier herrschenden Verhältnisse eingetreten. Schliesslich sei noch darauf

hingewiesen, dass in einer grossen Anzahl von Einzelfällen die Bildfunktio-
2)

nen bekannt und in Sammelwerken '

zusammengestellt sind. Wenn auch die

dort angeführten Beispiele im wesentlichen dem Anwendungsbereich der

Strömungslehre entstammen, so finden sich darunter doch auch (Scheiben-)

Formen, die den Statiker interessieren können.

b) Die Abbildung polygonal begrenzter Bereiche.

3)
Mit Hilfe der Formel von Schwarz - Christoffel

,
die im wesentlichen

auf dem " Schwarz' sehen Spiegelungsprinzip" beruht, und deren Ableitung in

4)
jedem Lehrbuch über Funktionentheorie zu finden ist

,
lassen sich die Bild¬

funktionen polygonal begrenzter Bereiche, zumindest in Ihrer Struktur, direkt

angeben.

In der z-Ebene sei ein polygonal begrenzter semi-infiniter Bereichs

vorgegeben. Die Knickwinkel zwischen den einzelnen Randsegmenten sollen

Tfyu. , lyu. ....
Xu. betragen, wobei ein positives ya einer Drehung vom

vorangehenden zum nachfolgenden Segment im positiven Winkelsinn entspricht;

^Ueber ein solches Verfahren s. Lit. 15, p 239ff. Die Bildfunktion wird darin

über den "Bergmann'sehen Kern" des Bereiches ermittelt, der seinerseits

9>durch orthonormierte Polynome beliebig angenähert werden kann.

,(Kober, Lit. 17.

i'Christoffel 1867, Schwarz 1869

'Lit. 14b, pl99; Lit. 15, p 189
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oder anders ausgedrückt, entsprechen einspringende Ecken positiven, aus¬

springende (konvexe) Ecken negativen ya-Werten.

I

O b ,C| -r--1?

I Î

I

Abb. 11.

Wir suchen die Funktion, die uns die untere Halbebene Im{f 1 <0auf S

abbildet, wobei die Punkte a, b,..., n der Reihe nach in die Ecken A, B N

übergehen sollen. Diese Bildfunktion ist von der Form

fj
(tV» (t-b/* (t-n/* dt+k2 (50)

1)

kj und k„ stellen lediglich Masstabs- und Orientierungskonstanten dar. Trotz

anscheinend einfachem Aufbau deslntegranden bietet die Auswertung der For¬

mel von Schwarz - Christoffel bei einigermassen komplizierten Bereichen

dennoch beträchtliche Schwierigkeiten. Wohl können die/ij-Werte unmittelbar

eingesetzt werden; verlangt man jedoch eine Abbildung der einzelnen Polygon¬

seiten im vorgegebenen Längenverhältnis, so dürfen wir nur die beiden er¬

sten Punkte a, b frei wählen. Für die übrigen Punkte c, d,. . . . ,
nbestehen

nach Gl. (48) Bedingungen der Form

IK c.AB

V

(tWiA (t-nj^dt (51)

i,k : b,c ; c,d ; ; m,n

IK : Länge der Polygonseite I-K
.

Die gesuchten Werte c, d, . . .,
n müssen aus diesem System von Beziehun¬

gen durch mühsame, mehrschichtige Iterationsverfahren ermittelt werden,

weil die Unbekannten nicht nur im Integranden - und dort zudem in recht kom-

l)Eine"Ecke" im unendlich fernen Punkt tritt in der Formel nicht in Er¬

scheinung.
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plizierter Form - sondern auch noch in den Integrationsgrenzen selbst vor¬

kommen. Da überdies die Gl. (50) nur in einfachen Fällen geschlossen inte -

grierbar ist, können sich die Schwierigkeiten so häufen, dass für die Bestim¬

mung von Bildfunktionen von Bereichen, die mehr als 3 bis 4 Ecken (und kei¬

ne Symmetrieeigenschaften) aufweisen, von einer direkten Anwendung des

Schwarz-Christoffel Integrals abgesehen werden muss
1)

4. Die Elemente des Spannungszustandes in

2
krummlinig - orthogonalen Koordinatensystemen.

t

>/W/WMW/VWWW»Wf>>WM/lM/>vy/

-I 1- .4-4—i—J I

1 i " l !c ' !
_|—I—L— Ä2~\—I ti= konst

I 1 I I ! I

—I—I—L—| L_J—!
I I I I I I I

_l 1 1—l—L—l—I ,

I I I I I i i '

I I I

£=konst

i !

^konsf

Abb. 12
£=konst

Durch die analytische Funktion z =tyt\, welche die untere Halb¬

ebene auf den semi-infiniten Bereich S abbildet, wird in diesem aus den Li¬

nien^ = konst., *i = konst. ein System von krummlinig- orthogonalen Koordi¬

natenlinien definiert, die wir als "verallgemeinerte kartesische Koordinaten"
3 )

'—

bezeichnen wollen."' Für die Komponenten eines im Punkte z angreifenden

Vektors A (Abb. 12) gilt nach Gl. (13) :

Aj + iA^= e-ia(Ax + iAy)

Nun ist arg {»'(J);

(52)

(vgl. Abschnitt 3a)

1).

2)
3)

Ueber die Möglichkeit einer Umwandlung von Schwarz-Christoffel In¬

tegralen in einen rationalen Ausdruck siehe Abschnitt HI/5.

3{Lit. 4, p 381 ff.

Im Anhang (Abschnitt 2a) sind die entsprechenden Beziehungen für "ver¬

allgemeinerte Polarkoordinaten" wiedergegeben.

33



und somit

e>ï _

^1ÏL e-ia _

^UL.
H (Ol

'
"

H'(J)I'
(53)

e2ia _

">'(J) "U)
_

«>'(*)

Wir bezeichnen vorübergehend die im Bildbereich S gültigen Spannungs

funktionen mit $«(z), Yi(z) und setzen

$j(z) = ^("(J)) = $(j}

V=V^)>=^)
3^) 3$^ 3J. ^

(54)1)

(55)
($)

Verwendet man, unter Beachtung der Transformationsformeln (14), die Aus¬

drucke (53), (54) und (55) in den Spannungsformeln (8), so folgt daraus die ge¬

suchte Darstellung des Spannungszustandes in verallgemeinerten kartesischen

Koordinaten.

<5 + ^ =2 tö(}) + $(03 =4Re {$())

(f)

(56)

Aus der halben Summe dieser 2 Gleichungen geht die zur Aufstellung

der Randbedingungen benotigte Beziehung (57) hervor.

<r> +1^7= *(J) + fy, + -j^ L%) *« > +«*,<j)V<$)] •

Der Kraftangriff am Rande des Bereiches ist eine vorgegebene Funktion von

z = s (erstes Randwertproblem), infolge s = i>(t) (Abb. 12) stellt somit der

Ausdruck Gfj+iT/j'*
ben können. ;

(57)

eine bekannte Funktion vont dar, fur die wir schrei

= t

tf*j + i \> in

H
=N(t)+lT(t)

N, T Normal - bezw. Tangentialkomponente der am Rand des Be -

reiches angreifenden Kraft R.

'Wenn $i(z) eine holomorphe Funktion von z ist, wird <£(j.) zu einer holo¬

morphen Funktion von t
.
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Jede Beziehung zwischen komplexen Grössen enthält zwei reelle Aus¬

sagen. Diese Eigenschaft lässt sich dadurch ausnützen, dass zu einem bereits

bestehenden komplexen Ausdruck sogleich der konjugiert-komplexe hinge¬

schrieben werden kann, der ja ebenfalls Gültigkeit besitzen muss.Auf Gl. (57)

angewendet und nach Erweiterung mit «*> n\ bezw. u> u\, folgt schliesslich :

«^F)ô(t) +«*Tt)5(t) +*(t)<J>'(t) +«"'(t)V(t) = (N+iTK(t)
(58)

„l'(t)$(tj +tü'(t)$(t) +W(t)^(tj +^t)YW = (N-iTW(t)

In dieser Form werden wir die Randbedingungen fortan verwenden.Das erste

Randwertproblem eines semi-infiniten Bereiches wird damit auf ein "modifi¬

ziertes" Randwertproblem der untern Halbebene zurückgeführt. Insbesondere

erhalten wir belebt) = t,«>'(t) = 1 die erste Randwertaufgäbe der Halb-

ebene selbst.
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ni. DER SPANNUNGSZUSTAND SE MI-INFINITER BEREICHE.

1. Die allgemeine Läsung für die Halbebene. '

Aus den Randbedingungen (58) sollen jetzt die Spannungsfunktionen

$(J),T (J) und schliesslich die Ausdrücke für die SpannungskomponentenffV

0\,Tj^ abgeleitet werden, wobei der vorgegebene Bereich die untere Halb -

ebene ist. Die Bildfunktion, die uns die Halbebene auf sich selbst abbildet,

lautet

00(f) = f ,

d.h. oo(t) = t, «5(t) =~t = t

«>'(t) =ft>'(t) = 1

und damit stellt sich uns das erste Randwertproblem hier in der Form der

Gleichungen (59).

$(t) + $(t) + t#t)+Y(t) = N + iT

$Ü) + $(t) + t $"(t) +Yft) = N - iT .

Wir setzen voraus, dass nur ein ganz im Endlichen gelegenes Teilstück des

Randes belastet sei, und zwar durch beschränkte Belastungsfunktionen N, T von

stetigem
' Verlauf. In der Umgebung des unendlich fernen Punktes besitzen die

Spannungsfunktionen in diesem Falle den Charakter

$(J) -0(f); *(j) =0(jj)
V(j)=0(i) .

Um, ausgehend von den Beziehungen (59), zu den gesuchten Spannungs¬

funktionen zu gelangen, hat Muskhelishvili erstmals Cauchy-Integrale einge¬

führt. Der Gedanke hiezu liegt an und für sich nahe; denn eben gerade dieCauchy-

Integrale gestatten uns die Bestimmung holomorpher Funktionenaus ihrenvor¬

gegebenen Randwerten.

(59)

(60)3)

Uhlt. 4, p 373 ff.

'"Stetig" bedeutet hier, dass die Belastungsfunktionen samt ihren ersten Ab¬

leitungen stetige Funktionen von t sein sollen. Diese für die praktische An¬

wendung sehr einschneidende Bedingung ist jedoch nicht bindend. Es wird

später ohne weiteres klar werden, dass alle abgeleiteten Formeln auch dann

noch ihre Gültigkeit bewahren, wenn sich die Belastung sprungweise ändert,
oder gar als konzentrierte Einzelkraft angreift.Für die strenge Herleitung

,vist es jedoch bequem, vorerst von einer stetigen Belastung auszugehen.

Lit. 4,p374. 0(*) bedeutet einen Ausdruck von der Grössenordnung 1
wenn

fgegen 00 strebt.
*
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Wir betrachten zuerst die zweite der Gleichungen (ö^erweitern de¬

ren Terme mit
-k^t- t - f

un<* integrieren über den Rand von - oo bis + oo.

+00

1

21fi

-oo

+co

$(t)dt 1

-co

+00

*(t)dt 1

t - J +2TT
-00

(+00

tfrt) dt 1

t - f +2TfT
'

-OD1

+00

üi4
t-j 2ÎÏ

-oo'

(N-iT)dt

1(61)

Für das zweite der links stehenden Integrale gilt nach (38) und unter Beach¬

tung von 4>(oo) = 0 :

+00

'
= -ä>/.\ \n allen Punkten der untern Halbebene

1

-CO1

^ =-%!- <7<o).

Für die übrigen Integrale der linken Seite bringen wir Formel (44)zur An¬

wendung und erhalten mit

$(co) =Y(co) =14 (t), = o (Vgl. (60)
|t-*co

+00 +00 ,+00

1

2irr
*(t)dt_Q. 1

t-j
" u

' 2Ti

t<b'(t)dt
..

l

t-j
~ ü

' 21Ti
Vfodt

_ 0

-oo' -Off -00

Damit liefert uns die zweite der Gl. (59) bereits die eine der gesuchten Span¬

nungsfunktionen in expliziter Form.

+00

*J> =

-21Î
-oo1

(N - iT) dt
(62)

Die zweite Spannungsfunktion kann nun ebenfalls bestimmt werden.Wendenwir

nämlich analoge Ueberlegungen auf die erste der Gl. (59) an, so folgt :

+00

1

2M

,+co

frt)dt 1

t -f +2T1

-oo»

<t>(t)dt 1

t-$
+
2Ti

/+00

tfr(t)dt 1

t-i +2Fi

-ay

,+co

Y(t)dt
_

1

t-5
"

2«i

(N+iTf+JT)dt

*(J) j$p r<
<J>
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oder
,+œ

Y(j> = "
m

i_
21Ti

-co;
*<j) - j*(j)

.+00

TT

Tdt

-)
i

2TT

,+oo

(N-iT)dt

(T=pr

(S3)

Mit den Gleichungen (82) und (63), die erstmals von Muskhelishvili in dieser

übersichtlichen Form angegeben worden sind,
' ist die geschlossene Lösung

für das erste Randwertproblem der Halbebene gefunden. Die besonders inter¬

essierenden Ausdrücke für die Spannungskomponenten ergeben sich durch

Einsetzen der Spannungsfunktionen (62), (63) in die Gl. (56).

KJx
= Re

#+oo

<Ul
+ iTn=--r

TTi
-CO'

/+co

Tdt

(N-iT)dt

</-r>s4
-co'

2TTi

-co'

+00

(N-iT)dt

(t-f >

(64)

Die obenstehenden Beziehungen zeigen, dass die Spannungsberechnung

hier auf die Auswertung von Cauchy-Integralen vom Typ

,+co /+C0

Kj)
fitidt bezw. I'(J) J (t^)2 (65)

zurückgeführt wird. Wenn die Belastungsfunktionen durch Polynome gegeben

(oder genähert) sind, so lassen sich die Integrale I(J), T(f) - wir wollen sie

"Belastungsintegrale" nennen - nach einem bekannten Verfahren der Integral¬

rechnung (Partialbruchzerlegung) in jedem Fall geschlossen lösen. Ueberdies

können für | -i-1 K. 1 die Nennerfunktionen des Integranden ebenfalls nach Po¬

tenzen von t entwickelt werden. Es gilt in diesem Fall :

1 t t t

J-U+J +

J2-+J3-
+ )

1

1

(t-j)2

1(1- f)
l_n 2t 3t"

j 2
u +

J
+

J2
)

(66)

1)
Lit. 4, p 385
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Wird bel der Lösung der Bela¬

stungsintegrale von dieser Ent¬

wicklung Gebrauch gemacht, so

gelten, infolge der Bedingung

| j (<1 die Ergebnisse allerdings

nur für Punkte ? ,die ausserhalb
1}

eines Halbkreises mit Radius a
'

um j = 0 liegen (Abb. 13), was

eine unangenehme Einschränkung

bedeutet. Da zudem eine Potenz¬

reihenentwicklung oft kein lei¬

stungsfähiges Mittel zur Wiedergabe einer willkürlich vorgegebenen Belastung

darstellt, und da schliesslich Belastungsintegrale In dieser Form nicht nur

bei der Halbebene, sondern bei allen semi-infiniten Bereichen auftreten wer¬

den, enthält der folgende Abschnitt ein einfaches Verfahren zur numerischen

Bestimmung der Funktionswerte von I( j )und I'(j) mit Hilfe von "Einfluss¬

funktionen"
.

Abb. 13

2. Die Berechnung der Belastungsintegrale; Einflussfunktionen.

Zum Begriff der Einflussfunktionen gelangen wir auf anschauliche

Weise über den konzentrierten Lastangriff an der Stelle $ = 0
. (Abb. 14).

^ n\

Q)
N = 1

b)

T=l

| N=p-At

TTTT

'/w/////Ä>>>>>J9//// * g V/V/V-V/V/V r/y/A;;;;;;;;-* £
At

Abb. 14.

Die Spannungsfunktionen $(J), $(f) folgen dabei aus einem Grenzübergang,

der hier am Beispiel der Randnormalkraft N = 1 durchgeführt werden soll.

Wir denken uns eine Belastung p gleichmässig über ein kurzes, von 0 bis A t

reichendes Intervall verteilt. Dann lassen wir, bei konstantem Gesamtbetrag

1)
Durch eine einfache Verschiebung des Koordinatensystems lässt sich im¬

mer erreichen, dass die Belastung in einem zur V -Axe symmetrischen Inter¬

vall angreift.
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N = pût, die Länge des Intervalls gegen 0 gehen und gelangen damit im

Grenzübergang zum gewünschten konzentrierten Lastangriff.

Mit P = ^r- wird :
dt

«at

ii \
x N dt N

1 „ft f ï

t-f
=

2Ti4t ^-J)«J>
~

2Th*t J

N Ln(t-f)t=4t-ln(t-j)t_0
"

TUT
'

4t

Im Grenzübergang £t—*o entsteht daraus :

*(}>-- * dJmilÄ N 1
=

2TÏ* T '

t=0

t=At

t=0

Auf analoge Weise schliessen wir für T = 1 und gelangen damit bei beliebig

gerichtetem konzentriertem Lastangriff zu den Spannungsfunktionen

$(*> =

$'($) = -

1 N-iT

2ÏTT J

N-iT

2TTi y

(67)
1)2)

Wir kehren jetzt wieder zu einem beliebigen Randlastangriff zurück,

der aus Gründen der Uebersichtlichkeit vorläufig nur aus senkrecht zum Rand

wirkenden Kräften N(t) bestehen soll. Diesen über das Intervall c - d verteil¬

ten Belastungshügel ( Abb. 15) denken wir uns in seine einzelnen Elemente

N(t)dt aufgespalten, deren Teilwirkungen wir später überlagern wollen.

Auf Grund der elementaren Erkenntnis, dass ein Lastelement N(t)dt im Punkt

fr
0 =t0+in0 denselben Spannungszustand erzeugt wie das gleichgrosse, in

den Ursprung verschobene Element im Punkt f = J - t, lässtsich - ausge¬

hend vom Spannungszustand infolge N = 1 in 0 -ein einfaches Verfahren zur

'Die hieraus berechneten Spannungskomponenten stimmen, wie sich leicht

überprüfen lässt, restlos mit der bekannten Lösung von Flamant überein

(Lit 21, p 63), so dass die Anwendbarkeit des hier verwendeten Vorgehens
„*auch imFall unstetiger Randbelastung ausser Zweifel steht. Vgl.Anm. 2,p36.
'Auf die Bestimmung der SpannungsfunktionV(f) braucht hier nicht nä¬

hereingegangen zu werden, da diese, wie Gl. (63) zeigt, durch die Funktionen

$(t), *(j) und ein Belastungsintegral ausgedrückt werden kann.

40



Nirtdt

'WWWMM/MMMWVWWWMts/M

Wo

Abb. 15.

allgemeinen Spannungsberechnung In der Halbebene entwickeln. '
Die Ordina-

ten S(a ,t) der eingezeichneten S-Linie mögen für den Grundbelastungsfall

N = 1 ein Element des Spannungszustandes (etwa die Spannungssumme s) in

den zugehörigen Punkten der Axe 1 = 10 darstellen. Wir denken uns nun ein

Pauspapier auf Abb. 15 gelegt, auf welches wir die reelle Axe mit der Bela¬

stung N(t) und den Punkt \ durchzeichnen. Hierauf wird das Pauspapier um

die r\ -Axe umgeblättert, so dass die Rückseite nach oben schaut, und der Punkt

J des Pauspapiers mit dem Punkt 0' der Figur, der durch Spiegelung von 0

an der Axe 1 = 10 hervorgegangen ist, zur Deckung gebracht (Abb. 15).Die Be¬

lastungsfläche kommt dadurch seitenverkehrt auf die Axe 1 = 1n zu liegen,

und es gilt für das in Frage stehende Spannungselement s :

-c

S,
'(fo)

to-d
f S0fo,t)N(t -t)dt (68)

Zum selben Ergebnis gelangen wir natürlich auch, wenn wir an Stelle des

Lasthügels die S-Linie entsprechend verschieben und spiegeln.

1)
Föppl hat diese Eigenschaft zur Spannungsberechnung in der Halbebene eben¬

falls ausgenützt (Lit. 22).
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<w s(n0-vt)N(t)dt

Somit folgt : Ve

t0-dJ

(d

S(«,t)N(t-t)dt = S(no,to-t)N(t)dt

(39)

(70)

Auf gleiche Weise lassen sich sämtliche Elemente des Spannungszustandes

bestimmen; erfolgt der Randangriff tangential, so wird sinngemäss vom Grund-

belastungszustand T = 1 in 0 ausgegangen. Der Aufbau der Integrale (68), (69)

zeigt, dass wir S in einem übertragenen Sinn als Einflusslinie für das Span¬

nungselement s in sämtlichen Punkten der Axe r^= «auffassen können, wo¬

bei die Auswertung in der oben angegebenen Weise vorzunehmen ist. Die Ele¬

mente des Spannungszustandes bei konzentriertem Lastangriff N = 1, T =1

enthalten somit die Gesamtheit der Einflussgrössen aller Punkte der Halb¬

ebene.

Was aber für die Elemente des Spannungszustandes gilt, trifft infolge

der Invarianz der Funktionen $( j), $'( f) bezüglich einer reinen Translation

des Koordinatensystems (vgl. Abschnitt ü/lb) und mit Gl. (62) auch für die

Belastungsintegrale der Form (65) zu. Dies erlaubt uns, die Funktionswerte

der Belastungsintegrale ebenfalls durch Auswerten von Einflusslinien nach

dem mit Gl. (68) oder (69) charakterisierten Verfahren zu bestimmen. Wir

schreiben :

1

2TFÏ
c

(N(t) + lT(tWt

*-5
= -|-r_A<NWNWT)+iB<T))]

1

2TTT
c

,d

(N(t)+iT(t))dt

(t-$)2
= f [cW+iD<Nli(C(TWT>)].

(71)

c, d Anfangs- bezw. Endpunkt des belasteten Intervalls.

Die symbolische Schreibweise A^ ', b'
.... bezeichnet dabei den Funk¬

tionswert, den wir durch Auswerten der (vorläufig als bekannt vorausgesetz¬

ten) A, B
. .

.-Linien gemäss (68) oder (89) für die reelle Funktion N(t)

erhalten.

>(N)

<5o>

Vc r*

A(H0,t)N(t0-t)dt =

VdJ c)

A(n0,t0-t)N(t)dt. (72)
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Der Aufbau der Einflussfunktionen A, B, C, D geht unmittelbar aus ei¬

nem Vergleich der Beziehungen (32) und (67) hervor.

A = Re

C = Re .

1 1

1 1

in "p

l l 1 t- in
TTi J

~

Ti t2+fl2

1

B =

-1

T &71?

l

TT i

1

Tf

1

1 1

TTi J2"
1 t2-t2-2itn

B = Im

7' n
1

D = Im{-TTTT2} •

|-(cose-isinG);(5= f e10) .

T* (t2+ a")

sin 9

cos G

1

"îîf
(cos 29 - isin 2 9) ,

(73)

(74)

C =
A1H
V+12)2 _irf

t2-12 l

sin 2 9

cos 2 9

(75)

l(t%»f)

Die reellen Integrale vom Typ der Gl. (72) können nun mit Hilfe der Einfluss¬

funktionen ( 74 ) und ( 75 ) ohne weiteres numerisch ausgewertet werden. Für

die Elemente des Spannungszustandes der Halbebene folgt aus Gl. (64) :

Mf

tj*

+ a(n) + b(t)

= -B(T>+nyN>-c(T>)

= +A<T>-<)(C(N) + D<T>)

(78)

Um ein anschauliches Bild vom Verlauf der Funktionen A, B, C, D zu erhalten,

wollen wir diese in der heute oft verwendeten Form von Höhenschichtenplä-

nen zur Darstellung bringen, was uns in einem übertragenen Sinn zum Begriff

der Einflussflächen ' führt.

'Ein grundsätzlicher Unterschied zwischen den Einflussfeldern, wie sie et¬

wa Pucher für rechteckige Platten aufgestellt hat, und den hier angegebe¬
nen besteht darin, dass diese für sämtliche Punkte des Bereiches ausge¬
wertet werden können, während jene jeweils nur für einen bestimmten Auf-

punkt (etwa die Plattenmitte) gelten. (Lit. 23).
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Für die Niveaulinien der Einflussfunktion A gilt nach Gl. (74) folgende

Parameterdarstellung :

= A

+1"
TT (2 _2

*2 ,„
1 .2 1 2 2

oder:
)

+
<1+ÏVr>

= ( S7X) = R (77)

X : Parameter, Kote der Niveaulinie.

Aus Gl. (77) geht hervor, dass die Schichtlinien Kreise durch den Ursprung

sind, deren Zentren auf der negativen rç-Axe liegen. Die Koten dieser Kreise

betragen

X
1

2TTR '

wenn R den zugehörigen Kreisradius darstellt. (Abb. 16a).

Mit cos (G) = sin (0 + 90°) erhält man aus Gl. (74) die B- Einflussfläche

durch eine starre Viertelsdrehung der A- Niveaulinien im Uhrzeigersinn um

den Ursprung. (Abb. 16b).

Die Parameterdarstellung der D - Niveaulinien folgt aus Gl. (75).

cos 20 = X
Tf2

?2 2
= 2a cos 2 0

. (Abb. 16d)

2 1
Mit 2a =

^f-r beträgt die Kote der Niveaulinie:

(78)

A 1

2lîa2
'

2a = Brennpunktabstand der Lemniskaten.

Infolge sin 2 0 = cos 2(0 - 45°) ergeben sich aus Gl.(75)die C - Niveau¬

linien durch eine Achtelsdrehung der vorangehenden im Gegenuhrzeigersinn

um den Ursprung. (Abb. 16c).

Wir stellen uns nun die Frage, ob sich neben der Halbebene noch an¬

dere einfach zusammenhängende Bereiche angeben lassen, deren Umrandungen

die geometrische Einfachheit, verbunden mit den nötigen Symmetrieeigen¬

schaften, aufweisen, um eine Bestimmung der Elemente des Spannungszustan¬

des und schliesslich der allgemeineren Belastungsintegrale anhand von "Ein¬

flussflächen" zu erlauben. Eine kurze Ueberlegung zeigt, dass hiefürnur kreis¬

förmig begrenzte Bereiche in Frage kommen können. Im Rahmen der "Er¬

gänzungen für kreisförmig begrenzte Fundamentalbereiche" (Anhang S.97) ff)
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wird die Auswertung von Cauchy-Integralen an der Ebene mit kreisförmigem

Loch kurz behandelt.

Neben der Eigenschaft, dass die Umrandungskurven auf eine einfach

definierte Koordinatenlinie ( "^ = 0 bzw. ? = 1) zurückgeführt werden kann,

stellen diese allgemein gültigen Einflussfunktionen zur Auswertung der Bela¬

stungsintegrale wohl den Hauptvorteil dar, den uns die Verwendung kreisför¬

mig begrenzter Fundamentalbereiche - die Halbebene als Grenzfall mitein¬

geschlossen - bietet.

Anmerkung 1). Die Spannungsbestimmung am Rande.

In Randpunkten, die ausserhalb des belasteten Intervalls liegen, ist die Aus¬

wertung der Belastungsintegrale mit Hilfe der Einflussfunktionen ohne weite¬

res möglich. Die Funktionswerte vonA undC sind identisch Null, ebenso ver¬

schwindet der Term >j D; einzig B^ 'kann einen Beitrag liefern (Gl.76).Liegt

der zu untersuchende Randpunkt t hingegen im Bereich der angreifenden

Randlast, so überdeckt das in den Formeln (68), (69) vorkommende Intervall

die singulare Stelle j = 0 der Einflussfunktionen. Die Berücksichtigung der

Randbedingungen führt uns in diesem Fall zu folgender, aus Gleichung ( 76 )

leicht ersichtlichen Festsetzung :

At)
V)

- «V

(f) <f)

1C(U = 1D(t0) = 0

0'

(79)

wobei etwa der Ausdruck AJ.'« den Funktionswert darstellt, den, wir durch

Auswerten der A-Einflusslinie für die reelle Belastungsfunktionf(t) im Rand¬

punkt t erhalten würden.

Die Funktion B(t) = -

—r- (vgl. 74) lässt sich an Randpunkten, über

welchen die Belastung stetig variiert, ebenfalls ohne Schwierigkeiten auswer¬

ten. So kann etwa beim numerischen Integrieren bedenkenlos B(t = 0) = 0 ge¬

setzt werden. An Stellen t jedoch, an denen sich die Belastung sprungweise
(r)

s

verändert, wird B}.\ singular wie log(t -t_).
Vis; &

Die Spannungen am Rande J = t folgen aus den Beziehungen (79) und

(76) somit zu :

46



^ = N(t)

"1 N(t) + 2 B

H?= T(t)

(T)

Anmerkung 2)

(80)

Die Ergebnisse dieses Abschnittes müssen sich - unter Umgehung des an¬

schaulichen Weges über den konzentrierten Lastangriff - auch rein formal

aus dem Aufbau der Belastungsintegrale selbst gewinnen lassen. Wir knüpfen

hiefür an Gl. (71) an.

Mit den Bezeichnungen 5° = J° + ilo = t + if\ gilt :

1

Sïrï
-coJ

+00 rd

N(t)dt

"^T
i

21T1

c 1

1 r1
2 LT

c

N(t)dt
t-to-i^o

d

l

2TÎ
c

(t-to)+qoZ

MSw"N(t)dt+^ -{U>-y ,N(t)dt]

(81)

Dieser Ausdruck entspricht Gl. (69), wie sich mit Gl. (74) leicht nach¬

prüfen lässt. Um hieraus die Form derGl.(68) zu gewinnen, substituieren wir

o

t = c -*• t'

-»• t'

dt

t - c
o

to"«1

dt'

Verwenden wir diese Ausdrücke in Gl. (81 ), so folgt :

,+œ fto-c rto-c

-101

2ti
-oo

N(t) dt 1 rl

2 LT
to'

'"So ,"2<
N(t0-t')dt' +

i_
T

to-'d

-f

t'2+^,2
N(t0-t')dt'] .

1(82)

Wir schreiben nun an Stelle von t' wieder t, womit der gesuchte Uebergang

zu Gl. (58) vollzogen ist.

Auf analoge Weise gelangt man, ausgehend vom Integral

cd

_1_
2Ti

O

N(t)

(t-joF
dt

zu den Funktionen C und D
.

47



3. Der Spannungszustand in Bereichen, die aus der Halbebene durch

konforme Abbildung mittels Polynomen hervorgehen.*)

Der See im Parabeltal.

Aus den Randbedingungen (58), die hier nochmals hingeschrieben seien

Oj'(t) $(t) + ÖTct) $(t) +Ü(t) $'(t) + WJt)Y(t) = (N + iT)0)'(t)
(83)

U(t) $(t) +ü'(t) $(t) +(J(t) f(t) +ü(t)f(t) = (N-lT)ft)'(t)

sollen die Spannungsfunktionen $(f ), T (f ) und daraus die Elemente des Span¬

nungszustandes bestimmt werden unter der Annahme, dass die Bildfunktion

Q(f ), die uns die untere Halbebene auf den vorgegebenen, semi-infiniten Be¬

reich abbildet, ein Polynom, d.h. eine ganze rationale Funktion darstellt.

z = U(Ç) =

a0 + aß +a2$ + + a^
t

G) (f ) =

aj +2a2^ + + naf

\ + HS2 + + ^
l!" + + nrJ>

"n5

n-1

Ü(C) =aQ

fo'(^) = 3.t +2a2

ü(^) = ^ + ^ +a^2
û)'(f)SJ + 2a^ +. + na"tn-1

(84)

Wir setzen auch hier stetige, beschränkte und nur in einem ganz im Endlichen

gelegenen Intervall von Null verschiedene Belastungsfunktionen N(t), T(t) vor¬

aus. Für das Verhalten der Spannungsfunktionen in der Umgebung des unend¬

lich fernen Punktes gelten dann nach Gl. (54), (55) und mit (84) die Beziehun¬

gen

fcW-*C>«0(i>-0(i-n> ;
(85)2)

ty"0^ ;Y($)=o(-^)
Wir erweitern Gleichung (83/2) mit

jyr ttc" und integrieren über den Rand

von - oo bis + co
.

'

'Für die generelle Lösung der ersten Randwertaufgabe im Fall ganzer oder

gebrochen-rationaler Bildfunktionen wird in Lit. 4, p 373 auf eine Arbeit

des russischen Autors S. G. Mikhlin hingewiesen, die mir jedoch nicht zu¬

gänglich war.

'Lit. 4, p 379.
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2T i

-oo

+00 «-OD

ü'(t)frt) 1

t -i
OT + WT

'
-ooJ

<J'(t)$(t)dt 1

t -

1j
dt +

2 ¥ i

00

<mjt)dt+

2Ti

-oo

+00 1+00

M'(t) T(t) dt

_
_±_

t - V
dt "

2Ti
J -m

(N-iT)a md

(86)

Für das zweite der links stehenden Integrale gilt nach Gl. (38) :

1
+
2Ti

-ooJ

+00,

CJ(t)$(t)
Ht w'(y$(? ).

i)

Die drei übrigen Terme der linken Seite verschwinden in Punkten der unteren

Halbebene. Um dies einzusehen, betrachten wir etwa im Falle des Integrals

2Ti

-oo l

+00

ü(t)$(t)dt
t - f

al

die in der unteren Halbebene definierte Funktion

U'(t)$(^) .

Sie ist dort holomorph und stetig mit Elnschluss der Randpunkte. Im Unendli¬

chen verschwindet sie infolge (84) und (85). Dieser Funktion entspricht in der

.oberen Halbebene der Ausdruck

(j'(^)T(^ ,

der in diesem Bereich dieselben Eigenschaften aufweist und an spiegelbild¬

lich zur reellen Axe gelegenen Stellen zu £J (f )$(() konjugiert komplexe Werte

annimmt. Am Rande gilt nach Gl. (42) und mit t = T :

(i)'(t)f(tj = 6)'(t)|Ö)
und damit folgt die obenstehende Behauptung aus Gl. (44) .

/+00

1

2TT
-ooJ

äÄLdt-o

i),
Das Produkt zweier, in einem Bereich holomorpher Funktionen ist wieder

eine in diesem Bereich holomorphe Funktion. Ferner beachte man, dass aus

den Beziehungen (84) und (85) , 1

eim $(t) -ü (t) = 0 (j) = 0 folgt.
t-» oo

l
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können.sprechenLösung"geschlossenen"einervon

hierwirwiesozeigen,werdenAbschnittesfolgendendesAusführungenDie
1).

anzuge-Spannungsproblemsdes'
Lösunggeschlosseneeineist,möglichfalls

eben¬BildfunktionenrationalerganzerFalleimesdasshervor,geht(91)Aus

!ef^*-tt"(p4(5)-«5)-ü({))^)["ikj+2LVdfTS"S

(91)
r+00

dt
N»-1T*

+00

m
iU21

.4Re=(Tb+fj"

berechnen.(56)FormelnderanhandSpannungskomponentendiewir

könnensind,bestimmt(90)und(89)Gl.mitSpannungsfunktionendieNachdem

(90)dt-o)(n§(f)-®(/)f'(p.

dt

?

iT*+N*

r+co

t-

N»+iT*

«
*t.

+00

2Ti
=)V(Ç)ü(f-)$'(f)ÖT(f-0+ÖT(f)$(f)-

2Ti
+

al-Yt
j_+<J(t)4(t)dt

oder:

f*f«*èi2TTf+at
(-t

1üitliit)
r+cof+00+00

-oo

21Ï
1

Beziehungdie83/iGLliefertt=tMit

(89)dt
IT*-N*

-00

2Ti£d'({)
"

=

V
=4(f)

r+oo

:Ausdruck

den)f$(Spannungsfunktiongesuchtediefürschliesslicherhaltenundein,

(N+iT)uV(t)=iT*+N*

iT)J(t)-(N=IT*-N*

Belastungen""fiktivendienochführenWir

(88)

(87)•al
i-t

dt(N-lT)ü(t)

+00

-OD

+2¥T
=ü'(^)$(C)

Ergebnisdasbleibtesund

schliessen,SeitelinkenderIntegralezweirestlichendiefürsichlässtAnalog
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c(T*))

=TT*=N,N*;0=(j"(f)

i=0)'(j)=63'(j)
=J,Ü(C)Ç==6J(Ç)U(Ç)

'+i(D'+D*1LC-"($))(U(f)
wirSetzen

,m(N*ïn(T*),[r(N*).
kbW*)-a<t*>)]-+-^$$][a(n*Wt*>«ty--[3(C)

vK^^^-^]{^W2
=%+^

^KB^-A^[A(N*)+B
(flJ!li(j'(f)i

Ivy
gj_+(t> Re=

!*

Ausdrücke:diedamit

sichergebenerweitert,leichtBerechnungpraktischediefürundGeordnet

+lB

(J'(P(A

fA(N*)+iB(N*).Ü>03" A(T*WT*Hi

-(N*)-i(c(T*)+iD(T*))

1-

iD'+
C^

A^+iB^-KA^+iB^)

A(N*)+1B(N*)+i(A(T*)+iB(T*))

L

u'rç)

Ü'(U
2W(Ç)tf

dt
N*-iT*

+00

-oo-'

2Ti(j'2($)(t-()2
VVw

+dt
"" Ä+-iT*N*

+00

1

J-00

2iricj'(Ç)

!LS*,Ti

(92)

[a^+b^+Kb^-a^)]

1

4'(Ç)

mitgiltFerner

'>'+iBvi(Av'+1B
m(T*)(N*Km(N*)_)ri(T*)

A'

1
Re=

Re-
2

werden.übernommenweiteresohnesomitkannEinflussfunktionenvonHilfe

mitBelastungsintegralederBerechnungzurVerfahrenbeschriebeneschnitt

Ab¬vorangehendenimDasersetzen.zuT*(t)N*(t),Belastungen
"fiktiven"

definierten,(88)Gl.mitdiedurchistT(t)N(t),Randlastdieundauf,(J(n

BildfunktionvorausgesetztenbekanntalsderElementegewissetretenlich

Zusätz¬zurückgeführt.Halbebene'.)derBereich(amCauchy-Integralenvon

AuswerteneinaufSpannungsberechnungdiewirdHalbebenederbeiWieben.



äLdt+iTty =|(N + lT)-i(N-lT)

ü'(t)(B<T*)-lB(n-ä)Tä)(B(T*)+lBW)
2|W'(t)l!

+ IT - Re
-2 (B<T*>+iB<N*>)

(94)

so entstehen, wie sich leicht nachprüfen lässt, die Gl. (76) für den Spannungs¬

zustand der Halbebene.

Die Spannungen am Rand eines Bereiches - wobei einzig (Tf nicht schondurch

die Randbedingungen festgelegt ist - sind von besonderer Bedeutung, da sie in

der Regel extremalen Charakter annehmen. Wir wollen deshalb auch hier et¬

was näher auf diese Randspannungen eintreten.

Mit t =7, ü'(t) = ü'(t)
, Cd(t) -6)(t) = 0

und unter Beachtung von Gl. (79) gilt :

¥*iTff=jpwH,*--B(T,,*i<B<N,,iTi
- Cj'(t) [nW^+Kb^**- t*)]

Nun ist N* - iT*= (N - iT)ü'(t)

(N*- iT*)u7(tj= (N - iT)|W'(t)|2

.
N* + iT*= (N + IT) &)'(t)

(N* + iT*)(J(t) = (N + 1T)|Cü' (t) I
2

.

Verwenden wir diese Beziehungen in Gl. (94), so folgt :

i_i£ = N(t) + Re (Ä [ B(T*)+ 1B(N*)]1

(95)

und die gesuchten Randspannungen lassen sich schliesslich In der einfachen

Form

öi? = N(t) ; Xf»J = T(t)

S N(t) + 2R& (ßl(T*)+lB(N*)}
(96)

52



darstellen, die als Verallgemeinerung der in der Halbebene gültigen Beziehun¬

gen ( 80 ) aufgefasst werden kann.

Bevor wir die gewonnenen Spannungsformeln an einem einfachen Zah-

lenbelsplel erproben, soll noch eine weitere Interpretation der Gleichungen (91)

angegeben werden, die den Zusammenhang mit dem Spannungszustand der

Halbebene besonders deutlich hervorhebt, und sich überdies In vielen Fällen

für numerische Berechnungen besser eignet als die Formeln (93) bezw. (96).

Wir gehen von Gl. (89) aus, die wir in ihrer ursprünglichenForm ver¬

wenden.

K\)

+00

2Tlü'(C)
r+ä?

N- IT

5

(N-lT)&)'(t)dt

1

2Ti

-OQJ

t -

dt
2T16)

OQJ

r+CO

(N-lT)(Q'(t)-(J'(P)dt
*- \

(97)

Nun ist

ü^=re1[a1-a1 + 2a2(t-p + 3a3(t2-^), /tn-l «n-lx
+
nan(t -\ )

(vgl. 84)

Andererseits gilt:

(tm- lm) : (t -

ç ) = t1""1 + tm-2{ + . . . . + t $m'2 + j111-1
und somit wird,

<^tMi=
2a2+ 3a3(t+p+4a4(t2+ tJ + j2) + . . . . ^(t""2^""^ +

+ . . . . +tf"3+jn'2)
oder geordnet nach Potenzen von t :

^üi=2a2+3a3t+4a4t2+. + na t
n

n-2

^(3a3+4aat + . + na/"3)

na/"4)

^ +
:n-2.

na_

(98)
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Wir führen folgende Abkürzungen ein,

r+oo

,(o)
(N - iT) dt = Mv

-ooJ

r+œ

-co J

(N - iT)tdt = M
(1)

r+CO

(N- iT)tn"2dt = M(n_2)
-coJ

(99)

die sich als Lastmomente nullten, ersten bis (n - 2)ten Grades bezüglich der

<j - Axe deuten lassen. Wir setzen jetzt die Beziehungen (98) in Gl. (97) ein;

mit den Definitionen ( 99 ) folgt :

r+œ

wobei $(c )

1

2Ti

-OQJ
^-meqytffi .

V
2a,M(o)+3a„M(1> + + na„M(n"2)
Li n

,(o) (n-3)v
j|3a3Mvu;+

+ nanM^n"o;)

ist.

I
I

c n-2 „(o)

j- ? na_Mv '

n

(100)

(101)

Aus Gl. (90) greifen wir den ersten Term der rechten Seite heraus und erwei¬

tern ihn mit(ö'(C). Infolge ûj'(t) =63'(t) wird

r+CO
_

r+00

2Ti"ÖT(J)
-00

(N + lTMt^.äty 2li

. -ooJ

N + iT

l1
dt +

Nun ist analog zu Gl. (98)

2TiOT(J)
-oo

+00

(N+m^w-ôr^))^
4-î

—.n-2
. . + nant

+ + nTt"-3)
i n

*J
h-2

(102)
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und da auch

-oo

(N + iT)tmdt = M*m) vgl. 99)

gilt, lässt sich in Anwendung der obenstehenden Definitionen für das Integral

der Gl. (90) schreiben :

1

2TT

-ooJ

r+oo

N*+iT*

t - f
dt

0)'«)
2Ti

-ooJ

+00

N + 1T

t-f
dt -

1 *U>
2TT*.V

(103
1)

Verwenden wir Gl. (100) und (103) in den Spannungsformeln (91), sofolgen für

die Spannungskomponenten schliesslich die Ausdrücke

r+oo

5_i5
Re

1

TT

N - iT

2 iTrre

-ooJ

TT

1
dt *

(1)

Tiü'tJ) *V

r+CO

-co-'

-r^*-to(^)-ü(^$(j)-

(104)

die denAufbau aus der Grundlösung für die Halbebene und der "Zusatzlösung"

$(c ) deutlich werden lassen (vgl. 64). Noch augenfälliger _tritt dieser Zusam¬

menhang beim Spannungszustand am Rande hervor. Mit ${t ) = $| tj folgt für

die Randspannungen :

2

Re'
Ti

-oo

- AW + B<T>

+00

NM! dt . _jm_^ $j
*-5

Rei

TTil(J(t)l

6J'(t) ftft) (105)

_Tiia)'(t)i2

bJL
+ iti? = i(a^+ iB<T>)- \ , (a'(t)$fïl - <ft)$}).

a
* «Cil ^/ V ^fl

(106)

'Auch hier kann auf eine explizite Bestimmung der Funktionen verzichtet

werden. Vgl. hiezu Anm. 2) zu Gl. (67) .

'
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Der zweite Klammerausdruck der Beziehung (106) ist rein imaginär, da die

Summanden konjugiert komplex sind.

„*,
,2 (0>'(t)$(t) - ü(t)$fti>= =^—y Im

2Ti|U(t)lZ
'

2TilU(t)r
ü'(t) $ftj

+Re ^-T#i
Tl|U (t)

(107)

Mit A^ = N(t) ,
iA^ = iT(t) (vgl. 79) folgen schliesslich die Randspannun¬

gen

(fy = N(t) ; jfjp = T(t)

Gl = N(t) + 2B(T)- 2Re .

ti'(t) M
i|uJ'(t)|2 *«]

(108)

Ti|üj(t)|2

In Erweiterung der für die Halbebene gültigen Ausdrücke ( 80 ) .

Die Formeln (104) und (108)eignen sich vor allem zur AufStellung ge¬

schlossener Lösungen, da die hier auftretenden Belastungsintegrale in der

Regel einfacher sind als in Gl. (91) und sich zudem im Fall von Randbelastun¬

gen, die nur aus Normal - oder nur aus Schubkräften bestehen, wesentliche

Vereinfachungen ergeben. Müssen die Belastungsintegrale und die " Lastmo-

mente" M^ 'jedoch numerisch ausgewertet werden, so empfiehlt es sich nicht,

von dieser letztgenannten Form der Spannungsgleichungen auszugehen, da die

Spannungsfunktionen, die für grosses i vom Charakter Offn) sind, aus Sum¬

men bezw. Differenzen vonTermen 0 (L) resultieren, was eine Genauigkeit des

numerischen Rechnens erfordert, die 'meist nur bei geschlossenen Formel¬

ausdrücken erreicht werden kann.

Mit den gleichwertigen Spannungsformeln (91), (93) und (104), von de¬

nen sich, je nach der Art der Aufgabenstellung, bald die eine, bald die andere

zur Anwendung besser eignet, und den speziellen Formeln (96 und 108) für den

Rand besitzen wir die Lösung des vorliegenden Spannungsproblems in einer

für die Praxis gebrauchsfertigen Form.

Beispiel : Der See Im Parabeltal.

Wir betrachten die Bildfunktton

2

:Ü(j) =

Kj'-aiaj]

mit a_ 0;

= a0 + a

2a ; a2 = 1
l\ +a2J

a reell

2

(109)
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Sie bildet die untere Halbebene ( n < 0 ) auf den Aussenraum der Parabel

x2 = 4a2y ab. (Abb. 18).

Mit

Ç = £ + i j> ; z = x + iy

gilt : x = - 2 yi + 2a )

y = ^
2
- >p2 + 2a7

und die reelle Axe n = 0 der f -Ebene geht in der z- Ebene in eine Kurve mit

der Parameterdarstellung

x = 2a,. , 2
«

y=!2=t2}^-^
(HO)

2 2
über. Dies ist eine Parabel x = 2py, deren Parameter p = 2a beträgt. Die

Parallelen n = konst. stellen in der z -Ebene eine Schar von konfokalen Para-

2
beIn mit Brennpunkt in + ia dar.

Die Ableitung der Bildfunktion

U)'(J)-2(a + iÇ) |(111)
verschwindet an der Stelle f = -t-ia, somit, wie wir dies verlangen müssen, in

einem Punkt ausserhalb des betrachteten Bereiches (0 < 0). Der Punkt f = +ia

wird auf z - -fia
,
d.h. in den Brennpunkt der Parabelschar n = konst., abge¬

bildet. Dort, wie auch im Unendlichen, besitzt die Bildfunktion eine singulare

Stelle; der Winkel zweier Kurven, die sich in f = + la schneiden, wird bei

der Abbildung verdoppelt (vgl. Anmerkung 2, S. 29). Insbesondere geht die Ge¬

rade 1 = + a in das zweimal durchlaufene Stück y > 1 der imaginären Axe

über. Die Geraden f = konst. sind Zweige von Parabeln, die sich nach unten

Offnen, undderengemeinsamer Brennpunkt ebenfalls in z « -t-ia1 liegt. (Abb.18).

Als Belastung denken wir uns einen See, der das parabelförmige Tal

(d.h. den Aussenraum unseres semi- infiniten Bereiches) bis zu einer Höhe

A2 r.2
c a = c i 1(1«)

9 9h

ausfüllen möge. Der Koeffizient c = -— gibt somit das Verhältnis zwischen

der maximalen Seetiefe und der Brennpunktshöhe p/2 der Parabel an. Ummög¬

lichst einfache Ausdrücke zu erhalten, setzen wir

a2

CJ <Ç> = 2f + ij2; a'(P)- 2(1 +lf)

(113)
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was die Allgemeingültigkeit der Ergebnisse nicht beeinträchtigt. Trifft (113) in

Wirklichkeit nicht zu, so genügt es, das spezifische Gewicht der Flüssigkeit

durch den fiktiven Koeffizienten

/' ^ = \ü (114)

zu ersetzen, um an entsprechenden Stellen zum selben Spannungszustand zu

gelangen.

Für die Belastung gilt :

N
^s

-

l (h - y) für y ^ h

^ 0 "

y > h

oder mit y = t2 (Gl. 110) und h = c2 (Gl. 112,113)

N(t(
^

+ f(t2-c2) für lt|

\ " lt| > C

Ferner wird :

T(t)= 0

N* - IT* = N(t)6)'(t) = +2J (t2- c2) (1 + it)

N* = +2f(t2-c2)
T* = -2jt(t2-c2)

(115)

(Abb. 18)

(116)

(Abb. 19)

Zur Bestimmung der Spannungsfunktion $(f ) kann von Gl. (89) oder von Gl. (100)

ausgegangen werden. Ein Blick auf den Aufbau der "fiktiven Belastungen " N*,

T* zeigt jedoch, dass wir mit Gl. (100) erwartungsgemäss rascher zum Ziel

gelangen.

r+C

¥y

i

2TÏ
-cJ

1

2Ti
-cJ

MLdt.
t-f 2li(ü'k*1!

(1)
) (100)

+c

Jill dt = -

2TÎ

-d

+c

'1
•dt

2TÏ (t+j)dt + (J2-c2)
•* "

-i

r+C

dt

t-l
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Für die Zusatzfunktion$(jj gilt nach Gl. (101) und (113) :

*(J)
= 2a2M(0) = 2 i

+c

N(t)dt = 2 i l

-cJ

+c 3

(t2- c2) dt = -2ij^§—

und wir gelangen zum Ergebnis

tV' + Mwätr-^-tf-^fe]' (117)

Aus den Gleichungen (104), die sich, wie schon erwähnt, zur Aufstellung ge¬

schlossener Lösungen besonders eignen, sollen nun die Ausdrücke für die

Spannungskomponenten abgeleitet werden. Wir stellen zuerst die benötigten

Elemente und Beziehungen zusammen.

(J (j)
ÖH$) 2^-if

= 2f -

uy-wy = 2(j-j)-i(^2- \*) = 4ftt +i)

(J'(J)

lü(J)lJ

= 2(1 + ij)
= 2(1 -ip
= 2(1 -i[)
= 4 ['Vi']

[3(l+ip22Tt

8Uc°
konst.

4c-2ffni-^-
) $+c_

i±&
- 2He {^)} .H.^I^-a.J^-c^te]

Mit den in Abb. 17 definierten GrössenÇ,^, <J2> © wird

'-jÜ e.£-,.
l0)'(^)l2= 4[(l-p)2 + 0 = 4^2
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Abb. 17.

und damit

~2
"

T i^i -27(C+^n^-)+e(f-72-c2)
Ferner folgt aus Gl. (104/2) (T» 0)

(118)

TT?2

h B^l-®p-fi«P«,<!>-A«Ç))-llf«§
4c-2f(gnè7-ie)

2c3,. l-lt>
--r(1+TTii)ip2---^^"|f

Die Trennung dieses Ausdrucks in Real- und Imaginärteil bietet keine "grund¬

sätzlichen Schwierigkeiten, so dass eine lückenlose Angabe des Berechnungs¬

ganges hier unterbleiben kann.

Wir definieren 4 reelle Hilfsfunktionen, deren Aufbau sich für eine

numerische Auswertung mit Rechenmaschinen eignet.

2c3
u* = f1"!» <#? -«> +fv
V» =

2c

^+u)+(l-7)

(120)
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Mit Hilfe von u* und v* lassen sich die Formeln für die Spannungskompo¬

nenten schliesslich auf folgende übersichtliche Form bringen:

Ct + 0g
_

JL
2 ¥

2 TÊ2

ITC2

i0^i-2?(c + 5en^)+e(j2-?2-c2)

2n(f u*+v*)

(121)

Für die Spannungen am Rande ( n = 0 ) folgt hieraus :

5+fi

§-4

IT

4c3

3^
+ e(J2-c2)

^=o=^
4c3

'!?
= 0

? ='=0

Man beachte, dass der Grenzwert des unbestimmten Ausdrucks

n fnX|- ander Stelle t = îc, d.h,»=0, Ç2 bzw. fx =0

infolge der bekannten Eigenschaften der Logarithmusfunktion tatsächlich ver¬

schwindet. Dasselbe gilt für die Grenzwerte der Funktionen ou*, nv* an

diesen Stellen.

Nun gilt, wie sich aus Abb. 17 leicht ersehen lässt,

^,=
I für Itl * c

^= 0 für Itl > c

d.h. i_e(f2-c2) = N(t) (vgl. 115 mit t « j)
und es bleiben am Rand die Spannungen:

N(t) ; Til) = 0

V

dj = N(t)
31TÇ5

(122)
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Dieses Ergebnis kann, unter Umgehung des allgemeinen Spannungszustandes

(121), auch unmittelbar aus Gl. (108) gewonnen werden.

(If = N(t) - 2Re
6HÖ ,W

TilW'(t)l2 *<*>

N(t) - 2Re

\2Vif

^ = N(t)
8^cJ

3îÇ:

-8i/cJ

3

q.e. d

Tabelle I enthält die Randspannungen (Fj für 3 verschiedene Füllhöhen h = c

(Graphische Darstellung siehe Abb. 20).

Tab. I. Randspannungen (ft für 3 Füllhöhen h«, h», h, ;

Höhe des Parabelbrennpunktes a = 1
, spez. Gew. / = 1

.

t
ei

h1=4 t h2 = 1,3879 t h3 = 0,5

0,0 + 2,7906 0,0 0,00 0,0 -0,19989

0,25 + 2,4537 0,2 -0,0134 0,1 -0,19259

0,5 + 1,6825 0,4 -0,0314 0,2 -0,17143

0,75 + 0,9085 0,6 -0,0074 0,3 -0,13467

1,0 + 0,3953 0,8 + 0,0984 0,4 -0,08128

1,25

1,5

+ 0,2125

+ 0,3394

1,0 + 0,3060

+ 0,5812

0,5

0,6

- 0,00991

+0,08067Yl,3879

1,75 + 0,7340 1,25 + 0,5416 VÖ^F + 0,20007

2,0 + 1,3581 1,5 + 0,4270 0,8 + 0,18300

2,5 + 0,9366 2,0 + 0,2776 1,0 + 0,15006

3,0 + 0,6791 1,5 + 0,09234

5,0 + 0,2609 2,0 +0,06002

Die Füllhöhe h, ist so gewählt worden, dass die Spannungen (Fl im Parabel¬

scheitel verschwinden.
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Anmerkung.

Aus den Funktionen $(f ) (Gl. 117) undY(f),(die hier nicht explizit ange¬

geben werden musste) könnte die Airy' sehe Spannungsfunktion U des Problems

nach der Gleichung

2U =-Z<j>(z)+zTTzl+X(z)+T(i) (7)

rückwärts bestimmt werden. Dabei gilt :

ip(z) = J$(^dz = J$(j)0)'(f)dC
*(z) = [|Y(^K)*(j)d$J(ü'(j)dj .

Der für U zu erwartende (komplizierte'.) Ausdruck hätte durch Intuitives Pro¬

bieren niemals gefunden werden können. Dies, wie auch die Tatsache, dass die

Airy' sehe Spannungsfunktion für die geschlossene Lösung des Spannu.igspro-

blems hier gar nicht explizit bekannt zu sein braucht, unterstreichen die Lei¬

stungsfähigkeit des verwendeten Verfahrens.

4. Die Bildfunktion ist rational.

Eine rationale Funktion lässt sich als Quotient zweier Polynome mit

im allgemeinen Fall komplexen Koeffizienten b^, dk darstellen.

bo + bri+----+Mn

(Û (£) =
-2—** SJ—

cm
(123)

d0+d1£+....+dmj

Dieser analytische Ausdruck ist In der ganzen Ebene eindeutig und somit holo¬

morph mit Ausnahme der Nullstellen des Nenners*), wo er Pole mit der Ord¬

nung der Nennernullstellen entsprechenden Vielfachheiten aufweist"*).

Sind diese Nennernullstellen a., a,.. . a (p * m) mit den zugehörigen

Ordnungen bestimmt, so können wir durch Partialbruchzerlegung die Funk¬

tion (123) auf die Form der Gl. (32) bringen.

0) (Ç) = 0JQ(p + Gt(£ - ax) + . . . . + Gp(| -

ap) . (124)

uj (i ) stellt hierin eine im Endlichen durchwegs holomorphe Funktion, d.h. ein

Polynom, dar, während den Haupttetlen Gj. . . G die mit Gl. (33)deflnierte

Bedeutung zukommt. Da auch hier der unendlich ferne Punkt des betrachteten

semi- infiniten Bereiches dem unendlich fernen Punkt des Fundamentalberei¬

ches (p < 0) entsprechen soll, müssen wir verlangen, dass sämtliche im End-

^Durch Kürzen kann immer erreicht werden, dass eine Nenner-Nullstelle

nicht zugleich Zählernullstelle ist.

2)ßei n>m enthält zudem der unendlich ferne Punkt einen Pol(n-m) ter Ordnung.
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Ky

"Fiktive Belastung", h,= 4

- 7

- 6

- 5

- 4

- 3

- 2

- I

N\tyZy(tz-ê)

- 0

+ i

+ 2

+ 3

Randspannungen vK = N(t) + ^ %

3?fl

= 1

+ 2 +3 +4 +5

J_J I I

h,= c,2 = 4

Z--\

! !..
i+i

i

^y
/

+ 2ug
- Druck

65

Abb. 20.



a der Bildfunktion (124) der oberen Halbebeneliehen gelegenen Pole a.

angehören.

Um den Aufbau der Lösung des Spannungsproblems im Falle rationa¬

ler Bildfunktionen deutlich werden zu lassen, genügt es, eine Bildfunktion zu

betrachten, die einen einzigen im Endlichen gelegenen Pol a der Vielfachheit

l besitzt.

oO

'S/SS/// *///// '/}///'///}/ J /}// }^ F

Abb. 21.

0) (f ) = tu
S>«w0<p

+

y
-1

-atf
(125)

Am Rand des semi- infiniten Bereiches, der durch konforme Abbildung mittels

der Funktion (125) aus der unteren Halbebene hervorgegangen ist, möge eine

stetige und beschränkte Belastung N(t), T(t) angreifen, die sich auch hier nur

über ein ganz im Endlichen gelegenes Teilstück erstrecken soll. Wir erweitern

die Randbedingungen ( 58 ) in der gewohnten Art und betrachten wieder zuerst

den aus der zweiten Gleichung entstandenen Ausdruck :

1

2TÏ
-ooJ

wiÜÜdt i

t - f
ai + 2TT

1
+ 2TÎ

+00

ÜW(t)

r+co

t-J at+PT
-coJ -co-

r+co

mlüdt
+

t -

dt =

1

2TT1

-co-

(N-iT)h)'(t)..

t - f
m (126)

Das zweite Integral liefert nach Gl. (38) :

ft-CO

2îi

-col
t - y

i
- Ü

'($)$({)
(127)

àaW(f) und <j>(f) zwei im ganzen Bereich (p < 0)holomorphe Funktionen dar¬

stellen, deren Produkt — was auch für die übrigen Terme der Gl. (58) gilt -

infolge der Beziehungen (85) im Unendlichen verschwindet. Ebenso unmittel¬

bar folgt aus Gl. (44) für das 4. der obenstehenden Integrale
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r+co

1

-CD'

! -ç,—

tJ'(t)Yft)

1t -

dt = 0 in allen Punkten der untern Halbebene. (128)

Um das erste Integral der Gl. (126) bestimmen zu können, müssen wir vorerst

die in der untern Halbebene definierte Funktion

le",

^TT
(129)

OJ'(j) $($

mit W(\) = Wn({)--^-v
-•

> °>
(j-ÏT (f-B)1

betrachten. Sie ist holomorph mit Ausnahme der Stelle "ä(Abb. 21), wo sie ei¬

nen Pol der Vielfachheit t + 1 besitzt. (Gl. 129). Zur Bestimmung des zugehö¬

rigen Hauptteiles G(f -"a) denken wir uns die im ganzen Bereich holomorphe

Funktion $(f ) nach Potenzen von ( f -"ä) entwickelt.

^2
$(f) =a0 +

a1(C-ä)+a2(j-ä)z+

Aus (129) und (130) folgt dann :

r^r [-(f-1)^-iao-^ai

(130)

(h°

<j-sr
i

-rlao-2C2al"

[
f-ä

+ holomorphe Funktion.

clal ^af]

(131)

Nun entspricht der in der unteren Halbebene definierten Funktionu)'(()$(f)in

der oberen Halbebene der Ausdruck :

ü'(f) $ty (132)

wobei die beiden Funktionen (131) und 132) an spiegelbildlich zur reellen Axe

gelegenen Punkten konjugiert-komplexe Funktionswerte annehmen. Der Zähler

(d'(t)f(tj

im Integranden des zu bestimmenden Integrals stellt, infolge t =T, den Rand-
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wert der in (S+) definierten Funktion (132) dar. Somit folgt für die Punkte der

unteren Halbebene (S~) nach Gl. (35) :

r+oo

1

2TÎ

-OD.

t*J (t) Mi)
fML« = + -i^ (fc.ä-o) +

t- |
(j-a)C+1

' °

+ 1-i— ( (f-Dc-jäT + fc-ä:)
(f-a)£ l 1 ° ' 1

+

( *}2 (c1ao + 2c2a1+...+fc(aM)

( Cjäy + 2c2äJ + . . , +£c,iQ
! - a

(133)

Esbleibt uns noch das dritte der inGl.(126) links stehenden Integrale zu unter¬

suchen. Die in der unteren Halbebene definierte Funktion

besitzt an der Stelle f = "ä einen Pol der Vielfachheit t ; denn es ist

sr<5> = n,(p +

, _5

i- *

2$'(f) = a1+2a2(|-5) + 3a3((-a)/! + ...

und somit gilt

mV*'lV " ^F (Vl) +

(134)

(135)

+ T^r (ïï2ai+ 2r3a2+ + «-1Ve-i )

foa, + 2 c,a„ +
+fC,a. )

(f-ä)(!
rc

4- holomorphe Funktion (136)
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Der Uebergang zu der in der oberen Halbebene definierten FunktionW(f)$*(î)
mit dem Randwert Ü(t)$'(t) führt uns bei Anwendung von Gl. (35) zur gesuch¬

ten Lösung. Es gilt in allen Punkten der unteren Halbebene :

1

21i

-coJ

+00

U(t)ff(t)

4-5
dt

q-a)
1

r (c«ai) '

(J-,.>
Fî(ce.1a1+2cea2)

(J-ar

1

5

c2al + 2c3a2 +

(c, at +
2c9a,

+

C-D^t-l

'lal 2Ä2
+ £c^aj) .

(137)

Durch Zusammenfassen der Ergebnisse (135) und (137) erhalten wir eine ra¬

tionale Funktion, die mit R(f ) bezeichnet werden soll.

-1-00

ù/(t)$(t)+6)(t)TOdt t
R(?) = —

) 2Ti

-OD1
($-a)c
+ ^— (c f _1"ä0"+ c»äT) +

(J raf
l 1

(J-a)2
(Cla0+. ...tcjaj.jj.

(138)

Da der Punkt a in der obern Halbebene liegt, istR(f ) in der untern Halbebene

durchwegs holomorph. Mit diesem Ausdruck und unter Berücksichtigung von

(127) und (128) geht schliesslich aus der Randbedingung (126) folgende Bestim¬

mungsgleichung für die Spannungsfunktion $( f ) hervor :

sHX)

Ü)
'<V*(5) +R(^ =

2TÎ
1

r

-00

N -iT

t J
dt (139)

Es muss beachtet werden, dass in R(() die EntwicklungskoeffizientenaQ, a^

. . . ,
a»

_1
der gesuchten Spannungsfunktion vorkommen. Gl. (139) stellt somit

keine "geschlossene" Lösung - im Sinne von Gl. (89) - zur Berechnung von

$(f) dar. Auf die Bestimmung der Koeffizienten von R(f), die vorgängig zu
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erfolgen hat, wird später noch zurückgekommen.

Wir betrachten jetzt die erste der Randbedingungen (58) in der erwei¬

terten Form

,+00

1

2fi
-00'

ffOO

•ar(t)$(t)dt l

t - f
at + 2TÎ

oo

rKD

6)'(t)$(t)dt+J_
t - f

at +2Ti
oo

1

2fi
-00*

t - f m+2¥ï
-oo

+00

(N + lT)f?(tj dt

t - f
al *

+00

ûJ'(t)Y(t)dt
t- f

al

(140)

Die Zählerfunktion im Integranden des ersten Integrals stellt infolge t = tden

Randwert der in der untern Halbebene (S-) definierten Funktion

Ü'(C)$($)
dar, der wir in Gl. (131) schon begegnet sind. Somit gilt nach Gl. (36) in den

Punkten der untern Halbebene :

w-oo

1

21Ti

-a>
^^'^PqV''^*

) J
1
I

+
(c - g)l ( -c"ia0- 2c-2ai -...

- ^a,^)

(f-ä)(f
clal

1(141)

Das zweite Integral der Gl. (140) verschwindet in der untern Halbebene (vgl.44).

1

2TÎ
-00J

+00

MMLdt = o (142)

Die Zählerfunktion im Integranden des dritten Integrals stellt den Randwert der

ebenfalls schon betrachteten, in der untern Halbebene definierten Funktion

(*)($)$'($)
Aus (136) und (36) folgt deshalb :

dar.
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_1_
2Ti

-oo>
m*mM,.tvvviS(ax) +

({-v

(c, ,a.,
+

2c,a9)

+l=i^-lal + ^a2

(f-äT
c2al +2c3a2 +...+(f-l)Ceat_1

+ j71^- (<=ial + 2c2a2 +... + ^ae)_.

Und für das letzte Integral der linken Seite gilt

,+oo

1

2~Ti
-oo

^Müidt = -tiylip y<o .

]

(143)

(144)

Durch Zusammenziehen der Ergebnisse (141) bis (144) und unter Berücksichti¬

gung der mit Gl. (138) für die Funktion R(f ) getroffenen Definition erhalten wir :

,+oo

1

ùFinfyp-iûipfyp -mp-tiiyYiy =

an
N* + iT*

t -

\
dt (145)

und sind mit Gl. (139) und (145) nun in der Lage, die gesuchten Ausdrücke für

die Spannungskomponenten (Gl. 56) aufzustellen.

,+co

$±$- =2Re
2 {*$>} = 2Re

w'($>.
i

2Ti y-
dt + R(f

W+iTi

]i =mp
i

2tfi

-oa)

,+cc

r'**1T"
« -ü'(j)4(C)'1

Mi)-(ù(f))$m-*{y
|[146)

In den obenstehenden Spannungsformeln kommt die noch unbekannte

Funktion R(f) vor, die es jetzt,ausgehend von Gl. (139), zu bestimmen gilt.
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.+00

-Ü'(^)$(y+R(p =

2fï
N* - iT*

dt (139)

-ay

Sämtliche in dieser Beziehung auftretenden Terme sind an der Stelle 1 (Abb. 21)

regulär und lassen sich demzufolge nach Potenzen mit ganzen positiven Expo¬

nenten von ( f - ä) entwickeln. Für das Belastungsintegral, beispielsweise gilt :

1

2TÏ

.+oo

N* - IT"
dt bo + bJ(J-ä) + bJ(J ä) +.

mit b,
1

2TT
-co

,+co

* *

N - IT

(t-ä)
k+1

dt (147)

Indem wir fordern, dass die in R(F) (Gl. 138) auftretenden Koeffizienten

a aj « gleichzeitig die 2 ersten Entwicklungskoeffizienten der Funktion

$(f) an der Stelle 1" darstellen müssen (Gl. 130), erhalten wir durch Vergleich

der 0 ersten Entwicklungkoeffizienten ein Gleichungssystem, das zur Bestim¬

mung der t Unbekannten a a.« ausreicht.Da es sich um Beziehungen im

Komplexen handelt, entspricht dieses Gleichungssystem 2(reellen Gleichungen

mit 2 t Unbekannten

ao al-V ßo ß'Jf-1

ak
=

ak +ißk; ak
=

\ "ißk

Sonderfall : Einfache Pole.

Bei der Näherung beliebiger Bildfunktionen durch rationale Ausdrücke(nach

einem im nächsten Abschnitt noch zu beschreibenden Verfahren) werden wir in

der Regel Bildfunktionen mit einer endlichenAnzahl von einfachen Polen zu er¬

warten haben. Wir wollen deshalb für diesen Sonderfall das Gleichungssystem

zur Bestimmung von R(f ) in ausführlicher Form darstellen. Es sei

'la -lb

(6)0(j) = Polynom)

Im
(148)

die ermittelte Bildfunktion, die an den Stellen a, b
,
m der oberen Halb¬

ebene je einen einfachen Pol aufweist. R(£ ) besitzt in diesem Fall die Form

(vgl. 138 mit c2
=

c3
= = 0)
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R(iV
cUao lb o :lmmo

(149)

(j-a? (j-b?
""

(j-m)2
wobei aQ, bQ ..., mQ die absoluten Glieder in den Entwicklungen von $( t )

nach Potenzen von (f -H)
, (t - m) bedeuten. Es gilt :

¥\) a0+a1(^-ä)+a2(^

o+ bj(Ç -b) + b2(f -b)* +
r*2

^2

(150)

= m +H1J (f -m) + m2(f -m) +

Wir denken uns jetzt sämtliche Terme der Gl. (139) nach Potenzen von (( -ä),

(f -"b"), . . , ( f - in) entwickelt und vergleichen der Reihe nach die absoluten

Glieder dieser m verschiedenen Entwicklungen, was uns unmittelbar auf das

gesuchte Gleichungssystem für die unbekannten Koeffizienten a
,.

ni führt.

-a),(â)ao+-^2-à-+^b^-D- +
0 (ä-a)2 ° (ä-b)2 °

-d)'(b)b +-^
la

(b-a)

I

2ao +

la _

-W(m)m +
p
a

°
(m-a)2

°

-IIb—TT

(brb)2 °

Im —

t i—\
+

?
m = J(a)

(ä-m)2
°

+ rrIsL2 in-= JOS)

(bjm)2
°

I

:

+

(m-b)'

Im ——

1/—x

2 mo
= J(m)

(m-m)

(151)

mit J(ä)
i

i

1

21T1

+00

N*-iT*dt (N*) (T*) +lfB(N*).(T*)>
A(a") +

B(ir) +1(B(ä) A(ä)>

Ist R(f ) bekannt, so verfügen wir mit Gl. (146) über die allgemeine Lösung für

das erste Randwertproblem im Falle rationaler Bildfunktionen.

Die Ausführungen dieses Abschnittes haben uns zugleich gezeigt,wo

Schwierigkeiten bei dem hier verwendeten Verfahren auftreten, und welcher Art

diese Komplikationen sind. Wenn die zugehörigen Bildfunktionen mehrdeutig

sind und neben Polen auch kompliziertere Singularitäten aufweisen - man

denke etwa an "wesentliche Singularitäten" oder an die "Stellen algebraischen

Charakters" der Schwarz-Christoffel Integrale - so stösst man beim Versuch

einer direkten Integration der Randbedingungen, der bei rationalen Bildfunk¬

tionen gelungen ist, auf praktisch unüberwindliche Hindernisse. In diesem Falle
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bleibt uns, unter Verzicht auf eine "strenge Lösung", immer noch die Möglich¬

keit, die Bildfunktion im vorgegebenen Bereich durch einen rationalen Ausdruck

anzunähern. Der folgende Abschnitt enthält ein Verfahren, das diese Umwand¬

lung vollzieht.

5. Annäherung beliebiger Bildfunktionen durch rationale Ausdrücke;

polygonal begrenzte Bereiche.

Auf Grund der Besonderheiten der zugehörigen Bildfunktionen ' und

der überragenden Bedeutung, die ihnen vom Standpunkt der praktischen Anwen¬

dungen zukommt, nehmen die polygonal begrenzten Bereiche innerhalb der

möglichen Scheibenformen eine Sonderstellung ein. Wenn wir uns deshalb im

Rahmen dieses Abschnittes mit der Möglichkeit einer Annäherung beliebiger

Bildfunktionen durch rationale Ausdrücke befassen, so ist es angezeigt, die

Leistungsfähigkeit eines solchen Verfahrens am Beispiel der polygonal be¬

grenzten Bereiche auszuprobieren. Stellen sich dabei befriedigende Ergebnisse

ein, so darf überdies damit gerechnet werden, dass bei Bereichen mit stetigem

Randverlauf die Konvergenzverhältnisse noch günstiger ausfallen.

Wie am Schluss des vorangehendenAbschnittes bemerkt wurde, ist bei

polygonal begrenzten Bereichen an eine direkte Lösung des Spannungsproblems

durch "Integration der Randbedingungen" nicht zu denken '. Die auftretenden

Singularitäten lassen sich nicht mehr so einfach behandeln wie im Falle ratio¬

naler Bildfunktionen und liegen zudem auf dem Rand des Bereiches selbst; es

sind die Punkte, die bei der Abbildung in die Polygonecken übergehen.

îjvgl. Abschnitt H/3b
'In einem einfachen Sonderfall kann dennoch eine geschlossene Lösung des

Spannungsproblems angegeben werden. Wir betrachten die Bildfunktion(109)
und lassen den Parameter a gegen Null gehen. Die im Grenzübergang entste¬

hende Funktion
()(t) = i f 2

bildet die untere Halbebene auf die längs der positiven y-Axeaufgeschlitzte
Vollebene, d. h. auf einen polygonal begrenzten Bereich mit einer einsprin¬
genden Ecke von 180° ab. Zur selben Bildfunktion gelangen wir nämlich auch

über den Ausdruck r f

(j)(t) = I tdt
,

der als Schwarz-Christoffel Integral
' °

'

mit u. = 1 aufgefasst werden kann.
Da mit W'(0) = 0 die Belastungsintegrale beschränkt bleiben, gelten die Spannungs -

formein (91), (93) und (104) des Abschnittes m/3 in vollem Umfang auch für

diesen Bereich. An der Stelle f = 0, d.h. in der einspringenden Ecke werden

die Spannungsfunktionen $(n ¥(f) singulär wle _i = _L_fWeiche8 Ergeb-
' > W(f) 2 if

nis möglicherweise der Verallgemeinerung auf ein- und ausspringende Ecken
von beliebigem Oeffnungswinkel fähig ist.
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Loch.dreieckigembezw.quadratischem,mitEbenedieaufKreises

desAbbildungdieumsicheshandeltBeispielendiesenBeiff.388p4,'Lit.

oj^-k^-ay^-b)2-^!!^
>

»I11

(152)

1

11

:(50)Gl.nachBüdfunktlondiefürgiltEs

auf.90°jevonEcke-j)(yu=ausspringendeeineund

-)+=11.(einspringendeeineweistBereichDieser".Treppenstufe"gebene

wiederge¬22Abb.indiehiefürwirwählenzwarundwerden,studiertBeispiel

konkreteneinfachen,einemandirektsollenKonvergenzverhältnisseDiegen.

gelan¬zuZielzumPunktgelegenenHalbebeneunternderineinenumfunktion

Bild¬derPotenzreihenentwicklungeinermitdeshalb,versuchenWir

wiedergibt.zuverlässig

einigermassenUmgebungunmittelbarenihrermitselbstStaumauerdiediese

dassnur,istwichtigerfassen;zuBildfunktiondermitGeländeteileabliegende

weitNotwendigkeit,keineauchbestehtSomitmehr.nichtKräftespielwirkende

FelsuntergrundumgebendenimunddieserindasStaumauerscheibeeinervon

EntfernunggrössererinErdoberflächederFormdieetwabeelnflusstSolassen.

zuhervorgehenHalbebene(untern)derTeilstückeinemausherrscht,stand

Spannungszu¬interessierendeunsderwoAusschnitt,gelegenenEndlichenim

begnügen,einendamitvielmehrunskönnenWirfordern.zuBereichinfiniten

vorgegebenensemi-gesamtendenaufPunktesfernenunendlichdesUmgebung

dereinschliesslichHalbebeneganzenderAbbildunggenaueeinesein,wendig

not¬nichteswirdstellt,PraxisdieunsdieAufgaben,meistendenBei

Polynom.eindurchAnnäherunga)

genügt.Anforderungengestelltensieandendiekonstruieren,tion

Näherungsfunk¬rationalegebrochen-eineAlgorithmus"tienten-Differenzen

"Quo¬entwickeltenRutishauserProf.vondesAnwendunginsich,lässtgegen

Zlel.Da-zumnichtPolynomeindurchBildfunktionderAnnäherungeinersuch

Ver¬derführtaufweist,Eckenausspringendeaucheinspringendennebenreich

Be¬vorgegebenederWennnehmen:zuvorwegesUmeinfach.sonichtjedoch

VerhältnissedieliegenBereichensemi-infinitenBeipositiv.l)Beispiele,

speziellezweiaufgestütztsie,beurteiltundebenfallsMöglichkeitdiesechen

Fundamentalberei¬begrenztenkreisförmigbeierwähntMuskhelishviliHI/3).

Abschnitt(Vgl.wird.einfachbesondersBildfunktionenrationalerganzerFalle

imSpannungsberechnungdiedanähern,zuPolynomedurchBereicheter

begrenz¬polygonalBildfunktionendieversuchen,vorerstwerdenWir



^v = kJ^SH+k (153)

wobei wir für die in diesem Zusammenhang belanglosen Konstanten k, = 1,

t "

k, = 0 setzen

/V/V /V/V/V/V////>/>>

--X

Abb. 22.

Wählen wir als Entwicklungszentrum den Punkt - i, so konvergiert nach ei¬

nem bekannten Kriterium der Funktionentheorie eine Taylorentwicklung nur

innerhalb des Kreises C um -i, auf dessen Peripherie die nächste Singularität

der zu entwickelnden Funktion liegt. (Abb. 22). Eine Potenzreihenentwicklung

erfolgt demnach in der Hoffnung, bei Mitnahme der ersten paar Glieder der

Reihe auch in einem gewissen Bereich ausserhalb des Konvergenzkreises C

noch eine annehmbare Wiedergabe der Bildfunktion zu erhalten. Es gilt nach

Taylor

6T(J) =W'(-i) + ü)"(-i) (^l)+(^Ji (f +D2 +

und durch gliedweises Integrieren

Ü (f ) = a„ +0)'(-i) (f +1) +
^"l",^ (F +i)2 +

) ° ) l- ) (154)

2
= aQ + a^Ç +i) + a2( f +i) +

Wir brauchen uns auch hier um die belanglose Konstante aQ nicht zu kümmern

und setzen a0 = 0
.
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Zur Bestimmung der AbleitungenU'(- i), (J"(-i) ... empfiehlt es sich,die folgen¬

de, der Gl. (152) gleichwertige Schreibweise zu verwenden:

l [ log (f + 0.2) - log ( f - 0.2) + 2 kFi]
U'(f) = ^ ) > (155)

Für die im Exponenten auftretenden Logarithmen setzen wir den Hauptwert ein.

Dabei ist zu beachten, dass ein Zweig der vieldeutigen Logarithmusfunktion

gewählt werden muss, der in der unteren Halbebene stetig variiert.Dies er¬

reichen wir, indem für einen Punkt, der auf dem Einheitskreis durch die un¬

tere Halbebene von î = + lbis ^ = -1 wandert, eine stetige Abnahme des Lo¬

garithmus von 0 bis -TTi festgesetzt wird. Ferner kann durch einmaliges Fest¬

legen der ganzen, reellen Konstanten k der zugehörige Zweig der mehrdeuti¬

gen Bildfunktion (in unserem Fall ist sie zweideutig) ausgeschieden werden.

Wir müssen hier k = 0 setzen; dann gilt nämlich für das Argument vonW(f )

längs der reellen i -Axe :

'
0 für t < - 0.2

arg |6d*(t)| = ^- + -J- " -0.2 < t < + 0.2

0
"

t > + 0.2

was dem geforderten Randverlauf entspricht. (Abb. 22) .

I [log (f+0.2)-log (f-0.2)]
N,n

uJ'(y = e2 ) ) =eN^V -

Für die weiteren Ableitungen folgt :

(156)

ÜT(^) = eN(^ N'(p =6)'(f)N'(p

ü3'"(n = Ü"(f)N-(f) +(J(J)N"(n

(JIV(n = 0)"'(f)N'(C) +26)f'(j)N»(f)+{ü,(pN»^)

UF(t) = a?V(j)N-(J) + 3tf"(pN"(J) + 36)"(Ç)N"(f) +û)'(|)NIVq) .

1 I (157)

Damit ist das Bildungsgesetz dieser für die Rechenmaschine geeigneten Re¬

kursionsformel klar. Bei den auftretenden Zahlenfaktoren handelt es sichum

die Binomialkoeffizienten. Die Funktionen N'(F), N"(f) ...
lassen sich auf ein¬

fache Weise bestimmen.
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N(j) = \ [log(^+0.2)-log(J-0.2)]

*<\>'ï L\ + 0.2 J-0.2 -0.2 f+0.2

N,
(n)

= |(n-i):
V

(n) i

N(-i)=|(n-D -(

-J -0.2

i-0.2

-)" + (
+0.2

+ (
1 + 0.2

(158)

Wenn mit 6 Dezimalstellen gerechnet wird, ergeben sich für die 7 ersten Ent¬

wicklungskoeffizienten der Gl. (154) die Zahlenwerte

(159)

aj = + 0,980 581 + 0,196 116 1

a2 = + 0,094 287 + 0,018 857 i

a, = + 0,018 132 - 0,059 231 i

a4 = - 0,040 971 - 0,017 260 i

a5 = - 0,016 261 + 0,029 525 i

a6 = + 0,021 573 + 0,015 155 i

a? = + 0,013 965 - 0,015 698 i

die, wie Abb. 23 zeigt, vom Koeffizienten a,weg auf einer Spirale um den Ur¬

sprung liegen, welche Eigenschaft später für uns von Bedeutung sein wird.

Abb. 23.
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Die Konvergenz dieser Reihe ist ausgesprochen schlecht und wird im¬

mer schwächer, d.h. der Absolutwert des Quotienten zweier aufeinanderfolgen -

der Koeffizienten|_an±L| nimmt mit wachsender Ordnungszahl n zu. Erliegt

bei n = 7 in der Grössenordnung von 0,8 und bei n = 16 um 0,85 herum.

Brechen wir diese Potenzreihe nach 7 Gliedern ab und untersuchen die durch

das Polynom 7.Grades vermittelte Abbildung, so entsteht der in Abb. 24 (Tab. IV)

wiedergegebene Bereich, den wir als "unbrauchbar" bezeichnen müssen. Wohl

wird die einspringende Ecke einigermassen erfasst; dies trifft jedoch für die

ausspringende Ecke keineswegs zu, und zudem macht sich die Divergenz der

Potenzreihe ausserhalb des Kreises C allzu stark bemerkbar. Steigert man

die Anzahl der berücksichtigtenRethenglieder, so lassen sich wohl die Verhält¬

nisse innerhalb von C verbessern; gleichzeitig tritt aber die Divergenz aus¬

serhalb von C umso stärker hervor, so dass damit schliesslich nichts gewon¬

nen wird. Verschiebt man das Entwicklungszentrum nach unten, in der Absicht

einen grösseren Konvergenzkreis zu erhalten, so verschlechtert sich im glei¬

chen Masse die Konvergenz der Entwicklungskoeffizienten. Zusammenfassend

muss somit gesagt werden, dass hier eine direkte Potenzreihenentwicklung

nicht zum Ziel führt. Es stände noch die Möglichkeit offen, nach Polynomen

zu entwickeln, die in einem weiteren und vor allem günstiger geformtenBe-

reich als dem Kreis C konvergieren. Da jedoch wenig Aussicht besteht, da¬

mit zu annehmbaren Konvergenzverhältnissen zu gelangen, wird hier von ei¬

ner Untersuchung in dieser Richtung abgesehen.

b) Rationale Näherungsfunktionen. Der Quotienten-Differenzen Algorithmus.

Ein wesentlich besseres Ergebnis als mit Polynomen lässt sich mit

(gebrochen) rationalen Näherungsfunktionen erreichen. Die Anregung hiezu

verdanke ich Herrn Prof. Rutishauser, der mich in freundlicher Weise darauf

aufmerksam gemacht hat, dass in anderem Zusammenhang mit Hilfe des von

ihm entwickelten Quotienten-Pifferenzen Algorithmus1' ( QD - Algorithmus )

schlecht konvergierende und divergierende Potenzreihen unter gewissen Be¬

dingungen in Kettenbrüche mit guten Konvergenzeigenschaften umgewandelt

werden konnten.

Für die Herleitung desQD-Algorithmus wird auf die zitierte Literatur

(18) verwiesen. Wir begnügen uns hier mit einer kurzen Erläuterung derTech-

^Lit. 18
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nik, die den Uebergang von einer Potenzreihe zum entsprechenden Kettenbruch

vollzieht.1^

Es gelte,die im Ursprung reguläre Potenzreihe

00

V=0

<vLv

*1 (160)

,(v)„
in einen Kettenbruch zu verwandeln. Hierfür werden die Koeffizienten

Sj
'den

in Tab. II wiedergegebenen Rechenoperationen unterzogen.

Mit den in Tab. D. ermittelten Koeffizienten stellt sich der gesuchte

Kettenbruch in Form der Gl. (162) dar :

.?! .#| .Jf>| zc[°>j .Jo)|

y = 0
sl z

II TT TT rr TT (162)'
2)

Da sich die geforderte Gesetzmässigkeit in den Koeffizienten der Po¬

tenzreihe (154) erst von a, an einstellt (Abb. 23), schreiben wir die Bildfunk¬

tion als

ÜCC = a^f+i) + (j+i) |a2(Ç+i) + +a7(Ç+i)6 (163)

und verwandeln nun den in der eckigen Klammer stehenden Ausdruck, der hier

ebenfalls mit dem Koeffizienten a? abgebrochen werden soll, in einen Ketten¬

bruch. Tab. HI enthält den zugehörigen QD-Algorithmus in der "komprimier¬
ten" Form des Schemas (164).

s}
(o)

-1 »

= a3

= a4

= a5

= a6

= a7

3l e(o)
,(D ~

AD

,(0

"4

.(3)

^ .{°>
.(0 ^-

,(2)
e(l)
2

» (164)

'Lit. 18, p 26; die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Bezeichnungen sind
„»ebenfalls der Abhandlung (Lit. 18) entnommen.
'Symbolische Schreibweise für

Q(o)

l -

" ?r
T~^
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Die Kolonne der Quotienten qj und der Differenzen d^ = e2 in Tab. HI
,

zeigt, dass die Potenzreihe vom Term a, an näherungsweise den Charak¬

ter einer geometrlschenReihe besitzt, wie dies für eine gute Konvergenz des

Kettenbruchs erforderlich ist. Der Verfasser hat weitere Potenzreihen unter¬

sucht, die zu Bereichen, wie sie in Abb. 26 zusammengestellt sind, gehören,

und auch dort ein ähnliches Verhalten feststellen können, wenn als Entwick¬

lungszentrum ein Punkt in genügender Entfernung vom Rand gewählt wird.

Mit den in Tab. m unterstrichenen Zahlenwerten

a2 = + 0,094 287 + 0,018 857 i

W = + 0,064 102 - 0,641 025 i

.f) = + 0,008 728 - 0,072 988 i

a(0)
q2 = + 0,055 854 - 0,391 513 i

e(0)

e2 = + 0,035 612 - 0,094 027 i

(o)
«3

= + 0,193 835 - 0,298 334 i

gelangen wir schliesslich zur gesuchten Näherungsbildfunktion (165), in der

die 7 ersten Entwicklungskoeffizienten a* a„ berücksichtigt sind.

Ü(^=a1(^+i) + (^+i)

(^>40)1 q+»40)l ^i)i30)i
-, i | i -f-i J . (165)

Die durch Gl. (165) vermittelte Abbildung ist in Abb. 24 wiedergegeben. Sie

darf für die Anforderungen der Praxis bereits als befriedigend bezeichnet

werden. Hervorstechend sind die gute Wiedergabe der für die Problemstellung

der Elastizitätstheorie besonders interessanten einspringenden Ecke, sowie

der grosse Konvergenzbereich. Man darf sogar vermuten, dass dieser Ketten¬

bruch in der ganzen untern Halbebene konvergiert; eine allgemeine Untersu¬

chung der Konvergenzverhältnisse erübrigt sich hier, da schon, aus diesem

Beispiel auf einen in jedem Fall für die Bedürfnisse der Praxis genügend wei¬

ten Konvergenzbereich geschlossen werden kann. Dass auch mit derBildfunk-

tion ( 165 ) die Abbildung der ausspringenden Ecke grössere Schwierigkeiten

bereitet, ist weiter nicht verwunderlich; denn es fällt schwer, mit (ganzen

(j+l)a2| (f + Pffj (f + Pff'l
r^
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oder gebrochen) rationalen analytischen Funktionen eine Stelle zu erfassen, an

welcherlei beschränkt bleibender Funktion <*($), deren Ableitung tO'(J) über

alle Grenzen hinauswächst. Für die Fragestellung der Elastizitätstheorie ist

eine einwandfreie Abbildung ausspringender Ecken jedoch In der Regel nicht

erforderlich.

Ohne die Ordnung des Kettenbruchs und damit die Anzahl Ihrer Pole

zu erhöhen, können wir die Näherungsabbildung (165) noch dadurch verbessern,

dass wir denQD-Algorithmuserst von einem höheren Entwicklungskoeffizien¬

ten (etwa a ) weg ansetzen, was uns auf die verallgemeinerte Form (166) der

Bildfunktion führt.

fa) (j) = a^ +1) + .... + ap.^ +i)p"1 + ( j +i)]
p-1 (Ç+i):

I
(166)

1)

In der Form (165) oder (166) ist die Bildfunktion allerdings für die

Spannungsberechnung nach Abschnitt m/4 noch nicht direkt verwendbar. Der

Uebergang in die Schreibweise (32) bezw. (148) stellt uns vor die Aufgabe, die

Pole eines Kettenbruchs mit den zugehörigen Hauptwerten bestimmen zumüs-

sen,welches Problem in Lit.l8,n. Kap.,§10ganz allgemein behandelt und ge¬

löst wird.

Die drei einfachen Pole a, b, c des "6-stöcklgen" Kettenbruchs der

Gl. (165) liegen in den Punkten

a = + 0,169 221 + 0,217 577 i

b = + 0,648 588 + 0,808 130 i

c = + 1,536 242 + 3,412 231 1

2)

und somit voraussetzungsgemäss In der oberen Halbebene. Der Pol c ist da¬

bei schon so weit von der eigentlichen Treppenstufe (Abb. 22) entfernt,dass er

das Kräftespiel dort kaum mehr beeinflusst und im Gleichungssystem (151)

wahrscheinlich unberücksichtigt bleiben könnte.

Der Konvergenzbereich dieses Ausdrucks 1st gegenüber (165) nicht einge¬
schränkt.

Diese Werte sind mit der programmgesteuerten Rechenmaschine des "In¬
stitutes für Angewandte Mathematik an der ETH" bestimmt worden. Auf die

Bestimmung der zugehörigen Hauptteile nach dem in Lit. 18 S.48 angegebe¬
nen Schema wurde verzichtet, da das Programm zu diesem Rechnungsgang
sich zur Zeit erst in Entwicklung befindet.
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Zusammenfassend kommen wir, nach der Möglichkeit einer Annähe¬

rung der Bildfunktionen polygonal begrenzter Bereiche durch rationale Funk¬

tionen gefragt, zu folgendem Schluss: Eine unmittelbare Potenzreihenentwick¬

lung kommt nur in Frage, wenn es gilt, einen kreisförmig begrenzten Funda¬

mentalbereich auf einen Bereich mit nur einspringenden Ecken abzubilden.

(Beispiel: Ebene mit polygonalem Loch). Hier kann, wie die beiden vonMuskhe-

lishvili angeführten Beispiele zeigen, eine gute Konvergenz als gesichert gel¬

ten \ Wird von der Halbebene als Fundamentalbereich ausgegangen, oder

weist der vorgegebene Bereich auch ausspringende Ecken auf, so führt eine

Taylor-Entwicklung nicht zum Ziel.

Dagegen ist in diesem Fall folgender Weg gangbar : DieBildfunktion

wird zunächst um einen im Innern des Fundamentalbereiches liegenden Punkt

in eine Taylorreihe entwickelt. Anschliessend wandeln wir die (teils schlecht

konvergierende, teils divergierende) Potenzreihe mit Hilfe des "Quotienten-

DifferenzenAlgorithmus" in einen Kettenbruch um. Weist der vorgegebene Be¬

reich nur einspringende Ecken auf (Abb. 26a, b), so dürfte die Berücksichtigung

von nur wenigen Reihengliedern genügen. Bei Bereichen mit ausspringenden

Ecken (Abb. 26c, d,e) ist im zugehörigen Kettenbruch die Mitnahme von 6 bis

12 Reihengliedern erforderlich, je nach den Ansprüchen die an die Wiedergabe

der statisch nicht besonders interessanten ausspringenden Ecken gestellt

werden.

Der Rechenaufwand scheint bei diesem Vorgehen vorerst ziemlich hoch

zu sein. Er lässt sich jedoch, was etwa die Handhabung des QD- Algorith -

mus anbetrifft, weitgehend schematisieren, so dass, unter anderem, programm¬

gesteuerte Rechenmaschinen mit ETfolg angewendet werden können.

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass sich das hier dargelegteVerfah-

ren zur Untersuchung des Spannungszustandes in der Umgebung einspringender

Ecken ganz besonders eignet. Dieleichte "Abrundung" durch die Näherungs-Bild-

funktion darf dabei als Vorteil gewertet werden; denn die so erhaltenen hohen,

aber endlichen Spannungen sind für den Konstrukteur wertvoller als die singu-

lären Spannungsspitzen einer "genauen" Methode, denen, wie man weiss, in die -

sen Eckpunkten selbst keine physikalische Bedeutung zukommt. In jedem Fall

kann die Zuverlässigkeit der Ergebnisse weiter getrieben werden als dies mit

einem noch so feinen Differenzenverfahren praktisch möglich ist.

^Lit. 4, p 370 ff.
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oO(£) : Polynom

(a.

IX>(p : Kettenbruch

(ai;a2.... a?)
+ 0.4

-t-
-0.5

-0.2

+0.5

Abb. 25.

Q)
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d) /c)
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Abb. 26.
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Tab IV. Näherungs - Bildfunktionen (a, .... a7)

0)(f)= Polynom (154) U) (f ) = Kettenbruch (165)

5=t X y X y

-10,0 - - -9,0971 -0,0966

- 2,0 -1,112 -6,227 -1,3797 -0,1023

- 1,0 -0,668 + 0,071 -0,5101 -0,1009

- 0,5 - 0,090 -0,218 -0,1335 -0,1022

- 0,3 -0,069 -0,224 -0,0222 -0,1009

- 0,25 -0,066 -0,205 -0,0027 -0,0985

- 0,2 -0,061 -0,178 + 0,0117 - 0,0940

- 0,15 -0,053 -0,143 + 0,0199 -0,0857

- 0,1 - 0,041 -0,101 + 0,0206 -0,0708

0,0 0,000 0,000 0,0000 0,0000

+ 0,1 + 0,071 + 0,118 -0,0061 + 0,1735

+ 0,15 + 0,118 + 0,181 + 0,0396 + 0,2967

+ 0,2 + 0,175 + 0,244 + 0,1348 + 0,4126

+ 0,25 + 0,241 + 0,306 +0,2537 + 0,4933

+ 0,3 + 0,315 + 0,366 + 0,3980 + 0,5332

+ 0,5 + 0,695 + 0,550 + 0,7927 + 0,5282

+ 1,0 + 1,741 + 0,245 + 1,4476 + 0,5314

+ 2,0 -4,303 + 1,490 + 2,5949 + 0,5217

+ 10,0 - - +10,9090 + 0,4523

87



IV. SCHLUSSFOLGERUNGEN.

Das von N. I. Muskhelishvili zur Behandlung ebenerRandwertaufgaben

der Elastizitätstheorie eingeführte Verfahren verwendet als wesentliche funk¬

tionentheoretische Hilfsmittel die konforme Abbildung und die Eigenschaften

der Cauchy - Integrale. Die konforme Abbildung gestattet in jedem Fall eine

saubere mathematische Formulierung der Randbedingungen, weil die Rand¬

kurve aus einer einfach zu beschreibenden Koordinatenlinie des Fundamental¬

bereiches hervorgeht. Durch Umwandeln der Randbedingungen in Cauchy-In¬

tegrale gelangen wir bei rationalen Bildfunktionen zu einer systematischen

Konstruktion der gesuchten Spannungsformeln.

Ist die Bildfunktion ein Polynom, so wird die Spannungsberechnung auf

ein Auswerten von Cauchy-Integralen am Fundamentalbereich (Halbebene) zu¬

rückgeführt, was keine grundsätzlichen Schwierigkeiten bereitet und mitHilfe

von Einflussfunktionen in einfacher und übersichtlicher Weise dargestellt wer¬

den kann. Bei (gebrochen) rationalen Bildfunktionen müssen wir zur Bestim¬

mung des Spannungszustandes zusätzlich ein System von 2m linearen Gleichun¬

gen lösen, wenn m die Summe der Wertigkeiten der im Endlichen gelegenen

Pole der Bildfunktion bedeutet.

Bei beliebig vorgegebenen, insbesondere polygonal begrenzten Berei¬

chen ist eine direkte Lösung des Spannungsproblems in der Regel nicht mehr

möglich. Mit dem von Prof. Rutishauser entwickelten Quotienten- Differenzen

Algorithmus lassen sich die zugehörigen Bildfunktionen jedoch in einem für die

Praxis genügenden Grade durch rationale Ausdrücke annähern, so dass wir

schliesslich über einen allgemein gangbaren Weg zur Behandlung -der ersten

Randwertaufgabe an semi- infiniten Bereichen verfügen. Dieses Vorgehen ist

zudem einer Erweiterung auf die übrigen Randwertprobleme der ebenen Ela¬

stizitätstheorie fähig.

Das hier angegebene Verfahren erschöpft andererseits die in der kom¬

plexen Funtionentheorie enthaltenen Möglichkeiten keineswegs. Von dieser

Seite sind noch zahlreiche wesentlich neue Erkenntnisse im Anwendungsgebiet

der ebenen Elastizitätstheorie zu erwarten. Aufgebaut auf einer den Problem¬

kreis umfassenden mathematischen Ausdrucksweise eignen sich die von der

Theorie analytischer Funktionen ausgehenden Verfahren gleicherweise zur

Abklärung grundsätzlicher Fragen wie zur Entwicklung strenger und angenä¬

herter Lösungen.
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1. Konforme Abbildung der "leicht deformierten" Halbebene. '

In der z - Ebene sei durch die Gleichung der Randkurve ( 1 ) ein von der

Halbebene wenig abweichender, semi-infiniter Bereich definiert. (Abb. 1)

s = x + i t p(x) 1(1)

p(x) ist hierin eine stetige und beschränkte Funktion und £ ein kleiner.positi-

ver Wert.

Abb.l

Wir suchen vorerst die Bildfunktion f = f(z), die uns den Bereich S bis auf

von höherer Ordnung als 6 kleine Fehler auf die untere Halbebene 7 <. 0 ab¬

bildet. Mit andern Worten soll die Bildfunktion, in Analogie zu einer Taylor-

Entwicklung,auf die Form

^ =f(z) =f0(z)+£f1(z)+o(E) (2)

gebracht werden, wobei fQ(z), fj(z) beschränkte, analytische Funktionen von z

bedeuten, während o(e) einen von höherer Ordnung als t kleinen Ausdruck dar-

stellt. 'Der Term 0(6)wird später vernachlässigt, was bei endlichen t -Wer¬

ten den Näherungscharakter unserer Lösung ausmacht.

Um zum gesuchten Ausdruck der Form (2) gelangen zu können, müs¬

sen wir einige neue Begriffe und Sätze verwenden, die jeweils im Text oder in

Fussnoten kurz erläutert werden.

Die Green' sehe Funktion eines Bereiches

(3)g(z;zQ) = g(zQ;z) =
- log |z - zQ| +g1(z;zQ)

'Im Lehrbuch von Nehari, Lit. 15. p 263 ff wird das Problem der Abbildung
"nahezu kreisförmiger Bereiche" auf den Kreis behandelt. Die vorliegende

2\Untersuchung geschieht in Analogie zum dort eingeschlagenen Weg.

Es gilt i^l = 0 für£-»0; -l°^l* m für t-*0, M : beschränkte,
reelle Konstante
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ist charakterisiert durch die Eigenschaft, an der Stelle zQ eine logarithmi¬

sche Singularität aufzuweisen und auf dem Rande L des Bereiches identisch

zu verschwinden. g^(z;z ) stellt in Gl. (3) für jedes z eine im ganzen Bereich

holomorphe Funktion von z dar. In den folgenden Ableitungen benötigen wir

die Green' sehe Funktion der untern Halbebene y < 0 ; diese lautet

^2

i ^
i, |z'zo'2 i, <y+y</+(x"xo>'

g(z;z0)
=

g
log — J

=

J log

|z -z„ (y-y0)2+(x-xo)2
(4)

i)

wobei z = x + iy einen beliebigen Punkt der untern Halbebene darstellt.

Zwischen der Green'sehen Funktion g(z;z ) eines Bereiches und der

Bildfunktion f(z;z ), die diesen Bereich auf den Einheitskreis abbildet, be¬

steht ein bemerkenswerter Zusammenhang. Es gilt nämlich:

g(z;: z - log I f (z; zj | = - Re J log f(z; zJ (5)
2)

Der Punkt z geht bei dieser Abbildung in den Kreismittelpunkt i = 0 über,

was die Schreibweise f(z; z ) erklärt. Von der Richtigkeit der Beziehung (5)

überzeugt man sich leicht anhand der oben für die Green'sehe Funktion ange-

gebenen Definition,

f(z'zoU0
Stelle führt, und für die Randpunkte z = s

,
die auf die Punkte des Ein

heitskreises abgebildet werden, folgt |f(z;z)| = 1

Da der Punkt z in den Ursprung übergehen soll, gilt

0, was zu der logarithmischen Singularität von g(z; z ) an dieser

und somit: g(z; z l=s
Die Variation &g(z;z) der Green' sehen Funktion im Falle der leich¬

ten, mit Gl. ( 1 ) bezeichneten Randverformung kann mit Hilfe der Hadamard'

sehen Variationsformel berechnet werden.

&g(z;zQ)
i

TT

+00

3g(z;z

*y

<te(z; z0)

z=t
"^ö" p(t)dt +o(e) (6)

3)

'Lit. 15, p 16. Aus dem dort angegebenen, für die rechte Halbebene x >0 gül¬

tigen Ausdruck, folgt (4) durch Substitution: x,x —> -yf-yn

y,yo-
'0

!+X,+X0

^Lit. 15 p 181.
3)
Der Ausdruck (6) entsteht aus der allgemeinen Variationsformel von Hada¬

mard (vgl. Lit. 15. p46), wenn für die Ableitung nach der Randnormalen ä

das für die untere Halbebene zutreffende Symbol JL gesetzt wird. 5 n
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!
(y+yJ2+(x-x )2

Mit g(z;Zo) = -i-log %— °-,
(y-y0) + (*-*0)

erhalten wir für die Faktoren des obenstehenden Integranden die Werte

3g(z;zQ)
dy

3g(z;z0)

y + y„ y -yr

(y+y0)2+(x-xo)2 (y-y0)2+(x-x0)21

2y

yj=y2 + (t-x0)2

y +yr -(y-y0)

(y +y0)2+(x -x0)2 (y-y0)2+(x-xo)2
2 y

y=0_ AC«-^
x°=t

(7)

Wählen wir ferner z = -i (x = 0
, y_ = -1) als Bezugspunkt und setzen die Be¬

ziehungen (7) in Gl. (6) ein, so folgt :

,+oo

4t
k(z;-i) =

-||-
-CO

=-* fc-j Ç-T-p(t)dt + o(t) .

[y2+(x-t)2] [l+t2]
(8)

Damit lässt sich die Green' sehe Funktion g*(z;z ) der leicht verformten Halb¬

ebene berechnen.

,+co

g*(z;-i) = g(z;-i) +og(z; -i) = log
lz-1 I 4 t

Iz+i 21

-oo

yp(t)dt

[y2+(x-t)2] [ut2]
+0(1)

|(9)
Wir wenden jetzt Formel (5) an, die uns den Uebergang von der Green'sehen

Funktion g*(z; z ) zur gesuchten Bildfunktion ermöglicht. Mit

lz-il
l°e\T7T\

= Re l0g^+T '

und

z-i

y2+(x-tr
r= Re.

z-t

(10)

vollzieht sich dieser Schritt wie folgt :

Re {logf(z,-i)|=Re{logf±i+ All -JlÜlJtl
0(t)

l J l z *

¥_J (z-t)a+t2)J
ai)

Nehmen wir beidseits Exponentialfunktionen und beachten

eiq = 1 + tq + ö(t)
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so gelangen wir schliesslich zum Ausdruck '

r+00

= f(z) = 1 +
2ti

-oo

_EÜLdL

(z-t) (l+tz
+ 0(6) (12)

Die Funktion (12) bildet den leicht verformten Bereich S auf den Einheitskreis

ab, wobei der Punkt z = -i in den Kreismittelpunkt zu liegen kommt. Um hier¬

aus die gesuchte Abbildung auf die untere Halbebene Im [u| < 0 zu finden, sub¬

stituieren wir f = ü±i und erhalten, wenn an Stelle von u wieder f gesetzt

wird, für die endgültige Bildfunktion in etwas impliziter Schreibweise die

Formel :

f"1
z+i

1 +
2el P(t) dt_

(z-t) (l+O
-o(t) (13)

Da in der Spannungsberechnung der inverse Abbildungsvorgang auf-
2)

tritt, sei auch hiefür die zugehörige Bildfunktion angegeben. Sie lautet '

Ali =i±l
z-i j-i

1 -

2ei

-oo

+00

P(t)dt

(j-ou+n
+ o(£) (H)

und bildet die untere Halbebene »< 0 auf den leicht verformten Bereich S

der z - Ebene ab.

Ein einfaches Anwendungsbeispiel soll die Ergebnisse dieses Abschnittes

erhellen.

+T7W/>S///>//S>>/>/>>>i/>>>>>///
-t,^^^ I-

/////// /!*

Abb. 2

Abb. 2.

'Gleichheit der Realteile auf beiden Selten der Gl. (11) bringt (bis auf eine be-

„vlanglose Konstante) auch die Gleichheit der Imaginärteile mit sich.

'Der Uebergang von Formel (13) zu Formel (14) beruht auf der Beziehung :

i + tq(z)
= 1 " q(a) +o(i) = 1 "

lq(J) +o'*(e) .
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Der Bereich S sei durch eine leichte, dreieckförmige Erhebung aus der unte¬

ren Halbebene entstanden. Wir stellen uns die Aufgabe, mit Hilfe der Formel

(14) die Bildfunktion, die uns die untere Halbebene näherungsweise auf diesen

Bereich abbildet, zu bestimmen. '

Für die Gleichung der Randkurve gilt die Darstellung :

^Rl+t) für -1< t < 0

£p(t) = ^-81-t) " 0< t< + l
'

^
0 " Itl > 1

Damit zerfällt das Integral der Gl. (14) in die beiden Anteile

r+co , o /+1

-co

pffldt (l+t)dt

(^ -t) (1+t^)
_j (J-t)(l+tz)

die nun getrennt berechnet werden sollen.

Es ist

1 +t

(l-t)dt

(f-t)(l+t2)

i
( ±±S

+
(uf)t-d-u )

q-t)(i+t2) i+y 5-t i+t2

und somit gilt

(I+t) dt

J (j-t)u+n i+\
+ (l+ntn4-ii- -iii|h2 -(1-f) —

> ] 2 '4

Eine elementare Berechnung des zweiten Teilintegrals ergibt
.+1

(l-t)dt

(f-t)(l+t2) •*f.

+1

fjm+t(i-j)+(i+n dt

l 5 -* 1 + t

-i-y (l-f)fa -i- +i^i Jn2 + (l+f)i
1+f L '

5-1 2 >
4

.

Addieren wir die beiden Teilintegrale und setzen das Ergebnis in Gl. (14) ein,

so folgt daraus die gesuchte Näherungsbildfunktion in der Form der Gl. (15).

2±L
=
i±L

z-i ^ -i

2 t i
(fn

n

Lti +ffh £fi
+ f(i-b2) )5

T(l + p' J-l r f

Wir berechnen aus Gl. (15) den Bildpunkt für f =0

bj4 I = +iT

5 Ij-o

$( (15)

'Mit Hilfe der Formel von Schwarz - Christoffel könnte diese Bildfunktion

genau bestimmt werden.
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tnï 1)

z + 1

und damit

S

r
-

° + i
"

0 - i

TTT

2 t i
il 1 + 2 t

= i (t +o(t) )

Der Bildpunkt, den uns die Näherungsfunktion (15) liefert, weicht vom genau¬

en Bildpunkt (i l ) tatsächlich nur um einen Betrag von der Grössenordnung

o(t) ab.

Abb. 3 (mit Wertetabelle I) stellt die Näherungsabbildung (15) für den

Fall t = 0,2 dar. In Anlehnung an das bekannte Verfahren von Theodorsen, für

welches Opitz, Warschafski und Wittich Konvergenzbeweise erbracht haben, '

könnte auch hier durch wiederholte Anwendung der Gl. (14) die Büdfunktion

schrittweise verbessert werden, wobei in unsermFall ein zweiter Näherungs-

schritt schon eine in jedem Fall genügend genaue Annäherung an denvorgege-

benen Bereich ergeben müsste.

Das bestimmte Integral der Formel(14) ist immer geschlossen lösbar,

wenn die Abweichungen p(t) durch ein Polynom beschrieben werden. Ist p(t) in

Form einer Exponentialfunktion gegeben, so führt unter gewissenVorausset-

zungen die Anwendung des Residuensatzes hier ebenfalls zu einer geschlosse¬

nen Lösung. In diesem Fall sei noch auf die Möglichkeit einer Verwendungvon

Laplace -Transformationen hingewiesen, worauf indessen nicht näher eingegan¬

gen werden kann.

Mit dem in Abschnitt m/5 beschriebenen Verfahren lässt sich schliess¬

lich die endgültige Bildfunktion in einen zur Spannungsberechnung verwendba¬

ren, rationalen Ausdruck verwandeln.

^Mit der Substitution w =ibringenwir diesen unbestimmtenAusdruck auf die

Form: S

\*Kï1'

hiefür
-2w

1^

S V

gn(l V
w

,
Die Regel von L'Hospital ergibt

w-»co

= 0, womit die obenstehende Behauptung bewiesen ist.

w-» OD

2)
'Lit. 14b, p 195; das Verfahren von Theodorsen bildet endliche Bereichestu-

fenweise auf den Kreis ab.
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I

Abb. 3 Näherungsabbildung (15) mit t = 0.2; darunter

zum Vergleich die genaue Abbildung.

Tab. I. Funktionswerte zur Abbildung (15) mit l = 0,2 .

5 z

0,0 0,0000 + 0,1667 i

0,1 0,1320 + 0,1552 i

0,2 0,2546 + 0,1455 1

0,4 0,4946 + 0,1257 t

0,6 0,7305 + 0,0988 1

0,8 0,9563 + 0,0610 i

1,0 1,1544 + 0,0120 i

1,5 1,6384 + 0,0059 i

2,0 2,1538 + 0,0047 i



2. Ergänzungen für kreisförmig begrenzte Fundamentalbereiche.

a) Der Spannungszustand in "verallgemeinerten Polarkoordinaten". '

In Analogie zu den Ausführungen des Abschnittes n/4 denken wir uns

hier ein System von krummlinig orthogonalen Koordinaten aus der konformen

Abbildung der Linien Ç = konst., © = konst. mittels der analytischen Funktion

hervorgegangen.

19^
z =<ü(J) = 6) (Ce") (16)

M

p-konst.

Abb. 4.

Nach Abb. 4 gilt in diesem Fall

a = e+arg|ü'(f)|
und somit

ela =e16 W(ff| "

Y ISnFM

-ia

Y no'
ill. 2ia

(yl £ Sf-

(17)

18)

Setzen wir diese Beziehungen unter Beachtung der Spannungstransformations -

formein (14) und der Schreibweise (54) in Gl. (8) (Abschnittn/1) ein, so gelan¬

gen wir zu den gesuchten Spannungsformeln (19) .

1)
Lit. 4, p 182.

97



«rt = 2 [$(^)+§<j)] =4Re[$(J)J
(t " $ +2iTSfl = ^iL-^)^)^.^)]

(19)

Durch Subtraktion gewinnen wir den zur AufStellung der Randbedingungen be¬

nötigten Ausdruck.

S
iT,

?9

5

$(f)+$(t)-rÂ= uJ(j)$'(p + U'(j)Y($
J}-

(20)

(L . Tp0 sind als bekannte Funktionen von 6 anzusehen (N(9) T(8)). Wir er¬

weitern Gl. (20) mit s W(s) unter Berücksichtigung von s ïï = e19e-i^=l, 9=1.

s(u'(s)$(s) + stf(s)$(s) - s4i(s)$'(s) - s<j'(s)V(s) = ((^ -iTÇfl) sU'(s)

Yn* <R |(21)
Nun gilt für den Kreisbereich : (Abb.5)

( Cç + iT^e )s = (N + iT)eiö = Xn + iY

|(22)
( (T«, - iTÇe )s = (N - iT)e-ie =Xn - iYn.

Demgegenüber wird für die Ebene mit

kreisförmigem Loch: (Abb. 6)

(N + iT)el

(N - iT)e"
19

(Xn + iYn>

-(ViYn)

(23)

und wir erhalten die Gl. (58) entsprechenden Randbedingungen (24), wobei sich

das Pluszeichen der rechten Seite auf den Kreis |f I < \ und das Minuszeichen

auf die Ebene mit kreisförmigem Loch If I>1 als Fundamentalbereich beziehen.

sÉTTi) $(s) + siTTa) $(sj - sois) $' (s) - s 6)' (s) Y (s) = ±(X - iYJÖÜi)
1_

^

n n

(24)
sü'(s) $(s)+s(d'(s) $(s)-s(J(s)$(s)- st)'(s) Y (s) =±(Xn+iYn)6J'(s) .

Ausgehend von diesenRandbedingungen, lässt sich mit Hilfe von Cau-

chy-Integralen ebenfalls ein systematischer Lösungsweg zur Bestimmung der

Spannungsfunktionen angeben, falls die Bildfunktionen rational sind (Lit. 4,

p362ff). Es sei lediglich erwähnt, dass hier die Spannungsberechnung schon

bei ganzen rationalen Bildfunktionen (Polynomen) auf ein zusätzliches lineares

Gleichungssystem führt.
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b) Hinweis auf die Auswertung der Belastungsintegrale an der Ebene mit

kreisförmigem Loch.

lautet :
.1)

Die allgemeine Lösung für die Spannungsfunktion $(() im Bereich IfOl

*])

= e

Xn+1Y„
n n

X, Y

V

2Tif

te
.

2TT
X„+ *Y„
n n

s -s
ds -

X + iY !

8T(1 -V) 1
(25)

je.

ds = ie"'de = isdö

je
- (N + iT)el

- (N + lT)s

x- bezw. y
- Komponente der Resultierenden der Randbe¬

lastung.

Querdehnungszahl.

16 10
Nun erzeugt eine Im Punkt s = e angreifende Kraft N +IT im Punkt \0s9je

°

denselben Spannungszustand Uo
, Öq ,Tçe wie die in den Punkt +1 gedrehte und

aus denselbenKomponenten be¬

stehende Kraft N1 + IT' Im Punkt

$o =%e1(°o-») (Abb. 6).

Diese Eigenschaft gilt sinnge¬

mäss auch für einen ganzen Be -

lastungshügel N(6) + iT(6), des¬

sen Resultierende etwa der be-

m
zeichneten Kraft

*
X + iY = - (N + iT)s

entsprechen möge.

Abb. 6.

^Lit. 4,p 365. Diese Lösung folgt aus der zweiten der oben stehenden Randbe¬

dingungen (24).
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Durch Gleichsetzen der beiden Spannungsfunktionen*) <]>(?) >$(fQ)
erhalten wir die Beziehung

2liJo
(

Infolge

r2W 2Û

Ne)+iT(e)1sds+iN+iT)s 1_

s-f0 SÏd-vjJo 2^0
k'(8)+iT'(8Ld.+ (NViT')l

--5'0 8T(l-v)S'o

(26)

,i6

!ô Çoe«eo-0) Ç0eiSo

ist die Invarianz des zweiten Terms der rechten Seite In Gl. (25) evident. D.h.

die Gleichheit der Spannungsfunktion $(p zieht auch die Gleichheit der Be-

(27)

lastungsintegrale mit sich. Wir schreiben in Analogie zur Gl. (71, m/2) :

,2T

Jo(V -

"

2TTif
'
0

f^as-luf^B«), .

f(6) = reelle Funktion
.

Die erste Ableitung von JL(f ) ist in diesem Sinne nicht "invariant", wohl aber,

wie sich leicht einsehen lässt,
' der Ausdruck

w
1

+ TTTf

,2ir

f(8)s

B-Ç
ds -

2ÏÏ1

2Ï

ds (28)

Da der erste Term rechter Hand mit Formel (27) berücksichtigt werden kann,

definieren wir :

/21T

1

2TÏ ü^ds
(s-^r

+ «!».D«°> (29)

Die Einflussfunktionen A
,
B

,
C

,
D erhalten wir analog zum Vorge¬

hen bei der Halbebene aus dem konzentrierten Lastangrlff N = +1, T = +1 an

der Stelle (+1, 0). Der Grenzübergang läuftauch hierauf elnelntegrattonund

nachfolgende Wiederableitung hinaus, wobei für s der Wert +1 zu setzen ist.

Wir gelangen damit zu den Funktionen

'Die Gleichheit der Spannungsfunktionen (£{ f ) folgt aus der Gleichheit der

„.Spannungssummen.
'

'Man vergleiche etwa die Beziehungen (15, II/l) .
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Re •

I ^ H
B0 = Im 1

Re

Ti a-v
D_ Im -

1 1
(30)

die sich aus dem Aufbau der Belastungsintegrale ebenfalls direkt einsehen

lassen und fürweiche, ähnlich wie bei der Halbebene, "Einflussflächen" aufge¬

zeichnet werden könnten. Die Auswertung dieser Einflussflächen für eine vor¬

gegebene, reelle Belastungsfunktion f (6) geschieht in der Gl.(72, HI/2) ent¬

sprechenden Form (31) .

M

.e -e
<*b c

"(f
o Ky

) =

Ved
Ve<?o>f(Ve>de =

6J

V^o'V9)^9 (31)

8
,
6. = Anfangs- bezw. Endpunkt des belasteten

Kreisbogenstücks.

Mit Hilfe der 4 Funktionen AQ D lassen sich auch hier nicht nur die

Belastungsintegrale der Ebene mit kreisförmigem Loch selbst auswerten. Bei

Bereichen, die aus diesem Fundamentalbereichdurch konforme Abbildung her¬

vorgegangen sind, gelten die Einflussfunktionen ebenfalls, wenn die Belastun¬

gen N, T durch die entsprechenden "fiktiven" Werte

N*+ IT* = (N + iT)û)'(s) ; N* - IT* = (N - IT) 0)'(s)

ersetzt werden.
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