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Einleitung

i.

Nasse und trockene Jahre, abflußreiche und abfluß-

arme Zeitabschnitte — die Bedeutung dieser Erschei¬

nung ist uns während den vergangenen Kriegsjähren
wiederum derart eindrücklich zum Bewußtsein gekom¬
men, wie dies seit dem besonders denkwürdigen Winter

1920/21 und auch dem Winter 1924/25 wohl nicht mehr

der Fall gewesen ist. In diesen beiden Wintern mußten

die eidgenössischen Räte im Hinblick auf die große
Energieknappheit dringliche Bundesbeschlüsse fassen.

Besonders die ganz außergewöhnliche Abflußarmut des

Winters 1920/21 erregte durch ihre Auswirkungen auf

diet Elektrizitätsversorgung unseres Landes großes Auf¬

sehen. In vielleicht noch höherm Maße wurde aber die

Öffentlichkeit beunruhigt durch die Trockenheit, welche

im Jahre 1941 einsetzte und erst im Herbst 1944 ihren

Abschluß fand, obwohl in keinem Jahre dieses Zeit¬

abschnittes die Abflußmengen so klein waren wie im

Winter 1920/21. Auch in den Jahren 1932 bis 1934 war

ein ähnlich abflußarmer Zeitabschnitt zu verzeichnen

wie 1941 bis 1944, ohne daß er in besonderm Maße die

Aufmerksamkeit der Öffentlichkeit auf sich zu ziehen

vermochte. Da große Speicherwerke erstellt worden

waren und die Konsumentenschaft nicht außergewöhn¬
liche Anforderungen stellte, sondern die Nachfrage
wegen der Wirtschaftskrise eher gering war, bereitete

der Zeitabschnitt 1932 bis 1934 keine Schwierigkeiten
in der Energieversorgung unseres Landes. Die abfluß-

arme Zeit während des zweiten Weltkrieges jedoch fiel

einerseits mit einem großen Kohlen- sowie Treibstoff¬

mangel und anderseits mit einer kriegsbedingten Über¬

beschäftigung der Wirtschaft zusammen. So mußten

denn vom 15. November 1941 bis anfangs März 1942,
vom Dezember 1942 bis 15. Januar 1943, von Ende

November 1943 bis ca. Mitte Februar 1944 und vom

5. November 1945 bis 25. Januar 1946 Einschränkungen
im Elektrizitätsverbrauch verfügt werden.

Als die abflußarme Zeit der Jahre 1941 bis 1944 ein¬

gesetzt hatte, erhob sich alsbald die bange Frage, wie

lange wohl die Trockenheit dauern und wann eine Bes¬

serung zu erwarten sein werde. Nicht nur unter Fach¬

leuten der Wasser- und Energiewirtschaft, sondern, wie

durch zahlreiche Zeitungsartikel zum Ausdruck kam,
auch in der Allgemeinheit machte sich ein großes Be¬

dürfnis nach einer Voraussage geltend. Man fragte sich

in erster Linie, ob es sich bei der Wiederkehr von trok-

kenen und nassen Zeitabschnitten um einen einiger¬
maßen regelmäßigen periodischen Vorgang handle, so

daß eine Extrapolation in die Zukunft erlaubt sei; man
erinnerte sich in der Öffentlichkeit an die Brückners'che

Klimaperiode sowie, im Zusammenhang mit dem perio¬
dischen Verlauf der Sonnenflecken, an eine elfjährige
Klimaperiode und sprach von Zusammenhängen der

Sonnenfleckenmaxima und -minima mit dem Wetter.

Gegenstand dieser Betrachtungen waren vor allem die

Niederschläge und die Temperatur, von welchen auf die

mutmaßlichen Abflußverhältnisse geschlossen wurde

(Lit. V).
Von Seiten des Eidgenössischen Amtes für Wasser¬

wirtschaft waren schon in frühern Jahren mit großem
Interesse alle Versuche verfolgt worden, welche darauf

abzielten, eine Voraussage der Wasserführung zu ermög¬
lichen und die Frage der Periodizität des Abflußvor¬

ganges abzuklären. Das Amt war bestrebt, auch selbst

Untersuchungen über die Periodizität und die Frage
der Voraussage durchzuführen. Im Rahmen dieser Be¬

strebungen zog der Verfasser der vorliegenden Arbeit

bereits bestehende Untersuchungen über die Periodizi¬

tät des Abflußvorganges zu Rate. Er prüfte ferner, ob

allfällig für die Voraussage andere bekannte Methoden

verwendet werden könnten, die im ersten Teil der vor¬

liegenden Arbeit erwähnt sind und nicht auf eine Perio¬

dizität des Abflusses abstellen. Doch mußte festgestellt
werden, daß die bisherigen Kenntnisse über die Periodizi¬

tät des Abflusses unserer Gewässer noch zu spärlich und
zu unsicher waren, um entscheiden zu können, ob eine

Voraussage auf Grund von Periodizitäten mit einiger
Wahrscheinlichkeit möglich ist. Ferner wurde gefunden,
daß das vorhandene hydrographische Material noch zu

wenig mathematisch-statistisch verarbeitet und die lang¬
fristige Wettervoraussage noch zu wenig entwickelt

worden ist und somit nicht genügte, um versuchen zu

können, gestützt auf andere Methoden, welche nicht

auf die Periodizität der Abflußmenge abstellen, Pro¬

gnosen zu stellen. Infolge starker Belastung durch

laufende dringende Geschäfte war es indessen nicht

möglich, durch entsprechende Untersuchungen im Amte
selbst diesem Mangel abzuhelfen und die Frage der

Voraussage der Wasserführung zu fördern.

II.

Es würde aber von großer wirtschaftlicher Bedeutung
sein, wenn eine Voraussage mit einiger Wahrscheinlich¬

keit möglich wäre.

Eine mehr oder weniger gleichmäßige Lieferung hydro¬
elektrischer Energie während des ganzen Jahres und von

Jahr zu Jahr ist bei unsern hydrographischen Verhält¬

nissen bekanntlich nur durch Zusammenarbeit zwischen

Lauf- und Hochdruckspeicherwerken möglich. Die mög¬
lichst regelmäßige Lieferung von Energie wird insbeson¬

dere auch dadurch erschwert, daß

1. die Schwankungen der Abflußmengen (z. B. der mitt¬

leren täglichen oder monatlichen Abflußmengen) im

Verlaufe eines Jahres von Jahr zu Jahr verschieden¬

artig und vor allem verschieden groß sind und

2. die mittleren jährlichen Abflußmengen im Verlaufe

der Jahre ganz erheblich schwanken.
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Eine Voraussage von ganz kurzer oder doch mittlerer

Dauer ist erwünscht für die Dispositionen, die etwa

innerhalb eines Jahres zu treffen sindt Eine langfristige
Prognose dagegen ist von großer Bedeutung für zweck¬

dienliche Maßnahmen in bezug auf den Bau neuer

Werke, die Bereitstellung von Speicherwasser, die

Energieausfuhr, die Bereitstellung entsprechender Koh¬

len- und Treibstoffvorräte usw.

Die Wasserkraftnutzung ist aber nur ein Gebiet unter

andern Gebieten, für welche eine Abflußmengenprognose
dringend erwünscht ist. Für die Schiffahrt, den Wasser¬

bau und die Regulierung der Seen kann aus Voraus¬

sagen großer wirtschaftlicher Gewinn gezogen werden.

Für die Regulierung unserer Seen mit dem Zwecke der

Hochwasserabsenkung sind allerdings nur langfristige
Voraussagen nützlich, kurzfristige sind für sie ohne große
Bedeutung.

III.

In Anbetracht der großen Bedeutung der Voraussage
der Wasserführung und der oben erwähnten Unmöglich¬
keit, diesbezügliche Untersuchungen im Amte für

Wasserwirtschaft selbst durchzuführen, ersuchte der

Direktor des Amtes, Herr Dr. sc. techn. C. Mutzner, den

Verfasser, eine Untersuchung außeramtlich als persön¬
liche Arbeit durchzuführen und regte an, die Arbeit als

Dissertation der Eidg. Technischen Hochschule einzu¬

reichen. Gerne gab ich dieser Anfrage Folge. Auf Grund

von Studien des vorhandenen hydrographischen Ma¬

terials und der einschlägigen Literatur erschien es mir

zweckmäßig, zuerst eine Untersuchung über die Periodi¬

zität des Abflußvorganges und die Möglichkeit einer

langfristigen Voraussage vorzunehmen. Wie auf Seite 15

noch begründet wird, mußte ich mich dabei mit einer

Untersuchung mehrjähriger Periodizitäten begnügen.
Ich sah ferner ein, daß ich mich für eine Arbeit der vor¬

liegenden Art auf die Untersuchung der Abflußmengen
an einer charakteristischen Stelle eines einzigen Flusses

beschränken mußte, um innerhalb absehbarer Zeit zu

einem Abschluß zu kommen. Da dem Rhein bei Basel

für die Schweiz eine ganz besondere Bedeutung zu¬

kommt und seine dortigen Abflußmengen für einen

außergewöhnlich langen Zeitraum, nämlich seit dem

Jahre 1808, bekannt sind, entschloß ich mich, die

Abflußverhältnisse des Rheins bei Basel zu untersuchen.

IV.

Die vorliegende Arbeit ivurde also unternommen, um zu

erforschen, ob die Abflußmengen des Rheins bei Basel

mehrjährigen Periodizitäten unterworfen seien und ob

letztere, wenn vorhanden, für eine langfristige Prognose

herangezogen werden können. Solche Periodizitäten wur¬

den gefunden. Es scheint, daß es auf Grund dieser

Periodizitäten möglich werden könnte, die mittleren

jährlichen Abflußmengen auf einige Jahre hinaus vor¬

aussagend beurteilen zu können und jeweilen auch An¬

haltspunkte darüber zu erhalten, welchen Abflußcharak¬

ter der Rest eines einzelnen Jahres etwa aufweisen wird,

wenn bereits für einen größern Teil des betreffenden

Jahres die Abflußmengen bekannt sind; ein endgültiges
Urteil, insbesondere auch darüber, welche Wahrschein¬

lichkeit der Voraussage zukommt, wird sich aber, wie

wir sehen werden, erst auf Grund einer mehrjährigen
Erfahrung fällen lassen.

Es erschien zweckmäßige in einem ersten Teil der

Arbeit zuerst einen allgemeinen Überblick über das

Wesen der Periodizitäten und ihrer Bedeutung für die

Voraussage von Abflußmengen zu geben. Im zweiten

Teil werden dann die angewendeten Untersuchungs¬
methoden dargelegt und im dritten Teil die Ergebnisse
der Untersuchungen über die mehrjährigen periodischen
Schwankungen des Rheins bei Basel unter Hinweis auf

die Ergebnisse früherer Untersuchungen an andern Ge¬

wässern bekanntgegeben. In einem vierten Teil wird

ferner noch untersucht, ob und welche zeitlichen Zu¬

sammenhänge zwischen der Häufigkeit der Sonnenflek¬

ken und den Abflußmengen des Rheins bei Basel be¬

stehen ; denn solche Beziehungen, wenn vorhanden, sind

für die Voraussage ebenfalls wichtig und müssen berück¬

sichtigt werden. Es wurden solche Beziehungen von sehr

interessanter Art festgestellt, und damit konnten die

Grundlagen für eine langfristige Voraussage in willkom¬

mener Weise erweitert werden.

V.

Die Arbeit konnte ich neben meiner amtlichen Tätig¬
keit nur durchführen, indem mir Herr Dr. Mutzner ge¬

stattete, Personal der von mir geleiteten Sektion beim

eidg. Amt für Wasserwirtschaft für die rein rechneri¬

schen Auswertungen und die graphischen Darstellungen
heranzuziehen. Ich danke Herrn Direktor Dr. Mutzner

bestens dafür und ebenfalls für seine weiteren Bemü¬

hungen, die Durchführung der Arbeit in organisatori¬
scher und administrativer Hinsicht zu erleichtern. Auch

den Herren meiner Sektion, welche mir mit großer Hin¬

gabe und Gewissenhaftigkeit im erwähnten Sinne und

bei der Drucklegung geholfen haben, insbesondere den

Herren K. Kaufmann, A. Geßler, F. Wyß und H. Weber,

gilt mein Dank.

Besonders danke ich ferner dem Referenten, Herrn

Prof. Dr. E. Meyer-Peter, und dem Korreferenten, Herrn

Prof. Dr. H. Favre, für ihre Bemühungen, ihr großes
Interesse und ihre wertvollen Anregungen für die defi¬

nitive Fassung der Arbeit.

Die Drucklegung wurde ermöglicht, indem Herr Di¬

rektor Dr. Mutzner die Arbeit als Veröffentlichung
Nr. 38 des eidg. Amtes für Wasserwirtschaft erscheinen

läßt, wofür ich ihm ebenfalls danke.

Bern, November 1946.
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I.TEIL

Überblick über das Wesen der Periodizitäten

und deren Bedeutung für die Abflußmengenvoraussage

I. Allgemeines und Geschichtliches

1. Die in der Natur erkennbaren Periodizitäten haben

von jeher auf den menschlichen Geist eine große Anzie¬

hungskraft auszuüben vermocht. Sie waren und sind

dem Menschen Ausdruck eines geheimnisvollen gesetz¬

mäßigen Waltens. Neben Vorgängen, deren Rhythmus
oder Periodizität unverkennbar ist, bestehen aber viele

Vorgänge, deren zeitlicher Verlauf ein reines Zufalls¬

produkt zu sein scheint. Und doch konnten sich viele

Menschen, vor allem Naturforscher, mit einer solchen

Betrachtungsweise nicht abfinden. Sie suchten nach

verborgenen Periodizitäten, aus deren Zusammenwirken,

im Verein mit wirklich aperiodischen Bestandteilen, der

scheinbar regellose zeitliche Verlauf zu erklären wäre.

In geophysikalisch, insbesondere klimatologisch und

meteorologisch, sowie in astronomisch interessierten

Kreisen setzte eine emsige Forschertätigkeit ein.

Diese Tätigkeit dürfte einen besonderen Auftrieb er¬

halten haben durch zwei Entdeckungen: In den vierziger
Jahren des vorigen Jahrhunderts (S. H. Schwabe; R.

Wolf, Zürich) wurde erkannt, daß die Häufigkeit der

Sonnenflecken eine «elfjährige» Periodizität aufweist;

in dem 1890 erschienenen Werk Brückners «Klima¬

schwankungen seit 1700» wies der Verfasser das Beste¬

hen einer inzwischen weltberühmt gewordenen «fünf-

unddreißigjährigen» Periode nach.

Die Periodizität der Sonnenfleckenhäufigkeit ist nicht

reiner Art, aber dafür so ausgeprägt, daß der Ansporn
sehr groß war, geophysikalische Beobachtungsreihen dar¬

aufhin zu untersuchen, ob sie nicht eine verborgene
Periodizität von gleicher Periode enthalten wie die

Schwankungen der Sonnenfleckenhäufigkeit.

Wichtige Impulse erhielt die Periodenforschung offen-

bar auch durch die Analyse der Meeresgezeiten, deren

Durchführung praktisch notwendig wurde, um sich in

Häfen, welche den Einflüssen von Ebbe und Flut unter¬

worfen sind, den Gezeiten anpassen zu können.

2. Von besonders großer Bedeutung war in theoreti¬

scher und praktischer Hinsicht die Erfindung des «Perio-

dogramms», welche durch Arthur Schuster im Jahre 1898

erfolgte.
Durch die Methode von Schuster wurde die Verbin¬

dung hergestellt zwischen der rein mathematischen und

der physikalisch-naturwissenschaftlichen Auffassung
eines konkreten Problems. Es konnte nun versucht wer¬

den, auf die Frage Antwort zu geben, welche mehr oder

weniger große Wahrscheinlichkeit besteht für die Reali¬

tät einer Periodizität. Die Periodenforschung ist durch

Schuster über den Rahmen der rein analytischen Metho¬
den hinaus auf das Gebiet der Statistik erweitertworden.

3. Die praktische und theoretische Periodenforschung
ist zu einer bedeutenden und sehr interessanten Spezial-
wissenschaft ausgewachsen, eine umfangreiche, kaum

überblickbare Literatur ist entstanden, und im letzt¬

verflossenen Zeitabschnitt von etwa 20 Jahren sind große
Fortschritte erzielt worden. Dem meteorologischen In¬

stitut der Universität Berlin wurde z. B. ein besonderes

«Institut für Periodenforschung» angegliedert. Dieses

stand unter der Leitung von Prof. Dr. K. Stumpffund

verfolgte seit 1934 die Aufgabe, die Grundlagen und

Methoden der Periodenforschung zusammenzufassen, zu

erweitern, zu verbessern und sie insbesondere der Erfor¬

schung meteorologischer Perioden nutzbar zu machen.

Die bedeutenden Arbeiten von Stumpff dürften sich

künftig als sehr fruchtbar erweisen. Erwähnt sei hier

auch J. Bartels, Eberswalde, der sich insbesondere auf

Erfahrungenbeierdmagnetischen Erscheinungen stützte.

4. Die große Bedeutung der Periodenforschung ist

frühzeitig, insbesondere auch von englischen und den

praktisch veranlagten amerikanischen Forschern, er¬

kannt worden, welche sich ihr intensiv zugewandt haben,
so daß die englische Sprache einen sehr großen Anteil

an der Literatur besitzt. Es sei hier bereits auf die Me¬

thode von A. Streiff (Lit. 29) hingewiesen, welche sich,

wie wir noch sehen werden, in wasserwirtschaftlicher

Beziehung bereits fruchtbringend ausgewirkt hat. In

Amerika bieten die kalifornischen Riesenbäume der

Gattung Sequoia, welche bis dreitausendfünfhundert

Jahre alt werden, ein sehr interessantes Objekt für die

Periodenforschung. Die Jahrringe dieser Bäume sollen

ein ziemlich getreues Abbild der Klimaschwankungen
darstellen. Streiff (Lit. 29) gibt in einem Diagramm
einen Vergleich zwischen der Periodizität des Wachs¬

tums der Sequoia-Bäume und Brückners Darstellungen
über das Datum der Weinernten, sowie über die Schwan¬

kungen der Sonnenfleckenhäufigkeit, nach Ausschaltung
der elfjährigen Periode. Es scheint eine überraschende

Übereinstimmung zwischen diesen drei Erscheinungen
zu bestehen; eine Möglichkeit zur Kontrolle wird aber

in der Arbeit von Streiff nicht geboten. Auch die elf¬

jährige Sonnenfleckenperiode spiegelt sich im Wachstum

dieser Bäume getreulich wider und konnte bis zum

Jahr 1000 vor Christi Geburt nachgewiesen werden. Den

Jahren größerer Fleckenhäufigkeit entsprechen dickere

Jahrringe, den Jahren kleinerer Fleckenhäufigkeit dün¬

nere Jahrringe, wobei Minima und Maxima der Flecken-

periodizität und des Wachstumsrhythmus einander zeit-,

lieh entsprechen. Dieser Wachstumsrhythmus wurde
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auch in Europa an Bäumen mit gut ausgeprägten Jahr¬

ringen, wie Rottannen und Kiefern, festgestellt.

5. Der Frage nach dem Bestehen von Rhythmen und

Perioden kommt außer ihrer allgemeinen geistes- und

naturwissenschaftlichen Bedeutung auch eine große
Wichtigkeit zu in wirtschaftlicher und volkswirtschaftlicher
Hinsicht, nämlich für die meteorologische und die hydro¬
graphische Voraussage. Während sich die Meteorologie
der Frage, ob Periodizitäten bestehen, sehr eingehend
angenommen hat, kann das gleiche von der Hydrographie
nicht behauptet werden. Immerhin hat bereits Brückner

hydrographisches Material benützt, um das Bestehen

seiner «fünfunddreißigjährigen» Periode nachzuweisen.

In Schweden war es Axel Wallen, welcher für schwe¬

dische Flüsse ein periodisches Verhalten entdeckte und

darauf bereits vor mehr als 30 Jahren eine langfristige
Wasserstandsvoraussage aufbaute. Mit Hilfe der Me¬

thode von Streiff, welche letzterer auf den Penobscot-

river USA. angewendet hat, baute W. v. Keßlitz, nach

seinen Angaben mit Erfolg, eine langfristige Prognose
für die Mur bei Brück (Steiermark) auf. Außer diesen

Arbeiten über die Periodizität der Abflußmengen oder

Wasserstände eines Gewässers sind uns nur noch zwei

Studien bekannt: eine mit negativem Resultat von

J. Novotny über die Moldau und die Elbe, sowie eine

von A. Jacobi. Keine dieser sich mit der Periodizität

der Abflußmengen befassenden Arbeiten bedient sich

aber moderner Methoden der Periodenforschung. Dies

dürfte darauf beruhen, daß diese Methoden in hydro¬
graphisch tätigen Kreisen noch zu wenig bekannt sind.

6. In vorliegender Arbeit über den Rhein bei Basel

sind moderne, aufschlußreiche Methoden der Periodo-

gramm- und Wahrscheinlichkeitsrechnung benützt wor¬

den, welche uns zur Hauptsache durch das Werk von

K. Stumpff {(.Grundlagen und Methoden der Perioden¬

forschung» (Lit. 3) vermittelt worden sind, und diese

Methoden wurden auf ihre Anwendbarkeit zur Auf¬

deckung verborgener Periodizitäten im Abflußvorgang
überprüft. Unseres Wissens sind in vorliegender Arbeit

erstmals solche Methoden der modernen Periodenfor¬

schung auf den Abflußvorgang eines Flusses angewendet
und erprobt worden. Wir hoffen, damit das Interesse

weiterer Kreise an solchen Arbeiten wecken zu können,
besonders auch, weil unsere Untersuchungen zu einem

interessanten positiven Ergebnis geführt haben.

7. Die Prognose auf Grund von Periodizitäten ist nur

eine unter verschiedenen Methoden. Um erkennen zu

können, wo sich die Prognosen, welche auf der Periodi¬

zität des Abflußvorganges aufbauen, einordnen und in¬

wiefern sie sich von andern Methoden unterscheiden,
halten wir es für nützlich, einen wenn auch schemati¬

schen Überblick über die verschiedenen Verfahren zu

geben. Es dürfte dies um so mehr am Platze sein, als

schließlich wohl nicht eine Methode allein zum Ziele

führen kann. Jede Methode baut sich auf einer bestimm¬

ten Art von Beobachtungen auf. So geht die Methode,
welche auf der Periodizität des Abflußvorganges beruht,
von den Beobachtungen der bisherigen Abflußmengen
aus. Daneben wird es aber noch Beobachtungen anderer

Art geben, welche der Voraussage dienen können, zu

deren Verwertung aber auch andere Methoden ange¬
wendet werden müssen. Im Rahmen der vorliegenden
Arbeit kann es sich nur darum handeln, summarisch

das Grundsätzliche anderer Methoden darzulegen.

II. Verschiedene Arten der Abflußprognose

1. Es ist vorerst zu unterscheiden einerseits zwischen

Angaben über die Wahrscheinlichkeit, mit welcher eine

Abflußmenge innerhalb eines bestimmten Zeitabschnit¬

tes eintreffen wird, und anderseits der eigentlichen
Prognose.
Angaben über die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens

einer Abflußmenge, z. B. einer Hochwasserspitze von be¬

stimmter Größe innerhalb eines gegebenen Zeitraumes

oder umgekehrt Angaben über den Zeitabschnitt, inner¬

halb welchem diese Abflußmenge einmal zu erwarten

ist, beruhen darauf, die Wahrscheinlichkeitsrechnung
auf den Abflußvorgang anzuwenden. Auf Grund der vor¬

handenen Abflußmengenbestimmungen wird festge¬
stellt, welche Beziehung besteht zwischen der Häufig¬
keit, mit welcher eine Abflußmenge auftritt, und deren

Größe. Diese Beziehung wird durch sogenannte Vertei¬

lungskurven zu erfassen gesucht (Lit. II). Diese Metho¬

den sind noch kein Allgemeingut der Hydrographen.'Im
Gegensatz zu den Methoden der Periodenforschung sind

sie indessen doch schon weitgehend in die Hydrographie
eingeführt worden. In vorliegender Arbeit wird von

ihnen kein umfassender Gebrauch gemacht. Doch wer¬

den unsere Untersuchungen in wahrscheinlichkeits¬

theoretische Betrachtungen unter Benützung von Ver¬

teilungskurven ausmünden. Wir werden uns deshalb in

einem speziellen Abschnitt noch eingehender mit dem

Wesen der Verteilungskurven zu befassen haben.

Bei den eigentlichen Prognosen ist zu unterscheiden

zwischen :

a) kurzfristiger Prognose und langfristiger Prognose;

b) Methoden, welche nur vom vorhandenen hydrogra¬
phischen Material ausgehen, und Methoden, welche

weitgehend die Meteorologie zu Hilfe nehmen ;

c) statistischen Methoden und analytischen Methoden;

d) der Prognose einer bestimmten Abflußmenge auf

einen bestimmten Zeitpunkt und der Prognose der

mittleren Abflußmenge oder sogar nur des allgemei¬
nen Charakters des Abflußvorganges (sehr naß, naß,

normal, trocken, sehr trocken), welcher während

eines bestimmten künftigen Zeitabschnittes, z. B. im

kommenden Monat oder Jahr, zu erwarten ist.

2. Eine konventionelle Grenze zwischen kurzfristiger
und langfristiger Prognose ist nicht festgelegt worden,
und eine methodische, zwanglose Abgrenzung ist nicht

möglich, denn es gibt Methoden, welche sowohl für kurz¬

fristige wie für langfristige Voraussagen verwendet wer¬

den können. Doch dürfte man wohl Voraussagen für die

nächsten Stunden oder die nächsten Tage als kurzfristig,
solche für die nächsten Wochen, Monate und Jahre als

langfristig bezeichnen.

3. Rein hydrographische Unterlagen können zur An¬

wendung kommen, wenn es sich handelt:

a) um die kurzfristige Prognose für einen weit flußab¬

wärts gelegenen Gebrauchsort an einem größeren
Flusse (Lit. 13; 19);

b) um die langfristige Voraussage auf Grund von all¬

fällig vorhandenen Periodozitäten des Abflußvor¬

ganges (Lit. 16; 17; 18).

8



Im Falle a erfolgt die Voraussage mit Hilfe von Be¬

ziehungen, welche zwischen der Abflußmenge bei Meß¬

stationen am Oberlauf und derjenigen bei der Gebrauchs¬

station aufgestellt worden sind, auf Grund eines ent¬

sprechend organisierten hydrographischen Nachrichten¬

dienstes. Es handelt sich hier um Voraussagen auf 12

bis 24 Stunden, bei langen, großen Flüssen auch noch

auf eine längere Frist. Je nach der mehr oder weniger
starken Gliederung des Einzugsgebietes bedeutet diese

Voraussage ein mehr oder weniger verwickeltes Problem,
welches unter Umständen recht schwierig und unüber¬

sichtlich werden kann.

Benötigt die Wasserwelle nur eine kurze Zeit, um die

Strecke von der Meßstation bis zu einer flußabwärts

gelegenen Gebrauchsstation zurückzulegen, so trifft die

Hochwassermeldung der Meßstation nicht viel früher

als die Wasserwelle selbst bei der Gebrauchsstation ein.

Dies ist z. B. der Fall, wenn es sich um einen ohnehin

kurzen Fluß handelt oder wenn bei einem längeren Fluß

Hochwassermeldungen bereits an einer Stelle gebraucht
werden, die nicht weit flußabwärts von der Meßstation

liegt. In solchen Fällen muß versucht werden, neben

rein hydrographischen Elementen auch meteorologische
Elemente für die Prognose zu verwenden mit Hilfe von

Methoden, welche nachstehend unter Ziffer 4 noch er¬

läutert werden.

Im Falle b kommen die auf der Periodizität der Was¬

serführung aufbauenden analytischen Methoden zur An¬

wendung, welche uns noch näher beschäftigen und un-

sern Untersuchungen zugrunde liegen.

4. Mit Hilfe meteorologischer und hydrographischer
Elemente erfolgt unter Anwendung statistischer Methoden

a) die kurzfristige Prognose an kürzeren Gewässern, aus

den bereits unter Ziffer 3 erwähnten Gründen

(Lit. 14; 17);

b) die langfristige Prognose an kleineren oder größeren
Gewässern, welche aber noch keine befriedigenden
Ergebnisse zu liefern imstande scheint (Lit. 14 ; 15 ; 17).

Im Falle a stützt man sich, nebst den hydrographi¬
schen Elementen, auf Niederschlagsmessungen und je
nach Charakter des Einzugsgebietes und der Jahreszeit
auf Messungen der Temperatur oder der Abnahme der

Schneehöhe innerhalb bestimmter Zeitintervalle. An

Stelle der Niederschlags- und Temperaturmessung kann

auch die kurzfristige Wetterprognose treten. Das grund¬
legende hydrographische Element bei solchen Prognosen
ist die sogenannte Trockenwetter-Auslauflinie, d. h. die

Ganglinie der Abflußmenge des betreffenden Flusses,
wie sie sich in Trockenperioden einstellt. Je nach der

Jahreszeit, mit welcher sich Bodenbeschaffenheit,
Grundwasserstände usw. ändern und den Schnee¬

schmelzverhältnissen ergeben sich verschiedene Typen
von Auslauflinien. Zu den Wassermengen, die sich nach

diesen Linien am Gebrauchsort ergeben, sind die Ab¬

flußmengen infolge Niederschlag oder Schneeschmelze

zu addieren. Bekannt müssen also auch die Beziehung
zwischen Niederschlags- und Abflußmenge sowie jene
zwischen Temperatur und ScÄme/zwassermenge für die

verschiedenen Jahreszeiten und die verschiedenen Zu¬

stände des Erdbodens sein. Diese Beziehungen werden

auf Grund der Statistik durch die Korrelationsrechnung
ermittelt.

Wenn sich eine solche Prognose auf Messungen auf¬

baut, so kann sie für kleinere oder auch für größere, aber

relativ einfach geformte Einzugsgebiete ziemlich zuver¬

lässige Werte liefern. Bei größeren Einzugsgebieten mit

mannigfaltigem Aufbau aus Teileinzugsgebieten mit

verschiedenem Charakter hinsichtlich Topographie,
Hydrographie, Geologie, Beschaffenheit der Erdober¬

fläche usw. wird jedoch die Prognose aus den Nieder¬

schlägen außerordentlich kompliziert und schwierig. In

seiner sehr interessanten Untersuchung über die Vor¬

hersage rascher Pegelstandsänderungen des Rheinstroms

bei Basel (Lit. 20) führt E. Wanner aus, daß sich nie

eine allseitig befriedigende Lösung finden lasse, um aus

den Niederschlägen die Pegelstandserhöhungen in Basel

vorauszubestimmen. Der ganze Komplex der miteinan¬

der verketteten Einzelprobleme sei zu vielgestaltig.
Stützt sich dagegen die Abflußvoraussage auf die

Wetterprognose, so kann sie ohnehin zu keinen genauen

mengenmäßigen Ergebnissen führen; denn es ist wenig¬
stens heute noch nicht möglich, sichere Prognosen über

die Menge der zu erwartenden Niederschläge zu machen.

Unter Umständen können immerhinwertvolle qualitative
Anhaltspunkte erhalten werden, weil es ja z. B. schon oft

genügt, zu wissen, ob überhaupt ein Hochwasser zu er¬

warten ist und welchen Charakter es etwa annehmen wird.

Im Falle b geht man, ähnlich wie bei der langfristigen
Wettervorhersage, von der Tatsache aus, daß es be¬

stimmte weit entfernt liegende Aktionszentren gibt,
deren atmosphärische Verhältnisse auf das zeitlich

nachfolgende Wetter im Einzugsgebiet des Flusses,
welcher Gegenstand der Prognose bildet, von starkem

Einfluß sind. Man versuchte bereits mit Hilfe der Stati¬

stik, insbesondere der Korrelationsrechnung, eine Be¬

ziehung zwischen Niederschlagsmenge sowie Temperatur
im Einzugsgebiet einerseits und den atmosphärischen
Verhältnissen im Aktionszentrum anderseits herzu¬

stellen. Eine solche Beziehung kann natürlich nur wahr¬

scheinlichkeitstheoretischer (stochastischer) Natur sein.

Vorausberechnet wurden somit Niederschlagsmenge und
Temperatur. Aus diesen Werten mußte vermittels Be¬

ziehungen, welche, gleich wie bei der oben unter Ziffer a

beschriebenen kurzfristigen Methode, zwischen dem

Niederschlag sowie der Temperatur einerseits und der

Abflußmenge anderseits auf Grund bisheriger Beobach¬

tungen aufgestellt worden sind, die künftige Abfluß¬

menge berechnet werden. Solche Berechnungen werden

bei der langfristigen Prognose natürlich viel unsicherer

als bei der kurzfristigen, weil man nichts Genaues über

die Bodenbeschaffenheit und auch über andere maß¬

gebende Faktoren auf längere Frist aussagen kann. Aber

ganz abgesehen von dieser Unsicherheit, würde es ver¬

wunderlich sein, wenn der Hydrologe Niederschlags¬
mengen mit einiger Genauigkeit mengenmäßig voraus¬

berechnen könnte, während die Meteorologen sich außer¬

stande erklären, dies tun zu können. F. Baur (Lit. 37)
sagt bereits in bezug auf die zehntägige Wettervorher¬

sage, daß es sich um einen Rat handle, mit welchem man

im Durchschnitt gut fahre, weniger um eine Weissagung.
So kommt es nicht überraschend, wenn v. Keßlitz, wel¬

cher sich während vieler Jahre darum bemühte, Monats¬

mittelwerte der Wasserführung auf einen Monat, sowie

auf mehrere Monate hinaus mittels der in Rede stehen¬

den Methode vorauszuberechnen, diese Methode schließ¬

lich als nicht befriedigend verlassen und sich der analy¬
tischen Methode zugewendet hat (Lit. 15; 16).
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Es stellt sich noch die Frage, ob aus einer langfristigen
Wettervorhersage mit einiger Sicherheit Wetterlagen er¬

kannt werden können, welche Hochwasser zur Folge

haben, um frühzeitig genug wenigstens eine Hochwasser¬

warnung erlassen zu können. Die Beantwortung dieser

Frage fällt in die Kompetenz des Meteorologen. Jedoch

sei hier auf einen interessanten, in der hydrologischen
Literatur (Lit. 14) zu findenden Vergleich hingewiesen,
welchen W. Friedrich zwischen den Angaben der Zehn¬

tagevorhersage und den effektiv dann gefallenen Nieder¬

schlägen während einem katastrophalen Hochwasser

zieht. Aus diesem Vergleich erkennt man, daß die Vor¬

hersagen im allgemeinen ein richtiges Bild vom kom¬

menden Wetter gegeben haben. Dagegen enthielten die

Vorhersagen keine Andeutungen über den katastropha¬
len Charakter dieser Niederschläge und über ihr wieder¬

holtes Auftreten. Nach dem gemachten Vergleich zwi¬

schen Zehntagevorhersage und den dann gefallenen
Niederschlägen erscheint es fraglich, ob es beim heutigen
Stande der langfristigen Wettervorhersage möglich ist,

Hochwasserwarnungen herauszugeben.

Dr. J. Maurer (Lit. 43) bemerkt, daß es noch nicht

möglich sei, die zu katastrophalen Hochwassern führen¬

den Niederschläge vorauszusagen. Die einzelnen sich

einstellenden Erscheinungen — offenbar ist gemeint bei

ähnlichen Ausgangslagen — stimmen in ihrem weitern

Verlauf niemals völlig überein. Es gehöre noch oft zu

den schwierigsten Aufgaben der Wettervorhersage, die

sukzessive rasche Entwicklung der für Hochwasser¬

erzeugung in Frage kommenden Wetterlagen sicher

genug vorauszusehen. Um weitere Fortschritte zu er¬

zielen, wäre für den praktischen Gebrauch eine noch

viel eingreifendere rasche Durchforschung der höhern

Schichten der Atmosphäre, zeitlich in kürzesten Mo¬

menten, erforderlich.

Großes Interesse beim wasserwirtschaftlich Tätigen
finden Versuche der Meteorologen (Lit. 17; 33; 35), aus

der Lage der in Frage kommenden atmosphärischen
Aktionszentren auf das kommende Wetter qualitative
Schlüsse zu ziehen, welche sich über eine sehr lange
Frist (Monate) erstrecken. Sollte die künftige Erfahrung

bestätigen, daß sich eine langfristige Abflußmengen¬

prognose aufbauen läßt auf Grund von Periodizitäten,

wie wir sie für den Rhein bei Basel gefunden haben, so

wäre es sehr wertvoll, wenn diese Prognose ergänzt

werden könnte durch Angaben, welche die Meteorologen
aus Zusammenhängen zwischen solchen Aktionszentren

und dem kommenden Wetter erschlossen haben. Vor

allem wäre dies der Fall, wenn solche Angaben einmal

eine vermehrte Sicherheit in bezug auf die Phase der

Perioden und alsdann Anhaltspunkte darüber bringen

würden, was für aperiodische Störungen zu erwarten

sind. Es scheint möglich, daß zu ähnlichem Zwecke

auch Beobachtungen über Schneehöhen, Schneebe¬

schaffenheit, Firnbildung, Gletscherbewegungen usw.

von Nutzen sein könnten. Eine Verarbeitung solcher

Beobachtungen, um einen allfälligen Einfluß auf die

Abflußperiodizitäten jeweilen frühzeitig abzuklären,

bietet zahlreiche interessante Aufgaben. Ein positives

Ergebnis wäre von großem wirtschaftlichem Wert.

5. In bezug auf die statistischen Methoden haben wir

bereits erkannt, daß es jene sind, welche Korrelationen

zwischen der Abflußmenge und meteorologischen Ele-
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menten herzustellen versuchen, um aus letztern die zeit¬

lich nachfolgenden AhHußuiciigeit berechnen zu können.

6. Die analytischen Methoden beruhen, wie schon

erwähnt, auf allenfalls vorhandenen Periodizitäten der

Abflußmengen. Wenn solche Periodizitäten wirklich

vorhanden sind, so läßt sich die scheinbar ganz unregel¬
mäßige Ganglinie eines Flusses in einzelne Wellen mit

verschiedener Periode und Amplitude zerlegen, ent¬

sprechend den vorhandenen Periodizitäten. Handelt es

sich um reelle Periodizitäten, so dürfen die einzelnen

Wellen in die Zukunft extrapoliert werden. Die Synthese
der extrapolierten Wellen ergibt dann den extrapolierten
Verlauf der Ganglinie. Letztere kann wegen ihrem un¬

regelmäßigen Verlauf nicht direkt extrapoliert werden,

dagegen indirekt. Es ist nämlich leicht möglich, die be¬

züglich Wellenlänge, Amplitude und Phase gut erfaß¬

baren Einzelwellen zu extrapolieren und die so extra¬

polierten Wellenstücke zu einer Ganglinie zusammen¬

zusetzen.

7. Die kurzfristigen Prognosen, auch wenn sie meteo¬

rologische Elemente benützen, gestatten in der Regel
die Voraussage einer bestimmten Abflußmenge auf einen

bestimmten Zeitpunkt. Je länger die Prognosenfrist
wird, um so weniger können bestimmte Angaben in

bezug auf den Zeitpunkt oder die Abflußmenge gemacht
werden, und die Prognose nimmt immer mehr die Form

einer Warnung an, z. B. vor einem Hochwasser, oder

von einer mehr allgemeinen Beschreibung des Abfluß¬

charakters in einem zukünftigen Zeitabschnitt.

III. Besondere Eignung vonAbflußmengenbeobachtungen
für Untersuchungen über den Wechsel trockener und

nasser Zeitabschnitte

1. Wanner (Lit. 49) weist daraufhin, daß die Haupt¬

schwierigkeit, Methoden der mathematischen Statistik

zur Untersuchung meteorologischer Reihen verwenden zu

können, in der Inhomogenität dieser Reihen liegt. Neue

Instrumente oder Beobachtungsmethoden, selbst ein

Beobachterwechsel können ganz beträchtliche Inhomo¬

genitäten in einer Beobachtungsreihe zur Folge haben.

Besonders wird sich auch der Einfluß des Geländes (oro-

graphischer Einfluß) stark bemerkbar machen, denken

wir z. B. an den extremen Fall, welcher in verschiedenen

Gebirgstälern auftritt, daß ein Bergkamm überhaupt

jede Sonnenbestrahlung während einer längeren Zeit im

Winter abhält.

2. Es fällt denn auch auf, daß bei der Untersuchung
verschiedener Niederschlagsreihen auf das Vorhanden¬

sein von verborgenen Periodizitäten einander wider¬

sprechende Resultate gefunden werden. Bei den einen

bekanntgegebenen Reihen, z. B. von Seidel (Lit. 27) für

Rom, Warschau, Tilsit oder von W. v. Keßlitz (Lit. 24)
für Stationen in den Alpen und dem Alpenvorland
Österreichs, wird das Vorhandensein von Periodizitäten

gemeldet, während bei andern veröffentlichten Reihen,

z. B. durch Loh (Lit. 25) für Darmstadt, keine Periodi¬

zitäten gefunden wurden.

Es mag dies, abgesehen vom Einfluß, den die zur An¬

wendung gelangten Berechnungsmethoden hatten, in

der Inhomogenität meteorologischer Reihen und einem

starken Anteil aperiodischer Bestandteile begründet



sein. Man kann sich vorstellen, daß periodische Erschei¬

nungen in einzelnen meteorologischen Reihen auch stark

durch allenfalls vorhandene und variable Überlagerun¬
gen verschiedener Klimatypen gestört und verwischt

werden.

3. a) Gute, durch sichere Beobachtungen und Mes¬

sungen erhaltene Abflußmengenreihen dürften in man¬

cher Hinsicht ausgeglichener sein als meteorologische
Reihen.

b) Der Einfluß der Instrumente, der Beobachtungs¬
und Meßmethoden, der Beobachter, der Meßstelle ist

bei guten Abflußmengenbestimmungen von untergeord¬
neter Bedeutung im Vergleich zu derjenigen bei der

Niederschlags- und Temperaturmessung; z. B. kann eine

Verlegung einer an und für sich guten Wassermeßstation

um eine relativ kleine Strecke an einem Flusse, abge¬
sehen vom Falle, daß auf dieser Strecke bedeutende Zu¬

bringer einmünden, keinen derart einschneidenden Ein¬

fluß haben wie die Verlegung einer Niederschlags- oder

Temperaturmeßstation innerhalb ein und derselben Ort¬

schaft oder sogar innerhalb ein und desselben Grund¬

stückes. Abflußbeobachtungen vor und nach der Ver¬

legung können somit zu einer homogenen Reihe ver¬

einigt werden.

c) Zudem wird in den Abflußmengen eine Art Resul¬

tierende der über ein relativ großes Gebiet sich auswir¬

kenden meteorologischen Elemente erfaßt. Durch diese

Integration über ein relativ großes Gebiet werden die

lokalen aperiodischen Störungen besser ausgeglichen und
die regelmäßigen Erscheinungen hervorgehoben. Um

einen ähnlichen Ausgleich zu erhalten, müßte man bei

der Untersuchung meteorologischer Elemente schon

zahlreiche über ein größeres Gebiet verteilte Reihen zu

einer Reihe zusammenfassen.

d) Kennzeichnend in dieser Hinsicht ist z. B., daß

v. Keßlitz (Lit. 15 und 24) für die Abflußmengen der

Mur die Periodizitäten soweit herausarbeiten konnte,
daß es ihm, gestützt darauf, möglich war, Prognosen
aufzustellen, während er für die Niederschlagsmessungen
im Murgebiet wohl Perioden gefunden hat, die jedoch
mit so großer Unsicherheit und so starken Streuungen
behaftet waren, daß eine Prognose nicht in Frage kom¬

men konnte. V. Keßlitz weist dabei ausdrücklich auf

die starke Inhomogenität der verwendeten und zur Ver¬

fügung stehenden Reihen hin.

4. a) Der Ausgleich von Störungen wird in der Regel
um so besser sein, je größer das Einzugsgebiet sein wird;
es ist nämlich auffallend, wie in der Schweiz, wo sich

verschiedene Klimatypen überlagern, innerhalb eines

größeren Einzugsgebietes die Abflüsse aus kleineren

Einzugsgebieten sich in ihrem Verhalten, z. B. in bezug
auf die Abweichung vom langjährigen, «normalen»

Mittel, voneinander unterscheiden können, wobei die

Ursache dieses verschiedenen Verhaltens z. B. in einer

ungleichförmigen Verteilung der Niederschläge gefunden
werden kann. Einzelne, besonders heftige Starkregen
lokaler Natur können auf die Gesamtabflußmenge eines

kleinen Einzugsgebietes einen ganz erheblichen Einfluß

haben.

In der hydrographischen Literatur (z. B. Lit. 17) wird

etwa der Meinung Vorschub geleistet, zur Feststellung
periodischer Vorgänge des Abflusses und zum Aufbau

einer darauf beruhenden Prognose würden sich nur Ab¬

flüsse aus Scengebieten eignen, wie sie von Streifl* und

Wallen untersucht worden sind und wo ein besonders

guter Ausgleich lokaler Unterschiede stattfindet. In¬

zwischen haben jedoch die frühern Untersuchungen für

die Mur (v. Keßlitz) und die vorliegenden für den Rhein

bei Basel gezeigt, daß solche Arbeiten auch bei andern

Flüssen Aussicht auf Erfolg haben. Beim Rhein bei

Basel haben die in seinem Einzugsgebiet liegenden Seen,

wie wir noch sehen werden, keinen wesentlichen Einfluß

auf mehrjährige Perioden.

b) Um das Problem der Periodizität der Abflußmengen
weiterzuverfolgen, wird es sogar gegeben sein, auch Ab¬

flüsse aus einem ausgewählten kleineren, aber besonders

charakteristischen Einzugsgebiete — wir denken hier

vor allem an Gletscherabflüsse —• zu untersuchen, um

so der Lösung der Frage näher zu kommen, welche Ein¬

flüsse hinter den Periodizitäten stehen.

c) Selbstverständlich wird man jede Abflußreihe vor

ihrer Verwendung eingehend auf ihre Homogenität prü¬
fen müssen. Einflüsse infolge menschlicher Eingriffe, wie

es die Erstellung von Stauseen, die Durchführung von

Seeregulierungen und Flußkorrektionen sind, müssen

untersucht und wenn nötig eliminiert werden.

IV. Vergleich zwischen den Ergebnissen von Unter¬

suchungen verschiedenerForscher, insbesondere zwischen

den Ergebnissen der Untersuchungen von meteorologi¬
schen Elementen einerseits und von Abflußmengen

anderseits

1. Nachdem wir für den Rhein bei Basel ausgeprägte
Periodizitäten gefunden haben, erscheint es natürlich

sehr reizvoll, Vergleiche mit Periodizitäten zu ziehen,

welche anderswo für meteorologische und hydrographi¬
sche Vorgänge festgestellt worden sind. Ein solcher Ver¬

gleich müßte aber sehr sorgfältig durchgeführt werden.

Ein flüchtiger Vergleich könnte zu falschen Hoffnungen
oder auch unnötigen Enttäuschungen führen und der

Periodenforschung schaden.

2. Auf Grund der Darlegungen im vorangehenden
Abschnitt ist leicht einzusehen, daß zuerst die Unter¬

lagen, von welchen ausgegangen wurde, auf ihre Ver¬

gleichbarkeit und Gleichwertigkeit zu überprüfen sind,
bevor die Ergebnisse eingehend verglichen werden kön¬

nen. Wir werden in vorliegender Arbeit auf Seite 100

noch zeigen, welche bedenklichen Mängel den von

Brückner benützten hydrographischen Unterlagen zum

Teil anhaften, die wir dank eingehender Kenntnis der¬

selben überprüfen konnten. Es ist denkbar, daß auch

meteorologischen Unterlagen, von welchen ausgehend
Untersuchungen über die Periodizität durchgeführt
worden sind, Mängel anhaften, weshalb die Konstanten

der gefundenen Periodizitäten fehlerhaft sind.

3. Wie wir bei der Besprechung bisher angewendeter
Methoden zur Aufdeckung hydrographischer Periodi¬

zitäten noch sehen werden, ist es möglich, daß bei der

Ermittlung der Konstanten erhebliche Unsicherheiten

auch infolge ungenügender Berechnungsmethoden ent¬

stehen.

4. Meteorologische, astronomische und hydrographi¬
sche Periodizitäten können schon darum nicht ohne
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weiteres miteinander verglichen werden, weil wir nicht

oder doch nur ungenau wissen, auf welche Weise und

wie streng die Vorgänge miteinander gekoppelt und ob

Phasenverschiebungen je nach der geographischen Lage
der Beobachtungsstationen vorhanden sind. Auf solche

Phasenverschiebungen in Funktion der geographischen
Lage weisen Baur (Lit. 37) und Dilger (Lit. 22) hin.

Genauere Kenntnisse darüber, wie die Periodizitäten

verschiedener Vorgänge gekoppelt sind, sowie über sy¬

stematische geographisch bedingte Phasenverschiebun¬

gen können nur erhalten werden, wenn die verschiedenen

Ergebnisse eingehend verglichen werden. Das setzt aber

voraus, daß die Konstanten der gefundenen Periodizi¬

täten genügend genau ermittelt worden sind und man

einen Einblick in die Genauigkeit dieser Ermittlung hat.

Sonst können leicht systematische und fehlerhafte Un¬

terschiede miteinander verwechselt oder wenigstens
nicht auseinandergehalten werden.

5. Ein eingehender Vergleich zwischen den Ergeb¬
nissen für den Rhein bei Basel und den Ergebnissen
früherer Arbeiten, die auf Grund von andern Beobach¬

tungsreihen durchgeführt worden sind, würde somit aus

den vorstehend genannten Gründen einen derart großen
Aufwand erfordern, daß es sich um eine besondere, weit

über den Rahmen der vorliegenden Untersuchungen
hinausgehende Aufgabe handelt. Diese Aufgabe dürfte

übrigens kaum in die Kompetenz eines einzelnen allein

fallen; denn die zuverlässige Beurteilung der Unterlagen
bedarf der Spezialkenntnisse, über welche bei meteoro¬

logischem Material nur der Meteorologe, bei hydrogra¬
phischem dagegen nur der hydrographisch Geschulte

verfügen.

6. a) Wird bei einer Untersuchung eine Periodizität

mit bestimmter Wellenlänge gefunden und ist auch bei

andern Untersuchungen auf Grund von verschiedenem

Material und für verschiedene Orte eine ähnliche Perio¬

dizität von ungefähr gleicher Wellenlänge gefunden
worden, so darf darauf als ein Zeugnis für die Realität

dieser Periodizität hingewiesen werden. Dieser Hinweis

ist selbst dann zulässig, wenn bei den verschiedenen

Untersuchungen sich für die Phase und Amplitude nicht

übereinstimmende Werte ergeben und auch wenn die

Wellenlänge nicht genau identisch erhalten wird ; denn,

wie bereits erwähnt, können solche Unterschiede durch

eine mit erheblichen Fehlern behaftete Konstanten¬

bestimmung oder allfällig durch systematische, geogra¬

phisch bedingte Ursachen entstehen.

b) Soweit sie als begründet betrachtet werden dürfen,
werden wir uns deshalb in vorliegender Arbeit mit all¬

gemeinen Hinweisen auf anderswo gefundene Periodizi¬

täten ähnlicher Art begnügen müssen, ohne in Diskus¬

sionen über Einzelheiten, z. B. über Phasenverschie¬

bungen, eintreten zu können.

c) Was zukünftige Arbeiten anbetrifft, so erscheint es

uns vom ingenieurwissenschaftlichen Standpunkt aus

dringender zu sein, zunächst weitere vorhandene gute

Abflußmengenreihen schweizerischer Gewässer auf Pe¬

riodizitäten hin zu analysieren —- was eine sehr große
Arbeit erfordert—, als vorerst ebenfalls sehr zeitrau¬

bende eingehende Vergleiche mit andern Arbeiten durch¬

zuführen. Indem weitere Abflußmengenreihen analysiert
werden, wird es wahrscheinlich möglich sein, die unsern

Abflußvorgängen innewohnenden Periodizitäten noch

genauer zu erfassen. Werden nämlich gleichartige Perio¬

dizitäten bei mehreren Abllußmengenstationen gefunden
und je durch eine Formel erfaßt, so können die für eine

bestimmte Periodizität bei den verschiedenen Stationen

gefundenen Formeln zu einer einzigen Formel vereinigt
werden. Dabei wird ein Ausgleich der Fehler eintreten,
welche den Konstanten der Formeln für die einzelnen

Stationen anhaften. Durch ein solches Vorgehen dürfte

sich ein erheblicher Nutzen wissenschaftlicher und prak¬
tischer Art (Voraussage) erzielen lassen.

V. Über den Begriff der Periodizität

und ihrer Realität

l.a) Durch die Messung derAbflußmengen eines Flusses

in Abhängigkeit von der Zeit erhalten wir eine empirische
Funktion, welche wir zahlen- oder kurvenmäßig dar¬

stellen können. Wir stehen nun vor der Frage, ob dieser

empirischen Funktion mathematisch erfaßbare Gesetz¬

mäßigkeiten, insbesondere Periodizitäten, zugrunde
liegen.
Wenden wir zunächst unsere Aufmerksamkeit mehr¬

jährigen Periodizitäten des Abflußvorganges zu. Es wäre

willkürlich, wenn man von vornherein Zusammenhänge
mit andern Erscheinungen, z. B. der Periodizität der

Sonnenfleckenhäufigkeit, annehmen und darauf die

Untersuchungen aufbauen würde. Allerdings wird die

Existenz einer Periodizität der Temperatur und des

Niederschlages von ähnlich großer Wellenlänge wie jene
der Periodizität der Sonnenfleckenhäufigkeit von ver¬

schiedenen Forschern als gesichert angesehen; doch sind

die physikalischen Zusammenhänge zwischen dem Ab¬

flußvorgang einerseits und dem Niederschlag und der

Temperatur anderseits derart verwickelter Natur, daß

man nicht einfach davon ausgehen kann, im Abfluß¬

vorgang eine gleiche Periodizität wie bei Niederschlag
und Temperatur vorauszusetzen und z. B. durch die

harmonische Analyse Phase und Amplitude dieser Perio¬

dizität zu bestimmen.

Wir werden deshalb Methoden anwenden, welche in

bezug auf Periodenlänge, Phase undAmplitude allfälliger
Periodizitäten völlig voraussetzungslos sind. Eine will¬

kürliche Voraussetzung machen wir allerdings bei der

Analyse, nämlich indem wir annehmen, daß die Perio¬

dizitäten die Form von einfachen Sinuslinien haben. Es

wird nötig sein, weiter unten auf diesen Punkt zurück¬

zukommen.

b) Etwas anders würden die Verhältnisse liegen, wenn
wir uns mit der jährlichen Schwankung der Abfluß¬

menge beschäftigen würden. Bei einem Fluß von alpinem
Charakter (Gletscher- und Firnschmelze) ist die Abhän¬

gigkeit der Abflußmenge von dem jahreszeitlichen Wech¬
sel der Temperatur deutlich ersichtlich, so daß von vorn¬

herein physikalisch begründete Annahmen über die

Wellenlänge von Periodizitäten als möglich erscheinen.

Doch beschäftigt uns diese Frage hier nicht weiter.

Bei unsern Untersuchungen über mehrjährige Periodi¬

zitäten des Abflußvorganges werden wir, mit Ausnahme

eines Falles, von den Jahresmitteln der Abflußmengen
ausgehen; in diesem einen Ausnahmefall wird von Vier¬

teljahresmitteln Gebrauch gemacht. Durch die Mittel¬

bildung wurde die tägliche und bei den Jahresmitteln
auch die jährliche Periode von vornherein ausgeschaltet;
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denn, wie leicht einzusehen ist, sind in einer auf diese

Art durch Mittelbildung entstandenen Zahlenreihe keine

Periodizitäten mehr enthalten, deren Wellenlänge gleich
dem Intervall der Mittelbildung ist. Soweit Viertel¬

jahresmittel zur Anwendung gekommen sind, wurden

sie vorher rechnerisch auch von der jährlichen Periode

(Jahresgang) des Abflußvorganges befreit.

2. a) Das eine Ziel unserer Untersuchungen wird also

sein, abzuklären, ob die empirische Funktion der jähr¬
lichen Abflußmengen des Rheins bei Basel mathematisch

durch eine oder mehrere periodische Funktionen darge¬
stellt werden kann.

Dadurch aber, daß eine empirische Funktion so dar¬

gestellt werden kann, ist noch lange nicht gesagt, daß

diese mathematischen Ausdrücke den wirklichen natur¬

gesetzlichen Sachverhalt wiedergeben — und wir es

nicht mit einer mehr oder weniger guten Interpolations¬
formel zu tun haben, welche nur innerhalb des Beobach¬

tungsbereiches gilt. Stumpf/ (Lit. 3) weist denn auch

ausdrücklich darauf hin, daß erst die Extrapolation der

Formel über den Beobachtungsbereich hinaus und ihr Ver¬

gleich mit späteren Beobachtungen (Eintreffen oder

Nichteintreffen von Voraussagen) eine endgültige Ent¬

scheidung erlaubt oder auch nur eine Verdichtung der

Gründe herbeiführen kann, welche für eine bestimmte

Form der Gesetzmäßigkeit sprechen. Wie die Erfahrung
lehre, habe die gute Darstellbarkeit einer Beobachtungs¬
reihe durch eine einfach gebaute periodische Funktion

schon oft zur vermeintlichen Entdeckung von Perio¬

dizitäten geführt, deren Realität spätem kritischen

Untersuchungen nicht standgehalten habe. Gerade in

der Periodenforschung sei besondere Vorsicht am Platze.

b) Gefundene Periodizitäten innerhalb des Beobach¬

tungsbereiches könnten möglicherweise durch das Spiel
eines merkwürdigen Zufalls entstanden sein. Die Wahr¬

scheinlichkeitstheorie gibt nun die Mittel in die Hand

(durch die bereits angedeuteten, auf Schuster zurück¬

gehenden Methoden), um schon a priori zu berechnen,
wie groß die Wahrscheinlichkeit für das Zustandekom¬

men der gefundenen Periodizität durch Zufall ist. Je klei¬

ner diese Wahrscheinlichkeit ist, um so größer ist die

Wahrscheinlichkeit, daß die gefundene Periodizität

«reell» ist. Das weitere Ziel unserer Untersuchungen wird

also sein, a priori zu berechnen, wie groß die Wahrschein¬

lichkeit für die Realität allfällig gefundener Periodizi¬

täten ist. Wir wissen dann, wie weit wir berechtigt sind,
jeweilen eine Extrapolation aus dem Beobachtungs¬
bereich — welcher Jahr für Jahr länger wird — in die

Zukunft vorzunehmen, ohne daß wir vorerst abwarten

müssen, bis wir in genügender Anzahl Extrapolationen
mit späteren Beobachtungen verglichen haben; denn

selbst das positive Ergebnis eines solchen Vergleiches
für die nächsten Jahre wird noch keine absolute Gewiß¬

heit bringen. Auch hier könnte ein eigenartiger Zufall

vorliegen. Der Vergleich der Extrapolation mit späterer
Beobachtung wird während längerer Zeit durchgeführt
werden müssen, bis auf diese Weise a posteriori die Reali¬

tät der gefundenen Periodizitäten beurteilt werden kann.

Es ist darum sehr wichtig, bereits Schlüsse a priori auf

Grund der Wahrscheinlichkeitstheorie ziehen zu können.

Wir werden dabei das Beobachtungsmaterial, wie be¬

reits auf Seite 8 erwähnt, u. a. auch durch Verteilungs-
kurven untersuchen müssen und dabei die Berührung
mit den Arbeiten von Graßberger (Lit. 6 ; 7 ; 8) herstellen,

in welchen die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf den Ab¬

flußvorgang angewendet wird.

Es handelt sich also bei der Feststellung von Periodi¬

zitäten des Abflußvorganges um den typischen Fall, ein

statistisches Gesetz aufzustellen. In bezug auf solche

statistische Gesetze schreibt Prof. Saxer (Lit. 45): «Im

Sinne einer statistischen Aussage sind alle unsere wissen¬

schaftlichen Prognosen (und Naturgesetze bedeuten

nichts anderes) mit einer Wahrscheinlichkeit behaftet,
die allerdings in gewissen Fällen praktisch 1 betragen
kann, was dann einem Gesetze in seinem guten, klassi¬

schen Sinn entspricht.»
Zunächst werden wir also nur auf Grund der Wahr¬

scheinlichkeitstheorie die unsern Periodizitäten des Ab¬

flußvorganges a priori zukommende Wahrscheinlichkeit

angeben können und erst eine längere Erfahrung, ge¬
wonnen durch Vergleiche extrapolierter Werte mit

spätem Beobachtungen, wird a posteriori endgültig
zeigen, ob und wie weit wir uns der Wahrscheinlichkeit 1

nähern werden. Eines sei bereits hier ausdrücklich be¬

tont: Die durch vorliegende Arbeit gefundenen Periodi¬

zitäten des Rheins bei Basel erleiden von Zeit zu Zeit

eine Änderung. Wenn wir also auch dazu kommen, sie

innerhalb eines bestimmten Zeitabschnittes als reell an¬

zusehen, so besteht doch immer die Wahrscheinlichkeit,
daß sich eine oder mehrere der Periodizitäten plötzlich
ändern, so daß eine Prognose zukünftiger Abflußmengen
auf Grund dieser Periodizitäten stets mit einer kleineren

Wahrscheinlichkeit als 1 behaftet sein wird.

3. a) Den Schwankungen derAbflußmengen des Rheins

bei Basel liegen somit nicht absolut rein periodische Vor¬

gänge zugrunde. Letztere sind Vorgänge, welche sich

zeitlich rück- und vorwärts beliebig weit über das Beob¬

achtungsintervall hinaus durch Extrapolation in Über¬

einstimmung mit ihrem wahren Verlauf darstellen las¬

sen, also während beliebig langer Zeiten persistent, d. h.

beständig vorhanden, und in bezug auf ihre spezifischen
Konstanten unveränderlich sind. Persistenz während

einer bestimmten Beobachtungsdauer ist noch keine

Garantie für eine Persistenz während beliebig langer
Zeitabschnitte, also für das Vorhandensein einer rein

periodischen Funktion im strengsten Sinne des Wortes.

b) Mit Vorgängen, welche mit großer Strenge, wenn

auch nicht absolut, rein periodisch sind, hat es die

Astronomie zu tun. Sie kann deshalb astronomische

Vorgänge mit großer Sicherheit weit über den Beobach¬

tungszeitraum hinaus berechnen (z. B. Voraussage von

Sonnen- und Mondfinsternissen auf Jahrhunderte hin¬

aus). Bei irdischen Vorgängen müssen wir den Begriff
der reinen Periodizität einschränken, um überhaupt von
einer solchen sprechen zu können, und müssen eine prak¬
tische Definition geben. Stumpff (Lit. 3) bezeichnet in

diesem, praktischen Sinne solche empirische Funktio¬

nen als rein periodisch, für welche die mathematische,
periodische Funktionsgleichung innerhalb eines endli¬

chen Zeitraumes erfüllt ist, der im Verhältnis zur Grund¬

periode groß ist. Auch wenn die mathematische, perio¬
dische Funktionsgleichung nur innerhalb gewisser Ge¬

nauigkeitsgrenzen erfüllt ist, die durch die Wirkung zu¬

fälliger Beobachtungsfehler oder störender Einflüsse von

außen bestimmt sind, so spricht er im praktischen Sinne

noch von rein periodischen Funktionen. Als Beispiele
seiengenanntdie Schwingung eines Pendels, einer Stimm¬

gabel oder allgemein die Schwingungen eines Luftteil-
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chens hei der Entstehung harmonischer Töne oder Ak¬

korde. Der Zusatz «harmonisch» kennzeichnet dabei

bereits diejenigen Schallschwingungen, deren Schwin¬

gungsbilder sich als rein periodische Funktionen im

praktischen Sinne darstellen lassen.

4. Im vollständigen Gegensatz zu der Klasse der rein

periodischen Erscheinungen steht die Klasse der rein

aperiodischen Vorgänge, deren Einzelwerte rein zufällig
und voneinander unabhängig entstanden sind (z. B. eine

Folge reiner Beobachtungsfehler).

Graßberger (Lit. 6) neigt, wie wir sehen werden, auf

Grund ungenügender Überlegungen zu Unrecht von

vornherein zum Schluß, die mittleren jährlichen Abfluß¬

mengen seien sowohl nach ihrer Größe wie auch nach

ihrer Reihenfolge als reines Zufallsprodukt und allfällige
doch vorhandene periodische Bestandteile seien als nicht

wesentlich zu betrachten. In der Natur sind eben Vor¬

gänge häufig, welche als Gesamtvorgang nicht perio¬
disch sind, sondern alle Merkmale einer zufälligen
Wertereihe aufweisen, sich jedoch additiv aus mehr oder

weniger rein periodischen Teilvorgängen von bedeuten¬

dem Anteil, sowie aus aperiodischen Bestandteilen zu¬

sammensetzen. Zu dieser Art von Vorgängen gehört,
wie unsere Untersuchungen zeigen werden, der Abfluß¬

vorgang des Rheins bei Basel.

5. a) Zwischen den rein periodischen und den rein

aperiodischen Vorgängen liegt die große Klasse der

«quasipersistenten» Periodizitäten und der «quasiperiodi¬
schen» Vorgänge (Bartels Lit. 1), die in vielen Natur¬

vorgängen vorkommen.

«Quasipersistente» Periodizitäten nennt man solche

Vorgänge, die sich mehr oder weniger rein periodisch
nur während bestimmter Zeitabschnitte verfolgen las¬

sen, dann verschwinden und allfällig durch Periodizi¬

täten anderer Art abgelöst werden. Sie sind also nur

innerhalb bestimmter Zeitabschnitte persistent.

Als quasiperiodisch werden Vorgänge bezeichnet, die

sich wohl über derart lange Zeitabschnitte, z. B. schon

vom Zeitpunkt an, seit dem überhaupt Beobachtungen

vorliegen, feststellen lassen, so daß sie in dieser Bezie¬

hung also als persistent erscheinen, deren Konstanten

aber je einzeln oder gesamthaft zeitlichen Änderungen
unterworfen sind. Dabei besteht ein sehr großes Spiel
der Möglichkeiten, so daß die Begriffe der Quasiperio-
dizität und Quasipersistenz ineinanderfließen. In allen

diesen Fällen ist man nicht berechtigt, eine Extrapola¬
tion auf beliebig lange Zeit hinaus vorzunehmen und

von Voraussagen auf längere Zeit ohne weiteres zu er¬

warten, daß sie mit der Wahrscheinlichkeit 1 zutreffen.

b) Ob ein Vorgang rein periodischer oder quasiperio¬
discher Natur ist, bedeutet kein Kriterium für die Rea¬

lität der gefundenen Periodizität. Immerhin läßt sich

leicht einsehen, daß die Realität einer Periodizität von

bestimmter konstanter oder auch variabler Amplitude
um so wahrscheinlicher erscheint, je länger sich diese

Periodizität zeitlich ohne relativ große Änderungen ihrer

sonstigen Konstanten verfolgen läßt. Wenn sich also

verborgene Periodizitäten, aus welchen sich der Abfluß¬

vorgang außer aperiodischen Beimischungen zusammen¬

setzt, während z. B. 100 Jahren als persistent erweisen,

so ist ihre Realität natürlich bedeutendwahrscheinlicher,

als wenn die Dauer der Periodizität nur wenige Jahre

beträgt.

c) Es gibt jedoch Vorgänge, welche zu den quasiperio¬
dischen zu rechnen sind, aber mit einer derartigen Deut¬

lichkeit seit langer Zeit unvinterbrochen auftreten, daß

an ihrer Realität nicht gezweifelt werden kann. Das be¬

rühmteste Beispiel eines solchen Vorganges ist wohl die

«elfjährige» Periodizität der Häufigkeit der Sonnenflecken,
welche von Wolf zurück bis zum Jahre 1610, dem Zeit¬

punkt der Entdeckung der Sonnenflecken überhaupt,

nachgewiesen werden konnte. Es ist ein Vorgang, wel¬

cher mit sehr großerWahrscheinlichkeit als unbeschränkt

andauernd, also als «persistent» erscheint; der Abstand

zweier aufeinanderfolgender Minima oder Maxima (vari¬
iert für letztere von 7,3 bis 17,1 Jahre) ist dagegen nicht

konstant (vgl. Tafel XIX) und die Größe der einzelnen

Maxima ist starken Schwankungen unterworfen, so daß

der Vorgang quasiperiodischer Natur ist. Die «elfjährige»
Quasiperiodizität der Sonnenfleckenhäufigkeit ist der¬

art, daß eine Darstellung vermittels rein periodischer
Funktionen (Sinuslinien) nicht dem wahren Charakter

zu entsprechen scheint und von Waldmeier (Lit. 46)
durch eine andere von ihm gefundene Darstellungsart
ersetzt worden ist, auf welche wir im vierten Teil noch

näher zu sprechen kommen werden.

d) Bei unseren Untersuchungen über den Abfluß¬

vorgang des Rheins werden wir verborgene Periodizitäten

finden, deren Realität nicht so sicher ist wie jene der

«elfjährigen» Sonnenfleckenperiode. Die für den Rhein

gefundenen Periodizitäten treten aber während längerer
Zeit rein periodisch auf, und deren jeweiligen Änderun¬

gen sind relativ klein, so daß sie sich sehr nahe bei der

Klasse der persistenten, rein periodischen Vorgänge ein¬

ordnen. Doch sind wir nicht sicher, ob jede dieser sinus¬

förmigen Periodizitäten für sich wirklich besteht und

ob es sich nicht um die Zerlegung eines, wie die «elf¬

jährige» Sonnenfleckenperiodizität, nicht sinusförmig
verlaufenden Vorganges oder eher mehrerer solcher

Vorgänge handelt; denn jede empirische Funktion kann

innerhalb eines gegebenen Intervalles mit beliebiger
Genauigkeit als Summe von Sinuslinien dargestellt
werden, womit, rein mathematisch gesehen, alle Funk¬

tionen als Überlagerung von periodischen erscheinen.

Bartels (Lit. 2) weist darauf hin, daß dies leider immer

wieder nicht beachtet werde, woraus sich die große Fülle

von Scheinperiodizitäten erkläre, welche in der geophy¬
sikalischen Literatur gefunden werden. Die gefundenen
Periodizitäten müssen deshalb, wie wir oben dargelegt
haben, durch wahrscheinlichkeitstheoretische Unter¬

suchungen auf ihre Realität überprüft werden, wobei

wir allerdings noch keine Gewißheit über die genauen

Formen der Periodizitäten erhalten. Dafür bedarf es

weiterer spezieller Untersuchungen, wie sie Waldmeier

anhand von gesetzmäßigen und physikalischen Erschei¬

nungen, sowie plausibler Hypothesen für die Sonnen¬

flecken durchgeführt hat. Das Abflußproblem scheint

jedoch noch zu wenig erforscht zu sein, um heute die

physikalischen Gründe — wenn auch nur in Form von

plausiblen Hypothesen— angeben zu können, aufweiche

das Entstehen der Periodizitäten zurückzuführen ist.

Nachdem aber z. B. für den Rhein bei Basel verbor¬

gene Periodizitäten gefunden worden sind, könnte viel¬

leicht versucht werden, die schwierige Aufgabe zu lösen,

Gründe zu finden für diese Periodizitäten und anhand

dieser Gründe die wirkliche Zahl und genaue Form der

Periodizitäten mit größerer Sicherheit abzuklären. Heute

ist vielleicht diese Lösung noch unmöglich.
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e) Soweit dies begründet erschien, haben wir übrigens

weniger ausgeprägte Periodizitäten von erhöhtem quasi¬

persistentem Charakter, welche wir für den Rhein bei

Basel gefunden haben, mit benachbarten, kräftigeren,
mehr persistenten Perioden vereinigt, also eine Super¬

position zu periodischen, nicht mehr streng nach einer

Sinuslinie verlaufenden Erscheinungen vorgenommen,

deren Amplitude und Periodenlänge nicht genau kon¬

stant, die aber doch von sinusoidalem Charakter sind.

Die vorläufige Annahme eines sinusoidalen Verlaufes

ist insofern gerechtfertigt, als die Sinuswelle die ein¬

fachste rein periodische Funktion darstellt und es man¬

gels weiterer Anhaltspunkte keinen Sinn hat, eine kom¬

plizierte Annahme zu treffen.

f) Neigt man dazu, die Periodizitäten des Abflußvor¬

ganges zunächst mit Gleichgewichtsstörungen des all¬

gemeinen Luftkreislaufes in Zusammenhang zu bringen,
so erscheint die Annahme eines sinusoidalen Verlaufes

solcher Periodizitäten auch von diesem Gedanken aus¬

gehend zunächst als gerechtfertigt. Auch allfällige kos¬

mische Ursachen werden sich in der Regel zunächst in

Änderungen der atmosphärischen Zirkulation auswir¬

ken und Störungen des Gleichgewichtszustandes dieses

Strömungssystems hervorrufen. Störungen des Gleich¬

gewichtszustandes rufen jedoch «Schwingungen», also

periodische Erscheinungen von sinusoidaler Form, her¬

vor, und Baur (Lit. 37) führt aus, daß sich aus diesem

Grunde auch dem heutigen wissenschaftlichen Wetter¬

forscher der Gedanke aufdränge, daß möglicherweise
Periodizitäten vorhanden seien.

Würde es sich dabei um einmalige « Störungen» han¬

deln, so hätte man es mit «gedämpften Schwingungen»,
also mit einem abklingenden quasiperiodischen Vorgang,
zu tun, dagegen bei Ursachen, welche selbst mehr oder

weniger periodischen Charakter besitzen (z. B. in der

Periodizität der Sonnenfleckenhäufigkeit zum Ausdruck

kommend), mit periodischen Erscheinungen von der Art

der «erzwungenen Schwingungen».

6. Zwischen einem quasiperiodischen oder quasiper¬
sistenten Vorgang und einer Folge aperiodischer rein

zufälliger Werte von der Art reiner Beobachtungsfehler
besteht ein großer und einschneidender Unterschied.

Zwischen ihnen liegt als Übergangsbereich eine Klasse

von Wertefolgen, welche eine Erhaltungstendenz zeigen,
aber sonst keine Beziehung zu gesetzlich geregelten Ur¬

sachen haben (Lit. 3, Seiten 93f.). Der glatte Verlauf

solcher Wertefolgen kommt nur dadurch zustande, daß

eine Abhängigkeit besteht zwischen direkt aufeinander¬

folgenden Werten infolge einer Erhaltungstendenz oder

vielleicht besser ausgedrückt, infolge eines Beharrungs¬

vermögens des Vorganges. Zum Beispiel wird auch bei

rein aperiodischen Ursachen von Abflußmengenände¬

rungen ein Limnigraph, abgesehen von der Pulsation

des Wassers und von Welleneinflüssen, eine je naeji der

Schroffheit der ursächlichen Einwirkung allerdings mehr

oder weniger glatte Registrierkurve liefern, ohne daß

aber den kurvenförmig vor sich gehenden Auf- und Ab-

schwankungen ein periodischer Vorgang zugrunde liegt.
Wo eine zu untersuchende Wertreihe eine solche Erhal¬

tungstendenz aufweist, muß sie bei der wahrscheinlichkeits¬

theoretischen Überprüfung der Realität gefundener Perio¬

dizitäten berücksichtigt werden. Bei unseren Untersuchun¬

gen der mehrjährigen Schwankungen der Abflußmengen
des Rheins bei Basel, entstehend durch ein Zusammen¬

wirken aperiodischer und quasiperiodischer Vorgänge,
wobei letztere teilweise nahe der Klasse der persistenten
Periodizitäten liegen, wird sich dies, wie wir sehen wer¬

den, als nicht notwendig erweisen.

Bei Untersuchungen über Periodizitäten, welche kür¬

zere Wellenlängen aufweisen als die hier von uns unter¬

suchten Periodizitäten, müßte eine Erhaltungstendenz
sowie eine unsymmetrische Verteilung der Größe der

Beobachtungswerte in bezug auf ihre Häufigkeit (un¬

symmetrische Verteilungskurven) berücksichtigt wer¬

den; denn es müßten dann als Unterlagen Monats- oder

gar Tagesmittel der Abflußmengen verwendet werden,

welche, im Gegensatz zu den Jahresmitteln, eine Erhal¬

tungstendenz aufweisen. Die wahrscheinlichkeitstheo¬

retischen Untersuchungen würden dadurch bedeutend

verwickelter und umfangreicher. Zudem müßten noch

eingehende und zeitraubende hydrographische Unter¬

suchungen über wasserwirtschaftliche Einflüsse auf die

Monats- und Tagesmittel durchgeführt werden. Wir

mußten uns deshalb auf die Untersuchung mehrjähriger
Periodizitäten beschränken; eine Ausdehnung der Un¬

tersuchungen auf Periodizitäten von kürzerer Wellen¬

länge hätte weit über den Rahmen hinausgeführt, wel¬

cher einer Arbeit der vorliegenden Art zukommt.
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II. TEIL

Die Untersuchungsmethoden

A. Die Methoden bisheriger Untersuchungen über die Periodizität

von Abflußmengen

1. Allgemeines

In den bisherigen Untersuchungen über die Periodizi¬

tät von Abflußmengen sind Verfahren angewendet
worden, welche sich einer einfachen Glättung der Meß¬

reihen bedienen. Die kurvenmäßige Darstellung der

Abflußmengen in Funktion der Zeit zeigt im allgemeinen
keinen glatten Verlauf, sondern zahlreiche kleipere
und größere Schwankungen ergeben ein mehr oder

weniger unregelmäßiges Bild. Betrachten wir z. B. die

mittleren jährlichen Abflußmengen des Rheins bei Basel,

welche, um ihre Eigenschaft als Mittelwerte zum Aus¬

druck zu bringen, auf Tafel XXI als Stufenzug dar¬

gestellt sind. Wir könnten die einzelnen Stufen auch

durch Punkte ersetzen, welche auf gleicher Höhe wie

die Stufen in der Mitte des Jahresintervalles liegen. Der

Kurvenzug, welcher durch diese Punkte gezogen werden

könnte, gäbe den zeitlichen Verlauf der Abflußmengen

nach Ausschaltung der einjährigen (zwölfmonatigen)
Schwankung (Jahresgang) wieder. Letztere ist durch

die Jahresmittelbildung ausgeschaltet, wie wir nach¬

folgend sehen werden, weggeglättet worden. Wie leicht

zu erkennen ist, würde sich aber nur zeitweise ein relativ

«glatter» Kurvenzug ergeben, in den übrigen Zeiten wäre

er sehr unregelmäßig. Wenn diese Unregelmäßigkeit
die Folge des Zusammenwirkens verschiedener Periodizi¬

täten und allfällig aperiodischer Bestandteile ist, so kann

man durch eine «Glättung» der Meßreihe, welche man

sich als Kurve dargestellt denke, die kurzperiodischen
und aperiodischen Bestandteile mehr oder weniger eli¬

minieren und dadurch langwellige Periodizitäten klarer

hervortreten lassen.

Die einfachste Art der Glättung ist diejenige durch

übergreifende Mittelbildung, bei welcher man gemäß
nachstehender Skizze folgendermaßen vorgeht:

H 1 H
10 11

N-n+1

N-5 N-4 N-3 N-Î N-1 N
12 13 1t 15 16 H

H 1 1 h ->- t
v_.

-y~
Af-1

L
At-1

~Y~

± rt—h—h—h—h—*t-

8 91 10 11 12 13
N'

N-n+1

J

" t
2' 3'

Für die Mittelbildung wird eine Intervallänge gewählt,
welche n Meßwerte umfaßt (in obiger Skizze n = 6). Aus
den ersten n zeitlich aufeinanderfolgenden Meßwerten

(Meßwerte 1 bis 6 der obigen Skizze) bildet man den

arithmetischen Mittelwert und schreibt diesen als ge¬

glätteten Wert dem mittleren Zeitargument des Inter¬

valles zu, welches diese ersten n Meßwerte umfaßt (Punkt
1' der obigen Skizze). Hierauf wird in gleicher Weise

das arithmetische Mittel der n Meßwerte der Intervalle

gebildet, welche sich ergeben, indem der Anfangspunkt
des ersten Intervalles sukzessive um je einen Meßwert

in Richtung der Zeitachse verschoben wird. (In obiger
Skizze: Wert 2' aus Werten 2 bis 7, Wert 3' aus Werten

3 bis 8 usf.) Die zur Mittelbildung verwendeten Intervalle

greifen somit ineinander über, weshalb man von über¬

greifender Mittelbildung spricht. Umfaßt die ursprüng¬
liche Meßreihe total N Werte und werden Jen Werte

zur Glättung verwendet, so wird die geglättete Reihe

nur noch aus N' =N-n + l Werten gebildet (in

obiger Skizze N = 18, n = 6, N' = N - n + 1 = 13). Es

gehen also n — 1 Glieder bei der Glättung verloren.

Umfassen die zur Mittelbildung verwendeten n Werte

ein Intervall, dessen Länge gleich der Wellenlänge einer

Periodizität ist, so enthält die geglättete Meßreihe diese

Periodizität überhaupt nicht mehr (obengenannte
Wegglättung des Jahresganges der Abflußmengen durch

Bildung der Jahresmittel).
Ist in einer Meßreihe eine reine Sinuswelle enthalten

und sind die Meßwerte noch mit größeren aperiodischen
Bestandteilen von der Art zufälliger Fehler behaftet,
so ergibt die graphische Auftragung der Meßwerte nur

ein undeutliches Bild der Sinuswelle. Diese kann durch

eine, wenn nötig mehrmals wiederholte Glättung mit¬

tels übergreifender Mittelbildung deutlicher heraus¬

gearbeitet werden. Die Amplitude der Sinuswelle wird

aber durch die Glättung verkleinert, wie aus folgender
Betrachtung hervorgeht: Die gesuchte Sinuswcllc habe

die Form
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f(t) = csin[<xt + /J] (1)

wobei bedeutet : t die Zeit, c die Amplitude, a die Kreis-

frequenz, aus welcher sich also die Wellenlänge (Periode)
2 TC

zu p = ergibt und ß die Phasenkonstante (Anfangs¬

phase).
Mit den gegebenen Meßwerten wird auch diese in den

Meßwerten enthaltene Sinuswelle geglättet. Das Glät-

tungsintervall, also jenes Intervall, welches zur Mittel¬

bildung verwendet und durch die Meßreihe sukzessive

verschoben wird, habe die Länge n, und sein mittleres

Zeitargument sei gleich u. Verschieben wir dieses Inter¬

vall stetig längs der Zeitachse, so hat die geglättete
Sinuswelle die Gestalt

S 2

f(u; n) = - j f (t) • dt = -- I sin [oc t + ß] dt =

c sin [oc u + ß]

Die geglättete Kurve stellt also wiederum eine Sinus-

wellc mit gleicher Frequenz und Phase dar, die Ampli¬
tude wird aber verkleinert durch den Glättungsfaktor

G(n)
g- n

2

(2)

Bei der Glättung durch übergreifende Mittelbildung
wird also, wie erwähnt, die Amplitude der herauszu¬

schälenden Periodizität verkleinert.

2. Die von Brückner angewendete Methode

Bei seiner Untersuchung, ob die Schwankungen der

Wasserstände von Flüssen und Seen eine sehr lang¬
wellige (säkulare) Periodizität enthalten, erprobte
Brückner seine Methode auf Grund der Wasserstands¬

schwankungen des Bodensees. Er bildete für den Boden¬

see zuerst übergreifende Mittelwerte, indem er fortlaufend

je fünf Jahresmittel zu einem Mittelwert zusammenfaßte

und diesen als geglätteten Wert dem mittleren Jahr der

jeweiligen Gruppe von fünf Jahren zuschrieb. Zum Ver¬

gleich bildete er dann noch sogenannte Lustrenmittel,
d. h. er berechnete nur für jedes fünfte Jahr den Mittel¬

wert der Gruppe von fünf Jahren, in deren Mitte sich

das betreifende Jahr befindet. Brückner fand, daß die

Übereinstimmung der durch übergreifende Mittel¬

bildung geglätteten Kurve mit jener, welche nur durch

Lustrenbildung geglättet wurde, so befriedigend sei, daß

er bei andern Gewässern zur Abkürzung der Arbeit nur

noch mit Lustrenmitteln, also mit einem einfachen, aber

recht rohen Glättungsverfahren arbeitete. Einen Glät¬

tungsfaktor berücksichtigte er nicht.

3. Die von Streiff, v. Keßlitz und Novotny
angewendeten Methoden

(Glättung durch übergreifende Mittelbildung und

Schichtanalyse)

a) Beschreibung dieser Methoden

Bereits methodisch feiner als Brückner ging Wallen

vor, indem er durch übergreifende Mittelbildung, deren

Intervall er systematisch änderte, verschiedene Perioden

nach und nach entsprechend ihrer Wellenlänge isolieren

und herausschälen konnte.

Streiff weist in seiner Studie (Lit. 29) zuerst mit Hilfe

mathematischer Formeln auf die selektive Wirkung der

Integration (Bildung übergreifender Mittel) und auch

der Differentiation hin. Auf Grund obiger Gleichung (2)
läßt sich diese selektive Wirkung auf einfache Weise wie

folgt erkennen:

Bei einem gegebenen Wert n ist Lim G (n);= 1, mit von
OL—>-0

Null an zunehmender Größe von <x wird -C (n) zuerst

langsam und dann immer rascher kleiner und wird für

gleich Null,a = Mit weiterwachsendem a nimmt

1G(n) negative Werte an, erreicht jedoch den Wert

4 TT

bei weitem nicht und wird mit oc = — wiederum Null.
n

Wie also aus folgender Abb. 1 hervorgeht, in welcher

G (n) in Funktion von a für n = 20 dargestellt ist, treten

ein Hauptmaximum, ferner Nebenextreme von ab¬

klingendem Betrag, sowie Nullstellen auf. Letztere

2n
treten dort auf, wo a = v (j> = ± 1 ; ± 2; ± 3 ;

•• ) ist.

GläH-ungsfakhor
ct.n

oc. n

2

in Funkhon den Frequenz tt Fun n-20

Abb. 1

Die Amplituden von langwelligen Perioden mit Fre-

2jt

quenzen, welche bedeutend kleiner als sind, werden
n

also durch die Glättung wenig gedämpft und gegenüber
den kurzwelligen Perioden, deren Amplituden stark

verkleinert werden, hervorgehoben. Die kurzwelligen
Perioden werden aber, wenn ihre Frequenz bei dem

gewählten Wert von n nicht gerade einer der Nullstellen

entspricht, nicht ganz zum Verschwinden gebracht. Um
den Einfluß der kürzeren Wellen möglichst zum Ver¬

schwinden zu bringen und die längern Wellen infolge¬
dessen möglichst unverzerrt zu erhalten, müssen daher

mehrere Glättungen jeweilen mit verschieden großen
Glättungsintervallen durchgeführt werden. Auf diese

Weise kann also versucht werden, die längste Welle zu

isolieren. Nach ihrer Isolierung und Rekonstruktion der

richtigen Amplitude durch Berücksichtigung der den

verschiedenen Glättungen entsprechenden Glättungs-
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faktoren kann sie durch Subtraktion von den beobach¬

teten Werten aus letztern eliminiert werden. Dann kann

versucht werden, von den Restwerten (als Schicht oder

Stratum bezeichnet) wiederum durch mehrere Glät¬

tungen die nächst kürzere Welle zu isolieren und ab¬

zuziehen und so weiterzufahren, bis als endgültiger Rest

die unperiodischen Bestandteile übrigbleiben. Dieses

Vorgehen ist von Streiff angewendet und als Schicht¬

analyse (Strato Analysis) bezeichnet worden (1926). Er

hat dabei die Glättung in einfachster Weise durch über¬

greifende Mittelbildung oder die Bildung von Massen¬

oder Integralkurven vorgenommen.

Eine Massen- oder Integralkurve entsteht, indem die

Beobachtungswerte fortlaufend addiert werden und die

jeweilige Summe als Ordinate an Stelle des zuletzt hinzu¬

gezählten Beobachtungswertes aufgetragen wird. Die

Integralkurve einer reinen Sinuslinie ist wiederum eine

reine Sinuslinie von gleicher Frequenz, jedoch sind die

entsprechenden Phasen um % der Wellenlänge, also

TZ

um-, gegeneinander verschoben; denn aus Gl. 1 ergibt

sich für die Integralkurve

F(f) =

\
sin [oc t + ß] dt

o

C

(X

sin oct + B--
2

(3)

H cos ß
a

Da c ist, so erkennt man, daß bei Vorhanden-
OL 2ji

sein verschiedener Periodizitäten diejenigen mit langen
Wellen in der Massenkurve gegenüber den kurzwelligen
hervorgehoben werden. Die Massenkurve wirkt also

ebenfalls selektiv. Die Schichtanalyse mit Hilfe ein¬

facher Glättungen durch übergreifende Mittelbildung
ist auf Grund der sehr anregenden Streiff'schen Arbeit

durch von Keßlitz für seine interessanten Untersuchun¬

gen übernommen worden, welche er zuerst (1934) über

Niederschlagsperioden und dann (1938) über die Abfluß¬

perioden der Mur bei Brück durchführte. Novotny (1939)
verwendete bei seiner ebenfalls anregenden Studie über

Niederschlagsschwankungen, sowie über die Schwankun¬

gen der Abflußmenge der Moldau und Elbe Integral¬
kurven in einer speziell praktisch geeigneten Form.

h) Erörterung mit Ausblick auf neuere Methoden

Die Methode der Schichtanalyse mit Hilfe von primi¬
tiven Glättungen durch übergreifende Mittelbildung und
die Methode der Integralkurven werden in einfachen

Fällen gute Dienste leisten können. In verwickeiteren

Fällen, wenn mehrere, insbesondere stark benachbarte

Perioden zusammenwirken oder große aperiodische Be¬

standteile vorhanden sind, sind diese Verfahren zur Tren¬

nung der Perioden voneinander oder von den aperiodi¬
schen Bestandteilen zu wenig leistungsfähig. Dies läßt

sich leicht an fingierten Beispielen des Zusammenwirkens

mehrerer einfacher Sinuslinien oder von Sinuslinien mit

aperiodischen Bestandteilen verdeutlichen. Wir haben

u. a. folgendes, uns später noch interessierendes fingiertes
Beispiel einer Beobachtungsreihe von 48 Werten unter¬

sucht, welche sich aus einem periodischen und einem

aperiodischen Bestandteil zusammensetzen. Der perio¬
dische Bestandteil entspricht einer einfachen Sinuslinie.

2 n
y = c • sin a t = 10 • sin 72° t = 10 • sin —- t (4)

Die aperiodischenWerte rj sind so ausgelost worden, daß
sie den Charakter zufälliger Fehler besitzen. Ihre Streu¬

ung («mittlerer Fehler» des Einzelwertes) ist a = ± 4,93.
Das Verhältnis zwischen Streuung a des aperiodischen
und der Amplitude c des periodischen Bestandteiles ist

mit 0,493 kleiner als dasjenige, welches wir für die Perio¬

dizitäten der Abflußmengen des Rheins bei Basel finden

werden ; d. h. wenn wir nun feststellen, daß die Glättung
mit übergreifenden Mittelwerten für vorliegendes Beispiel
eine ungenügende Methode ist, so ist sie es noch viel mehr

für die Behandlung der Abflußperiodizitäten des Rheins.

In Tabelle 1 sind die Werte y, rj, y' = y + rj in drei

Spalten zu je 16 Werten geordnet, zusammengestellt und
in Abb. 2 a (Seite 20) graphisch dargestellt worden.

y n y'=y+rj y n y'=y+i7 y n y'= y+ rj

0,00 + 10 +10,00 + 9,51 + 2 + 11,51 + 5,88 + 4 + 9,88
+ 9,51 -10 - 0,49 + 5,88 + 3 + 8,88 - 5,88 - 1 - 6,88
+ 5,88 - 4 + 1,88 - 5,88 + 8 + 2,12 - 9,51 -10 -19,51
- 5,88 + 2 - 3,88 - 9,51 - 6 -15,51 0,00 + 4 l 4,00
- 9,51 + 6 - 3,51 0,00 + 5 + 5,00 + 9,51 - 4 + 5,51

0,00 + 4 + 4,00 + 9,51 - 4 + 5,51 + 5,88 - 1 + 4,88
l 9,51 - 8 + 1,51 + 5,88 - 3 + 2,88 - 5,88 - 1 - 6,88
1 5,88 -I 4 + 9,88 - 5,88 + 2 - 3,88 - 9,51 - 5 -14,51
- 5,88 - 4 - 9,88 - 9,51 - 4 -13,51 0,00 -I- 1 + 1,00
- 9,51 4 8 - 1,51 0,00 - 2 - 2,00 + 9,51 + 5 1 14,51

0,00 - 2 - 2,00 + 9,51 + 2
r 11,51 + 5,88 \- 2 -1 7,88

+ 9,51
.

- 6 ; 3,51 + 5,88 + 1 + 6,88 - 5,88 - 2 - 7,88
+ 5,88 -10 - 4,12 - 5,88 + 10 -! 4,12 - 9,51 - 2 -11,51
- 5,88 •1- 2 - 3,88 - 9,51 + 1 - 8,51 0,00 - 5 - 5,00
- 9,51 i 3 - 6,51 0,00 - 1 - 1,00 h 9,51 -l 2 + 11,51

0,00 - 2 - 2,00 + 9,51 + 4 + 13,51 -1 5,88 •!- 5 +10,88

Tabelle 1

Fingiertes Beispiel einer Bcobachtungsreihe, deren Werte aus einem periodischen Bestandteil y

und einem aperiodischen )/ sich zusammensetzen.
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Die Reihe der Werte y' würde nach der getroffenen
Annahme der letzten« Schicht» (« Stratum») entsprechen,
welche bei der Schichtanalyse nach Ausschaltung aller

andern Periodizitäten übrigbleibt und nur noch aus

einer kurzwelligen Periodizität, vermischt mit großen

aperiodischen Bestandteilen, besteht. Es wären also nur

noch diese aperiodischen Bestandteile wegzuglätten.
Das Glättungsintervall muß dabei bedeutend kürzer als

die Wellenlänge der in der «Schicht» noch enthaltenen

Periode gewählt werden.

Dementsprechend ist in unserm Falle mit einer Periode

p = 5,00 Zeiteinheiten eine vierfache Zweizifferglättung

(Glättungsintervall = 2 Zeiteinheiten) durchgeführt
worden. In Abb. 2 a ist das Ergebnis dieser Glättung
durch einen gebrochenen Linienzug mit den Ordinaten w

eingetragen. Man sieht nun sofort, daß keine reine Sinus¬

linie erhalten wird, sondern daß die vorausgesetzte Sinus¬

linie einer längern Periode mit einer Wellenlänge von

rund 12 Zeiteinheiten überlagert erscheint. Wir haben

also hier den Fall einer zufällig entstandenenPeriodizität.
Trotzdem wir also die aperiodischen Bestandteile aus¬

gelost haben, ergab sich zufällig eine Anordnung, welche

eine langwellige Periodizität erkennen läßt. Diese Perio¬

dizität ist ebenfalls zu isolieren. Wir bilden zu diesem

Zwecke aus den Ordinaten w übergreifende Fünfermittel,

welche dann die Periode p = 5,00 nicht mehr enthalten.

Die Fünfermittel sind durch Berücksichtigung des ent¬

sprechenden Glättungsfaktors G (5) = 0,75 wieder auf

den Maßstab der durch die Zweizifferglättungen erhal¬

tenen Ordinaten w umgerechnet und in Abb. 2 a als

gestrichelter langwelliger Linienzug mit den Ordinaten

w* zum Vergleich eingetragen worden. Man ersieht nun

deutlich, wie die kurze Periodizität um diesen lang¬

welligen Linienzug schwingt.
Der Glättungsfaktor einer durch äquidistante Ordi¬

naten gegebenen Sinusreihe

y = c • sin x i ; i = 0, 1, 2, 3 • •• •

ergibt sich aus

i — n

1V-
/ sin <x l

i = 1

n Fl

G(n) (5)

Für die langwellige Periode p = 12 ist a = 30°, somit

ergibt sich für n = 5

für n = 2

G (5) = 0,75

G (2) =0,97

Zur Eliminierung der langwelligen Periode rechnen

wir die Ordinaten w* des in Abb. 2 a gestrichelten
Linienzuges auf Grund des Glättungsfaktors G (2) = 0,97
weiter auf den ursprünglichen Maßstab der Werte y' um.
Da vier Zweizifferglättungen durchgeführt worden sind,
sind diese Ordinaten w* durch 0,974 = 0,88 zu divi¬

dieren. Die so erhaltenen Werte y* sind in Abb. 2 b als

gestrichelter sinusoidaler Linienzug aufgetragen. Infolge

des durch die Glättung entstehenden Verlustes an Glie¬

dern der Beobachtungsreihe wird dieser Linienzug nur

zwischen den Ordinaten 4 und 43 erhalten; er ist in

Abb. 2 a aber beidseitig extrapoliert worden. Das Ver¬

hältnis der mittleren Amplitude dieser zufällig ent¬

standenen Periodizität zur Streuung der Werte y' um
'ihren Mittelwert ist so klein, daß nach dem Expektanz-

kriterium*) nur eine relativ kleine Wahrscheinlichkeit

dafür spricht, daß die Periodizität nicht zufälliger Art

ist. Und zwar ist diese Wahrscheinlichkeit so klein, daß

die gefundene langwellige Periodizität auf Grund der

Expektanztheorie auch dann nicht mehr als reell an¬

gesehen werden dürfte, wenn wir nicht wie hier zum

vorneherein wüßten, daß die Periodizität tatsächlich

zufälliger Art ist. Wir eliminieren diese zufällige Periode

p = 12, indem wir die Ordinaten y* (Abb. 2 b) von den

Werten y' subtrahieren und die Differenzen wiederum

einer vierfachen Zweizifferglättung unterwerfen. Unter

Berücksichtigung des Glättungskoeffizienten ergeben
sich dann die Werte ys, welche in Abb. 2 b als sinus¬

förmige Kurve dargestellt werden. Zum Vergleich sind

auch eingetragen die wirkliche in unserer Reihe ent¬

haltene Welle y = 10 sin 72° • t, sowie die Welle

y = 9,3 • sin (71,11° • t + 22°), welche wir später mit

Hilfe der für unsere Untersuchungen benützten Periodo-

grammrechnung aus der gleichen Beobachtungsreihe
ermitteln werden. Die durch die Schichtanalyse erhal¬

tene Kurve (Werte ys) entspricht, insbesondere was die

Amplituden anbetrifft, der wirklichen Sinuslinie in un¬

befriedigender Weise; die Übereinstimmung zwischen

letzterer und der durch die Periodogrammrechnung ge¬

fundenen Sinuslinie ist bedeutend besser. Wenn man

nicht, wie in vorliegendem fingierten Beispiel zum vorne¬

herein wüßte, daß nur eine einzige wirkliche Periode

mit konstanter Amplitude vorhanden ist, so würde man

auf Grund der Schichtanalyse zum Schlüsse neigen, daß

die Amplitude der Welle p = 5,00 starken Schwankun¬

gen unterworfen sei. Wenn also Streiff es als einen Vor¬

teil der von ihm angewendeten Methode ansieht, daß

sie für die Periodizitäten keine reinen Sinuslinien voraus¬

zusetzen braucht, und wenn von Keßlitz aus dem un¬

regelmäßigen Verlauf von Periodizitäten, welche er

gefunden hat, Schlüsse auf deren Entstehung (gedämpfte
Schwingungen ausgelöst durch spontane unperiodische
Ursachen) zieht, so darf man dabei nicht vergessen, daß

bei der von ihnen angewendeten Methode in vielen

Fällen die Abweichung von einem sinusförmigen Verlauf

nur eine Folge des Einflusses aperiodischer Störungen
ist. Wenn man, wie im vorliegenden Fall, weiß, daß

Amplitude und Wellenlänge konstant sind, so kann man

aus den ermittelten Werten Durchschnittswerte be¬

rechnen. In unserem Falle würde sich eine Amplitude
von rund 9,4, also eine recht gute Übereinstimmung
mit der wirklichen Amplitude, ergeben. Man sieht jedoch
bereits an diesem einfachen Beispiel, daß die Schicht¬

analyse mit Hilfe von primitiven Glättungen durch

übergreifender Mittelbildung kein scharfes mathemati¬

sches Instrument ist, welches eine unvoreingenommene
Analyse in zahlenmäßig leicht erfaßbarer Form gestattet.
Besonders empfindet man diese Mängel, wenn es sich

darum handelt, eng benachbarte Periodizitäten zu

trennen, also solche, deren Wellenlängen sich nur wenig
voneinander unterscheiden. In unserm Beispiel kannten

*) Vgl. Seite 51.
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wir zum vorneherein die gesuchte Wellenlänge der

Periode p = 5,00 und konnten deshalb daraus bei der

Elimination der zufälligen langwelligen Periodizität

Nutzen ziehen. Bei wirklichen, nicht fingierten Abfluß¬

mengenreihen ist dies nicht mehr der Fall, woraus sich

weitere Ungenauigkeiten ergeben.
Es sei jedoch bemerkt, daß die Schichtanalyse durch

'

Anwendung von viel allgemeineren und raffinierteren

Glättungsmethoden zu neueren, leistungsfähigen Ver¬

fahren entwickelt worden ist. Stumpff (Lit. 3) weist die

innere Verwandtschaft zwischen diesen neueren Ver¬

fahren und der Periodogrammethode nach und führt

aus, daß es keinen Zweck habe, den Wert der einen

Methode gegen den einer andern ganz allgemein ab¬

schätzen zu wollen. Vielmehr werde stets von Fall zu

Fall entschieden werden müssen, welches Verfahren der

zu bewältigenden Aufgabe am besten entspricht. In

unserem Falle der Abflußmengen des Rheins bei Basel

kamen wir zum Schluß, daß die Schichtanalyse mit

Hilfe eines einfachen Glättungsverfahrens nicht befrie¬

digen kann.

Ein Anlaß zur Anwendung neuerer und verfeinerter

Glättungsverfahren lag jedoch nicht vor. Unsere Unter¬

suchungen verfolgen nicht in erster Linie methodische

Zwecke, sondern die Erforschung der Abflußmengen des

Rheins auf Periodizitäten hin. Es zeigte sich, daß sich

dazu die Methoden der Periodogrammrechnung sehr gut

eignen. In bezug auf die Periodogrammrechnung, welche

an das bekannte Verfahren der harmonischen Analyse
anknüpft und in neuerer Zeit sehr stark entwickelt wor¬

den ist, liegen schon viele Erfahrungen vor. Glättungs¬
verfahren können nicht in gleichem Maße an eine große
Praxis anknüpfen. Zudem stand für die neueren Glät¬

tungsverfahren nicht ein gut ausgebautes Tafelwerk

(Lit. 4) zur Verfügung wie für die Periodogramm¬
rechnung. Aus all diesen Gründen haben wir das Ver¬

fahren der Periodogrammrechnung für unsere Unter¬

suchungen benützt.

y'= Fingierte BeobachKinswerte

'w = Ergebnis einer vierfachen Zweizifferglättung der Werte y'
'fN*=> Ergebnis einer Fünfzifferglattung der Ordinalen w

mittelsl- Glättungsfaktor G^auf MasstebderOrdinatenwumgerechnel

Abb. 2 a

y

/
y*

, y = 10- sin 72.0- r = 10- sin [^ • r] = wahre Form der gesuchten Periodmhär

, y = 9,Vsin[7l,ii-r+22°]» 9,î-sin[^ï-l,*22t] = Ergebnis der Periodogrammrechnung Für diegesuchrePeriodizihär

ys= Ergebnis der SchichJanalyse für die gesuchte Periodizilär (vierfacheZweiiifPerglältung der Werte y-y")

A

Abb. 2 b

Schichtanalysc der in Tabelle 1 zusammengestellten fingierten Beobaclitung&reihe
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B. Morphologische Untersuchung von Beobachtungsreihen

Mit der Bezeichnung «Morphologische Untersuchung»
knüpfen wir an den Titel der Arbeit von Bartels «Zur

Morphologie geophysikalischer Zeitfunktionen» an

(Lit. 1). Wir verstehen hier unter morphologischenUnter-
suchungen solche Untersuchungen, welche uns Aufschluß
über diejenigen statistischen Eigenschaften der Meß¬

reihen geben, deren Kenntnis für die Beurteilung der

gefundenen Periodizitäten auf Grund des Expektanz-
kriteriums (siehe Seite 54) nötig ist. Es handelt sich

dabei um die Untersuchung der Meßwerte auf ihre

Streuung und aufihreVerteilung nachGröße und Häufig¬
keit, mit Hilfe von Verteilungskurven, sowie um die

zahlenmäßige Feststellung, ob allfällig eine Erhaltungs¬
tendenz vorhanden sei.

1. Anwendung von Verteilungskurven

a) Allgemeines

In der Hydrographie hat sich die Anwendung der

Verteilungskurve und insbesondere ihres Integrals, der

Summenlinie, schon seit langem unter den Begriffen
Häufigkeitskurve und Dauerkurve eingebürgert. Die für

eine Meßstation während eines bestimmten Zeit¬

abschnittes durch Messung erhobenen Pegelstände oder

Abflußmengen werden dabei als ein Kollektiv betrachtet,
d. h. als eine Zusammenfassung gleichartiger, mit be¬

stimmten Merkmalen (Pegelstand; Abflußmenge) ver¬

sehener Gegenstände. Diese Gegenstände, also die Pegel¬
stände oder Abflußmengen, z. B. in der Form von Tages¬
oder Jahresmitteln, beschreiben wir dabei einmal durch

ihre Maß- oder Ordnungsgröße y (z. B. in m oder m3/sek)
und dann durch ihre Häufigkeit, d. h. durch die Anzahl

der gemessenen Werte, welche auf eine bestimmte

Ordnungsgröße y entfallen. Praktisch wird bekanntlich

so vorgegangen, daß das Kollektiv in eine Anzahl

Klassen von gleicher Klassengröße Ay aufgeteilt und

die Klassenhäufigkeit z, d. h. die Anzahl der in eine

Klasse entfallenden Werte y, festgestellt wird. Die

graphische Auftragung der Klassenhäufigkeit in Funk¬

tion der Ordnungsgröße ergibt dann eine Stufenlinie

oder einen Treppenzug. Je größer die Anzahl der Be¬

obachtungen ist, um so mehr kann man die Klassengröße
herabsetzen, und die Stufenlinie darf durch eine glatt¬
verlaufende Häufigkeitskurve

z = f (y)

ersetzt werden. Die Häufigkeitskurve gibt somit an,

wie sich die Häufigkeit z der einzelnen Meßwerte in

bezug auf ihre Größe y verteilt. Durch Integration der

Häufigkeitskurve erhält man, wie bereits gesagt, die

Dauerkurve oder Summenlinie.

Häufigkeits- und Dauerkurven werden verwendet,
wenn es nicht auf die zeitliche Reihenfolge der Meßwerte

und den Zeitpunkt ihres zeitlichen Eintreffens an¬

kommt, wenn also die Meßwerte aus ihrem zeitlichen

Zusammenhang herausgelöst und untereinander ver¬

tauscht werden dürfen zwecks Herstellung einer andern,
nicht nach dem Gesichtspunkt des zeitlichen Eintreffens,
sondern der Häufigkeit des Auftretens gebildeten
Reihenfolge. Wir führen also die ursprünglich gegebene

empirische Funktion der Meßwerte, bei welcher es

wesentlich auf die Zeit als Argument ankam, in eine

andere Klasse einer empirischen Funktion über, bei

welcher zur Beschreibung der Zusammenhänge die Zeit

nicht mehr benötigt wird.

In der praktischen Hydrographie und ihren Anwen¬

dungen in Wasserwirtschaft, Wasserbau usw. begnügt
man sich in der Regel mit der empirischen Ermittlung
und graphischen Darstellung der Verteilungs- (Häufig¬
keits-) und Dauerkurven und verzichtet auf eine mathe¬

matische Erfassung dieser Kurven durch Formeln, bei

welchen die Anschaulichkeit verlorengeht. Immerhin

macht sich bei der Beurteilung der Häufigkeit des Auf¬

tretens von Hochwassern das Bedürfnis nach einer

schärferen, zahlenmäßigen Erfassung der Wahrschein¬

lichkeit des Auftretens oder Überschreitens einer be-

stimmtenHochwassermenge geltend. Verschiedene inter¬

essante und wichtige Arbeiten sind zur Befriedigung
dieses Bedürfnisses entstanden (Lit. II).
Für die Anwendung der Methoden der mathemati¬

schen Statistik ersetzt man die Häufigkeit durch die

relative Häufigkeit, d. h. durch das Verhältnis der Häufig¬
keit z eines bestimmten Wertes y der Meßreihe zur

Gesamtzahl der Werte y dieser Reihe. Der Grenzwert,
welchem diese relative Häufigkeit sich mit zunehmender

Anzahl von Meßwerten nähert, wird als Wahrscheinlich¬

keit des Auftretens des Wertes y bezeichnet. Kurven,
welche die Verteilung der Meßwerte y nach ihrer rela¬

tiven Häufigkeit darstellen, werden deshalb auch als

TVahrscheinlichkeitskurYen bezeichnet.

b) Die normale Verteilungskurve nach Gauß
Das Verteilungsgesetz (Fehlergesetz) nach Gauß lautet

bekanntlich

1
—,

9>(«0 = — -e2»l (6)
me \J2ti

Es bedeuten dabei:

e zufälliger Fehler (wahrer Wert),
me mittlere quadratische Abweichung der Fehler e

(mittlerer Fehler),
e Basis der natürlichen Logarithmen (2,7183),
(p(s)Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines bestimm¬

ten Fehlers e, also Verteilungsfunktion von s.

Verteilen sich die Abweichungen X der Werte einer

Beobachtungsreihe von einer die Beobachtungswerte
ausgleichenden Funktion, z. B. vom arithmetischen

Mittel der Beobachtungswerte, nach dem Verteilungs¬
gesetz von Gauß, so kann man setzen:

1 ^1

7>W = 7z=-^" (?)
CT \j2n

a wird als Streuung bezeichnet und bedeutet den wahr¬

scheinlichsten Wert der mittleren quadratischen Ab¬

weichung der Meßwerte von einer die Meßwerte aus¬

gleichenden Funktion, z. B. vom arithmetischen Mittel

der Meßwerte.
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Es ist, wenn n die Zahl der verwendeten Meßwerte

bedeutet,

(8)

Es liege z. B. eine Reihe von n Abflußmengenwerten Q
vor, und man habe die Häufigkeit z für das Auftreten

der Abweichungen A in den verschiedenen aufeinander¬

folgenden Klassen von der Breite A Q berechnet. Wir

rechnen dann mit folgenden Formeln

oder, da d/.

*w-
1

CT V^ v/.

if-

dv

S/2 /
dv - 0(v) (12)

VW

oder

somit

n-zlQ

z =- q> (A) • n • A Q (9)

n- /IQ

CT \Ï2

1

\/jt

— n /I Q
e-° •

er v 2

1

(10)

;. = v o- \/2 (ii)

Die Werte der Funktion

1

—-_- e = 9>(v)

sind in verschiedenen Tafelwerken, z. B. auch in Hütte I,

graphisch und tabellarisch angegeben.
Eine Verteilung entsprechend dem Gauß'schen Fehler¬

gesetz bezeichnet man als eine normale Verteilung. Eine

solche Verteilung ist nur von einer einzigen Konstanten,
nämlich der Streuung a abhängig und hat folgende
Eigenschaften (vgl. Abb. 19, Seite 62):

a) Die Kurve verläuft symmetrisch zu A = 0, d. h. posi¬
tive und negative Abweichungen gleichen Betrages
sind gleich wahrscheinlich.

b) Abweichungen größeren Betrages sind weniger wahr¬

scheinlich als solche geringeren Betrages, indem die

Kurve für X = 0 ein Maximum aufweist und ihre

Ordinaten für wachsende Abweichungen gegen Null

abnehmen.

c) Bei X = ± ff besitzt die Kurve Wendepunkte. Sie zeigt
einen glockenförmigen Verlauf.

Solche normale Verteilungskurven entstehen, wenn zahl¬

reiche Ursachen bei der Entstehung der Abweichun¬

gen mitwirken, wenn diese Ursachen voneinander un¬

abhängig sind und die Wirkung jeder Ursache gegenüber
der totalen Wirkung aller Ursachen klein ist. Diese

Bedingungen werden z. B. durch die zufälligen Fehler

einer Meßreihe erfüllt.

Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Abweichung bis

zum Betrage |X\ auftritt, ist gegeben durch das Gauß,sche
Fehlerintegral

H A

0(A)-
1

ff V/2

1

sjn
c^A

Auch diese Werte 0 (v) sind in verschiedenen Tabellen-

werken, so auch Hütte I, in Funktion von v angegeben.
Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Abweichung vom

Betrag | A | überschritten wird, ist somit

W(A) = 1- 0(A) (13)

Ein oberer Grenzwert der Abweichung ist definitions¬

gemäß nicht gegeben; deshalb besteht die Möglichkeit,
daß eine noch größere Abweichung als die größte bisher

beobachtete auftritt, wenn die Beobachtungen noch

weiter festgesetzt werden. Die Erfahrung lehrt aller¬

dings, daß von einer genügend groß gewählten Ab¬

weichung an die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von

noch größeren Abweichungen praktisch gleich Null wird.

Das Gauß'sche Verteilungsgesetz berücksichtigt dies,
indem das Integral 0 (A) für jene Abweichung vom

Betrage 1 nur sehr wenig verschieden ist. Bekanntlich

ist die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten einer Ab¬

weichung, welche dreimal größer als die Streuung ist,
nur noch 0,0027. Es ist also wahrscheinlich, daß erst

unter 370 Beobachtungswerten eine Abweichung ge¬

funden wird, welche dreimal größer als die Streuung
(mittlerer Fehler) ist. Da bekanntlich die Wahrschein¬

lichkeit für das Auftreten von noch größeren Abweichun¬

gen als jener, welche dem dreifachen mittleren Fehler

entspricht, mit wachsender Größe der Abweichung sehr

rasch abnimmt und für den vierfachen mittleren Fehler

nur noch 0,00006 (unter rund 17 000 Beobachtungen
einmal auftretend) ist, so wird in der Praxis der Ver¬

messungskunde der zulässige Maximalfehler gleich dem
dreifachen mittleren Fehler gesetzt.

c) Unsymmetrische Verteilungskurven

Wie wir sehen werden, schmiegt sich die Verteilungs¬
kurve der Abweichungen der mittleren jährlichen Ab¬

flußmengen des Rheins bei Basel von deren lang¬
jährigem Durchschnitt und besonders auch von deren

säkularem Gang in befriedigender Weise dem normalen

Gauß'schen Verteilungsgesetz an. Das gleiche werden

wir auch für andere, aus den mittleren jährlichen
Abflußmengen abgeleitete Werte, sowie für die Viertels¬

jahrmittel nach Ausschaltung des jährlichen Ganges
erkennen.

Hätten wir aber Monatsmittel oder gar Tagesmittcl
untersucht, so würden wir gefunden haben, daß sich

unsymmetrische Verteilungskurven ergäben (vgl. Lit. 6).
Solche Mittel würden wir aber verwenden müssen, wenn

wir auch das Vorhandensein von kürzeren Perioden als

jene, welche Gegenstand der vorliegenden Arbeit bilden,
untersuchen wollten. Dann hätten wir aber nicht mehr,
wie wir dies bei den Jahres- und auch noch bei den
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Vierteljahresmitteln (vom jährlichen Gang befreit) tun

können, vorerst annehmen dürfen, daß die Meßwerte

den Charakter zufälliger Fehler besitzen. Sobald wir aber

dies nicht mehr können, werden selbst unter der An¬

nahme, daß die Einzelwerte voneinander statistisch un¬

abhängig seien, die Untersuchungen betreffend die

Wahrscheinlichkeit für die Realität von allfälligen
Periodizitäten wesentlich komplizierter. Darüber hinaus

erhebt sich aber die Frage, welche hier nicht mehr vorerst

bejaht werden darf, ob die zu untersuchenden Werte

voneinander unabhängige Erscheinungen bedeuten. Es

stellt sich also die Frage nach einer allfälligen ursäch¬

lichen Verkettung der Erscheinungen oder wenigstens
einer Abhängigkeit in Form einer Erhaltungstendenz.
Die Untersuchung dieser Frage und deren Konsequenzen
für die Wahrscheinlichkeitsuntersuchung betreffend die

Realität der Periodizitäten würden aber weit über den

Rahmen einer Arbeit der vorliegenden Art hinausführen.

Wir mußten deshalb, wie bereits am Schluß des im ersten

Teil gegebenen Überblicks erwähnt worden ist, auf die

Forschung nach Periodizitäten verzichten, bei welchen

als Unterlagen Monats- oder gar Tagesabflußmengen zu

verwenden sind. Infolgedessen war es auch nicht nötig,
unsymmetrische Verteilungskurven anzuwenden, so daß

es sich hier erübrigen kann, näher auf diese einzutreten.

2. Untersuchungen über die Erhaltungstendenz

a) Allgemeines

Im letzten Abschnitt des 1. Teiles unserer Arbeit

haben wir bereits auf die Bedeutung hingewiesen, welche

einer allfällig vorhandenen Erhaltungstendenz der Meß¬

werte beizulegen ist hinsichtlich der wahrscheinlich¬

keitstheoretischen Überprüfung der Realität gefundener
Periodizitäten. Am Beispiel der Limnigraphenaufzeich-
nungen haben wir definiert, was unter einer Erhaltungs¬
tendenz zu verstehen ist. Wenn eine Erhaltungstendenz
vorhanden ist, so sind die zeitlich aufeinanderfolgenden
Meßwerte nicht voneinander unabhängig. Sie weisen

vielmehr eine zeitliche Abhängigkeit voneinander in

dem Sinne auf, daß ihre graphische Darstellung in

Funktion der Zeit eine mehr oder weniger glatte Linie

bildet. Wäre die Erhaltungstendenz nicht vorhanden,
wären also zwei aufeinanderfolgende Werte yj und Vj _,_ i

voneinander unabhängig, so würde die Wahrscheinlich¬

keit für die Größe und Streuung von yi +1 von yi un¬

abhängig und nur durch die Verteilungskurve der Meß¬

reihe gegeben sein. Beim Vorhandensein einer Erhal¬

tungstendenz dagegen ist die Wahrscheinlichkeit für

Größe und Streuung von y; + i von der Größe von yi ab¬

hängig. Die Meßreihe darf dann nicht mehr a priori als

ein Produkt des Zufalles betrachtet werden. Ist eine

Erhaltungstendenz vorhanden, so muß sie bei der An¬

wendung des Expektanzkriteriums (Seite 54) berück¬

sichtigt werden, und die Untersuchungen darüber,
welches die Wahrscheinlichkeit dafür sei, daß eine

Periodizität als nicht zufällig betrachtet werden darf,
werden bedeutend schwieriger. Wir müssen also unter¬

suchen, ob die von uns verwendeten Meßreihen (Reihe
von Jahresmitteln der Abflußmenge, sowie Reihe von

Vierteljahresmitteln der Abflußmengen nach Aus¬

schaltung des Jahresganges) eine Erhaltungstendenz auf¬

weisen oder nicht. Es sind dazu zwei Kriterien angewen¬

det worden. Das eine Kriterium bilden Betrachtungen
über das Verhalten der Streuung bei zunehmender Anzahl

von Meßiverten nach Bartels (Lit. 2), und das andere

gewinnen wir durch die Berechnung von Autokorrelations¬

koeffizienten nach Stumpff (Lit. 3).

b) Untersuchungen mit Hilfe der Streuung

Es sei eine längere Meßreihe Q15 Q2, • • Oj, • • Qn von

n Meßwerten gegeben, deren Mittelwert Qm betrage. an sei

die nach Gleichung (8) berechnete Streuung («mittlerer
Fehler») des Einzelwertes, indem gesetzt wird X = Q - Qm.
Diese Reihe werde nun in Teilabschnitte von je l Meß¬

werten unterteilt. Bei vollständig voneinander unab¬

hängigen, nach Art der zufälligen «Fehler» verteilten

Meßwerten, gilt nach dem Gauß'schen Fehlerfortpflan¬
zungsgesetz für die Streuung der Mittelwerte Q; aus

l aufeinanderfolgenden Meßwerten.

Es sind solcher Mittelwerte Qj vorhanden. Ihre Streu¬

ung läßt sich auch berechnen mit Hilfe der Formel:

a{ (14)

Haben die Meßwerte den Charakter von zufälligen
Fehlern, so ist die mathematische Erwartung von

Weist dagegen eine Meßreihe eine Erhaltungstendenz
auf, so liegen aufeinanderfolgende Meßwerte während

mehr oder weniger langer Zeit systematisch unter oder

über dem Mittelwerte Qm und weichen in ihrer Größe

nicht stark voneinander ab. Es sei schematisch angenom¬

men, daß innerhalb der genannten Teilabschnitte von

je Z Meßwerten immer Gruppen von je co aufeinander¬

folgenden Werten gleich groß seien. Innerhalb des Teil¬

abschnittes seien V solcher Gruppen vorhanden, so daß

also ist

l = co • V, wobei V < l, co > 1

Der Mittelwert eines Teilabschnittes von l Werten

ist dann

Q/ =

co Q; + co Q[; + m]
-f-ft>

Qrif(i'-if (I'-l)w]

col'

Qi Q[i Hu]
+ • • • • + Q[i + (/'-l)ffl]

/'
Qv

Der Mittelwert Qj aus l Ordinaten ist also einfach

gleich dem Mittelwert Qr aus V Ordinaten in zufälliger
Reihenfolge und damit

(15)
yjy/i
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Der Wert co stellt somit eine geeignete Maßzahl für

den Grad der Erhaltungstendenz dar. Im Falle von Meß¬

werten nach der Art zufälliger Fehler ist a> -^ 1, bei

Vorhandensein einer Erhaltungstendenz dagegen ist

m>l.

c) Autokorrelation von Beobachtungsreihpn

Der Korrelationskoeffizient zwischen zwei Beobach¬

tungsreihen

yi. y2. y3> y^ y«

yî> y2. yâ> yU y>*

ist (vgl. Lit. I, 3) bekanntlich

- [>*i - ym] • [yi* - j'm]
k =

s^iT.-YmT-^ly'-ylf

n n

wobei ym = —Vyi yi

(16)

i = l

Der mittlere Fehler eines Korrelationskoeffizienten k

ist:

1-k2

y/n
(17)

Der Korrelationskoeffizient wird in der Regel als Maß

für die statistische Abhängigkeit (den stochastischen

Zusammenhang) zwischen den beiden Beobachtungs¬
reihen verwendet, wenn zwischen den beiden Beobach¬

tungsreihen eine lineare stochastische (wahrscheinlich¬
keitstheoretische) Beziehung besteht.

Der Korrelationskoeffizient kann deshalb wertvolle

Dienste als Maß für die Beurteilung der Erhaltungs¬
tendenz leisten, wenn man die zu untersuchende

Beobachtungsreihe

Qi. Q* • Qi< Qn

mit sich selbst korreliert.

Wenn die Reihe unverändert mit sich selbst korreliert

wird, so ergibt sich der Autokorrelationskoeffizient

nullter Ordnung ko = 1.

Dieses Resultat ist selbstverständlich unabhängig von
den besondern Eigenschaften der Reihe und wird z. B.

auch für Beobachtungsreihen von der Art zufälliger
Fehler gefunden.
Nun wird die oben gegebene Reihe mit der um einen

Beobachtungswert verschobenen Reihe

QvQv Qi+i, Q„4i

korreliert. Dies ergibt den Autokorrelationskoeffizienten
erster Ordnung

^ [Qi - Q„..o] • [Qi h Qm.i]
k, -= _^I___ _ _ (iß)

^[Qi-Q^r-^fQin-Qn,,]2
i-l i-.l

wobei

i=l i=i

Dieser Koeffizient ist nun von der Reihenfolge der

Beobachtungswerte nicht mehr unabhängig und ist zur

Charakterisierung der Art der Reihenfolge geeignet.
Handelt es sich um eine Reihe von Beobachtungswerten,

welche sich wie zufällige Fehler verhalten, so ist die

mathematische Erwartung für den Koeffizienten h1
gleich Null. Die empirischen Werte, welche für den

Koeffizienten kt erhalten werden, schwanken also mit

dem mittleren Fehler

\'n

um den Mittelwert Null.

Liegt dagegen eine Beobachtungsreihe mit Erhaltungs-
tendenz vor, so ist die mathematische Erwartung für k2
nicht mehr gleich Null, sondern je strenger die Er¬

haltungstendenz ist, um so mehr wird der Wert kx vom
Werte Null abweichen. Dies als Zeichen dafür, daß eben

eine Beziehung zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Werten in dem Sinne vorliegt, daß die mathematische

Erwartung für Größe und Streuung eines Beobachtungs¬
wertes Qi + i eine Funktion vom vorangehenden Wert

Qi ist. Voraussetzung dafür, daß der Autokorrelations¬

koeffizient erster Ordnung in diesem Sinne als Maß für

die Strenge des Zusammenhanges zwischen zwei auf¬

einanderfolgenden Werten verwendet werden darf, ist

ein linearer stochastischer Zusammenhang zwischen zwei

aufeinanderfolgenden Beobachtungswerten. Die gra¬

phische Auftragung des Wertes Qi + i in Funktion des

Wertes Q; muß also eine sogenannte Punktwolke von

elliptischer und im Grenzfall kx = 0 kreisförmiger
Form ergeben.
Wie Stumpff ausführt, beweist deshalb ein Auto¬

korrelationskoeffizient erster Ordnung, welcher, weit

außerhalb der Unsicherheitsgrenzen, von Null ver¬

schieden ist, daß die betreffende Beobachtungsreihe
eine Erhaltungstendenz besitzt; die Beobachtungsreihe
darf dann nicht mehr von vorneherein als ein Produkt

des Zufalls, also als eine Reihe von Werten von der Art

zufälliger Fehler, betrachtet werden. Es ist damit aber

noch nicht bewiesen, daß etwa eine Gesetzmäßigkeit in

Form einer Periodizität vorliegt, da ja Kurven mit

Erhaltungstendenz trotzdem ganz zufälliger Art sein

können. Umgekehrt beweist ein um den Wert Null

schwankender Korrelationskoeffizient erster Ordnung
noch nicht, daß die Beobachtungsreihe nicht doch eine

oder auch mehrere verborgene Periodizitäten enthält.

24



C. Die harmonische Analyse

1. Grundlagen

Eine gegebene empirische Funktion £(t) kann auf ver¬

schiedene Arten durch eine mathematische Funktion

g(t) mit einer mehr oder weniger großen Annäherung
nach der Methode der kleinsten Quadrate dargestellt,
d. h. interpoliert werden. Die Bestimmung der Koeffi¬

zienten der mathematischen Funktion g(t) ist eine

Aufgabe der Ausgleichungsrechnung und erfolgt mit

Hilfe der sogenannten Normalgleichungen. Nach der

Methode der kleinsten Quadrate ist für die Annäherung
f (t) im Bereiche Tj S t S T8 die mathematische Funk¬

tion so zu bestimmen, daß die Summe der Fehler¬

quadrate

[vv]=J'[f(t)-g(t)]Jdt

einMinimum wird.DieKoeffizienten der mathematischen

Funktion, welche wir mit a0, a15 a2, a^, bezeichnen,

ergeben sich dann aus den Normalgleichungen:

Ù [vv] d [vv]
= 0 = 0

0 a„

d [vv]
û a,

= 0
ô[vv]

da,.

Je mehr Glieder, d. h. je mehr Koeffizienten der Funk¬

tion g(t) berücksichtigt werden, um so enger ist die

Annäherung, aber um so schwieriger wird auch die Auf¬

lösung der Normalgleichungen. Besonders unangenehm
ist dabei, daß im allgemeinen nach einer bereits einmal

durchgeführten Annäherung, alle Koeffizienten sich

ändern und neu berechnet werden müssen, 'wenn die

Annäherung weitergetrieben, d. h. noch ein Koeffizient

mehr berücksichtigt werden soll. Es gibt aber auch

spezielle mathematische Funktionen, bei welchen die

einmal berechneten Koeffizienten a ihre Gültigkeit
beibehalten, selbst dann, wenn die Annäherung durch

Berücksichtigung von noch mehr Koeffizienten weiter

verbessert wird. Eine solche mathematische Funktion

ist u. a. die Fourier'sehe Reihe (auch harmonische tri¬

gonometrische Reihe genannt):

f(?>) = ao +ai • cos^+aj • cos2ç7+ • •

+ h1- sinç> + b2 • sin2ç>+ •

+ up COSflip -1

• +hlt- sin/up H .

(19)

Die Darstellung einer empirischen Funktion f(ç>), welche
in einem Intervall von der Länge 2 31, z. B. im Bereiche

0 < t < 2 31 definiert ist, durch eine Fourier'sche Reihe,
oder, mit andern Worten, die dazu notwendige Berech¬

nung der Koeffizienten a0, a17
• • •

a^; bv b2, • • b,, wird
als harmonische Analyse und die Konstanten a0, at,
• •

a^; bx, b2, ... b,, werden als Fourierkoeffizienten be¬

zeichnet. Eine empirische Funktion kann also dabei

durch eine Summe von einfachen Sinuslinien dargestellt,
bzw. in eine Reihe von SinusUnien zerlegt werden, je
nachdem die Summe der SinusUnien als Interpolation
oder die einzelnen SinusUnien interessieren. BekanntUch

berechnen sich die Fourierkoeffizienten aus den Glei¬

chungen :

1 /*

cos fi (p
' dqi (20)

f(ç)) • sin// q-i Acp

Die Grundperiode der durch Gleichung 19 in eine

Fourier'sche Reihe entwickelten Funktion'jf {cp) beträgt
2 31. Um die Formeln auch auf ein Grundintervall von

beliebiger Länge n anwenden zu können, wird eine neue

Variable eingeführt:

n

t=— -<p
In

(21)

Gleichung 19 lautet dann: f(t) = a0 +

2.T In In

ax cos — t I a2 cos 2 — t + • • • + a cos/i
— t + • •

+ bj sin — t + b2 sin 2 — t -i + h sin/i — t +

n n n

(22)
und es ist :

11

-tJ'
0

n

f(t)-dt

In

f^-cos/t t-dt
n

2 /'

n J

2tz

sin/t—t-dt

(23)

Die Werte h
(

= y a2t + b2 werden als Amplituden und

a

dieWerte ip= arc tg - als Anfangsphase oderPhasen-

K
konstante bezeichnet. Mit

3/. = h,, • sin ftl b,, = hf, • cos y)/t

ergibt sich, wenn a0 = h0 und fi = x,, gesetzt wird:

f (t) = h0 + Ii! sin [xt t + rp,] + h2 sin [x2 t + ft] H h

+ h^ sin [x,, t + tpß] H h
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Die Perioden (Wellenlängen) der Glieder verschiedener

Ordnung entsprechen der Folge

durch Wahl eines geeigneten Anfangspunktes dafür

sorgt, daß t; = i gesetzt werden kann. *

n

Wir zerlegen also die empirische Funktion in Sinus¬

wellen, deren Wellenlängen ganszahlig im Grund¬

intervall oder Analysenintervall n enthalten sind.

Die den Wellenlängen umgekehrt proportionalen
Größen

2 TT

p /i
=- 1,2,3,

werden als Frequenzen bezeichnet.

Das Fourierg\ied hfl sin [xß t -!- ip/t]

wird im folgenden der Kürze halber als «Welle» //-ter

Ordnung oder noch einfacher als fi-te Welle bezeichnet.

Da die harmonische Analyse die gegebene empirische
Funktion in Sinuswellen zerlegt, deren Wellenlängen
ganzzahlig im Analysenintervall enthalten sind, so muß

die Wellenlänge einer darzustellenden Periodizität zum

voraus bekannt sein, um deren Konstanten durch die

harmonische Analyse bestimmen zu können. Die har¬

monische Analyse allein kann deshalb nur zur Unter¬

suchung periodischer Vorgänge verwendet werden,

deren Wellenlänge aus irgendeinem Grunde bekannt ist.

In andern Fällen, wenn die Periode nicht bekannt ist

oder wenn mehrere verborgene Periodizitäten mit in-

kommensurabeln*) Wellenlängen zusammenwirken, gibt
die harmonische Analyse nur eine Interpolation der

empirischen Funktion. Eine Extrapolation wird jedoch
dem wahren Sachverhalt nicht mehr gerecht werden.

In solchen Fällen sind andere Methoden, wie z. B. in

vorliegender Arbeit die Periodogrammrechnung, anzu¬

wenden. Da aber die Periodogrammrechnung auf der

harmonischen Analyse aufbaut, ist es zum Verständnis

der späteren Rechnungen notwendig, hier auch die zur

Anwendung gelangten bekannten Formeln der har¬

monischen Analyse zusammenzustellen.

2. Harmonische Analyse von Beobachtungsreihen

Unseren Untersuchungen haben wir nur Meßreihen

mit einer äquidistanten Ordinatenfolge, d. h. Meßwerte

zugrunde gelegt, welche Zeitwerten entsprechen, die in

gleichen Abständen aufeinanderfolgen; also

f(ti) = yo> y« y2> y& Vi, yn-i

Die Fourierkoeffizienten berechnen sich dann aus

folgenden Formeln, wobei man den konstanten zeit¬

lichen Abstand At aufeinanderfolgender Beobachtungs¬
werte als Zeiteinheit einführt, also Zlt = 1 setzt und

n-1

«,.= --2jyi'COSX"ti

n-l

i = ()

n-l

b^-^-sinx^
i= 0

n-l

= vX!yi-sinx"i
i=0

(24)

Die Berechnung der Fourierkoeffizienten erfordert

einen großen rechnerischen Aufwand. Es sind deshalb

unter Ausnützung der Symmetrieeigenschaften der tri¬

gonometrischen Funktionen zweckmäßige Rechen¬

schemata, sogenannte Faltschemata, aufgestellt wor¬

den, welche mit Hilfe von praktischen Zahlentafeln

(Lit. 4) ein rascheres Rechnen erlauben. Bei unseren

Untersuchungen mit Hilfe der Periodogrammanalyse
haben wir allerdings in der Regel zur Berechnung von

Fourierkoeffizienten aus später noch zu erläuternden

Gründen auf die Anwendung von Faltschemata ver¬

zichtet und letztere nur ausnahmsweise bei der Ermitt¬

lung des Spektrums oder in andern Fällen interesse¬

halber zu Vergleichs- und Kontrollzwecken verwendet.

Es kann sich deshalb erübrigen, auf diese Rechen¬

schemata näher einzutreten, es sei nur noch bemerkt,
daß die Bezeichnung Faltschema daher rührt, daß man

bei der Benützung eines solchen Schemas die Beobach¬

tungsreihe sozusagen «faltet». Soll z.B. aus n = 9 Be¬

obachtungswerten y0 bis y8 die 1. harmonische Welle

mit der Frequenz x^
2_7T
~9~

40° berechnet werden, so

ist es für die Berechnung der Werte &ß nur nötig, in

der vordersten Kolonne eines Schemas die cos-Werte

der Winkel 0°, 40°, 80°, 120° und 160° einzutragen,
welchen in dieser Reihenfolge nach Gleichung (24) die

Beobachtungswerte y0, y15 y2, y3 und y4 zugeordnet
sind. Den Werten y5, y6, y7 und y8 sind in gleicher
Reihenfolge die Winkel 200°, 240°, 280° und 320° zuge¬

ordnet, deren cos-Werte aber gleich den cos-Werten der

Winkel 160°, 120°, 80° und 40° sind. Tragen wir also im

Schema neben die cos-Werte der Winkel 0°, 40°, 80°,

120° und 160° in eine zweite Kolonne die Werte y0 bis

y4 von oben nach unten ein, so sind in einer dritten

Kolonne die Werte y5 bis y8 von unten nach oben so

einzutragen, daß y5 neben y4, y6 neben y3, y7 neben

y2 und y8 neben yj zu liegen kommt. Man «faltet» also

die Reihe sozusagen zwischen y4 und y5 um. Man kann

dann einfach die Summen y1 + y8, y2 + y-, y3 + yfl

und y4 + y5 bilden und mit den cos-Werten der Winkel

0°, 40°, 80°, 120° und 160° multiplizieren. Die Verein¬

fachung bei diesem Schema besteht also darin, daß

vier Multiplikationen durch einfache Additionen ersetzt

werden.

*) Inkommensurable Periodizitäten sind solche, deren Wellenlängen in keinem rationalen Verhältnis zueinander stehen.
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2. Berechnung der Fourierkoeffizienten einer

unharmonischen Welle

Die Berechnung der Fourierkoeffizienten einer un¬

harmonischen Welle (Lit. 3) ist von grundlegender Be¬

deutung für die Periodogrammrechnung. Unter einer

unharmonischen Welle wird eine solche Sinusschwingung
2 n

verstanden, deren Wellenlänge p = in der Länge des

Analysenintervalles (Grundintervall) n nicht ganzzahlig
enthalten ist.

Es sei also

f (t) = c sin [a t + ß]

wobei a beliebige, also auch gebrochene Werte annehmen
kann. Die harmonische Analyse im Grundintervall n ,

ergibt nach Gleichung 23 mit ''

In
ß- — = x,,

n
fi = 1, 2, 3, .

c r sin

a0 =— I sin Tat + 0\ -dt = c

n / "

a • n

2

+ ß

(25)

2c /"
.

a;l=—- I sin[a t + ß]

in [a - xJ
'

[a ~ xJ y

sin [a + xj y

2c

,t dt =

(«-*/.)y + 0

(a+x„W+ /*

sin [at + /?] • sinx t • dt =

sin [a - xj 2
• (

[a - xJ T
(a-xJy + ^

sin [oc + xj ^
• cos

[i
n

(a + X|i)_ + /?

(25)

D. Die Periodogrammrechnung

I. Die Berechung des Spektrums

i. Allgemeines

Wie wir bereits ausgeführt haben, müssen wir, um die

harmonische Analyse anwenden zu können, die Wellen¬

länge einer Periodizität bereits kennen. Die Anwendung
der harmonischen Analyse auf ein beliebiges Intervall,
welches nicht mit der Wellenlänge übereinstimmt, ist

nur eine Interpolation oder näherungsweise Darstellung
der zu untersuchenden Beobachtungsreihe. Die Periodo¬

grammrechnung dagegen gibt die Mittel in die Hand,

verborgene Periodizitäten aus einer Menge von anders¬

periodischen und unperiodischen Bestandteilen einer

Beobachtungsreihe zu isolieren, diese Periodizitäten

mathematisch zu erfassen und gegebenenfalls auch durch

wahrscheinlichkeitstheoretische Überlegungen auf ihre

Realität zu überprüfen. Die Periodogrammrechnung
baut dabei auf den Methoden der harmonischen Analyse
auf. Es handelt sich aber keineswegs um eine geschlos¬
sene Theorie, sondern die Anwendung kann, je nach

Zweck und Gegenstand, in außerordentlich verschieden¬

artigen Varianten erfolgen. Wir stellen hier nur diejenigen
bekannten Methoden (Lit. 3 ; 4) zusammen, deren wir uns

bei der Untersuchung der Abflußmengen des Rheins bei

Basel bedient haben, und erläutern diejenigen Überlegun¬
gen, welche wir für die hier vorliegende, spezielle An¬

wendung noch zu machen hatten. Dabei behandeln wir

in diesem Kapitel nur die analytischen Methoden und

stellen die benützten wahrscheinkeitstheoretischen Be¬

rechnungsmethoden im nächsten Kapitel gesondert dar.

Es soll eine in einer Beobachtungsreihe verborgene
Periodizität gesucht werden, welche mathematisch in

ihrer einfachsten Gestalt durch eine Sinuswelle

y = c sin [oc t + ß]

wiedergegeben werden kann. Darüber, ob in der Be¬

obachtungsreihe eine solche Periodizität enthalten ist,

geben in erster Linie die Amplitude c und die Wellen-

2 n
länge p = Auskunft. Die Phase ß, welche lediglich

die zeitliche Lage der Maxima und Minima der Welle

im gewählten Koordinatensystem festlegt, ist zunächst

von untergeordneter Bedeutung.
Zerlegt man eine Beobachtungsreihe in ihrem ge¬

gebenen Bereich (o bis n) als Analysenintervall (Grund¬
periode) in eine Fouriersche Reihe, so stellt die Folge
der Amplituden der Teilschwingungen h15 h2, h3,
eine erste Beantwortung der Frage nach den periodischen
Eigenschaften des Beobachtungsmaterials dar. Man

stellt die Beobachtungsreihe als eine Summe von Einzel¬

wellen mit den Frequenzen
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bzw. den Wellenlängen

1 1

n,
2

n, -3-n,
••••

dar. Die Größe der Amplituden gibt dabei über die

relative Bedeutung der einzelnen Schwingungen Aus¬

kunft. Finden wir einzelne oder mehrere Amplituden,
welche die übrigen an Größe weit übertreffen, so bedeu¬

tet dies, daß sich die Beobachtungen durch einzelne oder

mehrere Wellen angenähert darstellen lassen.

Diese Wellen deuten auf Periodizitäten hin. Die ge¬

nauen Konstanten dieser Periodizitäten müssen aber

durch andere Verfahren noch weiter erschlossen werden.

Stellt man also die Folge der Amplituden in Funktion

ihrer Frequenzen graphisch dar, so erhält man ein Bild

von den allgemeinen periodischen Eigenschaften des

Materials. Eine solche Aufzeichnung wird als Spektrum
bezeichnet.

Der Erfinder des Periodogramms, Schuster, hat zur

Verständlichmachung der Eigenschaften des Spektrums
einen sehr treffenden physikalischen Vergleich mit der

Zerlegung des Lichtes in seine Elementarwellen mittels

eines Prismas angeführt. In dem so entstehenden Licht¬

spektrum entspricht jede einzelne Stelle einer bestimm¬

ten Wellenfrequenz und gibt durch ihre Helligkeit
die Intensität der betreffenden Elementarschwingung
wieder.

Je nach der Art der Lichtquelle unterscheidet man

verschiedenartige Spektren :

Linienspektren, welche nur aus einzelnen, isolierten

Linien bestehen und bei der prismatischen Zerlegung
des farbigen Lichtes eines leuchtenden Gases entstehen,
das nur Schwingungen bestimmter und diskreter Fre¬

quenzen aussendet. Sie entsprechen also Spektren von

Beobachtungsreihen, welche nur einzelne, voneinander

deutlich sich unterscheidende Periodizitäten enthalten.

Kontinuierliche Spektren, welche die Farben in un¬

unterbrochener Reihenfolge zeigen und auftreten, wenn
die Lichtquelle Schwingungen aller Wellengattungen
aussendet (weißes Licht).

Bei der harmonischen Analyse erhalten wir keine

kontinuierlichen Spektren, da ja die vorkommenden

Perioden auf die Grundperiode und ihre Oberschwingun¬

gen n, — ,—,••• •
— beschränkt sind, die Frequenzen

ù «5 LI

also keine gebrochenen Werte annehmen. Je länger aber

das Analysenintervall gewählt wird, um so kleiner wird

2tt
der Wert—und um so enger liegen die Werte der Fre-

einander. Das kontinuierliche Spektrum stellt also den

Grenzfall für n = oo, also für eine unendlich lange
Beobachtungsreihe dar.

Zwischen den Linienspektren und den kontinuier¬

lichen Spektren gibt es alle möglichen Übergänge und

Kombinationen. « Bandenspektren», in denen bestimmte

endlich ausgedehnte Teile des Spektralbereiches hell,
andere wieder dunkel sind, kommen vor, wenn der in

der Beobachtungsreihe enthaltene Vorgang zwar perio¬
discher Art ist, die Länge der Periode und damit die

Größe der Frequenz aber mehr oder weniger starken

Veränderungen unterworfen sind. Die Periodogramm-
rechnung hat also, wie Stumpff sich trefflich ausdrückt,
vor allen andern Methoden zur Bestimmung von Periodi¬

zitäten das eine voraus, daß sie sich unmittelbar an

das Beispiel hält, welches die Natur uns in der Spektral¬
analyse des Lichtes gegeben hat.

2. Das Spektrum einer einfachen Sinusivelle

Am besten lassen sich die für unsere Untersuchungen
benützten Methoden anhand einer einfachen und per¬
sistenten Sinuswelle darstellen, deren Gleichung lautet

f(t) = c sin [a t + ß]

Die harmonische Analyse in einem Grundintervall n,

welches zu der Periode der Sinuswelle nicht in rationaler

Beziehung steht, hat zu den Formeln Gleichung 25 ge¬
führt.

Um die Spektralfunktion aufzustellen, ist zu berechnen

K =a* + K

Auf Grund von Gleichung 25 ergibt sich:

h; = c2[P; + Qj- 2 P^.cos(W.+2/9]

worin bedeutet

sin [oc - xj ~ sin [a + x,,] -"

P„= ^ Q/( = / (26)

[a - x„] - [a + X/<] -

Dies läßt sich auch in der Form

K = c2 • P2 • [1 + ** - 2 *„ cos (na + 2 ß)]

schreiben, wobei

„
V. K-x* sin[a+x"]^_«-y
P,. a + x,< sin[a-x/(]-n a+x/.'

denn es ist wegen

2n n

x„ - — ii oder x„ • — = n • u, a = 1, 2, 3, • • •

'
n ^2

• r l
n

• r i
n n

sm [« + x„J
— = sin [a

-

xj
— - ± sm a~

Da immer j x^ \ <. 1, so ergibt sich weiter, daß der

Klammerausdruck

1 + K2- 2^-cos [noc+2/?]

niemals Null und die Amplitude h,, selbst nur dann

gleich Null werden kann, wenn

P„=0
d.h.

2n
öl - x = v v = ± 1, ± 2, ± 3,

n
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Das ist nur dann der Fall, wenn a eine der harmoni¬

schen Frequenzen ist, welche zum Grundintervall n ge¬

hören. Nur dann besteht das Spektrum aus einer ein¬

zigen Linie, welche der Frequenz a = x;l entspricht.
Andernfalls ergibt sich ein Serienspektrum, in dem alle

möglichen Linien mit von Null verschiedenen Intensi¬

täten vertreten sind. Keine dieser Linien entspricht ihrer

Lage nach der wirklichen Periode oc. Die an der Stelle oc

des Spektrums zu erwartende Linie ist vielmehr in die

genannte Serie aufgespalten; die beiden der wirklichen

Frequenz zu beiden Seiten benachbarten Linien haben

allerdings die größten Intensitäten, so daß die wirkliche

Periode dadurch wenigstens ungefähr angedeutet wird.

Der Grund für diese Aufspaltung in Linien liegt in der

willkürlichen Wahl des Analysenintervalls (Grund¬
periode), welche mit der wirklichen Periode der gesuch¬
ten Periodizität nicht übereinstimmt und also der

naturgesetzlich bedingten Form des beobachteten

Schwingungsvorganges nicht gerecht wird.

3. Wichtige Eigenschaften des Periodogramms
einer Sinuswelle

Theoretisch wird ganz allgemein als Periodogramm
die stetige Funktion bezeichnet, welche das Linien¬

spektrum interpoliert, also ein kontinuierliches Spek¬
trum darstellt. In der Praxis wird aber nicht nur diese

stetige Funktion, sondern auch jede genügend und

beliebig dichte Ordinatenauswahl aus ihr als Periodo¬

gramm verwendet, denn bei den konkreten Untersuchun¬

gen einer Beobachtungsreihe wird es praktisch immer

nur möglich sein, eine endliche Menge von Periodo-

grammkomponenten zu berechnen.

In diesem Sinne ist auch das aus der Folge der har¬

monischen Amplituden, welche sich aus den Fourier-

koeffizienten berechnen, gebildete Spektrum als ein

spezielles Periodogramm anzusehen.

Schließlich darf man auch von der Voraussetzung
absehen, daß die Beobachtungsfunktion in Form einer

Kurve gegeben sei. Auch aus den harmonischen Ampli¬
tuden, welche aus den Fourierkoeffizienten' einer durch

n äquidistante Ordinaten gegebenen diskreten Beobach¬

tungsreihe

yo. yi> y*.
• • •

y* • • •

yn-i

berechnet werden, läßt sich ein Periodogramm kon¬

struieren. Betrachten wir auch hier das diskrete Spek¬
trum, ohne Interpolation desselben, als Periodogramm,
so berechnen sich dessen Ordinaten nach Gleichung 24

aus folgenden Komponenten:
n-l n-1

2 ri 2 V
a„=—2_,yi-cos:v b^ =—2_Jyi,sinx/'i (2?)

wobei gesetzt ist

2.1
~ x/i' l^ ~ -^' ^» **'

Aus den Untersuchungen über die Interpolation des

Spektrums, wie sie in Lit. 3 durchgeführt werden, läßt

sich weiter erkennen, daß auch andere Folgen von

Periodogrammordinaten als jene, welche zu den har¬

monischen Wellen gehören, imstande sind, die ver¬

borgenen periodischen Eigenschaften aufzudecken. Von

dem Begriff der harmonischen Welle, deren Frequenz
immer ein ganzes Vielfaches der willkürlich gewählten
oder durch die zufällige Länge der zu untersuchenden

Beobachtungsreihe gegebenen Grundfrequenz ist, ge¬

langt man somit zu dem allgemeinen Begriff der

«Versuchsivelle». Diese kann man innerhalb des gesamten

Spektralbereiches beliebig variieren lassen und ist somit

nicht mehr an ein Grundintervall gebunden.
In den Gleichungen 25, 26 und 27 soll deshalb im folgen¬

den gegebenenfalls die Frequenz xf, als Versuchsfrequenz alle

möglichen Zahlenwerte und es soll fj, also nicht mehr nur

die Werte der ganzzahligen Reihenfolge 1,2,3,- sondern

auch gebrochene Werte oder alle Werte einer kontinuier¬

lichen Zahlenreihe annehmen können. Wir schreiben des¬

halb mit der Bezeichnung x für die Versuchsfrequenz
einfach an Stelle von Gleichung 25

a(x) = c P(x) • sin (a-x)—- + ß
_

J
2

+ Q (x) • sin
n

(a + x)— + ß
2

b (x) = c P (x) • cos 0-*)y + /?

— Q (x) • cos (a + x) - - + ß
2

sin [oc - x]
"

Pfxï -=

2

Q00-

• r 1 n

in [a + xj ~2

(28)

und an Stelle von Gleichung 27

n-i n-l

a (x) = y y; • cos xi, b (x) = y y; -sin xi (29)
n t—^ n i-^

i = 0 i=0

Die Funktionen a(x) und b(x), welche zunächst in der

Form von Gleichung 28 gegeben seien, hängen ab von den

Konstanten c, a und ß der gesuchten Periodizität sowie

von der Länge n des Analysenintervalls und der Ver¬

suchsfrequenz x.

a ix)
-c-P|xicos[(«-x)-a+ß]- _j

C-0(XKOs[(oc*x]-$+ß]
r 1

-blxi-

} —y

>>§, ! c&wsin[(oux).n4s] |

(o,x).ç«73 V),VH»«'-Ttß] i i
/ÇF _L-^$:A i~ ajX|

y&' C-Pta-sin[w.-x).§*fl]j
-°' ! !

I I

Abb. 3. Veranschaulichung der Gleichungen 28 und 30
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Das Periodogramm läßt sich als Vektor ty (x) mit den

Komponenten a(x) und b(x) auffassen; als solchen läßt

es sich (vgl. Abb. 3) durch geometrische Addition zweier

Teilvektoren

9>(x) =p(x) Kl(x)

erzeugen; die Komponenten dieser Teilvektoren sind

von p(x)

qW

P(x)-sir

: P (x) • CO!

Q (x) • sir

Q (x) • cos

(a-x)—+ ßK y
2

(oc + x)- - + ßV '
2

.
n

(a -r x)— + ß
v

2

(30)

Die Vektoren p (x) und q (x) haben demnach

die Längen c P (x), bzw. c Q (x), sowie die Richtungswinkel

[k - x] — +ß, bzw. ji - [<x f x] - — + /?
I J

Die geometrische Gestalt der Funktion P (x) wird

durch eine zu Abb. 1 analoge Figur dargestellt. P (x) hat

ein Hauptmaximuni vom Betrage 1 bei x = a. und ist

in bezug auf diese Abszisse symmetrisch. Nullstellen

sind überall dort vorhanden, wo

[a — x] = v tc
L J

2

v = ± 1, ± 2, ± 3, • • •

Die beiden zu x = a symmetrisch liegenden Nullstellen

2 71

x+ v

= a ± v

n

werden Nullstellen v-ter Ordnung genannt. Zwischen

den Nullstellen v-ter und (v + l)-ter Ordnung liegt ein

Extremum v-ter Ordnung, und zwar ein Maximum,

wenn v gerade, ein Minimum, wenn v ungerade ist. Die

Nebenextrema nehmen zunächst rasch, später lang¬

samer, im ganzen ungefähr hyperbolisch, gegen Null ab.

Das Extremum 3. Ordnung ist bereits kleiner als der

zehnte Teil des Hauptmaximums (Lit. 3). Q (x) hat die

gleiche geometrische Gestalt wie P(x), nur liegt das

Hauptmaximum bei x = - a, also außerhalb des durch

x > o gekennzeichneten Spektralbereiches. Q (x) spielt
also im Spektralbereiche selbst gegenüber P(x) eine

untergeordnete Rolle. Aus diesem Grunde wird be¬

zeichnet

p(x) als Hauptvektor und

q (x) als Störungsvektor.

Der Hauptvektor p(x), als Funktion der Versuchs¬

frequenz x betrachtet, erreicht seine maximale Länge,
wenn die Versuchsfrequenz x gleich der Frequenz a der

zu untersuchenden Welle ist. Die Länge des Haupt¬
vektors stimmt dann mit der Amplitude c dieser Welle

überein, und seine Richtung entspricht der Phasen¬

konstanten ß. Das Hauptmaximum des Vektorbetrages

zeigt also durch seine Lage im Spektrum die Frequenz
und damit die Wellenlänge der zu untersuchenden

Welle an. Die Festlegung der Wellenlänge ist auf diese

Weise vorerst nur ungenau möglich, da das Maximum

mehr oder weniger flach ist.

Das Maximum ist um so schärfer ausgeprägt, je
kleiner der Abstand zwischen den beiden Nullstellen

erster Ordnung ist, welche beidseitig dem Hauptmaxi¬
mum liegen. Dieser Abstand wird als Maximumsbreite

bezeichnet und ist gleich

4 71

Die Maximumsbreite ist also von der Wellenlänge der

gesuchten Periodizität unabhängig und der Länge n des

Analysenintervalls umgekehrt proportional. Derjenige
Bereich des Hauptvektors, welcher zwischen den beiden

Nullstellen 1. Ordnung liegt, ist also für die Berechnung
der Frequenz der gesuchten Periodizität maßgebend.
Es muß noch abgeschätzt werden, in welchem Aus¬

maße der Störungsvektor das Bild verzerrt, welches

durch den Hauptvektor gegeben ist. Nach Lit. 3 ist an

der maßgebenden Stelle x = a:

Q«
2 71

wobei q
- und p die Wellenlänge der zu untersuchen-

F

den Periodizität ist. Ist z. B. q
-' 3, sind also imAnalysen¬

intervall mindestens drei vollständige Wellen der ge¬

suchten Periodizität vorhanden, so wird an der Stelle

x = a der Betrag IQ (x) I höchstens von der Größen-

1

Ordnung • P(oc).
20

Wenn also mindestens drei vollständige Wellen der ge¬

suchten Periodizität im Analysenintervall enthalten sind,

so ist der Einfluß des Störungsvektors an der maßgebenden
Stelle des Periodogramms sehr Mein und vermag das Bild

der Periodogrammfunktion nicht wesentlich zu verzerren.

Es ist also bei Periodogrammrechnungen darauf zu

achten, daß das Analysenintervall gegenüber denWellen¬

längen der zu untersuchenden Perioden ausreichend

groß gewählt wird, ansonst die Verhältnisse sehr un¬

übersichtlich werden.

4. Verivendung der Fourierfrequenzen als Versuchs¬

frequenzen

Einen Spezialfall einer solchen Auswahl diskreter

Ordinaten stellen die Fourieramplituden dar, welche

durch die harmonische Analyse des Analysenintervalles
von der Länge n erhalten werden, wie dies schon erwähnt

worden ist. Der Abstand der Versuchsfrequenzen

x^ = —jj, ist dann konstant gleich ,
also gleich der

halben Maximumsbreite. Ein Spektrum, welches mit

Hilfe der Fourierfrequenzen erzeugt wird, heißt har¬

monisches Spektrum.
Wenn in einem speziellen Falle die zu berechnende

Periodizität (Sinuswelle) mit der Wellenlänge p und der

Frequenz a eine harmonische Welle des Analysen¬

intervalles von der Länge n, also p ist (q = ganze
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positive Zahl), so ist die Frequenz oc

2n 2n
G- y • cos 0°, y1 • cos

2n

Eine der Versuchsfrequenzen x/( ist dann identisch mit

der Frequenz oc und entspricht nach den Ausführungen
auf Seite 30 dem Hauptmaximum des Hauptvektors.
Alle übrigenVersuchsfrequenzen x^ entsprechen dagegen
den Nullstellen der Funktion P(x), d.h. der Haupt¬
vektor p (x) (vgl. Gleichung 30) nimmt für diese Versuchs¬

frequenzen den Wert Null an. Der Störungsvektor nimmt

dagegen für alle Werte x^, den Wert Null an. Das harmo¬

nische Spektrum enthält also (vgl. Seite 29, links) nur

eine einzige von Null verschiedene Ordinate, welche

gleich der Amplitude der gesuchten Periodizität ist.

In allen andern Fällen, wenn also a die Frequenz
einer im Analysenintervall unharmonischen Welle ist,

4 TZ

so wird der breite Hauptbereich des harmonischen
n

Spektrums, welcher zwischen den Nullstellen 1. Ord¬

nung liegt, mit zwei benachbarten und von Null ver¬

schiedenen Ordinaten belegt. Die größere dieser beiden

Ordinaten weist mindestens den Betrag 0,6366 c auf.

Es kann also eine Periodizität nicht übersehen werden.

5. Darwin-Borgen''sches Berechnungsschema

Die Ermittlung eines vollständigen und genauen

Spektrums erfordert, wie auch die weitere Periodo-

grammanalyse nach den noch zu behandelnden Me¬

thoden, eine gewaltige Rechenarbeit. Stumpff (Lit. 3)
bemerkt deshalb, daß viele Aufgaben der Perioden¬

forschung bisher ungelöst geblieben und viele nicht ein¬

mal in Angriff genommen worden seien, weil die dazu

notwendige Arbeit mehr Zeit und Mittel erforderte,
als zur Verfügung standen. Es ist deshalb sehr wichtig,
rationelle Arbeitsmethoden anzuwenden und sich,
soweit dies zulässig ist, mit genäherten, vereinfachten

Berechnungen zu begnügen.
Es sind verschiedene Verfahren entwickelt worden,

um die Arbeit abzukürzen. Insbesondere sind Rechen¬

schemata eingeführt worden, durch welche vor allem

die Zahl der Multiplikationen stark herabgesetzt wird.

Ein sehr bequemes Rechenschema ist dasjenige nach

Darwin-Borgen. Da wir in unserer Arbeit nur ein Spek¬
trum berechnet haben, kann es sich hier erübrigen, ein¬

gehender auf die allgemeine Theorie eines Darwin-

Börgen'schen Schemas einzutreten; wir können uns

damit begnügen, diejenigen Erläuterungen zu geben,
welche nötig sind, um dasjenige, speziell einfache

Darwin-Börgen'sche Schema zu verstehen, welches wir

für unsere Untersuchung benützten.

Wenn eine Reihe von n gleichabständigen Beobach¬

tungswerten

y<» yp y?* —y„-i

vorliegt, so hätten wir für die genaue Berechnung der

Fourierkoeffizienten nach Gleichung (27) 2 • n Multipli¬
kationen durchzuführen. Für die Berechnung der Koef¬

fizienten der Welle fi = 1 wären z. B. mit

2.T

x„
= xi = —

n

folgende 2 • n Multiplikationen erforderlich:

y0 • sin 0°, yx • sin
2 71

y; COSl—
,

n

• 7n-l-COS (n-<
2tx

•• y; sin i—
,

n

yn-i-sm (- •>t|
Die Reihenfolge der Beobachtungswerte y; und der

Argumente der zugehörigen trigonometrischen Faktoren

2 n
i • ist für die Welle a = 1 in Abb. 4 a für n = 121

n

anschaulich dargestellt.
Die Berechnung einer höheren Welle fi erfordert

Multiplikationen mit trigonometrischen Faktoren, deren

Argumentenfolge lautet :

2rr 2ji 2,-t 2.t
0

, « •

,
u • 2 • —

,
• • •

/.i i
,

• • /.i-(n-1)
n n n n

Der Bereich 0° bis 2 n wird dabei insgesamt /t-mal
durchlaufen, wie dies in Abb. 4 b für/« = 2 veranschau¬

licht ist.

Wir könnten für die Berechnung aller Wellen ein

Schema von n Spalten benützen; der Spalte 0 wäre

2n
dabei das Argument 0°, der Spalte 1 das Argument —

usw. zugeordnet, bis Spalte n-1, welcher das Argument
2ji

(n-1) •
— zugeschrieben würde. In der ersten Zeile

dieses Schemas würden für die Berechnung der Welle

fi = 1 in den Spalten 0,1,2,3, n-1 die Beobachtungs¬
werte y0, yv y2, y3, yn-i eingetragen. Die zweite

Zeile würde der Berechnung von Welle fi = 2 dienen;
dabei wäre wiederum y0 der Spalte 0 zugeordnet, y1 da¬

gegen der Spalte 2, y2 der Spalte 4 usf. In der //-ten
Zeile würde also zur Berechnung der Welle /n der Wert

y0 der Spalte 0, der Wert yx der Spalte/«, der Wert y; der

Spalte i •

fi entsprechen, wobei jeweilen wieder vorne im

Schema angefangen wird, wenn i •

/« > n ist, wie aus

folgender Tabelle 2 mit Schema für n = 9 hervorgeht :

Welle
cos 0"

2.T
CO"t

n

«2*
cos 2—

n

2ji
cos3—

n

COS $
n

2 71

cos 5 —

n

cos 6—-
n

n2n
cos7- -

n

COSÖ

n

/'
sin 0"

2ti
sin —

n

„2"
sin 2—

n

sin 3—
n

±2n
sin 4—

n

sin 5—
n

f.2n
sin 6—

n

•
72'"1

sin 7
n

-

«2 n
sin 8—-

n

1 y0 yi 72 73 74 7s 7« 77 7s

2 yo

7s

7i

76

72

77

73

7s

74

y0 7i 72

3 y3

y6

74

77

7s

7s

yo 7i 72

4
73 74

7s 7e

7? 7s

Tabelle 2

Schema für die Berechnung der 4 Wellen einer 9-gliedrigen
Beobachtungsreihe
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Ist fx zu n teilerfremd, so wird jede Spalte durch je
eine Beobachtung belegt (in Tabelle 2 die Zeilen für

u — 1, 2 und 4). Haben jedoch fi und n einen gemein¬
samen größten Teiler m, so daß n = £ • m und [i

= & • m

ist, so kehrt die gleiche Reihenfolge der trigonometri¬
schen Argumente jedesmal wieder, wenn der Bereich

0 bis 2 n 7?-mal durchlaufen ist; z. B. ist für fi = 3 nach

Tabelle 2 mit m = 3 ; n = 3 • m und fi = 1 m. Es wird

also nur jede m-te Spalte, in unserem Falle je jede dritte

Spalte belegt, dafür aber mit m Beobachtungen.
Bei einer großen Zahl n von Beobachtungswerten ist

es genügend genau, wenn für die Berechnung des Spek¬
trums die Beobachtungswerte von £ aufeinanderfolgen¬
den Spalten zu je einer Gruppe zusammengefaßt werden
und für jede Gruppe ein mittleres trigonometrisches
Argument verwendet wird. Bei insgesamt n Beobach¬

tungswerten ergeben sich somit n' = - — Gruppen. Die

£-Werte einer Gruppe werden summiert, und die Summe

wird mit dem trigonometrischen Faktor des mittleren,
der betreffenden Gruppe zugeordneten Argumentes
multipliziert. Anstatt mit der ursprünglichen n-glied-
rigen Beobachtungsreihe (y;) wird also bei der Ermitt¬

lung einer Welle ja nur mit einer n'-gliedrigen Summen¬
reihe Yi und einem Schema von nur n' « Summen» -

Spalten gearbeitet. Die Zahl der Multiplikationen wird

dadurch ganz erheblich verringert.
Die Anwendung eines mittleren trigonometrischen

Argumentes für die einzelnen Gruppen setzt voraus,

daß die einzelnen Beobachtungswerte sich symmetrisch
über die zusammengefaßten Spalten verteilen. Würden

wir z. B. nach Tabelle 2 die Beobachtungswerte von

je f = 3 aufeinanderfolgenden Spalten zu einer Summe

zusammenfassen, so wäre die Voraussetzung einer

symmetrischen Verteilung über die zusammengefaßten
Spalten aller Wellen für /j, = 1, 2, 3, 4 erfüllt. Die zu

benützenden Summenreihen und die zugehörigen tri¬

gonometrischen Faktoren gehen aus folgendem Schema

n' = 3 hervor, wobei ist:

2ji 2 7t In 2 71

3 = und 6 = 2 •

-,
n n' n n

Welle cos 0°
2 n

COS
,

jr

in

COS 2 —r
n

/« sin 0°
.

2n

sin —r

n

sin 2.
,

n

1 Y0 Yi Y2

=y8ï yo + yi = y2 ry3+y4 =y«-' y6+y?

2
Y0 Yi Y2

-Y\ ryo i ys -Yi Y9+Y2 -=y? ' y3 f y8

3
Y0 Yx Y2

=yo + y3^ y6 =yi+y4 + y? =y2- y5+ys

4
Y0 Yx Y2

=y2+yo+y7 =y5 t-ys+yi =y8+y6+y4

Solche Schemata werden als Darwin-Borgen''sehe
Schemata bezeichnet. Ein für alle Wellen brauchbares

Darwin-Börgen'sches Schema, bei welchem also die

Beobachtungswerte für alle Wellen symmetrisch über

die Summenspalten verteilt sind, ergibt sich, wie im

vorigen Beispiel, immer, wenn die Zahl n der « Summen» -

Spalten eine Primzahl und gleich der Zahl f der zu¬

sammengefaßten Beobachtungswerte ist. Abgesehen
von ganz oberflächlichen Überprüfungen des Beobach¬

tungsmaterials auf Periodizitäten hin, sollte jedoch die

Zahl n' der «Summen»-Spalten nicht zu klein und

zwar, wenn gleichzeitig für n' eine Primzahl gewählt
werden soll, nicht kleiner als n' = 11 sein, um eine doch

noch ausreichende Genauigkeit zu erhalten.

Besondere Bedeutung kommt also einem Darwin-

Börgen'schen Schema von n' = 11 Spalten zu; es kann

mit einem solchen Schema eine große Zahl von Beobach¬

tungswerten n = n'2 = 121 relativ sehr rasch nach sehr

vielen, wenn nötig allen 60 Wellen analysiert werden.

Wir haben bei der Aufstellung des Spektrums für die

jährlichen Abflußmengen des Rheins bei Basel ein

solches 11-spaltiges Schema verwendet.

Wir können also in bezug auf die Anwendung eines

Darwin-Börgen,schen Schemas von n = 11 « Summen» -

Spalten zusammengefaßt folgendes sagen :

Die 11 «Summen»-Spalten des Schemas sind mit 0,

1, 2, bis 10 beziffert, und es entsprechen ihnen

die Winkelargumente der trigonometrischen Faktoren
O

rTT 9 TT 9 T

in der Reihenfolge 0°, ,
2 •

—-, 10 •
- —

. Je für

jede zu berechnende Welle wird jeder der 121 Beobach¬

tungswerte einer der 11 «Summen»-Spalten und damit

dem entsprechenden Winkelargument zugeordnet. Die

Zuordnung kann dabei für jede Welle jj, auf Grund von

Darstellungen erfolgen, wie sie in Abb. 4 a und 4b für

die Wellen jx = 1 und jjl = 2 wiedergegeben sind oder

nach formelmäßig gegebenen Verteilungsschlüsseln, aus

welchen auch Schlüsseltabellen abgeleitet werden kön¬

nen. Wir haben für die Berechnung unseres Spektrums
die Schlüsseltabelle benützt, welche für ein Schema von

11 Spalten und 121 Beobachtungen und für die Wellen

fi = 1 bis 25 in Lit. 4 enthalten ist. Jeder « Summen»-

Spalte sind also für jede Welle 11 Beobachtungswerte
zugeordnet, deren Summen Y0, Y15 • • • • Y10 gebildet
werden. So entsteht für jede Welle eine Summenreihe

(Y;-Reihe) von 11 Gliedern. Für jede Welle werden dann

die Werte Y0, Yx, Y2, .... Y10 mit den trigonometrischen
Faktoren der Winkelargumente

„
2 71 2 71

0°, ,2 ,

11 11

10

11

multipliziert, womit sich die Fourierkoeffizienten der

betreffenden Welle ergeben nach den Formeln:

10

2 vn 2.-ri
*u=

/
Y • cos -

"
121 Z-l

^

11
i = 0

10

2 Vi 2rri
b =

) Y sin
*

121 La "•*
11

i=0

(31)

Zur weitern Verdeutlichung obigerDarlegungen wollen

wir uns bereits hier mit der numerischen Berechnung
unseres Spektrums befassen.

Wir haben für die Berechnung des Spektrums die

121 mittleren jährlichen Abflußmengen der Jahre 1808

bis 1928 benützt, welche auf Tafel I oben enthalten und
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Abb. 4 a. Verteilung von n = 121 Beobachtungswerten über ein Darwin-Borgen'sches
Schema von n' = 11 Summenspalten für die Berechnung der Welle ß — 1

Abb. Ib. Verteilung von n — 121 Beobachtungswcrtcn über ein Darwin-Borgen'sches
Schema von n' - 11 Summenspaltcn für die Berechnung der Welle [i — 2
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fortlaufend mit y = 0, 1, 2, • 120 beziffert sind. Die

Erklärung, warum diese Werte benützt worden sind,

wird später in Teil III gegeben werden. Auf Tafel I

unten ist die Zuordnung zu den «Summen»-Spalten des

Darwin-Börgen'schen Schemas am Beispiel der Welle

/j, = 2 gezeigt; aus einem Vergleich mit Abb. 4b erkennt

man leicht, in welcher Weise die Zuordnung erfolgt.
Durch Addition der 11 Beobachtungswerte, die den

einzelnen Spalten zugeordnet sind, ergibt sich die in

der untersten Zeile aufgeführte Summenreihe Y0, Y^
• • • Y10. Es ist unnötig, für jede Welle eine solche Zu¬

ordnungstabelle aufzustellen. Mit Hilfe der erwähnten,

in Lit. 4 enthaltenen Schlüsseltabelle werden die den

einzelnen Spalten zuzuordnenden Beobachtungswerte
einem Gehilfen direkt in die Additionsmaschine diktiert.

Die so erhaltenen Summenreihen sind hierauf in das

auf Tafel II wiedergegebene Darwin-Börgen'scheSchema

eingetragen worden. Aus später in Teil III angegebenen
Gründen sind die Wellen /lc

= 1 - 25 berechnet worden.

Weiter sind für jede Welle die Werte Y0, Yv • • • Y10
mit den cos- und sin-Faktoren der zugehörigen Winkel-

argumente 0°, —, • • bis 10 • multipliziert und die

Produkte in den beiden Tabellen auf Tafel III zusam¬

mengestellt worden. Zeilenweise sind dann in diesen

Tabellen die Produktensummen gebildet und daraus die

Werte a/4 und hß berechnet worden. Aus den Werten

nß und b,, sind auf Tafel II unten die Fourieramplituden

h/i=Vau + *V Derechnet worden. Die graphische Dar¬

stellung dieser Amplituden in Funktion der Wellen¬

ordnungn ergibt weiter das gesuchte Spektrum (Abb. 5).

Ol 2 3 It 5 G 7 8 9 10 II 12 13 I* 15 16 17 IB 19 20 21 22 23 2» 25 fi
ju-Wei I en Ordnung

^-Wellenlänge

Abb. 5. Spektrum der mittleren jährlichen Abflußmengen des

Rheins bei Basel für die Jahre 1808 bis 1928

II. Das Phasendiagramm

1. Allgemeines

Das Spektrum dient nur zu einer ersten angenäherten
Untersuchung des Beobachtungsmaterials daraufhin,

ob überhaupt Periodizitäten vorhanden sind. Dagegen
können mit seiner Hilfe die Konstanten (Wellenlänge
bzw. Frequenz, Amplitude, Phasenkonstante) der ver¬

borgenen Periodizitäten nicht genau berechnet werden.

Wie wir schon erwähnt haben, werden die gesuchten

Frequenzen durch die Maxima der Spektralfunktion
nur ungenau festgelegt, da die Maxima mehr oder

weniger flach sind. Dazu kommt der Einfluß des Stö¬

rungsvektors, welcher eine Verschiebung der Maxima

aus ihrer Lage bewirken kann. Ferner können sich be¬

nachbarte Wellen, d. h. Periodizitäten, welche nicht

sehr verschieden große Wellenlängen aufweisen, stören,

wozu noch die Störungen durch aperiodische Bestand¬

teile kommen. Auch die Lage der Nullstellen 1. Ordnung,
welche zu einer genaueren Bestimmung der Lage der

Maxima herangezogen werden könnten, wird durch die

genannten Einflüsse gestört.
Das Spektrum ist ein Periodogramm, in welchem die

Ordinaten in Funktion der Versuchsfrequenz dargestellt
sind. Für unsere Zwecke haben wir als Ordinaten die

Fourieramplituden benützt. Von der Phase der gesuch¬
ten Periodizität wurde dabei kein Gebrauch gemacht.
Durch diese Phase wird jedoch die Lage des Analysen¬
intervalls auf der Zeitachse festgelegt, da ja dem Anfang
des Analysenintervalls eine ganz bestimmte Phase ent¬

spricht. Ein Periodogramm, welches eine genauere Be¬

stimmung der Konstanten der gesuchten Periodizität

ermöglicht, ergibt sich nun, indem auch von der Phase

Gebrauch gemacht wird, wie folgt: Das Analysen¬
intervall wird In seiner Lage variiert, d. h. längs der

Zeitachse durch die Beobachtungsreihe verschoben. Für

die verschiedenen Lagen dieses Analysenintervalls,
dessen variabler Anfangspunkt mit q bezeichnet sei,

werden die zu einer bestimmten Versuchsfrequenz x

gehörigen Periodogrammkomponenten a (x, q) und

b (x, q) berechnet, und es wird deren Verhalten in

Funktion der Lage des Analysenintervalles untersucht.

Aus diesem Verhalten können dann die nötigen Schlüsse

gezogen werden, welche eine genaue Berechnung der

Konstanten der gesuchten Periodizität gestatten. Dieses

Vorgehen wird allgemein als die Methode der Phasen¬

diagramme bezeichnet.

2. Ableitung der Gleichungen

Im Bestreben, dem Leser das Verständnis für die

Anwendung der Methode der Phasendiagramme, sowie

weiterer noch darzulegender verwendeter Methoden zu

erleichtern, erscheint es uns zweckmäßig, die Ableitung
der Formeln für die Methode der Phasendiagramme

eingehender darzustellen, als dies im Werke von Stumpff

(Lit. 3) getan wird.

Es sei eine Beobachtungsfunktion in der Form einer

einfachen Sinuslinie

f(t) = c sin [a l I ß]

in einem beliebig langen Zeitbereich gegeben.

l I I !__ -> t

t = q,

T = 0

t = q, + n

T - n T = 0

t = q2 + n

T = n
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Aus diesem Zeitbereich sei ein Intervall von der

Länge n und dem variablen Anfangspunkt t = q

herausgegriffen. Dem Endpunkt des Analysenintervalls
entspricht dann der Zeitpunkt t = q + n. Unter Be¬

nützung einer festgewählten Versuchsfrequenz x wird

nun die Analyse dieses variablen Intervalles durchge¬
führt. Diese Art von Analyse wird als progressive Ana¬

lyse bezeichnet. Gemäß Gleichung 23 ist :

q + n

2 f

a(x, q) = I f(t)cosxt-dt

q

q + n

2 C
b (x,q) = f(t) sin xt • dt

n ./
q

Der Betrag der einzelnen Produkte f(t) • cos xt und

f(t) • sin xt ist also dabei von der Verschiebung des

Analysenintervalls unabhängig und stets gleich groß
bleibend. Es wird dies so ausgedrückt, indem gesagt
wird, die «Versuchswelle» mit der Frequenz x sei mit

der Zeitachse und deshalb auch mit der Beobachtungs¬
funktion f(t) fest verknüpft.

Zur Durchführung der Integration wird eine neue

Zeitvariable

T = t-q

eingeführt, deren Wert am Anfang des variablen Inter¬

valles gleich Null und am Ende gleich n ist. Damit

erhalten wir

n

2 r

a(x, q) = I f(r + q) cosx [t+q] dr
" t/

o

n

2 f

b(x,q)= I f(r + q) sin x[t + q] dr

ö

Mit cos x [t + q] = cos [x T + x q] =

= cos xt • cos xq
— sin xt • sin xq

sin x [t + q] = sin [xt + xq] =
= sin xt cos xq + cos xt • sin xq

wird

Es ist:

2 C
, n

2c C
r

-— I f(r + q)
• cos xt dr = I sin[aT + /? +

o o

+ oc • q] • cos xt dT

n n

2 C
, n

2"C C
r

— I f(rH-q)
• sin xt dT= I sin[ocT+/3 +

(32)

+ <x • q] • sinxT dT

EinVergleich mit Gleichung 25, S. 27, zeigt, daß diese

neuen Integrale sich von den dortigen nur dadurch unter¬

scheiden, daß an Stelle der dortigen Phasenkonstante ß
die neue ß + a •

q tritt, die eine lineare Funktion des

als variabel betrachteten Intervallanfanges q ist.

Setzen wir nach Gleichung 28

P(x)-

sin [<x — x] —

[*-x]t
Q00-

sin
r t n

[a + x]

so ist

a (x, q) = c P(x) i cos xq
• sir

sinxq
• cos

+ c Q (x) cos xq
• sin

+ sinxq • cos

b (x, q)=cP (x) ] sin xq
• sin

+ cosxq
• cos

(a - xj h ß + a q

(a_x)v+/9 + aq

.
n

(a + xj h ß + a q

.
n

(a+x) — + ß + ct. q
Zi

(a — x) h ß + a q

(a - x) f ß + (X q
Zt

\.
• Q (x) sin xq

• sin (a + x) h ß + aq

l L 2

<^q) = cq
• I f(r + q) • cosxt d

(i

n

cosxq • cos

T — sinxq-

S111XT ÜT

(a+x)— + ß + a q

woraus sich nach den Additionstheoremen der trigono¬
metrischen Funktionen ergibt:

b(x, q) =

n

sinxq- I f(T +q) • cos xt dT+ cos xq

0

n

• I f(T + q) • sinXTdT

a (x, q) = c ] P (x) • sin

-I Q(x)-sin

b (x, q) = c P(x) • cos

— Q(x)•cos

(a-x)( Y
+ qi + ß

(a+x)(Y + i) + ^

Ca-x)(y+i) + /'

(33)
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Als Versuchsfrequenz x wird ein Wert gewählt, welcher

sich vom wahren, aber noch unbekannten Wert oc nur wenig
unterscheidet. Um diese Wahl treffen zu können, muß

daher der Wert a auf Grund einer vorherigen Über¬

prüfung des Beobachtungsmaterials mit Hilfe eines

Spektrums angenähert bekannt sein.

3. Veranschaulichung der Gleichungen

Die Werte a (x, q) und b (x, q) können, in analoger
Weise wie dies beim Spektrum getan wurde, als Kompo¬
nenten eines Periodogrammvektors ty (x, q) aufgefaßt
werden, welcher sich wiederum aus zwei Teilvektoren,
dem Hauptvektor p (x, q) und dem Störungsvektor
q (x, q) zusammensetzt. Die Komponenten der Vek¬

toren p (x, q) und q (x, q) sind:

von p

von q

P(x) • sin (*-x)(-~-+«î) + £

P(x) • cos 0-x)(y + i) + />

Q (x) • sin (a+x)(lT+q) + /î

Q (x)•cos («+x)(-"-+q)-l ß

(34)

Zur Veranschaulichung werden die beiden Vektoren

p (x, q) und q (x, q) in einem Koordinatensystem gemäß
Abb. 6 dargestellt.

Abb. 6. Veranschaulichung der Beziehungen, welche der

Methode der Phasendiagramme zugrunde liegen

Die Vektoren p (x, q) und q (x, q) haben die Längen
c • P (x) bzw. c • Q (x), sowie die Richtungswinkel,
welche mit q variieren :

[a-x] +q I ß \)7S v.n — [a *] + q

Da für x ein fester Wert gewählt wird, welcher an¬

genähert gleich groß ist wie a, so ist der Betrag a - x

klein.

Der Hauptvektor p (x, q) dreht sich also bei wachsen¬

dem q langsam mit der Winkelgeschwindigkeit a — x

um den Nullpunkt des Koordinatensystems und hat

einen von der wahren Amplitude c nur wenig verschie¬

denen konstanten Betrag [P (x) «a 1]. Ist zufällig x = a

gewählt worden, so bleibt der Hauptvektor auch der

Richtung nach konstant. Die Länge des Hauptvektors
ist dann gleich der gesuchten Amplitude c und der

Richtungswinkel des Hauptvektors gleich der gesuchten
Phasenkonstanten ß. Ist x < oc, also a - x positiv, so

dreht sich der Vektor p (x, q) langsam im Gegenuhr¬
zeigersinn, dagegen im Uhrzeigersinn, wenn x > oc, also

oc — x negativ ist.

Der Störungsvektor q (x, q) dreht sich mit einer viel

größern Winkelgeschwindigkeit als der Hauptvektor,
nämlich mit der Geschwindigkeit oc + x im Gegenuhr¬
zeigersinn um den Endpunkt des Hauptvektors. Der

Störungsvektor selbst ist von kleinem Betrag.
Der Endpunkt des Periodogrammvektors ^ (x, q)

bewegt sich somit auf einer Epizykloide. Sein Richtungs¬
winkel sei mit tp (x, q) bezeichnet, wobei ist :

a (x, q) = h(x, q) • sin f (x, q)
b (x, q) = h (x, q) • cos y> (x, q)

a(x,q)

tgi/)(x,q)= )
y

(35)

y(x,q) = arctg

b(x,q)

(*q)

b(x,q)

Der Hauptvektor wird als«De/èrent» und der Störungs¬
vektor als «Epizykel» bezeichnet. Der Richtungswinkel
f (x, q) des Periodogrammvektors unterscheidet sich

nur wenig vom Richtungswinkel ip0 = [oc - x] -—- + q +ß

des Hauptvektors. Aus Abb. 6 ist ersichtlich, daß der

Betrag des Winkels f (x, q) um denjenigen des Winkels

+ ß mit kleinen AbweichungenWo =[a-xl + q

schwankt, und zwar infolge des Einflusses des Störungs¬

vektors. Der Richtungswinkel y)0 = [a - x]

ist eine lineare Funktion von q,

Analysenintervalls.

+ q +ß

also der Lage des

4. Berechnung der Periodogrammkomponenten für eine

Beobachtungsreihe

Für eine reine Sinuswelle in der Form

f (t) = c sin [a t + ß]

sind die Gleichungen 33, 34 und 35 aufgestellt worden.

Bei unsern Untersuchungen wird aber eine Beobach¬

tungsreihe gegeben sein, und wir werden festzustellen

haben, ob in der Beobachtungsreihe eine Periodizität

verborgen ist, ob diese durch eine Sinuswelle erfaßt

werden kann und welches die Konstanten der Sinus¬

welle sind.
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Berechnen wir also für die Beobachtungsreihe die

Periodogrammkomponenten a (x, q) und b (x, q) und

stellen sie in einem Koordinatennetz gemäß Abb. 6

dar, so werden wir zu prüfen haben, ob sich dabei ein

gleiches Bild ergibt wie jenes, welches den Gleichungen
33, 34 und 35 entspricht. Trifft dies zu, so erhalten wir

weiter durch die formelmäßige Erfassung des sich

ergebenden Bildes die Konstanten der gesuchten, durch

eine Sinuswelle wiedergegebenen Periodizität:

Es sei somit eine Beobachtungsreihe von N äquidistan-
ten Ordinaten gegeben:

yo' yr v2' y*» yn yn + i' VN-i

Für die Periodogrammkomponenten, welche zu einem

beliebigen Analysenintervall von n Beobachtungswerten
innerhalb des Bereiches y0 bis ypj-i gehören, ergibt sich

dann gemäß Gleichung 29 in Analogie zu Gleichung 33

a(x, q) = — y y;
• cos xi

i=q

q+ n-1

Kx>fi) = -— 2_| yrsinxi

(36)

Jeder Beobachtungswert y; wird also mit den trigono¬
metrischen Faktoren cos x i und sin x i multipliziert.
Der Betrag der Produkte y;

• cos x i und y,
• sin x i ist

dabei, wie wir wissen, von der Verschiebung des Ana-

lysenintervalles unabhängig. Der Berechnungsgang ist

also folgender:

Es werden gebildet die Produktenfolgen

tt ys sin x l i = 0, 1, N-l

Dann werden die Summen von je n aufeinanderfolgen¬
den GUedern dieser Produktenfolgen berechnet und

.2
diese Summen mit multipliziert.

n

Die dichteste Reihenfolge der Werte a (x, q) und

b (x, q), welche auf diese Weise erzeugt werden kann,

entspricht der Folge q = 1, 2, 3, • • •

Ist x insbesondere eine harmonische Frequenz, also

x = — /{ /( = ganze Zahl,
nl

so lassen sich (Lit. 3) die zu den einzelnen Analysen¬
intervallen gehörigen Periodogrammkomponenten wie

folgt sukzessive berechnen, wenn diese Komponenten
für das Anfangsintervall q = 0 vorliegen:
Es ergibt sich nämlich aus Gleichung 36 unter Ein¬

führung der Bezeichnung A (x, q) und B (x, q) :

q+n-l

A(x'*0 = -y a(x'«i) = ^yrcosj
i=q

q + n-1

B(x,q)- -2--b(x,q)=- \ yysinx

(36 a)

und

A(x,q + 1) = —-•a(x,qH-l) = A(x,q) + [yq+n-yq]-cosqx

B(x,q + 1) =—•b(x,q + l) = B(x,q)+[yq+n-yq]-sinqx
il

Zur Herstellung einer möglichst dichten Folge von

Periodogrammkomponenten werden also bei diesem

Vorgehen die Differenzen yq+„
-

yq zwischen je zwei

Beobachtungswerten benützt, welche um n der gewähl¬
ten Zeiteinheiten auseinanderliegen. Sind außerdem die

Periodogrammkomponenten für getrennte, also nicht

ineinander übergreifende Analysenintervalle

[0, ••••,n-l], [n, 2 n-l], [2 n, ,
3 n-l], •

nach der Gleichung 36 berechnet worden, so dienen diese

Werte als Kontrolle, welche nach je n Schritten des

vorstehend angegebenen Verfahrens wirksam wird.

Wir haben dieses Verfahren allerdings bei unsern

Untersuchungen nur ausnahmsweise zu Vergleichs¬
zwecken angewendet und sind in der Regel anders vor¬

gegangen: Die Beobachtungsreihe wurde in getrennte,
aber aneinander anschließende Analysenintervalle

[0, • • •

-, P'-l], [p\ • • •

-, 2p'-l], [2P', • • •

-, 3 p'-l], • • •

gegliedert. Die Länge p' des Analysenintervalles wurde

möglichst angenähert der Wellenlänge p der gesuchten
Periodizität gewählt. Die angenäherte Wellenlänge p'
war dabei aus dem Spektrum bekannt. Als Versuchs¬

frequenz wurde die harmonische Frequenz x = —ge-
P'

wählt, d. h. es wurde eine «Versuchswelle» verwendet,
deren Wellenlänge gleich dem Analysenintervall ist. Für

jedes Analysenintervall wurden dann, ohne Anwendung
von Faltschemata, wie sie in der harmonischen Analyse
üblich sind (vgl. Seite 26, rechts), nach Gleichung 36 die

Komponenten a (x, q) und b (x, q) berechnet. Dies konnte

mit Hilfe eines zweckentsprechenden Kolonnenschemas

und einer Rechenmaschine sehr rasch vor sich gehen. Da¬

mit ergab sich bereits ein erster, sehr erwünschter Über¬

blick über das Verhalten und die Streuung der Werte

a (x, q) und b (x, q) in Funktion von q, und es wurden

zahlreiche Kontrollwerte für die nachfolgende pro¬

gressive Berechnung einer dichteren Folge von a (x, q)-
und b (x, q)-Werten erhalten. Für diese progressive
Berechnung wurden dann direkt dieDifferenzen zwischen

y;
• cos xi und yj ,

. cos x [i + p'l = y; , .
• cos xi sowie

y;
• sin xi und yi , ,

• sin x [i + p'] = yi+„'
• sin xi

benützt, also gebildet

a (x, q + l) = a (x, q) -(

2 2

+ [yq+p' cos x,i - yq
' cos xl]

• b (x, q I- l) = b (x, q) |-

+ [yq+p' sin xfi
-

yq •sin x(i]
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Die Produkte yq
• cos x q, yq

• sin x q, yq + P'
' cos x q

und yq+P'
• sin x q liegen dabei bereits vor, indem sie

schon bei der Ermittlung der Komponenten für die

direkt aufeinanderfolgenden, aber nicht übergreifenden
Intervalle berechnet wurden (vgl. Beispiel, Abschnitt

D, II, 7). Da wegen des Einflusses des Störungsvektors
natürlich ein Analysenintervall p', welches ungefähr
der Wellenlänge p der gesuchten Periodizität entspricht,
zu kurz ist, müssen dann die Komponenten a (x, q) und

b (x, q) für ein längeres Analysenintervall n = g
• p' ge¬

bildet werden aus:

i(x>q):

b(x,q)

a(x,q) l-a(x,q hp')+ + a[x,q f(ß-l)p']

b(x,q) + b(x,q!-q') + +b[x,q + (^-l)p']

(37)

Der gesamte Rechenaufwand bei der von uns an¬

gewendeten Methode, bemessen nach der Zahl der

Einzeloperationen, ist größer als bei der zuerst genann¬

ten Methode. Der Rechnungsgang ist aber einheitlicher,

primitiver, übersichtlicher, und es können deshalb zur

Durchführung der Rechenoperationen Hilfskräfte ver¬

wendet werden, welche von den innern Zusammen¬

hängen gar nichts zu verstehen brauchen und nach

vorbereiteten Tabellen mit Hilfe einer Rechenmaschine

schematisch sehr rasch rechnen können. Es war dies

für uns wichtig, weil die numerischen Berechnungen
noch während des Krieges durchgeführt wurden und

die Hilfskräfte wegen Aktivdienst sehr oft gewechselt
werden mußten.

5. Ermittlung der Frequenz und der Anfangsphase der

gesuchten Periodizität

Der Richtungswinkel f (x, q) des Periodogrammvek-
tors, der sich aus Gleichung 35 ergibt, wird in Funktion

des variablen Intervallanfanges q graphisch aufgetragen.
Eine solche Aufzeichnung wird als Phasendiagramm be¬

zeichnet. (Dabei ist es zweckmäßig, den Winkel ip (x, q)
in Zentesimalgraden auszudrücken.)
Im Falle einer reinen Sinuswelle ergibt sich eine

Punktfolge, die mit kleinen, vom Unterschied der Winkel

ip (x, q) und ip0 = [a - x] + ß herrührenden Ab¬

weichungen um die Gerade pendelt, welche die lineare

Abhängigkeit des Winkels ipa von q darstellt. Die Gerade

kann nach der Methode der kleinsten Quadrate durch

linearen Ausgleich der Punktfolge ermittelt werden.

Im Falle einer Beobachtungsreihe, in welcher eine

Periodizität in Form einer Sinuswelle verborgen ist,
wirken sich im Phasendiagramm auch noch die aperiodi¬
schen Bestandteile der Beobachtungsreihe aus. Die regel¬
mäßige Schwankung der Punkte des Phasendiagramms

um die Gerade ^o = [& ~ x] + q ß wird durch den

Einfluß dieser aperiodischen Bestandteile verzerrt. Auch

hier kann die Gerade ^o = [« — x] -0+1 ß nach der

In Abb. 12 ist als Beispiel das Phasendiagramm dar¬

gestellt, welches wir für die fingierte Beobachtungsreihe
gemäß Tabelle 1 berechnet haben, und zwar haben wir

aufgezeichnet : einmal die Punktfolge mit der Ausgleichs¬
geraden für die Werte y, welche der reinen Sinuswelle

gemäß Gleichung4 entsprechen. Die regelmäßige Schwan¬

kung um die Ausgleichsgerade infolge des Einflusses des

Störungsvektors ist hier deutlich sichtbar. Dann ist

dargestellt die Punktfolge mit der Ausgleichsgeraden
für die Werte y' = y + rj, welche sich aus den Werten y
der reinen Sinuswelle durch Beimischung von aperio¬
dischen, zufällig verteilten Werten rj ergeben. Hier ist

erkennbar, wie die regelmäßige Schwankung der Punkt¬

folge um die Ausgleichsgerade durch den Einfluß der

aperiodischen Bestandteile rj verzerrt wird.

Frequenz und Anfangsphase werden nach unserer

Abb. 7 zahlenmäßig wie folgt ermittelt:

Abb. 7. Ermittlung der Frequenz und der Anfangsphasc
aus einem Phasendiagramm

Es sei die Ausgleichsgerade Ga erhalten worden,
welche einer verborgenen Periodizität mit der Frequenz
oca entspreche. Die Ausgleichsgerade stellt defini¬

tionsgemäß den Richtungswinkel des Hauptvektors

^0,a = [«a - X] r+q -I- /9a in Funktion des variablen

Anfanges q des Analysenintervalls dar. Die Neigung
der Ausgleichsgeraden ist infolgedessen

lWo„

dq
= K-x] (38)

x ist eine bekannte, fest gewählte Größe. Es ergeben
sich also die gesuchte Frequenz aa und die gesuchte Wellen¬

länge p„ aus:

dV(>,a
<x, = x

dq

2 TT

(39)

Methode der kleinsten Quadrate ermittelt werden.

Für den Schnitt der Ausgleichsgeraden mit der

Ordinatenaxe, also für q = 0, ergibt sich die Ordinate

[aa—x] •
- + ßa; es ist dies die mittlere Phase des An-

fangsintervalles q = 0.

Die Anfangsphase ßd (Phasenkonstante) ergibt sich

somit als Ordinate des Schnittpunktes der Ausgleichs¬

geraden mit einer Vertikalen im Abstand -- von der

Ordinatenaxe.
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Die Periodizität mit der Frequenz a„, welcher die

Ausgleichsgerade Ga entspricht, werde im Zeitpunkt
t = T durch eine andere Periodizität mit der Frequenz
0Cb abgelöst, für welche die Ausgleichsgerade Gb erhalten

werde. Wenn wir also zur Berechnung der Werte y (x, q)
das Analysenintervall von der Länge n so weit durch die

Beobachtungsreihe verschoben haben, daß das Ende

des Intervalls dem Zeitpunkt t = T und der Anfang
dem Zeitpunkt t = T - n entspricht, so werden von

diesem Zeitpunkt an durch die progressive Analyse
Beobachtungswerte der Periodizität mit der Frequenz
ab erfaßt. Deren Anteil nimmt bei der weiteren Ver¬

schiebung ständig zu, während der Anteil der Beobach¬

tungswerte der Periodizität mit der Frequenz oca ent¬

sprechend abnimmt. Wenn das Analysenintervall so

weit verschoben ist, daß sein Anfang dem Zeitpunkt
t = T entspricht, so enthält es nur noch Beobachtungs¬
werte der Periodizität mit der Frequenz <Xb-

Die Gerade Ga gilt also bis zur Abszisse qT-n, welche

dem Zeitpunkt t = T - n entspricht, und die Gerade Gb

fängt bei der Abszisse qT entsprechend dem Zeitpunkt T

an. Zwischen qT-n und qj liegt ein Übergangsstück von

der Breite n; die Punkte, welche sich durch die Darstel¬

lung der Werte ip (x, q) in Funktion von q ergeben,
liegen in diesem Übergangsstück nicht längs einer

Geraden, sondern längs einer Übergangskurve.
Erfolgt der Übergang von der Periodizität mit der

Frequenz aa zur Periodizität mit der Frequenz ab ohne

Phasensprung, so schneiden sich die Geraden Ga und Gb

auf der Ordinate, welche in der Mitte zwischen q-p-n

und qT liegt. Bei einem Phasensprung ist dies nicht

mehr der Fall.

In der Regel ist es am zweckmäßigsten, die Anfangs¬
phase ßi, der Periodizität mit der Frequenz ab auf den

gleichen Zeitpunkt zu beziehen, aufweichen die Anfangs¬
phase ßB der Periodizität mit der Frequenz aa bezogen
ist. ßi, wird dabei in analoger Weise wie ßa ermittelt.

6. Ermittlung der Amplitude der gesuchten
Periodizität

a) Reine Sinuswelle

Liegt eine reine Sinuswelle vor, so berechnet sich die

Amplitude c nach Abb. 6 aus dem Wert

h (x, q) = \/a2(x,q)+b2(x,q)

Die Werte h (x, q) werden für die verschiedenen Zeit¬

punkte q berechnet und in Funktion von q dargestellt.
Es ergibt sich dann ein Amplitudendiagramm, dessen

Ordinaten h (x, q) infolge des Einflusses des Störungs¬
vektors um einen Mittelwert h (x) schwanken. Die Ab¬

weichungen vom Mittelwert sind aber, wie bereits bei

den Darlegungen über das Spektrum erkannt worden

ist, sehr klein, wenn das Analysenintervall mindestens

dreimal so lang ist wie die Wellenlänge der gesuchten
Periodizität. Ist also eine hinreichende Zahl von Werten

h (x, q) berechnet worden, so wird deren arithmetischer

Mittelwert h (x) berechnet. Es darf dann mit genügender
.Genauigkeit gesetzt werden

h(x) = c-P(x)

woraus sich die Amplitude c ergibt zu

In der Praxis ist jedoch nicht der Fall einer reinen

Sinuswelle zu behandeln. Es wird uns vielmehr der Fall

beschäftigen, daß eine Beobachtungsreihe vorliegt,
deren Werte sich aus periodischen und großen aperiodi¬
schen Bestandteilen zusammensetzen. Die periodischen
Bestandteile werden dabei nicht nur von einer Periodi¬

zität, sondern von mehreren Periodizitäten herrühren,
welche im Beobachtungsmaterial verborgen sind. Wenn

es darum geht, die Amplitude einer dieser Periodizitäten

möglichst genau zu bestimmen, dann darf auf die ein¬

fache Weise, wie sie vorstehend für eine reine Sinuswelle

angegeben worden ist, nicht mehr vorgegangen werden

in Fällen, in welchen auch die Werte a (x, q) und

b (x, q) sehr gestört sind und entsprechend stark

streuen. Welche Fälle dafür in Frage kommen, haben

wir in nachstehendem Abschnitt untersucht.

b) Beobachtungsfunktion mit großen
aperiodischen Bestandteilen

Wir nehmen an, die in Tabelle 3 zusammengestellten
Werte a (x, q) und b (x, q) seien für eine rein periodische
Funktion, welche nicht mit aperiodischen Bestandteilen

behaftet ist, berechnet worden. Das Analysenintervall
sei im Verhältnis zur Wellenlänge der gesuchten Perio¬

dizität so lang gewählt, daß der Störungsvektor ver¬

schwindend klein sei. Die Endpunkte des Periodo-

grammuefctors, welcher hier praktisch gleich dem Haupt¬
vektor ist, ordnen sich dann nach Abb. 8 auf einem

Kreise an.

q a(x,q) zla(q) a'(*.q) b(x,q) ^b(q) b'(*,q)

h'(*,q) =

Va'2(x,q) + b'2(x,q)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

+5,0

+4,6

+3,5

+ 1,9

0,0

-1,9

-3,5

-4,6

-5,0

+5

-5

-2

+1

+ 3

+2

-4

+2

-2

+10,0

-0,4

+ 1,5

+2,9

+3,0

+0,1

-7,5

-2,6

-7,0

0,0

-1,9

-3,5

-4,6

-5,0

-4,6

-3,5

-1,9

0,0

-2

+2

-4

+ 3

+ 3

+ 1

-3

-4

+4

-2,0

+ 0,1

-7,5

-1,6

-2,0

-3,6

-6,5

-5,9

+4,0

10,20

0,41

7,65

3,31

3,60

3,60

9,92

6,45

8,06

9

0,0 0 0,0 -2,78 0 -2,78 5,91

=i.Th'(*,q)

Tabelle 3

Beispiel einer fingierten Folge von stark streuenden

Periodogrammkomponenten a'(x, q) und b'(x, q)

Zu den Werten a (x, q) und b (x, q) fügen wir nun

Werte A a (q) und A b (q) bei, welche Abweichungen
von a (x, q) und b (x, q) infolge des Einflusses von

großen aperiodischen Bestandteilen seien, welche der

rein periodischen Funktion beigemischt werden. Die

Beobachtungsreihe, gebildet aus der rein periodischen
Funktion und den aperiodischen Beimischungen, ergebe
somit die stark streuenden gestörten Komponenten
a' (x, q) und b' (x, q).
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Die Eintragung von a'(x, q) und b' (x, q) in Abb. 8

ergibt die Endpunkte 0' bis 8' des Periodogrammi'efctors.
Diese Endpunkte streuen in bezug auf den Kreis (wahre

Werte) sehr stark; ferner handelt es sich um relativ

wenige Werte. In einem solchen Falle dürfen wir, wenn

es sich um genauere Berechnungen und nicht um erste

Annäherungsrechnungen handelt, den Betrag h' (x)
des mittleren Periodogrammi>eJrtors nicht mehr als arith¬

metisches Mittel der Werte h' (x, q) berechnen, sondern

müssen zuerst die Mittelwerte

M-l

a (x, q)m - - - 2j a' (x' l) und

M-l

b'(x'q)"^¥Sb'(x,q)
q=0

berechnen; M bedeutet dabei die Anzahl Werte a' (x, q)
und b' (x, q). Daraus ergibt sich

h'(x)-
y/a'2(x,q)m+b,2(x,q)n

G(M)
(41)

6'<? 8'

Abb. 8. Weg des Endpunktes des Periodogrammvektors

für eine Beobachtungsreihe, gebildet aus einer reinen

Sinuswelle und großen aperiodischen Beimischungen

Es ist G (M) ein Glättungsfaktor, welchen wir ein¬

führen müssen, weil a' (x, q) und b' (x, q) sich ebenfalls

periodischinFunktionvonq ändern. Nach Gleichung 5 ist

• r 1
M

sin a — x — i

, V

L J 9
r , tll/'o

M-sin[a xj dq
2

In unserm Beispiel haben wir die Werte A a (q) und

A b (q) so gewählt, daß die arithmetischen Mittel der

a (x, q) und b' (x, q) gleich den wahren arithmetischen

Mitteln aus a (x, q) und b (x, q) sind (vgl. Tabelle 3).
Das arithmetische Mittel der h' (x, q) ergibt dagegen
nicht den wahren Wert h'(x) = 5,00, weil die Bildung
des arithmetischen Mittels der Vektorbeträge nicht iden¬

tisch ist mit der Bildung des mittleren Vektors, welcher

eine gerichtete Größe ist. Nach Gleichung 41 ergibt sich

dagegen mit

y>0- 100" i 25s •

q

G(9)

dy0
"dq"

259 - 22,5°

22,5°

22,5°
0,558

h'oo
\/o,o2" 2,782

0,558
4,98^5,0 (wahrer Wert)*)

Bei dieser Art der Berechnung ist jedoch auch folgendes

zu bedenken: Auch der Wert ~— = [a-x] ist mit

q

einem «Fehler» infolge der aperiodischen Bestandteile

der Beobachtungswerte behaftet. Infolgedessen ist der

Glättungsfaktor G (M) ebenfalls nicht «fehlerfrei». Bei

ersten angenäherten Berechnungen, wenn der «Fehler»

von [a-x] relativ groß ist, wird es deshalb zu weit

führen, nach Gleichung 41 zu rechnen.

Ferner ist ein Vorgehen nach Gleichung 41 auch nicht

mehr gegeben, wenn der Glättungsfaktor G (M) zu klein

wird. Letzteres tritt ein, wenn M eine relativ große Zahl

oder [a-x] relativ groß ist und besonders, wenn M eine

relativ große Zahl und [a—x] gleichzeitig relativ groß ist.

Die Glättung sollte sich nicht mehr als über eine halbe

Schwankungsperiode der Werte a (x, q) und b (x, q)
erstrecken, d. h. der Endpunkt des Periodogramm¬
vektors (vgl. Abb. 8) sollte nicht mehr als einen halben

Kreisumfang umwandern.

M wird relativ groß, wenn eine Periodizität während

langer Zeit persistent ist und deshalb eine lange Be¬

obachtungsreihe verwendet werden kann. In einem

solchen Falle kann jedoch meistens auch ein Analysen¬
intervall n verwendet werden, welches in bezug auf

die Wellenlänge p der gesuchten Periodizität lang ist.

Dann wird aber, wie nachfolgend noch gezeigt wird,

die Streuung der Periodogrammkomponenten a (x, q)
und b (x, q) in bezug auf ihre wahre Größe klein, und

es darf mit praktisch genügender Genauigkeit h (x)
direkt als arithmetisches Mittel der Werte h (x, q) be¬

rechnet werden.

Wir haben noch besondere Überlegungen über die

Störungen gemacht, welchen die Werte für die Periodo¬

grammkomponenten a (x, q) und b (x, q), sowie die

*) Es ergibt sich h' (x) = 4,98 und nicht genau = 5,00, wie dies in unserem Beispiel der Fall sein sollte, weil die Werte a (x, q)

und b (x, q) auf nur eine Dezimale abgerundet verwendet worden sind.
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Werte h (x, q) und y (x, q) für die Ordinalen der

Amplituden- und Phasendiagramine infolge des Ein¬

flusses aperiodischerBestandteile derBeobachtungswerte
unterworfen sind.

Sind die Beobachtungswerte mit aperiodischen Be¬

standteilen behaftet, welche sich verhalten wie zufällige,
voneinander unabhängige Fehler, so sind auch die Perio-

dogrammkomponenten a (x, q) und b (x, q) mit aperio¬
dischen Bestandteilen behaftet, werden infolgedessen
gestört und weisen eine entsprechende Streuung auf.

Sind dabei die Werte a (x, q) und b (x, q) vonein¬

ander unabhängig, indem sie aus Analysenintervallen
berechnet wurden, welche direkt aneinander anschließen,
aber nicht ineinander übergreifen, so verhalten sich die

aperiodischen Bestandteile der Werte a (x, q) und

b (x, q) wie zufällige, voneinander unabhängige Fehler.

Sind dagegen aufeinanderfolgende Werte a (x, q) und

b (x, q) voneinander abhängig, indem sie aus Analysen¬
intervallen berechnet wurden, welche ineinander über¬

greifen, so sind die aperiodischen Bestandteile auf¬

einanderfolgender Werte a (x, q) und b (x, q) ebenfalls

voneinander abhängig. Haben wir ein Analysenintervall
von n Beobachtungswerten benützt und das Intervall

progressiv um je einen Beobachtungswert verschoben, so

sind die aperiodischen Bestandteile von n aufeinander¬

folgendenWerten a (x, q) und b (x, q) voneinander abhän¬

gig, wobei die Abhängigkeit um so kleiner ist, je weiter

die Intervalle auseinanderliegen. Infolge dieses Umstan-

des ergibt sich folgendes Bild : AufeinanderfolgendeWerte
a (x, q) und b (x, q) weichen mehr oder weniger lang (je
nach der Größe von n) gleichsinnig von ihrem wahren

Wert ab. Wir bezeichnen diese Abweichung als «primäre
Abweichung oder Störung». Bei jeder Verschiebung des

Analysenintervalles um einen Beobachtungswert fällt

jedoch ein solcher fort und ein anderer, verschiedener

tritt in die Rechnung ein. Die primäre Abweichung
ändert sich somit von Wert zu Wert ständig [«sekundäre»
Störung der Werte a (x, q) und b (x, q)].

Ist die Streuung (mittlere quadratische Abweichung)
der Beobachtungswerte infolge der aperiodischen Bestand¬

teile gleich a, so ergibt sich:

a) Die Streuung oa und ab, bziv. ffa und ab der Periodo-

grammkomponenten a (x, q) und b (x, q) für ein Ana¬

lysenintervall p', bzw. a (x, q) und b (x, q) für ein

Analysenintervall n = Q
• p' gleich:

ffa = <?b = o\ / —T' bzw- ^ = Ob = o

2

o-p'

(42)

Diese Formeln ergeben sich auf Grund der Her¬

leitung der Fourierreihen, d. h. sie werden nach den

bekannten Lehren der Ausgleichungsrechnung aus den

Normalgleichungen (siehe Seite 25 und 26) erhalten, aus

deren Auflösung sich für ein bestimmtes Intervall p',
bzw. n' die Fourierkoeffizienten a (x, q) und b (x, q),
bzw. a (x, q) und b (x, q) bestimmen lassen. Diese

Normalgleichungen enthalten die Fourierkoeffizienten

als Unbekannte. Diese Koeffizienten sind allerdings
nicht voneinander unabhängig, sondern durch die Aus¬

gleichung miteinander verknüpft, weshalb ihre Streu¬

ung («mittlerer Fehler») nicht, direkt durch Anwendung
des Gauß'schen Fehlerfortpflanzungsgesetzes auf die

Normalgleichungen berechnet werden kann. Die Fourier¬

koeffizienten müssen daher zuerst als Funktionen der

Beobachtungswerte yo, yv y2» dargestellt werden,
unter Verwendung von Hilfskoeffizienten, welche von¬

einander unabhängig sind, so daß das Fehlerfort-

pflanzungsgesetz angewendet werden kann. Die Hilfs¬

koeffizienten lassen sich unter Berücksichtigung der

Normalgleichungen wieder eliminieren*), und es ergeben
sich dann obige Gleichungen 42.

Die Werte o„ und ffb sind das Maß für die «primäre
Abweichung oder Störung». Sollen sie nicht aus dem

Wert ff, sondern aus einer Reihe von berechneten

Periodogrammkomponenten a (x, q) und b (x, q), bzw.

a (x, q) und B (x, q) berechnet werden, so kommen

natürlich dafür nur voneinander unabhängige Kom¬

ponentenwerte in Frage.

ß) Die Streuung der Werte h(x, q), bzw. h (x, q) für

die Ordinaten des Amplitudendiagrammes mit Hilfe

des Gauß'schen Fehlerfortpflanzungsgesetzes aus

h (x, q) = y/ a2 (x, q) + b2 (x, q) und

ïi (x, q) = \Jä2 (x, q) 4- E2 (x, q) zu:

ff., = —
V/[a(x,q)CTa]2 + [b(x,q)CTb]2

h(x,q)

bzw. crh :

Mit

ist

V/[ä(x,q)CTa]2+[b(x,q)gb]2
h(x,q)

ffa = °i>» bzW- ffa = ffb

ffa= °b' bzw-ffh=ffa=ffb

(43)

y) Die Streuung der Werte %p (x, q), bzw. ip (x, q) für

die Ordinaten des Phasendiagramms mit Hilfe des

Gauß'schen Fehlerfortpflanzungsgesetzes aus xp (x, q)
a (x, q) _

ä (x, q)
= arctgr--,— --, w (x, q)

= arctg =— zu:

ëb(x,q)'^V
'4;

6b(x,q)

b2(x,q) •ff2 +
a2(x,q)

[a2(x,q) + b2(x,q)]2
"" '

[a2(x,q) + b2(x,q)]2
"

(44)

V tä2(*<
b2(x,q) -?.+

ä2(x,q)

q)+b2(x,q)]2
'

[ä2(x,q) + b2(x,q)]
2 "b

Mit

ist

bzw. er

h(x,q) h(x,q)

ff,
_

ffb

h(x,q) h(x,q)

c) Beobachtungsfunktion mit großen aperio¬
dischen Bestandteilen und zeitlich veränder¬

licher Amplitude

Wir haben diesbezüglich noch folgende Überlegungen
gemacht :

*) Dieses Verfahren ist dem Verfasser in freundlicher Weise durch Herrn Dipl. Ing. F. Kobold, damals Sektionschef der Eidg.

Landestopographie, jetzt Professor für Geodäsie und Topographie an der Eidg. Technischen Hochschule, bekannt gegeben worden.

41



Wie aus dem vorangehenden Abschnitt hervorgeht,
wird die Störung der Periodogrammkomponenten ä (x, q)
und b (x, q) sowie der Werte Ti (x, q) und xp (x, q) in¬

folge aperiodischer Bestandteile der Beobachtungswerte

um so kleiner, je länger das Analysenintervall n gewählt
wird. Je kleiner diese Störung ist, um so besser können

wir Gesetzmäßigkeiten erkennen, welchen die Werte

ä (x, q), B(x, q), E(x, q) und i/> (x, q) unterworfen sind,

und um so besser und schärfer können wir also die

gesuchte, verborgene Periodizität erfassen. Wie wir

später sehen werden, ist es insbesondere wichtig, mög¬
lichst ungestörte Darstellungen der genannten Werte

zu erhalten, wenn es sich darum handelt, benachbarte

Periodizitäten voneinander zu trennen.

Aus dem Verlauf der Werte h (x, q) und h (x, q) im

Amplitudendiagramm kann auch ersehen werden, ob

die Amplitude der gesuchten Periodizität von konstan¬

tem oder variablem Betrag ist. Handelt es sich dabei

um eine periodische Änderung des Amplitudenbetrages,
so kann diese Änderung, wie wir noch sehen werden,

in Gestalt einer Nebenperiodizität erfaßt werden, welche

der gesuchten Periodizität überlagert ist. Die Berech¬

nung der Nebenperiodizität kann durchgeführt werden,

wenn eine genügend große Zahl von Beobachtungswerten

vorliegt. Wie groß diese Zahl sein muß, wird ebenfalls

später angegeben werden.

Liegt dagegen eine aperiodische Änderung der Ampli¬
tude vor, so ergeben sich folgende Schwierigkeiten:

Tritt eine plötzliche Änderung der Amplitude ein,

so wird dies zwar im Amplitudendiagramm zum Aus¬

druck kommen, indem sich die Höhe der Ordinaten

h (x, q) und E (x, q) ändert. Diese Ordinatenwerte sind

aber aus einem Intervall von p', bzw. n Beobachtungs¬
werten berechnet worden. Der Einfluß der Amplituden¬

änderung wird sich somit nur ganz allmählich im Ampli¬

tudendiagramm bemerkbar machen. Theoretisch be¬

ginnt dieser Einfluß sich auszuwirken, wenn der erste

von der Amplitudenänderung betroffene Beobachtungs¬
wert von der Analyse erfaßt wird. Der Einfluß wird

immer um so größer, je größer der Anteil von Beobach¬

tungswerten am Analysenintervall wird, welche von

der Amplitudenänderung betroffen sind. Umfaßt das

Analysenintervall nur noch solche Beobachtungswerte,

so kann aus den sich nun ergebenden Werten h (x, q)
und E (x, q) die veränderte Amplitude berechnet wer¬

den. Schwierig und oft immöglich ist es dagegen, den

genauen Zeitpunkt zu bestimmen, in welchem die Ampli¬

tudenänderung eintritt, da eben im Amplituden-
diagramm nur ein allmählicher Übergang stattfindet,

welcher noch von Störungen infolge des Störungsvektors,
der aperiodischen Bestandteile der Beobachtungswerte
und infolge allfälliger anderer Periodizitäten verwischt

wird. Es wird auch nur sehr schwer oder meistens gar

nicht möglich sein, festzustellen, ob die Amplituden¬
änderung plötzlich oder allmählich eintritt. Ist die

Amplitude während einer Zeitdauer verändert, welche

kürzer ist als das Analysenintervall, so kann auch die

Größe der Änderung bei einem solchen Analysenintervall
nicht genau erfaßt werden. Es sollten also zwei sich

widersprechende Anforderungen erfüllt werden: Die

genaue Erfassung der Konstanten der gesuchten Perio¬

dizität erfordert möglichst ungestörte Phasen- und

Amplitudendiagramme auf Grund langer Analysen¬
intervalle; die Feststellung von zeitlich kurzfristigen
Veränderungen im Verhalten der Periodizität erfordert

dagegen kürzere Analysenintervalle. Man wird daher

durch Versuch die günstigste Länge des Analyseninter-
valles herauszufinden suchen. Auf Grund einer ersten

Berechnung der Periodizitäten wird man ferner die

Störungen durch den Störungsvektor und durch andere

Periodizitäten auf eine bestimmte Periodizität wegrech¬
nen und dann eine genauere Berechnung dieser Periodi¬

zität mit Hilfe kürzerer Analysenintervalle durchführen.

7. Beispiel für die Berechnung einer verborgenen Perio¬

dizität mit Hilfe des Phasen- und Amplitudendiagramms

Wir untersuchen das bereits bekannte, in Tabelle 1

zusammengestellte Beispiel von 48 Beobachtungswerten

(vgl. die zugehörigen Erläuterungen auf S. 18, rechts).
Um zahlenmäßig zu zeigen, mit welcher Genauigkeit die

Konstanten der gesuchten Periodizität mit Hilfe der

Phasendiagramme an und für sich, unbeeinflußt durch

Störungen infolge aperiodischer Beimischungen, erhal¬

ten werden, haben wir auch die Werte y analysiert. Die

Zeiteinheit sei gleich ein Jahr.

Wir wählen die Versuchsfrequenz zu x = 60°; die

Periodenlänge der Versuchswelle ist somit p' = 6 Jahre.

Die Folge der nach Gleichung 36 zu benützenden trigono¬
metrischen Argumente x- i ist somit0°, 60°, 120°, 180°,

240°, 300°.

i = q+0 q+i q+ 2 q+3 q+4 q + 5 i = q + 0 q+i q + 2 q + 3 q + 4 q + 5

x i = 0» 60° 120° 180° 240° 300° x • i = 0° 60° 120° 180° 240° 300°

cos xi = 1,000 0,500 - 0,500 -1,000 -0,500 0,500 SCO XI = 1,000 0,500 -0,500 -1,000 -0,500 0,500

sin x l = 0,000 0,866 0,866 0,000 -0,866 -0,866 sin xi = 0,000 0,866 0,866 0,000 -0,866 -0,866

q

0

yi

0- 5 0,00 +9,51 +5,88 - 5,88 -9,51 0,00

y'i
0- 5 + 10,00 - 0,49 + 1,88 - 3,88 - 3,51 + 4,00

6 6-11 + 9,51 + 5,88 -5,88 - 9,51 0,00 + 9,51 6-11 + 1,51 + 9,88 - 9,88 - 1,51 - 2,00 + 3,51

12 12-17 + 5,88 -5,88 -9,51 0,00 +9,51 + 5,88 12-17 - 4,12 - 3,88 - 6,51 - 2,00 + 11,51 + 8,88

18 18-23 - 5,88 -9,51 0,00 + 9,51 + 5,88 - 5,88 18-23 + 2,12 -15,51 + 5,00 + 5,51 + 2,88 - 3,88

24 24-29 - 9,51 0,00 +9,51 + 5,88 -5,88 - 9,51 24-29 -13,51 - 2,00 + 11,51 + 6,88 '+ 4,12 - 8,51

30 30-35 0,00 +9,51 + 5,88 - 5,88 -9.51 0,00 30-35 - 1,00 + 13,51 + 9,88 - 6,88 -19,51 + 4,00

36 36-41 + 9,51 +5,88 -5,88 - 9,51 0,00 + 9,51 36-41 + 5,51 + 4,88 - 6,88 -14,51 + 1,00 + 14,51

42 42-47 + 5,88 -5,88 -9,51 0,00 +9,51 + 5,88 42-47 + 7,88 - 7,88 -11,51 - 5,00 + 11,51 + 10,88

Kontroll-2 + 15,39 + 9,51 -9,51 -15,39 0,00 +15,39 2 + 8,39 - 1,49 - 6,51 -21,39 + 6,00|+ 33,39
Tabelle 4

Zuordnung der Beobachtungswerte zu den trigonometrischen Faktoren für die progressive Analyse

mit einem verschiebbaren Intervall p' = 6 Jahre
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a) Analysenintervall p' —6 Jahre

Wir berechnen zuerst nach Gleichung 36 die Periodo-

grammkomponenten a (x, q) und h (x, q), bzw. a (x, q)
und b' (x, q) für die Werte y, bzw. y' = y + 7] mit dem

Analysenintervall p' = 6 Jahre undfür q = 0, 6, 12, 18:

24, 30, 36, 42:

In Tabelle 4 sind die Werte y und y' entsprechend
zusammengestellt, und die zu den einzelnen Kolonnen

gehörigen trigonometrischen Faktoren sind eingetragen.

Hierauf wurden die Produkte yi
• cos xi und y;

• sin x i

sowie y'i • cos x i und y'i • sin x i berechnet und ferner

nach Gleichung 36a die Summen gebildet:

,
q + p'-l

A(x,q)= - • a(x,q) = \ y;-cosxi;

B(x,q)-

A'(x,q) =

B'(x,q):

wöbe

P

2

r

p

2

p'

2

qtp'-i

b(x, q) = \ y;sinxi

i = q

q+ p'-l

•a'(x'ti)=2Jyi
i = q

q i-p'-i

•b'(x,q)=2jy;

cos xi ;

1 P -1 = 5 und = 3 ist.

Beispielsweise sind diese Produkte und Summen für

die Komponenten b (x, q) und ]>' (x, q) in Tabelle 5

zusammengestellt.

i =
y; • sin x i B(x,q) =

q + 5

^y,-sinxi
i = q

y'i-sin xi B'(x,q) =
q+5

q + 0 q + i ql-2 q+3 q +• 4 q + 5 q+0 q ! 1 q+2 q + 3 q+ 4 q+5
2yVsmx'
i= q

q

0 0,00 +8,23 +5,09 0,00 +8,23 0,00 +21,55 0,00 - 0,43 + 1,63 0,00 + 3,04 - 3,46 + 0,78

6 0,00 1-5,09 -5,09 0,00 0,00 - 8,23 - 8,23 0,00 l- 8,55 -8,55 0,00 + 1,73 - 3,04 - 1,31

12 0,00 -5,09 -8,23 0,00 -8,23 - 5,09 -26,64 0,00 - 3,36 -5,63 0,00 - 9,96 - 7,68 -26,63

18 0,00 -8,23 0,00 0,00 -5,09 + 5,09 - 8,23 0,00 -13,42 +4,33 0,00 - 2,50 + 3,36 - 8,23

24 0,00 0,00 +8,23 0,00 + 5,09 + 8,23 +21,55 0,00 - 1,73 +9,96 0,00 - 3,57 + 7,36 + 12,02

30 0,00 +8,23 +5,09 0,00 +8,23 0,00 +21,55 0,00 + 11,69 +8,55 0,00 + 16,89 - 3,46 +33,67

36 0,00 +5,09 -5,09 0,00 0,00 - 8,23 - 8,23 0,00 + 4,22 -5,96 0,00 - 0,87 -12,56 -15,17

42 0,00 -5,09 -8,23 0,00 -8,23 - 5,09 -26,64 0,00 - 6,82 -9,96 0,00 - 9,96 - 9,42 -36,16

2 0,00 +8,23 -8,23 0,00 0,00 -13,32 -13,32 0,00 - l,30j -5,63 0,00 - 5,20-28,90 -41,03

Tabelle 5

Dann wurden auch für die Analysenintervalle q = 1, 2,

3, 4, 5; 7, 8, 9, 10, 11; • •

•; 43, 44, 45, 46, 47 gemäß dem

auf Seite 37, rechts, dargelegten Verfahren die - — fachen

Werte der Periodogrammkomponenten nach folgenden
Formeln berechnet, wobei wie oben zur Abkürzung
P' P'
~2~ a(x' **) = A(x' 1) und~Y

h (x' 1) = B (x' 1) gesetzt

wurde :

A (x,q + l) = A (x,q) + [yq + p,
• cos xq -

yq
• cos xq]

B (x,q + l)= B (x,q)+[yq + I>.
• sinxq-yq- sinxq]

A'(x,q + 1)= A'(x,q) + [y'q + p,.cos xq
-

yq-cos xq]

B'(x,q + 1)= B'(x,q) + [y'q , p,
• sin xq-yqsin xq]

und daraus durch Division mit die Periodogramm¬

komponenten selbst, z. B. ergibt sich nach Tabelle 5:

B (x, 1) = B (x, 0) -f [y6 • sin 0° - y0 • sin 0°] = + 21,55

B (x, 2) = B (x, 1) H [y, • sin x» - yx
• sin x°] = 21,55 +

+ [5,09 - 8,23] = + 18,41

B(x, 3)= B(x, 2) (- [y8 • sin (2 x°) -

y2 • sin (2 x0)]-
= 18,41 + [- 5,09 - 5,09] = + 8,23

und daraus

b(x, 1) = —• 21,55 = + 7,18; b(x, 2)=—-18,41 = + 6,13;

bfx,3) = — -8,23 = + 2,74
v '

3

Die Komponenten a (x, q), b (x, q), a' (x, q) und

b (x, q) sind in Tabelle 6 zusammengestellt und in

Abb. 9 a und b graphisch dargestellt worden. In Tabelle

6 sind auch die aus den rechtwinkligen Periodogramm¬
komponenten sich ergebenden Werte für die Beträge
h (x, q) und h' (x, q) des Periodogrammvektors und

dessen Richtungswinkel ip (x, q) und ip' (x, q) einge¬

tragen. Die Bestimmung dieser Werte erfolgte mit Hilfe

einer in Lit. 4 enthaltenen Tafel zur «Verwandlung der

rechtwinkligen Komponenten eines Periodogramm¬
vektors (a, b) in Polarkoordinaten (h, y>)».
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h (x, q) =
y(x,q) =

i>' (". i) =
y'(x,q) -

q a (x, q) b (x, q)
»

a(x, q)
arctg

~

r

b(x,q)

a'(x,q) b' (x, q) a'(x, q)

b'(x,p)
l/a2(*,q)4b2(x,q) [/«'*(*, q) ! b'2(x,q)

0 +4,15 + 7,18 8,3 33g + 5,48 + 0,26 5,5 97»

l +7,32 +7,18 10,2 51 + 2,65 + 0,26 2,7 93

2 +6,70 +6,13 9,1 53 + 4,37 + 3,25 5,5 59

3 +8,67 +2,74 9,1 80 -l 6,34 - 0,13 6,3 101

4 +9,90 [2,74 10,2 83 + 5,56 - 0,13 5,6 101

5 +8,30 0,00 8,3 100 + 5,30 - 0,58 5,3 107

6 +9,88 -2,74 10,2 117g + 5,24 - 0,43 5,2 105g

7 +8,67 -2,74 9,1 119 + 3,36 - 0,43 3,4 108

8 + 6,70 -6,13 9,1 147 1 1,05 - 4,40 4,5 185

9 H-7,32 -7,18 10,2 149 + 0,48 - 3,43 3,5 191

10 +4,15 -7,18 8,3 167 + 0,65 - 3,43 3,5 188

11 +2,56 -9,93 10,2 184 - 1,60 - 7,33 7,5 214

12 + 1,96 -8,88 9,1 186s - 0,71 - 8,88 8,9 205R

13 -1,96 -8,88 9,1 214 + 1,37 - 8,88 9,0 190

14 -2,56 -9,93 10,2 216 - 0,56 -12,23 12,2 203

15 -4,15 -7,18 8,3 233 - 2,49 - 8,91 9,2 217

16 -7,32 -7,18 10,2 251 - 4,99 - 8,91 10,2 233

17 -6,70 -6,13 9,1 253 - 3,54 - 6,42 7,3 232

18 -8,67 -2,74 9,1 281g - 5,69 - 2,74 6,3 271g

19 -9,88 -2,74 10,2 283 -10,88 - 2,74 11,2 284

20 -8,30 0,00 8,3 300 - 8,63 + 1,15 8,7 308

21 -9,90 +2,74 10,2 317 - 9,71 + 3,03 10,2 319

22 -8,67 +2,74 9,1 319 -10,17 + 3,03 10,6 318

23 -6,70 +6,13 9,1 347 -10,38 + 2,68 10,7 316

24 -7,32 +7,18 10,2 349g -11,15 + 4,00 11,9 322s

25 -4,15 +7,18 8,3 367 - 6,98 + 4,00 8,1 333

26 -2,56 +9,93 10,2 384 - 4,39 + 8,48 9,5 370

27 -1,96 +8,88 9,1 386 - 4,13 + 8,01 9,0 370

28 + 1,96 + 8,88 9,1 414 + 0,46 + 8,01 8,0 404

29 +2,56 +9,93 10,2 416 + 4,39 + 14,83 15,4 418

30 +4,15 +7,18 8,3 433s + 6,48 + 11,22 12,9 433s

31 +7,32 +7,18 10,2 451 + 8,65 + 11,22 14,2 442

32 +6,70 +6,13 9,1 453 + 7,21 + 8,74 11,3 444

33 +8,67 +2,74 9,1 481 + 10,00 + 3,89 10,8 476

34 +9,88 +2,74 10,2 483 + 12,55 + 3,89 13,2 481

35 +8,30 0,00 8,3 500 + 9,13 - 2,02 9,3 514

36 +9,90 -2,74 10,2 517s +10,88 - 5,05 11,9 528s

37 +8,67 -2,74 9,1 519 + 11,67 - 5,05 12,6 526

38 +6,70 -6,13 9,1 547 + 9,54 - 8,74 12,7 547

39 +7,32 -7,18 10,2 549 +10,32 -10,07 14,5 549

40 +4,15 -7,18 8,3 567 + 7,15 -10,07 12,4 560

41 +2,56 -9,93 10,2 584 + 5,39 -13,10 14,3 575

42 + 1,96 -8,88 9,1 586s + 4,79 -12,05 12,9 576s

Tabelle (

In Abb. 10 a sind ferner die Komponenten a (x, q)
und b (x, q), some a' (a, q) und b' (x, q) in einem recht¬

winkligen Koordinatennetz dargestellt worden (vgl. ent¬

sprechende theoretische Darstellung der Abb. 6). Wir

haben zum Vergleich auch den Kreis mit dem Radius

eingetragen, welcher gleich dem noch zu berechnenden

theoretischen (fehlerfreien) Betrag h (x) = c • P (x) des

Periodogrammhauptvektors ist.

Wir berechnen nun noch die Streuungen der Werte

a' (x, q), b' (x, q), h' (x, q) und rp' (x, q) :

Wie auf Seite 18, rechts, bereits angegeben wurde, ist

die Streuung der Werte y' um die Werte y:

a = ± 4,93

Daraus ergeben sich nach Gleichungen 42, 43 und 44 fol¬

gende theoretische Streuungen:

ffb = <?h = ± <H /-r = ± 4,93 = + 2,85

;2,85

h(x) 9,36
+ 0,304 = ± 19,4g
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Abb. 9 a. Periodogrammkomponenten a (x, q) und a' (x, q)
des fingierten Beispiels nach Tabelle 1 für

Analysenintervall p' = 6 Jahre

Abb. 9 b. Periodogrammkomponenten b (x, q) und b' (x, q)
des fingierten Beispiels nach Tabelle 1 für

Analysenintervall p' = 6 Jahre

Zur Berechnung der empirischen Streuungen stehen

nach Tabelle 6 folgende 7 Gruppen von je 7 voneinander

unabhängigen Werten zur Verfügung :

90' 96' 9l2> 9l8' 924' 930' 936

9l' 97' 9l3' 9l9' 925' 931' 937

96' 9l2' 9l8» 924' 930' 936' 942

Es wurden die Differenzen A a(q) = a' (x, q) — a(x, q),
A b(q) = b'(x, q) - b(x, q),zl h(q) = h'(x, q) - h(x, q)
und A tp (q) = y)' (x, q) — y) (x, q) gebildet und für jede
Gruppe die Streuung berechnet, z. B. für die Kom¬

ponente a' (x, q) :

ff„i = i /
y

A a? + A a,2+ 6 + A a?+12 + zla?+18 +

+ Aa\+ 2«
+ A af+ 30

+ A a?+ 36

Als Mittelwerte aus allen 7 Gruppen ergaben sich

folgende empirische Streuungen:

cra= ± 3,03; crb= ± 2,73; ffh=
+ 3,28; ov- ± 19,4^

Die Übereinstimmung mit den theoretischen Streu¬

ungen ist in Anbetracht der relativ kleinen Zahl von

Werten, welche zur Verfügung stehen, eine recht gute.
Aus Abb. 9 und 10a erkennt man nun deutlich fol¬

gendes :

x) die große «primäre» Abweichung der Werte a'(x, q),
b' (x, q) und h' (x, q) von den wahren Werten a(x, q),
b (x, q) und h (x, q) infolge des Einflusses der aperio¬
dischen Bestandteile der Beobachtungswerte y'.
Diese «primäre» Abweichung bleibt längere Zeit

gleichsinnig und wenig veränderlich, weil immer je
6 aufeinanderfolgende Werte a' (x, q), b' (x, q) und

h' (x, q) voneinander abhängig sind.

ß) die kleinere «sekundäre» Störung im Verlaufe der

Werte a' (x, q), b' (x, q) und h' (x, q), welche sich

ergibt, weil von Punkt zu Punkt immer ein neuer

Beobachtungswert in die Rechnung eingeht und ein

anderer nicht mehr verwendet wird.

Abb. 10a. Periodogrammkomponenten des fingierten Beispiels Abb. 10b. Periodogrammkomponenten des fingierten Beispiels
nach Tabelle 1 für Analysenintervall p' = 6 Jahre nach Tabelle 1 für Analysenintervall n = 18 Jahre
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y) den Einfluß des Störuiigsvektors, insbesondere gut

aus Abb. 10 a ersichtlich.

à) die aus den graphischen Darstellungen ersichtlichen

Abweichungen stehen in ihrer Größe in Übereinklang
mit der berechneten Streuung («mittlerer Fehler»).

Es wird also dadurch bestätigt, was in den voran¬

gehenden Abschnitten 6 b und c gesagt worden ist, näm¬

lich daß bei so starken Streuungen der Beobachtungs¬

werte, wie sie hier vorliegen und wie sie auch bei den

jährlichen Abflußmengen des Rheins bei Basel vor¬

handen sind (vgl. Seite 18, rechts), lange Analysen¬
intervalle verwendet werden müssen; ferner, daß es

viele Beobachtungswerte braucht, um eine verborgene
Periodizität genau zu erfassen. Kurzfristige Änderungen
im Verhalten der Periodizität während einer Zeitdauer,

welche kürzer ist als etwa die dreifache Wellenlänge

In Abb. IIa und IIb sind die Komponenten ä (x, q),
b (x, q), ä' (x, q) und b' (x, q) in Funktion von q dar¬

gestellt. Aus dem Vergleich mit Abb. 9 ist ohne weiteres

die Verbesserung des Verlaufes der durch aperiodische
Einflüsse gestörten Linien zu sehen, welche infolge der

Wahl eines längeren Analysenintervalles erzielt wurde;

der gesuchten Periodizität, können gar nicht oder doch

nur ungenau erfaßt werden.

b) Analysenintervall n = 18 Jahre

Es wurden nun die Periodogrammkoinponcnten
ä (x, q), b (x, q), ä' (x, q), C (x, q) (rechtwinklige Ko¬

ordinaten) und h (x, q), tp (x, q), h' (x, q), ip' (x, q)
(Polarkoordinaten) für ein Analysenintervall n = 3 • p'
= 18 Jahre nach Gleichung 37 aus jenen für das Intervall

p' = 6 Jahre berechnet und in Tabelle 7 zusammen¬

gestellt. Es ist z. B.

-f „>,
a (x> 7) + * (x, 13) + a (x, 19)

ä ( x, 7 ) — —

v

3

+ 8,67
-

1,96 - 9,90

=
1 ! -L_

= _ 1,06
3

immerhin kann die Abweichung zwischen gestörter
und wahrer Linie zeitweise noch recht lange eine ein¬

seitige bleiben.

Besonders gut ersichtlich ist die infolge Wahl eines

längeren Analysenintervalles erzielte Verbesserung aus

Abb. 10b. Man erkennt nun, wie die Endpunkte des

q a (x, q) b(x,q)
h (x, q) =

|/ä=(x.q)+b»(x,q)

v (x»_q) =

a(x, q) a' (x, q) b' (x, q)
h'(x,q) =

v' (x»_q) =

.
a'(x,q)

arc tg=^
b(x,q)

|/ïï"(x,q) | b"(x,q) arc is~

b'(x,q)

0 + 5,33 -1,48 5,5 117" +3,34 -3,02 4,5 147s

1 +4,68 -1,48 4,9 120 -l 2,46 -3,02 3,9 157

2 +3,62 -3,31 4,9 147 ! 1,62 -4,47 4,8 178

3 +3,95 -3,87 5,5 149 ! 1,44 -4,16 4,4 179

4 \ 2,24 -3,87 4,5 167 t 0,41 -4,16 4,2 194

5 H 1,38 -5,35 5,5 184 10,05 -4,78 4,8 199

6 + 1,06 -4,78 4,9 186" -0,39 -4,02 4,0 206s

7 -1,06 -4,78 4,9 214 -2,05 -4,02 4,5 230

8 -1,38 -5,35 5,5 216 -2,71 -5,16 5,9 231

9 -2,24 -3,87 4,5 233 -3,91 -3,10 5,0 257

10 -3,95 -3,87 5,5 251 -4,84 -3,10 5,7 264

11 -3,62 -3,31 4,9 253 -5,17 -3,69 6,4 261

12 -4,68 -1,48 4,9 280s -5,85 -2,54 6,4 274s

13 -5,33 -1,48 5,5 283 -5,50 -2,54 6,1 272

14 -4,47 0,00 4,5 300 -4,53 -0,87 4,6 288

15 -5,33 1 1,48 5,5 317 -5,44 +0,71 5,4 308

16 -4,68 + 1,48 4,9 320 -4,90 + 0,71 5,0 309

17 -3,62 +3,31
'

4,9 347 -3,18 4 3,70 4,9 355

18 -3,95 +3,87 5,5 349s -3,45 +4,16 5,4 356s

19 -2,24 +3,87 4,5 367 -3,07 +4,16 5,2 360

20 -1,38 + 5,35 5,5 384 -1,94 +6,12 6,4 380

21 -1,06 +4,78 4,9 386 -1,28 +4,98 5,1 384

22 + 1,06 +4,78 4,9 414 +0,95 +4,98 5,1 412

23 + 1,38 +5,35 5,5 416 ^1,05 +5,16 5,3 413

24 +2,24 +3,87 4,5 433s +2,07 +3,39 4,0 435s

25 +3,95 +3,87 5,5 451 +4,45 +3,39 5,6 458

26 +3,62 +3,31 4,9 453 -4,12 +2,83 5,0 462

27 +4,68 + 1,48 4,9 480 +5,40 +0,61 5,4 493

28 +5,33 + 1,48 5,5 483 +6,72 +0,61 6,7 494

29 +4,47 0,00 4,5 500 +6,30 -0,10 6,3 501

30 + 5,33 -1,48 5,5 517s +7,38 -1,96 7,6 516s

Tabelle 7
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Abb. IIa. Periodogrammkomponenten a (x, q) und ï' (x, q) Abb. IIb. Periodogrammkomponenten b (x, q) und b' (x, q)

des fingierten Beispiels nach Tabelle 1, für Analy&enintervall des fingierten Beispiels nach Tabelle 1, für Analysenintervall

n = 18 Jahre n = 18 Jahre

Periodogrammvektors mit den Komponenten ä' (x, q)
und E' (x, q), welche durch die aperiodischen Bestand¬

teile der Beobachtungswerte gestört sind, sich eindeutig
auf einem Kreise anordnen. In Abb. 12 und 13 sind

die Komponenten ip (x, q) und ip' (x, q) sowie h(x, q)
und h' (x, q) als Phasen- bzw. Amplitudendiagramm p,< \

dargestellt. ^ '

c) Berechnung der Konstanten

der Periodizität

a) Auf Grund der Werte y

(ohne aperiodische Bestandteile)

Nach Abb. 12 ergibt sich aus der Ausgleichsgeraden*) :

dq

400«

30

= 13,33s = 12,0°

a - x = a - 60° = 12,0°

Frequenz a = 72° Wellenlänge p = 5,00 Jahre.

30

13,33s •

13,33s
18

sin 120s

120s
0,505 (nach 28)

sin 120R

1208^

Der Wert
. _r.rr

— = 0,505 wurde direkt einer ent¬

sprechenden Tafel von Lit. 4 entnommen.

5,09h(x)
Amplitude c = — = 10,07

P(x) 0,505

Anfangsphase ß: Nach Abb. 12 ist

18

/? = IIIs- 13,33 = -9S
2

(nach 40)

Da hier nach Abb. 10 b der Endpunkt des Periodo- Wir erhalten somit

rrr«,oii:°if4n Etsa s£'s > - "*<-**- 8°i-**»*-'•*>-«•.
Periodogrammvektors von h (x) aus den arithmetischen

Mitteln von ä (x, q) und E (x, q) nicht in Frage, der ß) Auf Grund der Werte y'

Glättungseffekt wäre viel zu groß. Bei einer Reihe von
(inkL aperiodische Bestandteile)

der vorliegenden Länge mit relativ nur noch kleinen Die Lage der Punkte, welche sich bei der Darstellung
Streuungen der Werte H(x, q) ergibt sich h(x) genau der tp' (x, q) in Abb. 12 ergeben, ist zu unregelmäßig,
genug als arithmetischer Mittelwert der h (x, q) : als daß ein nur graphischer Ausgleich nach Augenmaß

O i i 3 » 5 s 7 8 î 10 it n i3 h* 151« i7 ï» i3 20 îi n u n 251; :: a « 30

Abb. 12. Phasendiagramm für fingiertes Beispiel
nach Tabelle 1, Analyscninlcrvall n

— 18 Jahre,

Versuchsfrequcnz x = 60°

h(xq)
'

hwq)
7.0

e.o

5.0

n.o

3.0

2.0

t.O

0

1

htxq) _^-hi(xq) J\(
k-Â-^ -i\h--Â^%^l\-^-ésÂ^J

2S^\| Il J'
h x) = 5,09 h'xl-5,27

q

O 1 1 3 « 5 ( 7 8 9 10 n n 11 m 15 H n is » 20 71 M 71 H 25 H V 7.1 1* 30

Abb. 13. Amplitudendiagramm für fingiertes Beispiel
nach Tabelle 1, Analysenintcrvall n = 18 Jahre,

Versuchsfrequenz x = 60°

*) Infolge der regelmäßigen Luge der Punkte konnlc die Au*glckhsgerdde nach Augenmaß gezogen werden.
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vorgenommen werden könnte. Die Gleichung der Aus¬

gleichsgeraden wurde deshalb nach der Methode der

kleinsten Quadrate ermittelt zu

y>0 = 135,86Ä + 12,34s • q

lVo
= 12,348= 11,11°

dq

Frequenz a = 71,11

Amplitude c:

a-x=a- 60° =11,11°

Wellenlänge p = 5,06 Jahre

30

= 5,27

q=0

sin 12,34s

P'(x)=-

18

12,34s i-
2

0,567

5,27
c= = 9,3

0,567

18

Anfangsphaee ß - 135,86s - 12,34s ^22°

Also y =9,3 sin [71,11° t +22°] = 9,3 sin
2 71

5,06
-t+22°

In Abb. 2 b ist die Sinuswelle, welche dieser Gleichung

entspricht, der wahren Sinuswelle y = 10,00 sin 72° t

graphisch zum Vergleich gegenübergestellt worden. Die

größte vorkommende Phasenverschiebung gegenüber
dem Verlauf der wahren Welle entspricht etwa 0,2

Jahren.

Bei der Ermittlung der Periodizität durch über¬

greifende Mittelbildung (Abschnitt A, 3 b, des II. Teiles)
ist noch eine zufällige Periodizität mit einer Wellenlänge
von rund 12 Jahren, also einer Frequenz von a12 = 30°,

störend in Erscheinung getreten. Bei der soeben durch¬

geführten Periodogrammrechnung wirkte sich diese

zufällige Periodizität jedoch nicht störend aus; denn die

Frequenz <x12 = 30° fällt weit außerhalb der Maximums¬

breite (vgl. Seite 30, rechts) und die durchschnittliche

Amplitude dieser Periodizität ist relativ klein. Der Be¬

trag des Periodogrammvektors der zufälligen Periodi¬

zität p = 12 ist also gegenüber jenem der gesuchten
Periodizität p = 5 sehr klein.

III. Die Trennung benachbarter Periodizitäten

1. Allgemeines

Es ist bereits auf die Aufgabe hingewiesen worden,

benachbarte Periodizitäten, also Periodizitäten, deren

Frequenzen sich nur wenig voneinander unterscheiden,

zu trennen. Wir werden diese Aufgabe bei unseren

konkreten Untersuchungen über die Abflußmengen des

Rheins mehrmals zu lösen haben; sie ist deshalb für

uns von großer Wichtigkeit.
Eine Beobachtungsfunktion setze sich aus mehreren

persistenten Periodizitäten, welche als reine Sinus¬

wellen gegeben seien, nach folgender Formel zusammen:

f(t) = f,(t) + f2(t) + • • + fn(t) = Cl sin [«, t + /?,] +

+ c2 sin [a2t + ß2] + • • • + cn sin [ant + ßn]

Entsprechend Gleichung 23 erhalten wir mit einem Ana¬

lysenintervall n und einer Versuchsfrequenz x = —
•

/j,

(fi = ganze Zahl) für die Komponenten des Periodo-

gramms :

2 f 2 r

t(x) = I fj(t)cosxt dt H I f2(t)cosxt dt

0 0

n

2 f

-i f — I fn(t)cosxt dt

0

n n

2 f 2 f
b(x)= I fj(t)sinxt dt H j f2(t)sinxtd

o o

- I fn(t)sin xt d+ +

Die Periodogrammkomponenten der Funktion f (t)
setzen sich somit aus den Periodogrammkomponenten
der n Teilwellen zusammen. Sollen also die Periodo¬

grammkomponenten einer der verschiedenen Periodizi¬

täten berechnet werden, so tritt eine Störung der Be¬

rechnung durch das Hinzutreten der Periodogramm¬

komponenten der andern Periodizitäten ein. In vielen

Fällen wird es aber möglich sein, durch eine geeignete
Wahl des Analysenintervalls die Störung klein zu halten.

Kann nämlich das Analysenintervall so gewählt
werden, daß die Perioden der Teilwellen harmonische

Perioden von n sind, also

[<*i - x]
2:r 2n

»-!, [a2 - xj = v2,
n n

r i
2n

ist, wobei vv v2,
• • • vn ganze positive oder negative

Zahlen bedeuten, so werden nach den Ausführungen auf

Seite 28, rechts, und 31, links, die Periodogrammkompo¬
nenten derjenigen Teilwellen zu Null, für welche v von
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Null verschieden ist. Nur für diejenige Teilwelle, für wel¬

che v gleich Null, also a = x ist, erhalten wir einen Perio-

dogrammvektor ty (x), welcher dann gleich dem Haupt¬
vektor p (x) und gleich der Amplitude c ist. Liegt also

eine Beobachtungsfunktion vor, von welcher wir, z. B.

auf Grund einer Spektraluntersuchung, wissen, daß sie

mehrere Periodizitäten enthält, und wollen wir diese

Periodizitäten durch Phasendiagramme näher unter¬

suchen, so wird man, wenn möglich, wie folgt vorgehen:
Es wird eine Periodizität nach der andern einzeln

untersucht und der Einfluß der übrigen Periodizitäten

auf den Periodogrammvektor möglichst unterdrückt.

Zu diesem Zwecke wird z. B. zur Untersuchung der

Periodizität f1 (t) gewählt :

a) die Versuchsfrequenz x möglichst genau gleich der

Frequenz ax der zu isolierenden Periodizität fj (t).

b) das Analysenintervall als ein ganzes Vielfaches der

Versuchsperiode p' =

,
also n = •

q (q = ganze

Zahl).

c) das Analysenintervall gleichzeitig möglichst als ein

ganzes Vielfaches der Wellenlängen der übrigen, für

die Berechnung von fj (t) zu unterdrückenden Perio-

dizitäten f; (t), also z. B. n = • £ (f = ganze Zahl).
<Xi

Es ist dann ai = — • £, und damit wird [ai - x] = — •

n n

2jr

[C ~ {?]» also ein ganzes Vielfaches von ; die Beträge
n

von P (x, a;), sowie Q (x, ai) werden zu Null und damit

die Einflüsse der Periodizitäten fi (t) auf den Periodo¬

grammvektor der Funktion ft (t) ausgeschaltet.
Je genauer die obigen Bedingungen a) bis c) erfüllt

werden können, um so schärfer wird die zu isolierende

Periodizität erfaßt und um so mehr werden die übrigen
Periodizitäten unterdrückt. Je kleiner der Unterschied

zwischen den Frequenzen der zu unterdrückenden

Periodizitäten und der Frequenz der zu isolierenden

Periodizität ist, um so schärfer muß die Bedingung c)
erfüllt werden und umgekehrt. Wenn daher die Periodizi¬

täten sehr eng benachbart sind und sich die Bedingung c)
nur unvollkommen erfüllen läßt, so muß zu einem andern

Verfahren geschritten werden, um die Periodizitäten

voneinander zu isolieren. Der einfachste Fall liegt vor,

wenn zwei Teilperiodizitäten vorhanden sind.

2. Trennung von zwei benachbarten Periodizitäten

a) Einleitende Ausführungen
' Es sei eine Beobachtungsfunktion gegeben, welche

sich aus zwei Periodizitäten mit den Wellenlängen

Pi = —und p2 — in folgenderForm zusammensetzt:

«1 «2

f (*) = fi (*) + f2 (t) = cj sin [at t + ßt] + c2 sin [a2 + ß2]

Für diese Funktion sollen mit der Versuchsfrequenz
In

x =

—,-
die Periodogrammkomponenten berechnet wer¬

den, wobei nicht nach dem im vorangehenden Abschnitt

dargelegten Verfahren vorgegangen werden könne; das

Analysenintervall könne also nicht so gewählt werden,

daß pj und p2 gleichzeitig harmonische Perioden des¬

selben sind.

Sind ol1 und a2 genügend stark voneinander verschieden,

so werden sich die Periodizitäten gegenseitig nur wenig

stören, wenn für eine derselben die Periodogramm¬

komponenten berechnet werden. Wird zur Berechnung

von fx (t) die Versuchsfrequenz x gleich x1 gewählt oder

doch so, daß sie im Bereiche des Hauptmaximums des

Hauptvektors Pj (x) von fj (t) liegt (vgl. Seite 30), so

wird der Hauptvektor p2 (x) von f2 (t) gegenüber px (x)
klein sein, wenn nicht gerade die Amplitude c2 viel größer
ist als Cj. Je kleiner p2 (x) im Vergleich zu p1 (x) ist, um

so kleiner ist also die von p2 (x) herrührende Störung des

Verhaltens von px (x). Wir haben also dann drei Stö¬

rungen von p1 (x), nämlich den Störungsvektor <\1 (x)
von fj (t), sowie den Hauptvektor p 2 (x) und den Stö¬

rungsvektor q2 (x) von f2 (t).
Wir untersuchen diese Verhältnisse weiter anhand

des Bildes, welches das «Spektrum» bietet, und folgen
dabei den Ausführungen von Stumpff in Lit. 3 :

Wird der Periodogrammvektor von f (t) für ein Ana¬

lysenintervall n in Form eines Spektrums als Funktion

einer variablenVersuchsfrequenz x (Abszisse) dargestellt,
so wird dieses Spektrum bei x = x1 und x = a2 zwei

deutlich getrennte Maxima aufweisen. Dies wird mit

aller Deutlichkeit auch noch der Fall sein, wenn der

Abstand zwischen x = ax und x = a2 noch eine volle

4 TZ

Maximumsbreite, also—
, beträgt ; denn dann liegt in

n

der Mitte zwischen den Abszissen a.1 und a2 des Spek¬
trums eine Nullstelle der beiden Hauptvektoren. Das

Periodogramm wird also an dieser Stelle nur durch die

kleinen Anteile der Störungsvektoren gebildet. Das

Spektrum zeigt also zwischen den beiden Maxima bei

x = ax und x = a2 einen sehr tiefen Einschnitt. Wird

aber der Unterschied zwischen den beiden Frequenzen

a.x und a2 immer kleiner, so nimmt der Anteil der beiden

Hauptvektoren an der Bildung der Ordinaten zwischen

den Maxima bei x = aj und x = a2 immer mehr zu,

und die beiden Maxima fließen immer mehr ineinander.

Die «Trennbarkeit» benachbarter Perioden hängt
somit ganz wesentlich von der Länge des Analysen-

4 71

intervalls n ab, welches für die Maximumsbreite —
n

bestimmend ist. Handelt es sich also um benachbarte,

persistente Periodizitäten, so können letztere durch Ver¬

wendung eines genügend langen Analysenintervalles
getrennt werden. Die Periodizitäten im Abflußvorgang
des Rheins bei Basel sind jedoch nur quasipersistent;
das Analysenintervall kann somit nicht beliebig lang

gewählt werden, und es mußte ein anderes in Lit. I, 3,

angegebenes Verfahren verwendet werden. Im folgenden
Abschnitt sollen die Gleichungen, welche diesem Ver¬

fahren zugrunde liegen, so ausführlich als dies zum

Verständnis der Anwendung nötig ist, abgeleitet werden.

b) Ableitung der Gleichungen

Es werde angenommen, daß sich die Amplituden cx

und c2 nicht allzusehr voneinander unterscheiden und

ax von a2 wenig verschieden sei. Ist Cj die größere Ampli¬
tude, so wird die größte Ordinate des Spektrums die

ungefähre Lage von ax angeben, womit auch die un¬

gefähre Wellenlänge der Periodizität fx (t) gegeben ist.

Nun werde nach dem Verfahren der Phasendiagramme
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ein Analysenintervall von der Länge n stetig durch die

ganze Beobachtungsfunktion f (t) hindurchbewegt, und

es werde der Periodogrammvektor ty (x, q) als Funktion

des variablen Intervallanfanges q graphisch in einem

rechtwinkligen Koordinatensystem dargestellt. Dabei

wird sich bei einem genügend langen Intervall n der

Periodogrammvektor *J> (x, q) zur Hauptsache aus den

beiden Hauptvektoren px (x, q) und p2 (x, q) zusammen¬

setzen, während die beiden Störungsvektoren qx (x, q)
und q2 (x, q) lediglich eine kleine kurzperiodische epi-
zykloidische Schwankung des Periodogrammvektors
hervorrufen (vgl. Seite 36). Diese epizyklische Schwan-

kung'soll vernachlässigt werden. Die Wegkurve des End¬

punktes des Periodogrammvektors *}) (x, q) von f (t) wird
somit zur Hauptsache durch folgende Bewegungen er¬

zeugt werden (vgl. Abb. 6 und 14) :

1. Der Endpunkt des Hauptvektors p1 (x, q) bewegt
sich um den Nullpunkt des Koordinatensystems auf

einem Kreise mit dem Radius | 0X | = c±
• | Pj (x) I und

der Winkelgeschwindigkeit a1 — x.

2. Der Endpunkt des Hauptvektors px (x, q) wird

seinerseits durch den Endpunkt des Hauptvektors
p2 (x> q) auf einem Kreise mit dem Radius I 02 |
= c2

• | P2 (x) | und der Winkelgeschwindigkeit a2
— x

uniwandert.

Es ergibt sich also wiederum eine epizyklische Be¬

wegung, wie sie beim Zusammenwirken von Haupt¬
vektor und Störungsvektor entsteht (vgl. Seite 36). Wäh¬
rend aber die Bewegung im Epizykel infolge des Stö¬

rungsvektors vernachlässigt, d. h. ausgeglichen werden

darf, ist dies hier nicht mehr der Fall, falls | 0% | größen¬
ordnungsmäßig nicht viel kleiner ist als | 011.

Abb. 14. Veranschaulichimg des Zusammenhanges zwischen

den Hauptvektorcn zweier benachbarter Periodizitäten

Die Trennung der beiden Periodizitäten erfolgt mit

Hilfe des Phasendiagratnms gemeinsam mit dem «Intensi¬

tätsdiagramm», an dessen Stelle in der Praxis in der

Regel das Amplitudendiagramm treten kann.

Als «Intensitätsdiagramm» wird die graphische Dar¬

stellung des Quadrates des Betrages des Periodogramm¬
vektors von f (t) als Funktion des variablen Intervallan¬

fanges q bezeichnet. Bezeichnet man den Betrag des

Periodogrammvektors mit h (x, q), so berechnen sich

also die Ordinaten des Intensitätsdiagrammes aus:

h2 (x, q) = a2 (x, q) + b2 (x, q)

Nach Gleichung 33 ist, unter Vernachlässigung der

Störungsglieder, mit:

01=C1-P1(x)=C1.

<Z>2-c2-P2(x)=c2.

a2(x, q) = j 01 sin

+ 0, sin

sin [Kl - x] ?

[Ki - x] y

sin[oj-x]-J

l>2-x]
2

Oi-x)(2 + q)+^

(45)

b"(x, q) = ! Ö>i cos

0, cos

(>2-x)(--+q)-l-/?2

(cq-x^+q

(a2-x)(--+q)+i32

(

woraus sich leicht ableiten läßt:

h2(x,q) = 01 + 01 + 2 0, 0%-

cos [Kl - a2] • — + ß1 - ß2 + [<*! - a2] • q (46)

h2 (x, q) schwankt somit um den Mittelwert 0\ + 02
sinusförmig mit der Amplitude 2 • 01 02 und der

Frequenz a.x - a2. Eine entsprechende Schwankung mit

der Frequenz [oq — a2] zeigt natürlich auch das Ampli¬
tudendiagramm, also die Darstellung von h (x, q) als

Funktion von q, nur ist der Verlauf keine reine Sinus¬

linie. Nach Abb. 14 ist

«P,=

<P,=

h (x, q) max. + h (x, q) min.

h(x, q) max. — h(x, q) min.
(47)

Die Wellenlänge der Schwankung des Intcnsitäls-

und des Amplitudendiagramms ist

2 TT

IV (48)

Die Ordinaten des Phasendiagrammes berechnen sich

nach Gleichung 35 aus:

•y» (x, q) = arc tg
b(x,q)

Aus Abb. 14 ist ersichtlich, daß der Richtungswinkel
y(x, q) des Periodogrammvektors '$ (x, q) während des

Vorganges der Epizykclbewegung um den Richtungs¬
winkel y>1 des Hauptvektors Pj (x, q) schwankt. Diese

50



Schwankung erfolgt mit der gleichen Frequenz, also

mit x1 -

a2, mit welcher der Betrag des Periodogramm-
vektors schwankt. Der Richtungswinkel rp (x, q) setzt

sich also aus dem linear zunehmenden Richtungswinkel
yjj und einem periodisch um Null schwankenden Zusatz¬

winkel e zusammen. Die Amplitude der Schwankung von
£ ist um so kleiner, je kleiner &2 im Verhältnis zu &1 ist.

Es läßt sich zeigen (Lit. 3), daß die Schwankung nicht

genau sinusförmig ist, sondern um so mehr von der Sinus¬

form abweicht, je größer &2 im Verhältnis zu <Z>j wird.

Die Berechnung der beiden Periodizitäten fj (t) und

f2 (t) erfolgt in zwei Schritten:

Wenn man festgestellt hat, daß der Endpunkt des

Periodogrammvektors *)> (x, q) eine Epizykloide be¬

schreibt, so bestimmt man zunächst durch lineare Aus¬

gleichung des Phasendiagramms die Frequenz ol1 der

Hauptperiode. Aus den periodischen Schwankungen
des Phasendiagramms und des Amplitudendiagramms,
welche nach obigem von gleicher Wellenlänge sein

müssen, erhält man sodann diese Wellenlänge ps. Mit

ps und (Xj ergibt sich weiter nach Gleichung 48 auch die

Frequenz a2. Aus dem Amplitudendiagramm ergeben
sich sodann mit Hilfe der Gleichungen 45 und 47 auch die

Amplituden cx und c2. Aus dem Phasendiagramm wer¬

den auch die Anfangsphasen abgeleitet, und zwar auf

Grund der in Abb. 6 und 14 veranschaulichten Zu¬

sammenhänge. Wie diese Ableitung im einzelnen durch¬

zuführen ist, werden wir bei den konkreten Berechnun¬

gen für die Abflußmengen des Rheins sehen.

3. Periodizität mit periodisch veränderlicher Amplitude

Bei unsern Untersuchungen über die Periodizitäten

im Abflußvorgang des Rheins wird auch der Fall von

Bedeutung sein, daß eine Periodizität in Form einer

Sinuswelle vorliegt, deren Amplitude sich periodisch,
und zwar ebenfalls nach dem Sinusgesetz, ändert, wes¬

halb wir diesen Fall hier noch besonders untersuchen.

Eine solche Periodizität habe also die Form:

f(t) = c sin [y t + ô] sin [a t + ß] (49)

Diese Form kann nach den Sätzen über die Summen

und Differenzen gleichnamiger Funktionen zweierWinkel

übergeführt werden in:

f(t). (a + y) t + ß + ô

(x-y)t + ß-o

(50)

Eine Sinusschwingung mit der Frequenz a, deren

Amplitude sich nach dem Sinusgesetz mit einer Frequenz
y ändert, setzt sich also zusammen aus zwei einfachen

Sinusschwingungen, deren Frequenzen symmetrisch zur

Frequenz oc liegen. Es liegt somit der Fall zweier Teil¬

schwingungen vor, welcher nach den in den voran¬

gehenden Abschnitten dargelegten Regeln zu behan-

den ist.

Liegt eine Beobachtungsfunktion f (t) von mehr als

zwei Teilschwingungen vor, deren Konstanten zu be¬

stimmen sind, so kann eine solche Aufgabe in Analogie
zu jener, welche sich bei zwei Teilschwingungen stellte,
dadurch gelöst werden, daß die Wegkurve des End¬

punktes des Periodogrammvektors von f(t) als eine

Kombination so vieler Kreisbewegungen dargestellt
wird, als Teilschwingungen vorhanden sind.

IV. Der Summationsvektorenzug

1. Allgemeines und Ableitung der Beziehungen

Das Phasendiagramm wurde erhalten, indem — bei

festgewählten Werten für die Versuchsfrequenz x und

für das Analysenintervall — der Anfangspunkt q des

Analysenintervalls durch die Beobachtungsreihe ver¬

schoben worden ist. Es kann nun auch, außer der

Versuchsfrequenz x, der Anfangspunkt q des Analysen-'
Intervalls festgehalten -werden und dafür die Länge des

Analysenintcrvalles variiert werden. Man geht dabei

wie folgt vor:

Es sei eine Bcobachtungsrcihc gegeben durch ihre

äquidistanten Werte :

yo> yi> y2> » y-* y.N-i

Bildet man die (N - l)-fachen Periodogrammkompo-
nenten für den ganzen Bereich 0 bis N - 1, also nach

Gleichung 29 die Produktensummen

N-l N-l

j'j-cosxi und } y.-s-inxi

i = U

/ i

i jü

so kann der (N-l)-fache Periodogrammvektor als Resul¬

tante aus N Einzelvektoren aufgefaßt werden, deren

Komponenten sind

y; • cos x l und y; • sin x l

Diese Einzelvektoren haben also nacheinander als Länge
die Beträge der Beobachtungswerte y0, y1;

• • •

y;,
und als Richtungswinkel die trigonometrischen Argu¬
mente der Versuchswelle. Bei konkreten Aufgaben
würde die Aufzeichnung so zahlreicher Einzelvektoren

zu weit führen; es werden deshalb mehrere Einzcl-

vektoren zu Teilsummen zusammengefaßt. Als zweck¬

mäßig erweist es sich, die Einzelvektoren zusammen¬

zufassen, welche in den aufeinanderfolgenden Versuchs¬

perioden

[0, •

-, p'-l], [P\ -, 2 p'-l], [2 P', -, 3 p'-l], • • •

enthalten sind, wobei p'
2 71

ist. Es werden also die,

nach Seite 37 bereits für das Phasendiagramm benütz¬

ten, voneinander unabhängigen Komponenten ver¬

wendet :
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q+p'-l

a (x, q) = > y; • cos x i

i = q

iip'-i

b(x, q) = / y;-sinxi
P' f-J

l-=q

q = 0, p', 2p',

Diese Komponenten werden entsprechend den Ana¬

lysenintervallen p', 2 p', 3 p', • • • • zu folgenden fort¬
schreitendenSummenEa (x, q)und27b (x, q) zusammen¬

gezählt :

y a(x,q)„. = a(x,0)-:-a(x,p') !-a(x,2p')
s* • p'

E

+ + a (x, o* p') = N a (x, q)
q = 0

b(x, q)ß. = b (x, 0) + b (x, p') + b (x, 2 p') +

o't'

+ •••• +b(x, g*p')= > b(x,q)
q = 0

wobei q* = 0, 1, 2, 3, • • • • und q = 0, p', 2 p', • • • •

Es entstehen so die Komponenten einer Folge von

Vektoren, welche man als Summationsvektoren bezeich¬

net. Die Zusammensetzung dieser Summationsvektoren

aus ihren Teilvektoren kann graphisch sehr anschaulich

dargestellt werden, indem die aufeinanderfolgenden
Teilvektoren zu einem Summationsvektorenzug anein¬

andergereiht werden (vgl. Abb. 15 und 16). Diese Teil¬

vektoren haben

den Betrag h (x, q) = y a2 (x, q) + b" (x, q) und

\
a (x' l)

den Richtungswinkel ip(x, q) = arc tg
b(x,q)

Die Knickpunkte des Summationsvektorenzuges ent¬

sprechen den Anfangs- und Endpunkten der aufeinander¬

folgenden Teilvektoren und den Endpunkten der aus

den Teilvektoren zusammengesetzten Summations¬

vektoren.

Liegt insbesondere eine reine Sinusfunktion vor, so

haben die Hauptvektoren p (x, q) der aufeinanderfolgen¬
den Analysenintervalle

den Richtungswinkel [a — x] + q + ß

sin [a — x] -—
den konstanten Betrag c P(x) = c •

:— und

[a-x]

die Komponenten c P (x) • sin [a — x] f+q + ß

c P (x) • cos [a — x]

Zur Abkürzung setzen wir [a-x] • = %

Die Folge der Richtungswinkel für q = 0, p', 2 p', • • • •

ist damit

[a-x].* +ß = Xrß; [a-x]- *-+/? = 3*1-/5;

-,
5P'

Ù

Die aufeinanderfolgenden Hauptvektoren p (x, q)
werden nun gemäß Abb. 15 graphisch zu einem Sum¬

mationsvektorenzug zusammengereiht. Zu diesem

Zwecke werden nach obigen Ausführungen am besten

die fortschreitenden Summen der Komponenten auf¬

getragen, nämlich:

+ ß und

e*-p' (

y c P (x) s,in J [a - x]
q = 0 \

t

P
,

2
""

s*-p' 1

y cP(x)-cos [a — x]
q = 0 \

\H +ß

q*= 0, 1, 2, 3, ••• • und q
= 0, p', 2 p', • • •

Die Richtungsänderung der aufeinanderfolgenden
Hauptvektoren ist immer die gleiche, nämlich gleich
2 % = [a_x] ' p'. Die Knickpunkte des Summations¬

vektorenzuges, welcher auf diese Weise aus den Haupt¬
vektoren unter Vernachlässigung der Störungsvektoren
gebildet wird, liegen somit auf einem Kreise. Dieser

Kreis liegt tangential zu der Geraden, die mit der

Abszissenaxe den Winkel ß (Phasenkonstante) ein¬

schließt. Der Radius des Kreises ergibt sich aus den in

Abb. 15 eingetragenen Winkelbeziehungen zu

(51)

R
cP(x)

_

csin[K-x]
2

_
_

c_

2sinZ 2[a-x]p'sin[a-x]p' [«-x]p'

Ic-FU,sin[[,»-»H$'-lhS]

~|c^-«frxf*«ii*a]----viwsri"^:
ZcB*e«[(.-»)l{»ql.S]

Abb. 15. Zusammensetzung der Hauptvektoren p (x, q)
der Analysenintervalle q = 0, p', 2 p',

zu einem Summationsvektorenzug
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Der Mittelpunkt des Kreises entspricht dem Endpunkt
eines Vektors vom Betrage R und dem Richtungswinkel

2
ß

Die Störungsvektoren reihen sich ebenfalls zu einem

Vektorenzug zusammen, dessen Knickpunkte auch auf

einem Kreise liegen. Dieser Kreis ist aber im Vergleich zu

jenem, welcher dem Hauptvektorenzug entspricht, sehr

klein, und er wird mit großer Geschwindigkeit umlaufen.

Die Störungsvektoren werden also lediglich zur Folge
haben, daß die Lage der Knickpunkte des Haupt¬

vektorenzuges ein wenig gestört erscheinen und nicht

genau auf dem Kreise mit dem Radius R liegen, sondern

um die Kreislinie herumpendeln. Größere Störungen
werden die aperiodischen Bestandteile der Beobach¬

tungswerte zur Folge haben. Aber bei Vorhandensein

einer verborgenen sinusförmigen Periodizität wird doch

für a <=&• x ein Summationsvektorenzug entstehen,

welcher angenähert gesetzmäßig nach einer Kreislinie

verläuft. Je größer a.-x ist, um so stärker gekrümmt ist

die Kreislinie und um so kleiner ist der Radius R. Ist

dagegen a genau gleich x, so streckt sich die Kreislinie

zu einer Geraden, welche mit der Abszissenaxe den

Winkel ß einschließt.

Ist dagegen die Beobachtungsfunktion gänzlich un¬

periodisch, besteht sie z. B. aus Werten von der Art einer

Folge zufälliger Fehler, so ergibt sich kein gesetzmäßiger
Verlauf des Summationsvektorenzuges. Jeder Teil¬

vektor ändert seine Richtung unabhängig von den

andern Teilvektoren und willkürlich, so daß eine gesetz¬

lose Zickzacklinie entsteht, welche als ((Irrlauf» bezeich¬

net wird.

2. Beispiel

In Abb. 16 sind die Summationsvektorenzüge für das

Beispiel nach Tabelle 1 dargestellt, welches wir im Ab¬

schnitt über das Phasendiagramm behandelt haben,

und zwar ist einmal der Vektorenzug für die ungestörten

Beobachtungswerte y und dann ist auch jener für die

Beobachtungswerte y' aufgetragen, welche mit aperiodi¬
schen Bestandteilen behaftet sind. Aus den mit dem

Analysenintervall p' = 6 berechneten Komponenten
a (x, q), b (x, q) und a' (x, q), b' (x, q) für q

= 0, 6, 12,
• • • 42, welche in Tabelle 6 enthalten sind, wurden die

in Tabelle 8 zusammengestellten Summen S a (x, q),,.,
27 b (x, q);,., 27 a' (x, q)„. und 27b' (x, q)g. gebildet. Die

graphische Auftragung dieser Summen ergibt die Knick-

punkte der Summationsvektorenzüge.

1 a (x, q) Z,a(x,q)0. b(x,q) i7b(x, q)e. a'(x,q) £a'(r,q)e. b'(x,q) Eb'(x,q)e.

0 +4,15 + 4,15 +7,18 +7,18 + 5,48 + 5,48 + 0,26 + 0,26

6 +9,88 + 14,03 -2,74 A 4,44 + 5,24 + 10,72 - 0,43 - 0,17

12 + 1,96 + 15,99 -8,88 —4,44 - 0,71 + 10,01 - 8,88 - 9,05

18 -8,67 + 7,32 -2,74 -7,18 - 5,69 + 4,32 - 2,74 -11,79

24 -7,32 0,00 +7,18 0,00 -11,15 - 6,83 + 4,00 - 7,79

30 ^4,15 + 4,15 +7,18 + 7,18 + 6,48 - 0,35 + 11,22 + 3,43

36 +9,88 + 14,03 -2,74 +4,44 + 10,88 + 10,53 - 5,05 - 1,62

42 + 1,96 + 15,99 -8,88 -4,44 + 4,79 + 15,32 -12,05 -13,67

Tabelle 8

Berechnung der Komponenten der Summationsvektoren für das fingierte Beispiel nach Tabelle 1

Xa'(x,qls' ; Ib'(x,ql?"
Beobachhjngswerte y mit aperwdisdien Bestandteilen

taixjq),'
£a'lx,q)£

Ia|x,q)s* ; Ib(x,q)?-
Beobachhjngswerte y, reine Sinuswelle

Ib|x,q),-
Ib'|x,qlf

Abb. 16. Summationsvektorenzug für das fingierte

Beispiel nach Tabelle 1

Summationsvektorenzug für die Beobachtungswerte y,

welche nach Gleichung 4 einer reinen Sinuswelle ent¬

sprechen :

Nach Seite 47 ist <x-x = 13,33g. Somit ergibt sich für

den theoretischenWert des Radius R des Kreises, aufwel¬

chem die Knickpunkte des Hauptvektorenzuges liegen:

R
10,00

7,95

[a-x]p' 13,33g-6

Aus Abb. 16 ersieht man, daß die Eckpunkte infolge
des Einflusses der Störungsvektoren, wie erwartet, nicht

genau aufder Kreislinie liegen, sondern um diese herum¬

pendeln. Da nach Gleichung (4) ß = 0 ist, so berührt der

Kreis die Abszissenaxe, und sein Mittelpunkt hegt auf der

Ordinatenaxe. Die Seitenlängen des Summationsvek¬

torenzuges sind gleich den Werten h (x, 0), h (x, 6), h (x,
12)--- der Tabelle 6.

Summationsvektorenzug für die Beobachtungswerte y'
mit aperiodischen Bestandteilen:

Nach Seite 48 hatten wir erhalten: Amplitude c = 9,3;

a-x = 12,34*. Der Radius des Hauptvektorenzuges ist

somit

53



9 3
R' = =7,99

12,34« • 6

Aus Abb. 16 ersieht man, wie die Knickpunkte infolge
des Einflusses der Störungsvektoren und vor allem der

aperiodischen Bestandteile der Beobachtungswerte
stark streuen. Immerhin ist ein gesetzmäßiger, kreis¬

förmiger Verlauf des Summationsvektorenzuges un¬

verkennbar. Die Lage des Mittelpunktes des Kreises ist

aber auch verschoben infolge der aperiodischen Einflüsse.

Nicht nur aperiodische Bestandteile derBeobachtungs-
werte können das Bild des Summationsvektorenzuges
stark verzerren, sondern auch konstante und säkular

ivachsende oder abnehmende Bestandteile der Beobach¬

tungswerte, sowie langwellige Periodizitäten. Solche

Bestandteile sollten daher vor Bildung der Summations-

vektoren ausgeschaltet werden. Dies ist jedoch nur mög¬

lich, wenn diese Bestandteile selbst genügend genau

bekannt sind. Vor der ersten Periodogrammanalyse des

Abflußvorganges des Rheins bei Basel haben wir aber

die säkulare Welle und die langperiodischen Wellen,
welche wir dann gefunden haben, noch zu wenig genau

gekannt, um sie eliminieren zu können. Die Durch¬

musterung des Materials mit Hilfe des Spektrums lieferte

1. Die Expektanz

Wir haben bereits im ersten Teil auf Seite 13 darauf

hingewiesen, daß Periodizitäten durch das Spiel eines

merkwürdigen Zufalles entstehen können und daß die

Wahrscheinlichkeitstheorie die Mittel in die Hand gibt,
um a priori zu berechnen, wie groß die Wahrscheinlich¬

keit für das Zustandekommen einer Periodizität durch

Zufall ist. Bei der Behandlung des in Tabelle 1 zu¬

sammengestellten Beispieles sind wir bereits auf eine

durch Zufall entstandene Periodizität gestoßen und

haben uns über dieselbe auf Seite 19 geäußert.
Ferner haben wir am Schlüsse des ersten Teiles auf

Seite 15 und im Abschnitt über «Unsymmetrische Ver¬

teilungskurven» auf Seite 22 erwähnt, daß bei der

wahrscheinlichkeitstheoretischen Überprüfung der Reali¬

tät einer Periodizität berücksichtigt werden muß:

a) eine Erhaltungstendenz der Beobachtungswerte, aus

welchen die Periodizität ermittelt worden ist, und

b) eine unsymmetrische Verteilung der Häufigkeit dieser

Beobachtungswerte in bezug auf ihre Größe.

Wir haben aber beigefügt, daß bei unseren Unter¬

suchungen der mehrjährigen Periodizitäten der Abfluß¬

mengen des Rheins eine solche Berücksichtigung nicht

nötig sein wird, indem die verwendeten Beobachtungs¬
werte weder eine Erhaltungstendenz noch eine unsym¬

metrische Verteilung aufweisen. Wir können deshalb

unsere nachfolgenden, auf Lit. 3 sich stützenden Dar¬

legungen auf den Fall beschränken, daß sich die Beobach¬

tungswerte oder gegebenenfalls deren Abweichungen von

ihrem arithmetischen Mittel wie eine Folge zufälliger, von¬

einander unabhängiger Fehler verhalten und sich infolge¬
dessen nach dem Gauß,schen Fehlergesetz verteilen.

dazu noch zu wenig sichere Unterlagen. Die Phasen¬

diagramme und Summationsvektorenzüge, die wir bei

der ersten Analyse erhalten, werden deshalb noch be¬

sonders stark verzerrt sein, und die Periodizitäten kön¬

nen zuerst nur mit geringer Genauigkeit ermittelt

werden, immerhin so genau, daß dann diejenigen Perio¬

dizitäten ausgeschaltet werden können, welche die Be¬

stimmung einer bestimmten Welle durch einen zweiten

Rechnungsgang stören könnten. Die zweite Analyse,
verbunden mit einer weitgehenden Ausschaltung stören¬

der Einflüsse, wird dann genauere Resultate für die

einzelnen Periodizitäten liefern.

Es können nicht ausgeschaltet werden die aperio¬
dischen Bestandteile der Beobachtungswerte; ferner

werden auch die kleinen, bei der Ausschaltung zurück¬

gebliebenen Reste anderer Periodizitäten die zweite

Berechnung einer bestimmten Periodizität noch störend

beeinflussen. Insbesondere werden solche Einflüsse sich

bei den Summationsvektorenzügen auswirken, da sie

durch die Summierung vergrößert werden. Diese Stö¬

rungen werden aber in bezug auf den Verlauf der Vek¬

torenzüge kurzperiodischer Art sein, da für sie a-x groß
ist, während die gesuchte Periode, deren Frequenz a von

der Versuchsfrequenz x wenig verschieden ist, den lang¬
periodischen Charakter des Vektorenzuges prägen wird.

Einerseits können die Glieder der Reihe von äquidistan-
ten Beobachtungswerten (Abflußmengen), die wir un¬

seren Berechnungen zugrunde legen werden und welche

nacheinander in einer bestimmten zeitlichen Reihenfolge
infolge eines Naturvorganges entstanden sind, als Indi¬

viduen eines Kollektivs angesehen werden, wie dies z. B.

bei der Aufstellung von Verteilungskurven getan wird

(vgl. Seite 21). Bei einer solchen Verwandlung in ein Kol¬

lektiv werden die Beobachtungswerte aus ihrem natur¬

bedingten, zeitlichen Zusammenhang herausgelöst.
Anderseits kann man aber die Individuen eines

statistischen Kollektivs, für welche die Reihenfolge be¬

langlos ist, willkürlich oder nach bestimmten Vorschrif¬

ten numerieren, in der Reihenfolge der Nummern ord¬

nen und so eine Folge herstellen, welche sich äußerlich

von einer natürlichen Beobachtungsreihe nicht unter¬

scheidet.

Im allgemeinen wird die Verwandlung einer natür¬

lichen Beobachtungsreihe in ein Kollektiv mit der

Zerstörung wichtiger Eigenschaften, z. B. von Periodizi¬

täten, verbunden sein, der umgekehrte Prozeß der Ver¬

wandlung eines Kollektivs in eine Folge dagegen mit

dem Aufbau fiktiver Eigenschaften, welche die Indi¬

viduen als Kollektiv von Natur aus gar nicht besitzen.

Nur dann werden diese beiden Verwandlungen die ge¬

nannten Konsequenzen nicht haben, wenn es sich um

eine Folge oder ein Kollektiv von Werten handelt, die

von der Art zufälliger, voneinander unabhängiger
Fehler sind. Solche Fehler bilden wohl eine Folge, da

sie zu bestimmten Zeiten in einer bestimmten Reihen¬

folge festgestellt worden sind; trotzdem ist ihre Reihen¬

folge, da ihre Entstehung eine zufällige ist, ohne Belang.
Sie dürfen also beliebig umnumeriert und auf diesem

Wege in jeder möglichen Reihenfolge angeordnet wer-

E. Die benützten wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchungsmethoden
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den, wobei allerdings die Umnumprierung (Permu-
Lation) eine zufällige sein muß.

Bei der Durchführung aller dieser Permutationen

können auch Reihenfolgen entstehen, welche einen

systematischen Gang der Fehlerfolge zeigen, z. B. solche,
in welchen eine Periodizität im Auftreten negativer
und positiver Werte vorhanden ist. Jemand, der nicht

wüßte, wie eine solche Folge entstanden ist, wäre

geneigt, sie als einen systematischen periodischen Vor¬

gang zu betrachten. In Wirklichkeit handelt es sich aber

um das zu Beginn dieses Abschnittes erwähnte Spiel
eines eigenartigen Zufalles und nicht um einen natur¬

gesetzlichen Vorgang. Die Wahrscheinlichkeit, daß ein

solcher Zufall eintrifft, ist allerdings eine sehr kleine.

Wenn also eine Periodizität gefunden wird aus einer

Reihe von Beobachtungswerten, von ivelchen vorerst, bis

zur Feststellung des Gegenteils angenommen werden darf,
daß sie den Charakter zufälliger Fehler besitzen, so muß

geprüft werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine

Amplitude von der Größenordnung erwartet werden

darf, wie sie die gefundene Periodizität aufweist. Die

Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Amplituden be¬

stimmter Größe ist dabei gegeben durch das Verhältnis

der Zahl aller Fälle, welche für das Entstehen solcher

Amplituden günstig sind, zu der Gesamtzahl aller mög¬
lichen Fälle, in welchen Amplituden überhaupt ent¬

stehen. Wie groß diese Wahrscheinlichkeit ist, soll nun

für den Fall einer Reihe von n äquidistanten Beobach¬

tungswerten angegeben werden. Deren Abweichungen
von ihrem arithmetischen Mittel seien:

/q, /j, A2, *i' ''n-1

wobei, nach der gemachten Voraussetzung, gemäß
Gleichungen 7 und 8 sei:

HA)=—=•
a \I2 n

Aus jeder, unter Berücksichtigung des Verteilungs¬
gesetzes (p (X) möglichen Kombination der Werte A, seien

nun nach den Gleichungen 24 berechnet worden die/«-ten
Fourierkoeffizienten :

a„= ^jAj-COSX^i
i= 0

2.T

n

b»%I>
(Versuchswelle = Fourierwelle

des Analysenintervalles)

und die Fourieramplitude:

K = \/al + K
Es muß nun berechnet werden, wie groß die Wahr¬

scheinlichkeit ist, daß dieseFourierampbtude numerische
Werte von einer bestimmten Größe annimmt, d. h. es

ist also das Verteilungsgesetz für h,, aufzustellen.

Diese Berechnung, welche von Stumpff in Lit. I, 3

durchgeführt ist, ergibt das folgende, über das Gebiet

(0, + ->o) gültige Verteilungsgesetz:

?*(»»,) =

Mit wachsender Amplitude h/; nimmt nach diesem

Gesetz die Häufigkeit r/;* (h,,) zunächst bis zu einem

Maximum zu und dann asymptotisch gegen Null ab.

Ferner ist aus dem Gesetz ersichtlich, daß die Verteilung
der Fourieramplituden nach ihrer Größe von der Ver¬

suchsfrequenz x,„ also von der Ordnung ji unabhängig
ist. Es kann also im folgenden der Index fi weggelassen
werden.

Der quadratische Mittelwert aller möglichen Ampli¬
tuden h wird als Expektanz E bezeichnet. Die Expektanz
ergibt sich nach obiger Gleichung für q>* (h)

oo

s | h2 (f* (h) d h

2(7

7n (52)

Ferner ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich eine

Fourieramplitude h ergibt, welche größer als eine be¬

stimmte Zahl S ist, gleich

, ë n h-

I <p*(h) dh-=e_T^

Benützt man als Maßstab für die Zahl S die Expek¬
tanz E, wird also gesetzt S = s • E, so ergibt sich als

Wahrscheinlichkeit für das Überschreiten der s-fachen

Expektanz

(53)

Die Gleichungen 52 und 53 sind erstmals von A. Schuster

abgeleitet worden.

wB ist also eine Funktion von s allein. Die Wahr¬

scheinlichkeit, die Expektanz E um das 3-fache, bzw.

4-fache zu übertreffen, ist 0,000 123, bzw. 0,000 000 1,
also bereits sehr klein (vgl. entsprechende Tabellen in

Lit. 3 und 4). Wird also in einem konkreten Falle eine

Fourieramplitude gefunden, welche 3- bis 4-fach so groß
ist wie die Expektanz, so ist man berechtigt, dieses

Ergebnis mit großer Wahrscheinlichkeit nicht als ein

Zufallsprodukt zu betrachten (vgl. die Ausführungen auf

Seite 22, rechts, über die in der Vermessungskunde üb¬

liche Konvention betreffend den «maximalen Fehler»).

2. Die Punktwolke

Im vorhergehenden Abschnitt wurden aus jeder Kom¬
bination der Werte A0, Xv A2, • • • Ai, • • A„_i, welche

auf Grund des idealen Verteilungsnetzes der A-Werte

möglich ist, die Fourierkoeffizienten

n-l

2 v^i

a = — > A| • cos x i
n Z_J

i= 0

n-l

2 V^
b = —

y A; • sin x i
n L.A

i= 0

berechnet und dann das Verteilungsgesetz für die

Fourieramplitude angegeben. Es interessiert nun auch
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die Verteilung der Punkte (a, b) in der Koordinaten¬

ebene mit der Abszissenaxe b und der Ordinatenaxe a.

Das Gesetz für diese Verteilung lautet (vgl. Lit. 3) :

n [a* + bs]

4 s a

Dies ist die Gleichung einer glockenförmigen Rotations¬

fläche (vgl. Abb. 17 a).

*
_

-n(a'.t')

fla-M-ifer-rw-

Abb. 17a. Verteilung der Fourierkoeffizienten a und b

Abb. 171). Verteilung von M = 80 Fourierkoeffizienten (a, b)
auf Grund des Verteilungsgesetzes

n — -

'—-

w* (a, b) = ;
• e 4(7»

r 4 ?r tr2

Haben wir eine endliche Zahl von Wertepaaren (a, b)
aus M verschiedenen Kombinationen der n Werte be¬

rechnet und tragen die durch die zusammengehörigen
Werte a und b definierten Punkte gemäß Abb. 17b in

eine Koordinatenebene ein, so ergibt sich eine Menge
von M Punkten, deren Dichte gemäß dem Verteilungs¬

gesetz Ç9* (a, b) in der Nähe des Verteilungsmaximums,
also des Koordinatennullpunktes, am größten ist und

mit wachsender Entfernung vom Koordinatenanfang
abnimmt.

Eine solche Zusammenstellung von (a, b)-Punkten ist

von J. Bartels als « Punktwolke» bezeichnet worden.

Wir haben uns bisher vorgestellt, daß die M Punkte

entstanden seien, indem man aus den n Beobachtungs¬
werten A0, Aj, • • • A„_i durch Umordnung der Einzel¬

werte M verschiedene Kombinationen gebildet und aus

jeder dieser Kombinationen die Werte a und b berechnet

habe. Wir können uns nun auch vorstellen, daß diese

M Kombinationen der Beobachtungswerte A sukzessive

aneinandergereiht werden, wodurch eine Reihe von M • n

Beobachtungswerten entsteht. Die M Wertepaare a und

b kann man sich also auch so entstanden denken, daß

diese Beobachtungsreihe in M Intervalle zu je n Be¬

obachtungswerten A unterteilt wird und für jedes Inter¬

vall die Fourierkoeffizienten a und b berechnet werden.

Entsteht also eine Punktwolke auf diese Weise durch

die Analyse von M Intervallen zu je n Werten A von der

Art zufälliger Fehler, so wird sie sich radial-symmetrisch
um den Nullpunkt des Koordinatensystems anordnen.

Die mittlere Entfernung oder der mittlere «Radius»

dieser Punktwolke ist gleich dem quadratischen Mittel¬

wert der Amplituden, ist also nach Gleichung 52 gleich
der Expektanz

2a

\/n

Nach den Ausführungen auf Seite 55, rechts, ergibt
sich ferner, daß zufällige Punkte der Wolke außerhalb

eines Kreises, dessen Radius gleich dem 3-fachen, bzw.

4-fachen Expektanzwert ist, sehr selten, bzw. so gut wie

gar nicht vorkommen, wie dies auch in Abb. 17b zum

Ausdruck kommt.

Aus der Gleichung für die Expektanz ergibt sich

ferner, daß der mittlere Radius (es kann auch ein durch¬

schnittlicher oder wahrscheinlicher eingeführt werden)
1

der Punktwolke mit wachsendem n wie ,— abnimmt.

V n

Wird also die Anzahl der zur Berechnung jedes Wert¬

paares (a, b) benutzten Werte A durch Hinzufügung
weiterer zufälliger Glieder fortlaufend erhöht, so

schrumpft die Punktwolke immer mehr um den Koor¬

dinatennullpunkt zusammen. Entsteht bei diesem Vor¬

gang ein Schrumpfungszentrum, welches außerhalb des

Koordinatennullpunktes liegt, so ist dies das sicherste

Zeichen dafür, daß die statistischen Eigenschaften der

Punktmenge von den vorausgesetzten wesentlich ver¬

schieden sind.

Ein solches Schrumpfungszentrum außerhalb des

Koordinatenanfanges wird in folgendem Falle ent¬

stehen: Es liege eine sehr lange Reihe von Beobachtungs¬
werten vor, von denen man vorerst annehmen muß, daß

sie den Charakter zufälliger Fehler haben. Die Beobach¬

tungsreihe enthalte jedoch eine, unter großen aperiodi¬
schen Bestandteilen verborgene Periodizität in Gestalt

einer reinen Sinuswelle mit einer Periode p (vgl. fingiertes
Beispiel der Tabelle 1). Es werde nun die Beobachtungs¬
reihe in Analysenintervalle von der Länge n = q

•

p

(q = ganze Zahl) zerlegt und für jedes dieser Intervalle

mit der Versuchswelle x = — • p =— analysiert (Be-
n p

rechnung der Welle Q-tei Ordnung). Die entstehenden

Periodogrammvektoren setzen sich dann aus einem

konstanten Vektor, welcher vom periodischen Bestand¬

teil der Beobachtungswerte herrührt, und einem zu¬

fälligen Vektor, der dem obigen Verteilungsgesetz für

die Periodogrammkomponenten unterworfen ist, zu¬

sammen. Trägt man also die berechneten Periodogramm¬
komponenten (a, b) in ein ebenes, rechtwinkliges Koordi¬

natensystem ein, so wird eine Punktwolke von normalen

Verteilungseigenschaften entstehen, deren Schwerpunkt
(Schrumpfungszentrum) jedoch nicht mehr mit dem

Koordinatennullpunkt zusammenfällt, sondern mit dem

Endpunkt des konstanten Vektors. Die Polarkoordinaten

dieses Schrumpfungszentrums liefern direkt Amplitude
und Phase der verborgenen, persistenten Periodizität

mit der Wellenlänge p.

Die Beobachtungsreihe sei so lang, daß aus ihr

M Intervalle von der Länge n =

q
•

p gebildet werden

können, sie umfasse also insgesamt M • n = M •

g
•

p
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Beobachtungswerte. Die Punktwolke wird also aus

M Punkten bestehen, deren Mittelpunkt (Schrumpfungs¬
zentrum) bestimmt werde. DieKoordinaten des Schrump¬
fungszentrums sind:

M M

ä=—y
3i

î»=—y b;
M Z-J M Lj

i = î i = î

und die Fourieramplitude ist:

h=Vä2 + b2

Dieses Resultat würde man auch erhalten, wenn der

gesamte Bereich von M •

q
•

p Beobachtungswerten als

einziges Analysenintervall nach der Fourierwelle von der

Ordnung M-g analysiert würde; denn es ist

2tt 2n 2n
X = Q = =— M-Q

n
u

p M •

q -p

Die Expektanz für die ganze Beobachtungsreihe, mit

der Streuung (mittlerer Fehler) a ist :

2(T
E=-=

\/Mn

Nehmen wir als Kriterium an, daß die Realität einer

Periode gegeben sei, wenn deren Fourieramplitude
größer als der dreifache Betrag der Expektanz ist, so

wird also die verborgene Periodizität als reell betrachtet

werden können, wenn das Schrumpfungszentrum der

Punktwolke außerhalb eines Kreises liegt, welcher mit

dem Radius

60-

v/Mn

um den Nullpunkt des Koordinatensystems gezogen
wird.
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III. TEIL

Berechnung der mehrjährigen Periodizitäten der Abflußmengen

des Rheins bei Basel

A. Hydrographische Unterlagen

1. Die Bestimmung «1er Abflußmcngeii

a) Allgemeines über das Einzugsgebiet

Die hydrographische Unterlage für unsere Unter¬

suchungen bilden die Abflußmengen des Rheins durch

das Pegelprofil bei der Schifflände in Basel. Die Abfluß¬

verhältnisse des Rheins an dieser Stelle sind vom Eidg.
Amt für Wasserwirtschaft gründlich untersucht und

abgeklärt worden. Diese verdienstvolle Arbeit wurde

unter der Leitung des damaligen Sektionschefs für

Hydrographie, Ing. C. Ghezzi, durchgeführt und als

Mitteilung Nr. 19 des Amtes für Wasserwirtschaft ver¬

öffentlicht (Lit. 39). Eine kurze Darstellung des Eidg.
Amtes für Wasserwirtschaft über die Hydrographie des

Rheins bei Basel findet sich in Nr. 4/5 der Rhein¬

quellen, 1939. Bis zum Einstau des Pegels Schifflände

durch das Kraftwerk Kembs wurden die Abflußmengen
in Basel selbst gemessen. Seither ist die offizielle Pegel-
und Wassermeßstation bei Rheinfelden; die Ergebnisse
von Rheinfelden konnten aber, wie noch erwähnt wird,

einwandfrei auf Basel umgerechnet werden.

Das Einzugsgebiet des Rheins beim Pegel Schifflände

beträgt 35 929 km2. Der schweizerische Anteil an diesem

Einzugsgebiet macht rund zwei Drittel der Gesamtfläche

der Schweiz aus. Gletscher- und Firnoberflächen beanspru¬
chen 663 km2, also 1,8% des Gesamteinzugsgebietes.
Die Seen im Einzugsgebiete nehmen eine Fläche von

1239 km2 ein, ihr Anteil beträgt somit 3,4%. Ihre aus¬

gleichende Wirkung im Laufe eines Jahres ist von großer

Bedeutung. Auf die mehrjährigen Schwankungen des

Abflusses haben jedoch die Seen keinen beachtenswerten

Einfluß. Die gesamte durchschnittliche jährliche Wasser¬

fracht des Rheins beläuft sich nämlich auf rund 32 400

Millionen m3, was bei der genannten gesamten Seeober¬

fläche einer jährlichen Seespiegelschwankung von rund

26 m entsprechen würde. Die vorkommenden Differen¬

zen zwischen den Seespiegeln zu Beginn und nach Ablauf

eines Jahres im Betrage von einigen Dezimetern sind

gegenüber diesem Betrage von 26 m verschwindend klein.

Daraus ist ohne weiteres erkennbar, daß auch dieWasser¬

menge, welche durch die Wirkung der Seen von einem

Jahr zum andern verschoben werden kann, verschwin¬

dend klein ist gegenüber dem Gesamtabfluß.

b) Beobachtung der Wasserstände und Messung der

Abflußmengen

Der Pegel bei der Schifflände besteht seit dem 12, März

1808. Seit diesem Tage liegen regelmäßige Pegelbeobach¬

tungen vor. Im Dezember 1868 wurde der Pegel durch

einen Limnigraphen ergänzt. Vor 1868 wurde der Pegel
zuerst nur einmal und dann dreimal täglich abgelesen.
Dies würde zu einer genaueren Bestimmung der täg¬
lichen mittleren Abflußmengen nicht genügen; denn

einmal haftet natürlich schon der Pegelablesung ein

zufälliger Ablesefehler an, und dann kann durch eine

einzige Ablesung die Tagesschwankung nicht genau

genug erfaßt werden. Bei der Berechnung der mittleren

jährlichen Abflußmenge tritt aber bei der Mittelbildung
ein Ausgleich ein, und das Jahresmittel wird genau genug

erhalten. Es wurde dies anhand eines beliebig aus¬

gewählten Jahres überprüft, von welchem Limni-

graphenaufzeichnungen und nebst denselben noch täg¬
liche Pegelablesungen (einmal pro Tag) vorliegen. Das

aus den täglichen Pegelablesungen berechnete Jahres¬

mittel weicht um rund l°/00 vom Werte ab, der sich aus

den Limnigraphenaufzeichnungen ergab. Die Monats¬

mittel, welche sich auf Grund der täglichen Pegel¬

ablesungen ergaben, weichen im Durchschnitt rund 1%
und im Maximum rund 4% von denjenigen ab, die aus

den Limnigraphenaufzeichnungen ermittelt wurden.

Der Nullpunkt des Pegels Schifflände liegt auf der

Kote 243,91 (neuer schweizerischer Horizont R. P.N.

373,60 m).
Die erste Wassermessung des Rheins bei Basel fand

im Jahre 1867 statt. Nachher folgten in Zeitabständen

von mehreren Jahren weitere Messungen, und seit 1914

bis 1932 (Einstau durch das Kraftwerk Kembs) regel¬

mäßig jedes Jahr mehrmalige Messungen. Seit dem

Einstau des Pegels durch das Kraftwerk Kembs werden

die Messungen beim Pegel und Limnigraphen Rhein¬

felden durchgeführt. Neuerdings werden wiederum auch

Abflußmengenbestimmungen in Basel vorgenommen.

Wegen des Einstaues durch das Kraftwerk Kembs

genügt aber dazu eine Limnigraphenstation nicht mehr,

sondern es müssen zwei Limnigraphenstationen benützt

werden; denn die Beziehung zwischen Wasserstand und

Abflußmenge kann wegen der wechselnden Stauhöhe

nicht mehr durch eine Abflußmengenkurve dargestellt
werden, es muß vielmehr eine Kurvenschar mit dem

Gefälle als Parameter verwendet werden. Die Ergebnisse
dieser neuesten Messungen in Basel sind in vorliegender
Arbeit nicht verwendet worden, weil noch zu wenig

Erfahrungen über die Genauigkeit dieser Messungen

vorliegen und die Station bei Rheinfelden weiter¬

betrieben worden ist.

Da die Sohle des Rheins bei Basel einer beträchtlichen

und fortwährenden Vertiefung unterworfen war, so
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besteht keine Beziehung zwischen Pegelstaml und Ab¬

flußmenge (Abflußmengenkurve), welche für die ganze

Beobachtungsdauer seit 1808 einheitlich gültig wäre.

Diese Beziehung war vielmehr ständigen Änderungen
unterworfen. Seitdem regelmäßige Wassermessungen
vorliegen, konnte sie fortwährend, entsprechend der

eingetretenen Vertiefung neu aufgestellt werden. Für die

früheren Jahre mußte zur Bestimmung der Abfluß¬

mengen die Pegelstation Säckingen zu Hilfe genommen
werden.

Die Pegelstation Säckingen befindet sich rund 37 km

rheinaufwärts der Schifflände und hat ein Einzugsgebiet
von 34 298 km2. Pegelbeobachtungen bei Säckingen
liegen seit dem Jahre 1819 vor. Der Pegel steht in einem

geschlossenen, beiderseits hochwasserfrei begrenzten
Profil 15 m oberhalb der Brückenaxe. Die Sohle besteht

dort zum größten Teil aus Buntsandstein; ca. 150 m

unterhalb der Brücke liegt mitten im Rhein eine be¬

wachsene Kiesbank mit altem Baumbestand, was

darauf hindeutet, daß sie nur geringfügige Änderungen
im Laufe der Zeit erfahren haben dürfte. Bei Wallbach,
rund 5 km unterhalb des Pegels Säckingen, fließt der

Rhein durch einen Felsriegel, und auf der ganzen Strecke

zwischen Wallbach bis rund 100 m oberhalb des Pegels
Säckingen finden sich Vorkommen von anstehendem

Fels (Buntsandstein und Rotliegendes). Wegen dieser

auf einer längern Strecke vorhandenen felsigen Be¬

schaffenheit der Sohle ist in Säckingen nur mit kleinen

Änderungen der Beziehung zwischen Pegelstand und

Abflußmenge zu rechnen. Aus einem Vergleich der

Pegelbeobachtungen in Basel mit denjenigen in Säckin¬

gen konnte somit ermittelt werden, in welcher Weise

sich die Wasserstände in Basel infolge der dortigen
SohlenVertiefung in Funktion der Zeit gesenkt haben.

Es wurden die Senkungen bezogen auf den Zustand

Juni 1910 berechnet. Diese Senkungen sind also gleich
den Korrekturen, welche an den vor 1910 gemachten
Pegelbeobachtungen in Basel anzubringen sind, um aus

diesen mit Hilfe der von 1910 bis 1916 gültigen Abfluß¬

mengenkurve die Abflußmengen zu berechnen. Dabei

wurden auch die Ergebnisse der Wassermessungen be¬

rücksichtigt, welche seit 1867 in Basel durchgeführt
worden sind, indem für die Zeitabschnitte, in denen

diese Wassermessungen stattfanden, der vertikale Ab¬

stand zwischen der betreffenden Abflußmengenkurve
(1867, 1889, 1896, 1908) und der Abflußmengenkurve
1910 bis 1916 gleich der Senkung, bzw. Korrektur der

Pegelstände ist.

Die sich aus dem Vergleich der Pegelstände Basel mit

jenen in Säckingen ergebenden Korrekturen und jene,
welche auf Grund der Wassermessungen erhalten wur¬

den, stimmen für die Zeit vor 1896 gut miteinander

überein. Für die Jahre 1896 bis 1910 ergaben sich klei¬

nere Differenzen, welche zeigen, daß in diesem Zeit¬

abschnitt die Beziehung zwischen Pegelstand und Ab¬

flußmenge auch in Säckingen kleinere Veränderungen
erfahren haben muß (lokale Änderungen derjenigen Tie¬

fen des Flußbettes, welche aus Kies bestehen). Es wurden

daher für diesen Zeitabschnitt nur die auf Grund der

Wassermessungen erhaltenen Korrekturen verwendet.

Wir haben nun geprüft, ob die Berechnung der Ab¬

flußmengen unter Verwendung der Pegelbeobachtungen
in Säckingen hätte Anlaß zu Fehlern geben können,
welche auf Periodizitäten im Abflußvorgang von Einfluß

wären. Dies ist nicht der Fall, nur bei der gefundenen

säkularen Schwankung könnte ein solcher Einfluß

möglich sein. Ein positiver Anhaltspunkt über deren

Beeinflussung wurde jedoch nicht festgestellt. Sollte

aber Säckingen größere Änderungen des Pegelprofils
erlitten haben, als man anzunehmen berechtigt ist, so

wäre dies von Einfluß nur auf die festgestellte Amplitude
der säkularen Schwankung, dagegen für die Voraussage
des Abflußcharakters auf Grund der gefundenen Periodi¬

zitäten ohne Bedeutung.
Seit dem Einstau des Pegels Schifflände durch das

Kraftwerk Kembs werden, wie bereits erwähnt, die

Abflußmengen des Rheins bei Rheinfelden, 18,5 km

rheinaufwärts von der Schifflände, bestimmt (Einzugs¬
gebiet bei Rheinfelden: 34 550 km2). Mit Hilfe einer vom

Verfasser aufgestellten Formel des Amtes für Wasser¬

wirtschaft kann jedoch die Abflußmenge des Rheins

bei der Schifflände Basel genügend genau aus jener bei

Rheinfelden berechnet werden, und zwar unter Berück¬

sichtigung des Zwischeneinzugsgebietes. Das gesamte

Zwischeneinzugsgebiet umfaßt 1379 km2, wovon 1172

km2 durch die Wassermeßstationen bei Liestal (Ergolz)
und Münchenstein (Birs) direkt erfaßt werden, so daß

eine rechnerische Ermittlung auf Grund des spezifischen
Abflusses (aus demjenigen der Birs und Ergolz berechnet)
nur noch für 207 km2 nötig ist.

2. Berechnung der mittleren jährlichen Abflußmenge

Von 1808 bis 1868 wurde der Pegel Schifflände, wie

bereits gesagt, zuerst nur einmal, dann dreimal täglich
beobachtet. Ferner fehlen für diesen Zeitabschnitt

direkte Wassermessungen vollständig. Es wurde infolge¬
dessen darauf verzichtet, für diesen Zeitabschnitt die

Tagesmittel der Abflußmengen zu berechnen, und es

hatte keinen Sinn, zur Berechnung der Monats- und

Jahresmittel der Abflußmengen ein übertrieben ge¬

naues Verfahren anzuwenden. Die Monatsmittel der

Abflußmengen wurden deshalb aus den mittleren monat¬

lichen Pegelständen berechnet. Die auf diese Weise

berechneten Monatsmittel und die daraus abgeleiteten
Jahresmittel der Abflußmengen fallen systematisch zu

klein aus. Aus einer in Lit. 39 angestellten Unter¬

suchung geht hervor, daß die Differenz im Durchschnitt

nur etwa 0,7% des Jahresmittels beträgt. Diese Diffe¬

renz ist für die Ermittlung der Periodizitäten ohne

Belang. Ihre Berücksichtigung kann auch in bezug auf

die säkulare Schwankung unterbleiben, da deren Ampli¬
tude wegen der Fehler, welche infolge der oben erwähn¬

ten Korrektur der Pegelstände möglich sind, ohnehin

nur angenähert bestimmt werden kann.

Seit 1. Januar 1869 wurde für jeden Tag die mittlere

Abflußmenge bestimmt und daraus das Monats- und

Jahresmittel berechnet. Die Jahresmittel sind für die

Jahre 1808 bis 1944 auf Tafel I, oben, tabellarisch und

auf Tafel XIX graphisch zusammengestellt.

3. Berechnung der mittleren vierteljährlichen Abfluß¬

mengen unter Ausschaltung der jährlichen Periode

a) Allgemeines
Wir werden eine Periodizität finden, deren Wellen¬

länge, welche sich von Zeit zu Zeit ändert, Werte
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zwischen rund 4—5,5 Jahren annehmenkann. DerVerlauf

der Welle innerhalb eines Jahres darf infolgedessen für

genauere Berechnungen nicht mehr als geradlinig an¬

genommen werden, wie dies bei längern Wellen statthaft

ist. Bei der Berechnung der mittleren jährlichen Abfluß¬

menge wird somit nicht nur, wie erwünscht, die jähr¬
liche Periode (Jahresgang) ausgeschaltet (vgl. Seite 16),
sondern es werden auch in wesentlicher Weise Eigen¬
schaften der oben genannten rund 4—5,5-jährigen Perio¬

dizität beeinflußt. Für eine möglichst genaue Bestim¬

mung dieser Periodizität ergeben also die mittleren

jährlichen Abflußmengen eine zu wenig dichte Beobach¬

tungsreihe. Wir mußten deshalb eine Beobachtungsreihe
mit einer engeren Ordinatenfolge benützen und sind

auf die Verwendung von mittleren vierteljährlichen Ab¬

flußmengen übergegangen.
Die sehr ausgeprägte jährliche Periode muß aber vorher

bestimmt und die vierteljährlichen Abflußmengen
müssen von ihr befreit werden.

Vor der Bestimmung der jährlichen Periode hatten

wir uns Rechenschaft darüber zu geben, ob diese im

Verlaufe der Jahre selbst systematische Veränderungen
erlitten haben könnte, welche für unsere Untersuchun¬

gen von nennenswerter Bedeutung wären.

Die wasserwirtschaftlichen Veränderungen infolge des

Rückhaltes von Wasser in Speicherbecken erfolgen nach

einer jährlichen Ganglinie periodischer Art, welche eine

Phasenverschiebung von rund 180° gegenüber der

großen natürlichen Jahresschwankung aufweist. Die

durch den Rückhalt von Wasser in Speicherbecken
erzeugte Periodizität ist aber inbezug aufihre Amplitude
im Vergleichzu derjenigen der großennatürlichenJahres¬

periode sehr klein; der Einfluß wird bei der Periodo-

grammanalyse unter Verwendung von vierteljährlichen
Abflußmengen praktisch vollständig abgeblendet.
Es ist weiter die Frage abzuklären, ob die große natür¬

liche Jahresperiode etwa systematischen zeitlichen Ver¬

änderungen natürlicher Art unterworfen sei. Es werden

somit mehrere Zeitabschnitte zu untersuchen und mit¬

einander zu vergleichen sein.

b) Bezeichnungen und Definitionen

MQj Jahresmittel = mittlere jährliche Abfluß¬

menge eines Einzeljahres j.

MMQ Durchschnittliches Jahresmittel = durch¬

schnittliche jährliche Abflußmenge einer

Reihe von Jahren.

mOi, Monatsmittel = mittlere monatliche Abfluß¬

menge eines bestimmten Monates i im Einzel¬

jahr j.

mmQi Durchschnittliches Monatsmittel = durch¬

schnittliche monatliche Abflußmenge eines

bestimmten Monats i, berechnet als Durch¬

schnitt für eine Reihe von Jahren.

mQ* Mittlere vierteljährliche Abflußmenge oder

Vierteljahresmittel = mittlere Abflußmenge
während eines Vierteljahres r im Einzeljahr j.

mmQ* Durchschnittliche, vierteljährliche Abfluß¬

menge einer Jahresreihe oder durchschnitt¬

liches Vierteljahresmittel = durchschnittliche

Abflußmenge während eines Vierteljahres r,

berechnet als Durchschnitt der Einzelwerte

einer Reihe von Jahren.

'ilqi.j Von der jährlichen Abflußperiode befreites

Monatsmittel.

mq*j Von der jährlichen Abflußperiode befreites

Vierteljahresmittel.

A mm Qi Schwankung der Monatsmittel m Q;, j infolge
der jährlichen Abflußperiode.

A mmQ* Schwankung der Viertelj ahresmittel m Qr'j in¬

folge der jährlichen Abflußperiode.

c) Ausschaltung der jährlichen Periode

bei Monatsmitteln

12

i= 1

Im Einzeljahre j schwanken die m Q;j um den Wert

MQj wie folgt:

/1mQiij=mQiij-MQ]

Für eine Reihe von n Jahren ergibt sich die durch¬

schnittliche Schwankung des Monatsmittels mmQi um

das Jahresmittel MMQ, welche als Schwankung infolge
der jährlichen Periode zu betrachten ist, zu

/1 mmQ; = mmQ;-MMQ (54)

Dabei ist:

12

—

\ /1mmQi-0
12 Z-l

i= 1

Das von der Schwankung infolge der jährlichen
Periode befreite Monatsmittel in einem einzelnen Jahre j

ergibt sich somit zu

mq; j
= mQ; j

- A mmQ;= mQ; j
- [mmQ;- MMQ]

dabei ist:

12 12 1Z

—
\ raq,,= — \ mQ. .

\ zlmrnQj-MQ,

12 Lj
m

12 L-l °
12 LJ

'

Es ist:

d) Ausschaltung der jährlichen Periode

bei Vierteljahresmitteln

mQ*j =

mQ*,i =

mQi,j + mQ2>j + mQ3j

mQ4?j + mQ5ij + mQ6ij

usf.

Im Einzeljahr j schwanken die mQ*j um den Wert

MQ; wie folgt:

/1 m QV = !!!<£,-MQj
Für eine Reihe von n Jahren ergibt sich die durch¬

schnittliche Schwankung des Vierteljahresmittel mmQJ
um das Jahresmittel, welche als Schwankung infolge der

jährlichen Periode zu betrachten ist zu

A mmQ* = mmQ* - MMQ (55)
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Das von der Schwankung infolge der jährlichen
Periode befreite Vierteljahresmittel in einem einzelnen

Jahre j ergibt sich somit zu: ,-,.

mq*, = mQ,*r A mmQ* = mQr*r [mmQ* - MMQ]

e) Ermittlung der Schwankung der Monats- und

Vierteljahresmittel infolge der jährlichen Periode

Nach Gleichung 54 wurde die durchschnittliche

Schwankung A m mQ in den verschiedenen Monaten für

folgende Zeitabschnitte berechnet und miteinander ver¬

glichen :

1808-1925; 1808-1944; 1869-1925; 1901-1925;
1901-1944 und 1925-1944.

Es wurden keine systematischen Änderungen fest¬

gestellt. Für den Zeitabschnitt 1925-1944 hätte im Ver¬

gleich zu den andern Zeitabschnitten die größte Än¬

derung infolge wasserwirtschaftlicher Maßnahme er¬

wartet werden können. Der Vergleich der Zeitabschnitte

Aus den durchschnittlichen Monatsmitteln mmQ; wur¬

den dann die durchschnittlichen Vierteljahresmittel
mmQÎ berechnet und ebenfalls in Abb. 18 eingetra-

Vierteljahr A mmQ*

m'y sec

1. Viertelj ahr -330

(Jan., Febr., März)

2. Vierteljahr + 224

(April, Mai, Juni)

3. Viertelj ahr +307

(Juli, Aug., Sept.)

4. Viertelj ahr -201

(Okt., Nov., Dez.)

Tabelle 9

Schwankungen der Vierteljahresmittel infolge der jährlichen

Abflußperiode

1925-1944 und 1901-1925 mit dem Zeitabschnitt 1808

bis 1925 ergibt jedoch zwischen den Zeitabschnitten

1808-1925 und 1925-1944 eine bessere Übereinstim¬

mung als zwischen jenen von 1808-1925 und 1901-1925.

Es hat sich ergeben, daß es in erster Linie nötig ist,
alle vorhandenen Beobachtungen zu verwenden, um die

jährliche Periode bestmöglichst zu erhalten. Natürliche

oder künstliche zeitliche Änderungen dieser Periode,
welche für unsere Untersuchungen von Bedeutung
sein könnten, ließen sich nicht erkennen. Wir betrachten

deshalb im folgenden die durchschnittliche Jahresgang¬
linie für den Zeitabschnitt 1808-1944 als Normalform

der großen natürlichen Jahresperiode, welche wir aus¬

zuschalten haben. In Abb. 18 sind die durchschnitt¬

lichen Monatsmittel m m Qj für den Zeitabschnitt

1808-1944 aufgetragen und durch eine Linie ausgegli¬
chen worden. Diese Linie zeigt den Verlauf der durch¬

schnittlichen Jahresganglinie. (Da wir sie nur mit Hilfe

von Monatsmitteln konstruiert haben, so gibt sie

kleinere Schwankungen des Verlaufes innerhalb der

einzelnen Monate nicht wieder.)

gen. Der Unterschied dieser Werte gegenüber dem durch¬

schnittlichen Jahresmittel stellt dann gemäß Gleichung
55 die Schwankung /l mmQ* der Vierteljahresmittel
infolge der jährlichen Abflußperiode dar. Die Werte

zlmmQ* für die verschiedenen Vierteljahre sind in

Tabelle 9 zusammengestellt.
Um also die einjährige Periode auszuschalten, müssen

wir nach Gleichung 56 die effektiv festgestellten Viertel¬

jahresmittel (vgl. Kolonne 2 von Tafel IV) im ersten Vier¬

teljahr um 330 m3/sec und im vierten Vierteljahre um
201 m3/sec vergrößern, dagegen im zweiten Vierteljahr
um 224 m3/sec und im dritten Vierteljahre um 307 m3/sec
verkleinern. Die auf diese Weise berechneten Werte

mq*j sind für die Jahre 1888 bis 1944 in Kolonne 3

der Tafel IV aufgeführt und auf Tafel XX graphisch
dargestellt. Die Berechnung derWerte m q*j war gemäß
den Ausführungen auf Seite 60 (Abschnitt III A, 3, a)
nötig für die Berechnung der rund 4—5,5-jährigen Perio¬

dizität p5 (vgl. auch Seiten 63, rechts, und 93, links).

m/sec

1600

moo

1200

1000

800

600

too

200

Jan. Feb. März April Mai Juni Juli Rug. Seph Okl. Nov. Dez.

Abb. 18. Durchschnittliche Jahresganglinie, durchschnittliche Monatsmittel mmQi, durchschnittliche

Vierteljahresmittel mmQr* und Schwankung zlmmQr* der Vierteljahresmittel

infolge der Jahresperiode für den Zeitabschnitt 1808-1944
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B. Morphologische Untersuchungen

I. Streuung und Verteilung der mittleren jährlichen, sowie der mittleren vierteljährlichen

Abflußmengen des Rheins bei Basel

J. Streuung und Verteilung der mittlerenjährlichen Abfluß¬
mengen MQ um ihren Durchschnittswert MMQ für die

Jahresreihe 1808-1943

Die zeitraubenden Berechnungen zur Ermittlung des

Verteilungsgesetzes der Abweichungen der mittleren

jährlichen Abflußmengen von ihrem Durchschnittswert

sind bereits im Jahre 1944 durchgeführt worden, das

Jahr 1944 selbst konnte deshalb nicht mehr berück¬

sichtigt werden. Dagegen war die Berücksichtigung des

Jahres 1944 bei den Berechnungen betreffend die Ver¬

teilung der Vierteljahresmittel möglich, weil diese Be¬

rechnungen erst im Jahre 1945 durchgeführt worden sind.

Es sind berechnet worden :

die durchschnittlichen jährlichen Abflußmengen
MMQ je der Jahresreihen 1808-1928, 1929-1943 und

1808-1943, sowie

nach Gleichung 8 die Streuung ff der mittleren jähr¬
lichen Abflußmenge Q um die durchschnittliche jährliche
Abflußmenge MMQ der genannten Jahresreihe.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 10 zusammengestellt:

Jahresreihe und Anzahl n der Jahre
1808-1928

n=121

1929-1943

n= 15

1808-1943

n - 136

Durchschnittliche jährliche Abflußmenge MMQ 1024 m:i/?ec 1069 m3/sec 1029 m3/sec

± 160 m:,/sec + 196 m3/sec + 164 m3/secStreuung^ v/2JMQ-MMQr
y n- 1

Tabelle 10

Hierauf wurde noch speziell für die Jahresreihe 1808

bis 1943 die Verteilung der mittleren jährlichen Abfluß¬

mengen MQ um ihren durchschnittlichen Wert MMQ
= 1029 m3/sec bestimmt. Für die Auszählung der Häufig¬
keit wurde eine Klassenbreite von 100 m3/sec gewählt.
Die Zahl z der in die einzelnen Klassen fallenden Werte

ist in Abb. 19 graphisch dargestellt worden. Die Auf¬

tragung der Anzahl z von Einzelwerten als Ordinate

erfolgte nicht schematisch über dem Abszissenwert,

welcher der Klassenmitte entspricht; es wurde vielmehr

auch die durchschnittliche Abweichung der betreffenden

Klasse vom Werte MMQ berechnet und die Anzahl z

der Einzelwerte über jener Abszisse aufgetragen, welche

dieser durchschnittlichen Abweichung der Klassenwerte

entspricht.

z

Effektiv

ausgezählte Werte.
20

*

Normale Gauss'sche

.Verteilungskurve
z-58.s.-i-.e-v'

10

X-(Ma-MMa)

I3J

A-^c/r\ 0 "%---±
»- w

A-(Ma-MMa)

Abb. 19. Verteilung der Abweichungen der mittleren

jährlichen Abflußmengen MQ von ihrem Durchschnittswert

MMQ für die Jahresreihe 1808-1943

Zum Vergleich wurde weiter die normale Gauß'sche Ver¬

teilungskurve nach Gleichung 10 berechnet, wobei hier

bedeuten :

X =(MQ- MMQ);
z = Anzahl der Klassenwerte ;

zlQ = 100 die Klassenbreite;
n = 136 die Anzahl Jahre und

ff = + 164 die Streuung.

Wenn diese Werte in Gleichung 10 eingesetzt werden,

ergibt sich:

1
z = 58,5-—=-e~v"

V n

wobei nach Gleichung 11 X — 233 • v ist.

Die ausgezählten Werte entsprechen in ihrer Lage
relativ gut der Gauß'schen Glockenkurve, insbesondere

für größere Abweichungen X. Die Abweichungen der

mittleren jährlichen Abflußmengen MQ von ihrem

langjährigen Durchschnittswert MMQ sind also in

bezug auf ihre Häufigkeit angenähert nach dem Gauß-

schen Fehlergesetz verteilt. Das zeigt sich auch darin,
daß die ebenfalls berechnete durchschnittliche Ab¬

weichung aller Einzelwerte o = 128 recht gut mit dem

theoretischen Wert übereinstimmt, welcher sich aus der

r2
Streuung a nach der bekannten Beziehung à = ff '

zu ô — 131 ergibt.
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2. Streuung und Verteilung der mittlerenjährlichen Abfluß¬
mengen MQ um die säkulare Ganglinie für die Jahre

1808-1943

Der ermittelten säkularen Ganglinie*) (vgl. TafelXIX)
wurden die "Werte Q'j entnommen, welche den einzelnen

Jahren mit den mittleren Abflußmengen MQ ent¬

sprechen, und es wurde für jedes Jahr die Differenz

MQ —Q'j gebildet. Aus diesen Differenzen wurden die

Streuungen

'2[MQ-Q'j7
n- 1

für verschiedene Zeitabschnitte berechnet, wie aus

Tabelle 11 hervorgeht.

Zeitabschnitt
Anzahl Jahre Streuung a

n in m3/sec

1808-1830 23 166

1831-1853 23 143

1854-1876 23 170

1877-1899 23 157

1900-1922 23 171

1921-1943 23 206

1876-1909 34 140

1910-1943 34 196

1808-1943 136 162

Tabelle 11

Streuung der mittleren jährlichen Abflußmengen um die

säkulare Ganglinie

Dann wurde noch speziell für die Jahresreihe 1808

bis 1943 die Verteilung der mittleren jährlichen Abfluß¬

mengen um die säkulare Ganglinie bestimmt, auf analoge
Weise wie in vorigem Abschnitt ergeben sich die aus¬

gezählten Werte der Abb. 20 und die dort eingetragene
Glockcnkurve, deren Gleichung lautet:

z = 59,3 •

1
mit / = 229 • v

Aus Abb. 20 geht hervor, daß die Abweichungen der

mittleren jährlichen Abflußmengen MQ von der säku¬

laren Ganglinie sich in bezug auf ihre Häufigkeit sehr

gut nach dem Gauß'schen Fehlergcsetz verteilen.

Effekhv

ausgezählte Werte
Normale Gauss'sche

Verteilungskurve
Z-59,J.-L.e-v2

Vf

X-IMQ-Cty

g g o o X-(MQ-QJ)
Itl'/S«

Abb. 20. Verteilung derAbweichungen der mittleren jährlichen

Abflußmengen MQ von den Werten Q'j der säkularen

Ganglinie für die Jahre 1808-1943

3. Streuung und Verteilung der mittleren vierteljährlichen
Abflußmengen um die säkulare Ganglinie

Untersucht wurden die 57 Jahre des Zeitabschnittes

1888-1944.

Der säkularen Ganglinie (Welle p12o) wurden die

Werte Q'r entnommen, welche den einzelnen Viertel¬

jahren mit der von der Jahresperiode befreiten mitt¬

leren Abflußmenge mq* entsprechen (vgl. Tafel XX).
Dann wurde für jedes Vierteljahr die Differenz mq*— Q'r

gebildet, und ans diesen Differenzen wurde berechnet

die Streuung

228-1
= 235

Die Verteilung der mittleren vierteljährlichen Abfluß¬

mengen um die säkulare Welle geht aus Abb. 21 hervor.

Auch hier ergibt sich eine angenäherte Verteilung nach

einer Gauß'schen Glockenkurve, deren Gleichung lautet :

z = 34,3 • -

Effekhv
___

ausgezählte Werte

n

e-v

z

tzo

(0

mit A = 332-v

Normale Gauss'sche

/Verteilungskurve
/

_ z-3H.3-' -e-"'

V>^_ X-(m<)--*a'r)

0

5çj "S»

o o o c

o o o c
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Abb. 21. Verteilung der Abweichungen der mittleren viertel¬

jährlichen Abflußmengen mq* (nach Ausschaltung des Jahres¬

ganges) von den Werten Q'r der säkularen Ganglinie

4. Verteilung der mittleren vierteljährlichen Abflußmengen
nach Ausschaltung der einjährigen Periode, des säkularen

Ganges, sowie der Periodizitäten p6 bis p30

Zur genaueren Berechnung der bereits auf Seite 60

erwähnten rund 4—5,5-jährigen Periodizität (kurz Welle

p5 genannt) auf Grund der Vierteljahresmittel der Ab¬

flußmengen, haben wir diese Vierteljahresmittel nicht

nur von der einjährigen Periodizität befreit, sondern wir

haben auch alle andern gefundenen Periodizitäten p(i

bis p30 mit den Nominalwellenlängen von 6, 7, 9, 12

und 30 Jahren, sowie den säkularen Gang ausgeschaltet.
Die Berechnung ist nach Tafel IV so durchgeführt
worden, daß von den Beträgen mq* abgezogen wurden

die Beträge Q'r -:- 27 y (6 4- 30), wobei Q'r + E y (6 -f 30)
die Summe der mittleren Ausschläge der säkularen Welle

und der Wellen p6 bis p30 während eines bestimmten

Vierteljahres bedeutet. Diese mittleren Ausschläge
wurden graphischen Auftragungen der betreffenden

Wellen in genügend großem Zeitmaßstab entnommen

(Tafel XX). Die Differenzen

d5=mq*-[Q'r + Z'y(6:30)]

enthalten also, außer den aperiodischen Bestandteilen

und allfälligen noch unbekannten kurzwelligen Periodizi-

*) Als Werte der säkularen Ganglinie, welche wir auch als säkidare Welle p12o bezeichnen, sind im folgenden nicht nur die um eine

Nullagc schwankenden Werte, sondern diese schwankenden Werte plus das konstante Glied, welches der Nullage entspricht, zu

verstehen. Es sind also die Abflußmengen, welche wir erhalten, nachdem alle anderen Periodizitäten weggeglättet worden sind.
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täten, von den gefundenen Periodizitäten nur noch die

oben genannte 4 —5,5-jährige Periodizität p5. Für diese

neue «Beobachtungsreihe», welche als Unterlage für die

genauere Berechnung der Periodizität pä dient, ist auch

die Streuung der Werte d5 um ihr arithmetisches Mittel,
sowie dieVerteilung derWerte d5 um dieses arithmetische

Mittel berechnet worden. Es ergab sich für den 57-jähri¬

gen Zeitabschnitt von 1888-1944:

Arithmetisches Mittel der Werte d5 : 2,14 ^ 2 m3/sec.

Streuung der d5 um das arithmetische Mittel :

a = ± 225 m3/sec;

Verteilung der d5 um das arithmetische Mittel ent¬

spricht angenähert einer normalen Gauß'schen Ver¬

teilung (Annäherung der ausgezählten Werte an die

theoretischen Werte etwa gleich wie in Abb. 21).

5. Verteilung der mittleren jährlichen Abflußmengen nach

jeweiliger Ausschaltung mehrerer Periodizitäten zwecks

genauerer Berechnung einer einzelnen Periodizität

Im folgenden werden zur Abkürzung die gefundenen
Periodizitäten (Wellen) mit den Nominalwellenlängen
von 5, 6, 7, 9, 12, 30 und 120 Jahren nur noch bezeichnet

mit P5> P6> P7> Pi» Pl2' P30 und Pl20-

Da verschiedene dieser Wellen im Sinne der Dar¬

legungen auf Seite 48 benachbarte sind, so mußte bei

ihrer Berechnung auf dem Annäherungswege vorgegan¬

gen werden. Folgender Weg ist eingeschlagen worden :

A. Erster Berechnungsgang

a) Angenäherte Berechnung von p5, p7, p12 und p30

p7, p5 vor 1888, sowie zeitweise auch p12 schon mit

guter Annäherung erfaßt;

p6 und ps konnten noch nicht erfaßt werden.

b) Berechnung der säkularen Welle p120

auf Grund der beobachteten Jahresmittel der Abfluß¬

mengen.

B. Zweiter Berechnungsgang

unter Ausschaltung der säkularen Welle p]2ü und der

jeweilen störenden Periodizitäten, welche angenähert
oder definitiv bereits berechnet waren (wenn definitives

Ergebnis schon vorlag, so wurde dieses gebraucht, wenn
es nicht vorlag, so wurde angenähertes Ergebnis ver¬

wendet).

a) Definitive Berechnung von p0

unter Ausschaltung von p120, Ps und P?5

Berechnung der Verteilung der von pI20, p6 und p7

befreiten Abflußmengen.

b) Angenäherte Berechnung von p8

unter Ausschaltung von p)205 p7 und p12;

Berechnung der Verteilung der von p130, P7 und p12

befreiten Abflußmengen.

c) Definitive Berechnung von p7

unter Ausschaltung von p1205 p5» p6> Ps» P12 und P3o!

Berechnung der Verteilung der von Pi20) Ps5 p6> p9»

p12 und p30 befreiten Abflußmengen.

d) Zweite angenäherte Berechnung von pä

unter Ausschaltung von p120, p6, p7, p9, p12 und p30;

Berechnung der Verteilung der von p120' P6» P"' Po»

p12 und p30 befreiten Abflußmengen.

e) Definitive Berechnung von p12 mit zivei Nebenperioden
P10 und p15

unter Ausschaltung von p120, p5, p6, p7, p9 und p30;

Berechnung der Verteilung der von p120, p5, p6, p7,

p9 und p30 befreiten Abflußmengen.

f) Zweite angenäherte Berechnung von p30

unter Ausschaltung von p120, P5, Pe, p7, p9 und p12.

C. Dritter Berechnungsgang

a) Definitive Berechnung von p9 und Kontrolle der Neben¬

periode p10

unter Ausschaltung von p1207 Pbi P6> Vv P12 samt

Nebenperiode p15 und p30 (p5 und p30 je zweite An¬

näherung).

b) Definitive Berechnung von p30

unter Ausschaltung von p120, p5, pc, p7, p9 und p12

(p5 zweite Annäherung, p9 angenähert).

c) Definitive Berechnung von p5

auf Grund der Vierteljahresmittel für die Jahre 1888

bis 1944, unter Ausschaltung der einjährigen Periode,
von p120, p6, p7, p9, p12 und p30 (alles definitive Werte ;

vgl. vorhergehender Abschnitt 4). 1888 tritt eine

Änderung im Verhalten der Periodizität p5 ein. Für

die Jahre vor 1888 gibt der zweite Berechnungsgang
ein genügend genaues Resultat für p5.

Die Werte der Streuung der Jahresmittel der Abfluß¬

mengen nach Ausschaltung von Periodizitäten, für

welche nach obiger Zusammenstellung die Verteilung
berechnet worden ist, sind in Tabelle 12 zusammen¬

gestellt. Zum Vergleich ist auch die Streuung der un¬

veränderten Jahresmittel der Abflußmengen, ohne Aus¬

schaltung von Periodizitäten, beigefügt.
Man ersieht aus der Tabelle, wie die Streuung immer

um so kleiner wird, je mehr und je besser berechnete

Periodizitäten ausgeschaltet werden. Insbesondere

nimmt die Streuung stark ab, wenn nebst den andern

auch die beiden Periodizitäten p5 und p7, die große
Amplituden aufweisen, ausgeschaltet sind. Die Vertei¬

lung der Abflußmengen um ihre arithmetischen Mittel, mit

oder ohne Ausschaltung der Periodizitäten, entspricht an¬

genähert einer normalen Gauß'schen Verteilung.
Auf eine Wiedergabe aller Verteilungskurven kann

verzichtet werden; als Beispiel wird in Abb. 22 nur die

Kurve für die Verteilung der mittleren jährlichen Abfluß¬

mengen um ihr arithmetisches Mittel nach Ausschaltung
der Wellen p6, p7, p9, p12, p30 und p12() wiedergegeben.
Diese Werte wurden nach obigem benützt zur zweiten

angenäherten Berechnung von p5.

Effektiv

ausgezählte Werfe

d-Ma-[p,,p7,p„p„,pM,p,M)

e)m-Arithmetistr,es Mittel der Werte i

Normale Gauss'sche

Verfeilungskurve

Abb. 22. Verteilung der mittleren jährlichen Abflußmengen
um ihr arithmetisches Mittel nach Ausschaltung der Wellen

Pi,i P7> Pä' Pi2> P30 und P120 der Jahre 1808-1943

64



Jahresmittel der Abflußmengen
Jahre

Anzahl

Jahre

Durch¬

schnittliches

Mittel

m3/sec

Streuung
a

m3/secmit

Ausschaltung der Wellen

ohne
.

Ausschaltung der Wellen

Angenäherte Berechnung von p5, p7, p12 und p30

1808-1943 136 1029 ±164
Keine Welle ausgeschaltet, beobachtete Werte

Definitive Berechnung von p6

1808-1939 132 +2 ±143p120 definitive Werte*)
p5 Werte der 1. Annäherung

p7 angenäherte Werte

P9' Pl2' P30

Angenäherte Berechnung von p9

1808-1942 135 +4 ±146p120 definitive Werte

p7 angenäherte Werte

p12 angenäherte Werte

P5> Pe> P30

Definitive Berechnung von p7

1808-1943 136 -2 ±137

p120 definitive Werte

p5 Werte der 1. Annäherung

p6 definitive Werte

p9 angenäherte Werte

P12 angenäherte Werte

p30 angenäherte Werte

Zweite angenäherte Berechnung von p5

1808-1943 136 -2 ±138

p]20 definitive Werte

p6 definitive Werte

p7 definitive Werte

p9 angenäherte Werte

p12 angenäherte Werte

p30 angenäherte Werte

Definitive Berechnung von p12

1808-1943 136 -3 ±127

p120 definitive Werte

p5 Werte der 2. Annäherung

p6 definitive Werte

p7 definitive Werte

p9 angenäherte Werte

p30 angenäherte Werte

*) Vgl. Fußnote auf Seite 63 Tabelle 12

Streuung der Jahresmittel der Abflußmengen des Rheins bei Basel

II. Untersuchungen der Jahres- und Vierteljahresmittel der Abflußmengen

in bezug auf eine Erhaltungstendenz

1. Untersuchung mit Hilfe der Streuung 1938-1942 um das durchschnittliche Jahresmittel der

Jahresreihe 1808-1942, welches gleich 1031 m3/sec ist.

Es wurde aus den beobachteten Jahresmitteln der Es ergab sich a5 = ± 73 m3/sec. Die Streuung des ein-

Abflußmengen berechnet: zelnen Jahresmittels um die durchschnittliche jährliche

a) Nach Gleichung 14 die Streuung ah der 27 Fünf- Abflußmenge ist an = ± 164 m3/sec.

Jahresmittel 1808-1812, 1813-1817, ••• 1933-1937, Damit ergibt sich nach Gleichung 15 :
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ff„/\/5
1,0

b) Nach Gl. 14 die Streuung as0 der 4 Dreißigjahres-
mittel 1808-1837, 1838-1867, 1868-1897, 1898-1927

um das durchschnittliche Jahresmittel der Jahresreihe

1808-1927, welches gleich 1024 m3/sec ist. Es ergibt sich

mit a30 = + 21,8 m3/sec und an = ± 160 m3/sec:
2

ergab sich für aa = + 235 m3/sec, und für die Streuung
der Jahresmittel der Jahresreihe 1888-1944 um die

säkulare Ganglinie wurde berechnet o"4 = ±171 m3/sec.
Damit ergibt sich :

171

2,12

21,8

160/y/30
= 0,56

c) Die Streuung <72 der 68 Zweijahresmittel 1808-1809,
1810-1811, • • • 1940-1941, 1942-1943 um die säkulare

Ganglinie. Mit c2 = + 129 m3/sec und an » ± 162 m3/sec
(nach Tabelle 11) ergibt sich:

2
129

162/y 2

= 1,27

d) Für die Jahresreihe 1888-1944 die Streuung o*n

der von der Jahresperiode befreiten 228 Vierteljahres¬
mittel mq* um die säkulare Ganglinie. Nach Seite 63

235 Isj 4

2. Untersuchung mit Hilfe von Autokorrelations¬

koeffizienten

Nachdem wir aus der Untersuchung mit Hilfe der

Streuung bereits erkannt hatten, daß die Reihe der

jährlichen mittleren Abflußmengen keine Erhaltungs¬
tendenz aufweist, konnten wir uns auf eine Kontrolle

mit Hilfe der Korrelationskoeffizienten erster Ordnung
beschränken, welche einmal für eine größere Zahl von

je 5 Wertepaaren und dann von je 30 Wertepaaren
berechnet wurden.

Die Berechnung der Autokorrelationskoeffizienten erster

Ordnung nach Gleichung 18 aus je 5 Wertepaaren erfolgte
für die 28 Intervalle, welche in Tabelle 14 angegeben sind.

Jahr i Qi Qi-Om.0 [Qi-Qm,0]2 Jahr i + 1 Vi Qi+l-Qm.! [Qi+i-Vil2
•Wi+i-Q-J

1810 1 925 - 95 9 025 1811 2 955 -104 10 816 + 9 880

1811 2 955 - 65 4 225 1812 3 1215 + 156 24 336 -10 140

1812 3 1215 + 195 38 025 1813 4 1088 + 29 841 + 5 655

1813 4 1088 + 68 4 624 1814 5 918 -141 19 881 - 9 588

1814 5 918 -102 10 404 1815 6 1120 + 61 3 721 - 6 222

Qm,o == 1020 ^[Qi-Qm,o]2 = 66303 Q-.1- 1059 *[Qi+i-Q». j]2 = 59595

^[QrQm,o][Qi+1-Qm, ]=- 10415

1
M

>/

- 10415
n 17

ffk.
=

1 - 0,0289
7=—= 0,434
V566 303 • 59 595

Tabelle 13

Berechnung des Autokorrelationskoeffizienten erster Ordnung kj und dessen Streuung o* k, für die Abflußmcngcn 1810—1815

Jahre kx ffk Jr.hre K ffk

1808-1813 + 0,33 + 0,398 1920-1925 -0,40 ±0,375
09- 14 +0,12 0,441 21- 26 -0,66 0,252
10- 15 -0,17 0,434 22- 27 -0,25 0,419
11- 16 -0,04 0,446 23- 28 -0,41 0,372
12- 17 +0,46 0,352 24- 29 -0,19 0,432
13- 18 +0,13 0,439 25- 30 -0,21 0,427
14- 19 +0,31 0,404 26- 31 + 0,09 0,444
15- 20 +0,48 0,344 27- 32 -0,10 0,442
16- 21 + 0,26 0,416 28- 33 + 0,10 0,442
17- 22 +0,06 0,445 29- 34 +0,20 0,430
18- 23 -0,64 0,264 30- 35 + 0,17 0,434
19- 24 +0,05 0,445 31- 36 + 0,19 0,432
20- 25 -0,29 0,409 32- 37 -l 0,45 0,356

1821-1826 -0,07 + 0,444 1933-1938 h0,29 + 0,409

I +0,99 ±5,681 S -0,73 ±5,666
Mittelwerte +0,071 ±0,406 Mittelwerte -0,052 ±0,405

Gesamtmittel idler Koeffizienten k = +0,0095 Gesamtmittel aller Werte <rk = + 0,4055
Tabelle 14

Aulokorrelationskoefnzienten erster Ordnung und ihre Streuung für je 5 Wcrtepaarc von Abflußmengen des llheins bei Basel
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Aus Tabelle 13 geht für das Beispiel des Abschnittes

1810-1814 hervor, wie die Berechnung des Korrelations¬

koeffizienten durchgeführt worden ist. Es ist ferner auch

die Berechnung der Streuung ffk, des Koeffizienten nach

Gleichung 17 angegeben.

In Tabelle 14 sind die berechneten Korrelations¬

koeffizienten und ihre Streuungen zusammengestellt.
Es ergibt sich aus dieser Tabelle, daß die Koeffizienten

um Null schwanken mit einem Betrage, welcher inner¬

halb der Unsicherheitsgrenze liegt. Der durchschnitt¬

liche Korrelationskoeffizient wird sich mit wachsender

Zahl von Zeitabschnitten zu je 5 "Wertepaaren dem

Betrage Null nähern. Es ist also keine Erhaltungs¬
tendenz vorhanden.

Die graphische Darstellung der Werte ( Q; — Qm, o)
in Funktion von (Qi+i—Qm, l) ergab entsprechend
dem Werte kx = 0 eine Punktwolke von kreisförmiger
Ausdehnung und damit einen linear stochastischen

Zusammenhang zwischen Qi und Q,+ i. Die auf Seite 24

lechts erwähnte Voraussetzung ist also erfüllt.

Die Berechnung der Autokorrelationskoeffizienten erster

Ordnung ausje 30 Wertepaaren erfolgte in analoger Weise
für die 14 Intervalle, welche in Tabelle 15 angegeben
sind. In dieser Tabelle sind die berechneten Korrelations¬

koeffizienten und ihre Streuungen zusammengestellt.
Die Koeffizienten schwanken innerhalb der Unsicher¬

heitsgrenze um den Betrag Null. Auch hier ergibt es

sich also, daß keine Erhaltungstendenz vorliegt.

Jahre K \

1808-1838

09- 39

10- 40

11- 41

12- 42

13- 43

14- 44

15- 45

16- 46

17- 47

1818-1848

1911-1941

12- 42

1913-1943

+0,034
+ 0,026

+0,014

-0,021
+ 0,017

-0,020

-0,002
+ 0,013

-0,020

-0,200

-0,193

-0,053

-0,042

+0,020

0,182

0,182

0,182

0,182

0,182

0,182

0,182

0,182

0,182

0,175

0,176

0,182

0,182

0,182

E

Mittelwerte

-0,427

-0,031

2,535

0,181

Tabelle 15

Autokorrelationskoeffizienten erster Ordnung und ihre Streu¬

ung für je 30 Wertepaare von Abflußmengen des Rheins bei

Basel

III. Ergebnisse und Schlußfolgerungen

1. Mittlere jährliche Abflußmengen

Die mittleren jährlichen Abflußmengen verteilen sich

um ihr arithmetisches Mittel in bezug auf Betrag und

Häufigkeit angenähert nach dem normalen Gauß'schen

Verteilungsgesetz, und eine Erhaltungstendenz ist nicht

vorhanden; sie dürfen deshalb vorerst als eine Reihe zu¬

fälliger, voneinander statistisch unabhängiger Werte von

der Art zufälliger Fehler betrachtet werden. (Erst nach¬

träglich, auf Grund der Periodogrammrechnung, werden

wir feststellen, daß in der Reihe der mittleren jährlichen
Abflußmengen Periodizitäten enthalten sind. Vorerst

sind letztere jedoch verborgen.)
Die Streuung ist bedingt durch die aperiodischen

Bestandteile, sowie durch das Zusammenwirken von

mehreren Periodizitäten, deren Wellenlängen in keinem

rationalen Verhältnis stehen. Schaltet man diese Periodi¬

zitäten aus, so wird die Streuung kleiner.

Graßberger (vgl. unsere Ausführungen unter Punkt 4

auf Seite 14) hat in Lit. 6, im Zusammenhang mit

seinen sehr interessanten, wertvollen und neuartigen
Untersuchungen über die Anwendung der Wahrschein¬

lichkeitsrechnung auf die Wasserführung der Gewässer,
ebenfalls die Frage periodischer Schwankungen der

mittleren jährlichen Abflußmenge aufgeworfen. Er hat

für die von ihm untersuchten österreichischen Gewässer

gefunden, daß eine, an das normale Gauß'sche Fehler¬

gesetz angenäherte Verteilung vorliegt. An der Art, wie

bei den Gewässern Österreichs nasse und trockene Jahre

aufeinanderfolgen, sei nicht die geringste Abweichung
von dem Bild zu erkennen, welches ein reines Zufallsspiel
biete.*) Es fehle jede erkennbare Andeutung einer

Periodizität, insbesondere einer Abhängigkeit von der

Sonnenfleckenperiode. Graßberger kommt also für die

österreichischen Gewässer, wie wir für den Rhein bei

Basel, zum Schluß, daß vorerst die mittleren jährlichen
Abflußmengen als eine Reihe zufälliger, voneinander

statistisch unabhängiger Werte betrachtet werden

dürfen.

Ohne besondere Untersuchungen neigt er aber weiter

zur Ansicht, daß in der Reihe der mittleren jährlichen
Abflußmengen überhaupt keine oder doch nur unwesent¬

liche Periodizitäten oder andere Regeln (Abhängigkeit
von der Sonnenfleckenperiode) verborgen seien. Wir

haben dagegen dargelegt (vgl. Seite 14), daß ein Abfluß¬
vorgang als nicht periodisch erscheinen und das Bild einer

Reihe von zufälligen Werten bieten, sich aber trotzdem

additiv aus mehreren Periodizitäten von beachtlicherAmpli-

*) Graßberger stellte ein «ähnliches Bild», wie sie die Aufeinanderfolge übernormaler oder unternormaler Abflußjahre bietet,
in zu schematischer Art durch die Anwendung von Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung her, die bei Untersuchungen über

die zufällige Ziehung von weißen oder schwarzen Kugeln gebraucht werden.
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tude, vermischt mit aperiodischen Bestandteilen, zusam¬

mensetzen kann. Unsere Untersuchungen beweisen, daß

bei den mittleren jährlichen Abflußmengen des Rheins

bei Basel tatsächlich ein solcher Vorgang mit ver¬

borgenen Periodizitäten vorliegt. Ob bei den von Graß¬

berger untersuchten österreichischen Flüssen, insbe¬

sondere bei solchen mit größerem Einzugsgebiet, wie

Donau, Inn usw., nicht doch verborgene Periodizi¬

täten vorhanden sind, welche eine beachtliche Ampli¬

tude und allfällig für die Voraussage eine Bedeutung

haben, wäre erst noch zu beweisen. Jedenfalls hat

von Keßlitz (1938) für die Mur, welche Graßberger (1932)

ebenfalls erwähnt, wie bereits gesagt, Periodizitäten

gefunden.

1. Wahl des untersuchten Zeitabschnittes

Bereits auf Seiten 32 und 34 ist dargelegt worden, wie

das Spektrum der mittleren jährlichen Abflußmengen

des Rheins der Jahre 1808 bis 1928 ermittelt worden ist.

Der Zeitabschnitt 1808 bis 1928 wurde dabei aus folgen¬

den Gründen gewählt:
Wir wußten nicht, ob und welche Periodizitäten dem

Abflußvorgang des Rheins innewohnen. Auf Grund vor¬

handener Veröffentlichungen über andere Flüsse, wie

Mur undPenobscot-River (vgl.Seite 8),Viktoriasee, usw.,

vermuteten wir am ersten das Vorhandensein einer etwa

11-jährigen Periode (Sonnenfleckenrhythmus). Wir dach¬

ten auch an die 35-jährige Brücknerperiode, zu deren

Bestimmung u. a. die Wasserstände des Bodensees ver¬

wendet worden waren.

Als wir nun im Sommer 1944 mit unseren rechneri¬

schen Untersuchungen, deren erster Teil die Ermittlung

des Spektrums war, anfingen, wollten wir zuerst in die¬

selben nicht alle damals für den Zeitabschnitt 1808 bis

1943 vorhandenen jährlichen Abflußmengen einbeziehen.

Wir wollten vielmehr nur die Jahresmittel bis zu einem

rund 11— 17 Jahre vor 1943 gelegenem Zeitpunkt, also

bis und mit etwa 1926 oder 1932, verwenden, um dann

die gefundenen Periodizitäten auf Grund der Berech¬

nungen(die 11-jährige aufeineWellenlänge, die 35-jährige

wenigstens auf eine halbe Wellenlänge) extrapolieren

(voraussagen) zu können. Ein Vergleich mit den nicht

verwendeten Jahresmitteln hätte dann ergeben, wie

weit eine solche Extrapolation berechtigt wäre und

welche Genauigkeit einer solchen Voraussage zukommen

würde. Im Verlaufe der ersten Berechnungen der

Periodizitäten, welche das Spektrum anzeigte, stellte sich

dann der quasipersistente Charakter der wichtigsten

Periodizitäten heraus. Wir waren deshalb genötigt, sämt¬

liche vorhandenen Jahresmittel zu verwenden, um die

in neuester Zeit gültigen Periodizitäten möglichst genau

herausarbeiten zu können.

Ferner trachteten wir darnach, die enorme Rechen¬

arbeit möglichst einzuschränken, um rasch erkennen zu

können, ob Periodizitäten wirklich vorhanden seien

und sich die Fortführung der Arbeit lohne. Wir wollten

also Rcchenerleichterungen auf Grund des vorhandenen

2. Mittlere vierteljährliche Abflußmengen, nach Ausschal¬

tung der einjährigen Periode

Diese sind ebenfalls in bezug auf Größe und Häufig¬
keit angenähert nach einer normalen Gauß'schen

Glockenkurve um ihr arithmetisches Mittel verteilt.

Es wurde jedoch die Maßzahl für die Erhaltungstendenz
zu a> = 2,12 gefunden, was auf eine leichte Erhaltungs¬

tendenz hinweist. Wenn wir also bei unsern Expektanz-

untersuchungen (Seite 98 usf.) davon ausgehen werden,

daß die Beobachtungswerte vorerst als zufällige, normal

verteilte Größen betrachtet werden dürfen, so gilt dies

nicht für die Viertelsjahresmittel, sondern nur für die

Jahresmittel der Abflußmengen.

Tabellenwerkes (Lit. 4) möglichst ausnützen; insbeson¬

dere die dort vorhandene Schlüsseltabelle für ein

Darwin-Börgensches Schema von 11 Spalten, also für

121 Beobachtungswerte. Mit einem solchen Schema war

es also möglich, die Jahre 1808 bis 1928 zu verwenden.

Das Ende dieses Zeitabschnittes entspricht ungefähr

jenem, welches uns im Hinblick auf die oben erwähnte

Extrapolation und deren Erprobung als gegeben er¬

schien. Daher entschlossen wir uns, für die Bestimmung

des Spektrums den Zeitabschnitt 1808 bis 1928 zu ver¬

wenden. Wir konnten uns auf die Berechnung der Wellen

der Ordnung^ = 1—25, entsprechend einer Wellenlänge

von 120 Jahren bis rund fünf Jahren beschränken; denn

für die Berechnung von kürzeren Wellen geben die

Jahresmittel eine Beobachtungsreihe, deren Werte nicht

dicht genug beieinander liegen (vgl. Seite 60, links). Auf

die Verwendung von Mittelwerten der Abflußmengen,

welche über einen kürzeren Zeitabschnitt als ein Jahr

gebildet sind, wollten wir aber aus den auf Seite 15,

rechts, und 23, links, angegebenen Gründen verzichten.

Wir waren dann allerdings am Schlüsse genötigt, noch

Vierteljahresmittel zur genaueren Berechnung der Welle

p5 zu verwenden, aber nur ausnahmsweise und ohne

diese Vierteljahresmittel bei den Expektanzbetrachtun-

gen verwenden zu müssen.

2. Schlüsse, welche aus dem Spektrum zu ziehen sind

Das Spektrum (Abb. 5) besitzt deutliche Spitzen bei :

Ordnung /(
= 1 4 10113 | 16-17 20 22 24

Wellenlänge p = rd. 121 30 12 j 91 7-8 6 5,5 5,0

Der Verlauf bei fj, = 22—24 konnte auch so aufgefaßt

werden, daß dort ein Bandenspektrum (vgl. Seite 28,

links) vorliegt und eine stark quasipersistente Welle an¬

gezeigt wird. Diese Auffassung ist durch die weitern

Berechnungen bestätigt worden. Die genauere Unter¬

suchung wurde jedoch nur mit einer Versuchswelle p' — 5

(/i = 24) durchgeführt, da die Welle bei/« = 22 als benach¬

bart miterfaßt wird.

C. Berechnung des Spektrums
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Wir haben nach der genaueren Berechnung (Phasen¬

diagramme) der im Spektrum deutlich angegebenen
Periodizitäten und der Nebenperioden, welche die

genaueren Berechnungen noch aufdeckten, geprüft, ob

allfällig weitere Periodizitäten vorhanden sein könnten,

welche das Spektrum zu wenig deutlich anzeigt und die

auch anläßlich der genaueren Berechnung nicht erfaßt

wurden. Diese Frage stellte sich insbesondere für

Periodizitäten, die nur während einer im Vergleich zu

121 Jahren kurzen Zeitspanne vorhanden sind. Die

Fourieramplitude solcher Periodizitäten wird im Spek¬
trum für 121 Jahre stark verkleinert erhalten und kann

deshalb übersehen werden, wenn die betreffende Periodi¬

zität nicht bei der genaueren Berechnung mit Hilfe

von Phasendiagrammen erfaßt wird. Es ergab sich aus

einfachen Betrachtungen über die Maximumsbreiten

und die Größe der Funktion P (x) (vgl. Seite 30),
auf deren Wiedergabe verzichtet werden kann, daß alle

Wellen mit Amplituden von Bedeutung erfaßt worden

sind.

D. Berechnung der Periodizitäten mit Hilfe der Periodogrammrechnung

I. Erster Berechnungsgang

Für den ersten Berechnungsgang wurden die unver¬

änderten beobachteten Jahresmittel MQ der Abfluß¬

mengen (Tafel I, oben) verwendet.

1. Angenäherte Berechnung der Welle p7

Das Spektrum (vgl. Seite 68) zeigt deutlich das Vor¬

handensein einer Periodizität mit einer Wellenlänge von

7—8 Jahren an. Wir wählen dementsprechend die Wellen¬

länge der Versuchswelle zu p' =7 Jahre.

360°
Damit ergibt sich eine Versuchsfrequenz x = —-

= 51,43°.

Es wurden entsprechend den Ausführungen auf Seiten

37 und 43 zuerst die Periodogrammkomponenten für

die Analysenintervalle mit den Anfangszeiten q = 0,7,

14, • • • 126 und der Länge p' = 7 Jahre berechnet. In

Analogie zu Tabelle 4 (Seite 42) wurden die Beobach¬

tungswerte in Zeilen zu 7 Werten angeordnet und mit

den entsprechenden trigonometrischen Faktoren multi¬

pliziert. Die auf diese Weise ermittelten Produkte MQi •

• cos xi, MQi • sin xi und die Werte A (x, q), B (x, q);
27 A (x, q) „*, 27B(x, q)e«; a (x, q), b (x, q) sind auf

Tafel V zusammengestellt. Die Werte 27 A (x, q) e#
und

27B (x, q) „« sind in Abb. 23 als Summationsvektorenzug

dargestellt. Da A (x, q) = a (x, q) und B (x, q) =

b (x, q) ist, so werden also bei der numerischen Be¬

rechnung die —- -fachen Werte der Summen der Periodo¬

grammkomponenten aufgetragen. Es geschieht dies in

Übereinstimmung mit Lit. 4 im Interesse der Schaffung
einer einheitlichen Praxis und weil sich dadurch in ver¬

schiedenen Fällen auch einige rechnerische Vorteile er¬

geben können.

Hierauf wurde zur progressiven Analyse mit einem

Analysenintervall von n =

q p' = 5 • p' = 35 Jahren

und einer Intervallverschiebung von 1 Jahr geschritten.
Das Analysenintervall ist so lange gewählt worden, damit
der Einfluß der Periodizitäten p5, p9, p12 und p30 un¬

merklich wird (Nominalwellenlänge von p5 ist eine har¬

monische Welle des Analysenintervalls, vgl. Seite 49).
Welle p6 wird sich als benachbarteWelle noch bemerkbar

400 6 1850-56

8 UW-70

I 1327-33

*Ç"-18 1931»-U»

Abb. 23. Summationsvektorenzug für Welle p7, angenäherte

Berechnung, Analysenintervall p' = 7 Jahre

machen. Es wurden" also nach Seite 37 unten die Werte

a (x, q) und b (x, q) für q = 0, 1, 2, 3, • berechnet, und

daraus nach Gleichung 37 die Komponenten ä (x, q) und

b (x, q) gebildet und daraus die Werte h (x, q) und tp (x, q)
bestimmt, welche in Abb. 24 und 25 dargestellt sind.

Aus dem Summationsvektorenzug, Abb. 23, ist er¬

sichtlich, daß beip* = 12 (q = 84; Jahr 1892) eine Rich¬

tungsänderung, entsprechend einer Änderung des Ver¬

haltens der Periodizität eintritt. Diese Änderung geht
auch aus dem Phasendiagramm Abb. 25 hervor: Das

Phasendiagramm läßt sich durch 2 Geraden ausgleichen,
welche sich auf der Ordinate bei q

= 65 (Jahr 1873)
schneiden. Nach den Betrachtungen auf Seite 38 tritt

also bei dem Analysenintervall n = 35 die Änderung im

35
Verhalten der Welle p, im Jahre 1873 + -- «* 1890 ein.

Diese Bestimmung des Ubergangsjahres ist sicherer als

jene aus dem Summationsvektorenzug. Die erste Gerade

gilt somit von 1808 bis 1889, die zweite von 1890 bis 1943.
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Abb. 24. Periodogrammkomponenten a (x, q) und b (x, <j) für Welle p7, erster Bcreclmungsgang,

Analysenintervall n = 35 Jahre

Aus den periodischen Schwankungen des Amplituden¬
diagramms Abb. 25, sowie aus dem epizyklischen Ver¬

lauf des Endpunktes des Periodogrammvektors in

Abb. 24 geht hervor, daß noch eine zweite Welle erfaßt

worden ist. Da die Epizykelschleifen nach außen zeigen,
dreht also der Periodogrammvektor der miterfaßten

Welle in entgegengesetztem Sinne als derjenige der

Welle p7. Die Frequenz der miterfaßten Schwingung
weicht somit von der Versuchsfrequenz im entgegen¬

gesetzten Sinne ab als die Frequenz a7 der Welle p7.

Bei der miterfaßten Periodizität handelt es sich um die

Welle p6. Aus dem stark gestörten Verlauf des Ampli¬
tudendiagramms kann jedoch diese Welle p6 zu wenig

genau bestimmt werden, wie dies eine Versuchsrechnung
bestätigte. Die Welle p6 ist deshalb durch eine weitere

spezielle Berechnung mit einer Versuchsfrequenz p' =

6 Jahren bestimmt worden.

a) Zeitabschnitt 1808 bis 1889

Nach Abb. 25 ist mit p' = 7, n = 35 u. x

360°
= 51,43°:

45

= - 3,09" = - 2,78"

Frequenz aa = 51,43° - 2,78°,^ 48,6°;

Abb. 25. Phasen- und Amplitudendiagramm für Welle p7, an¬

genäherte Berechnung, Analysenintervall n -- 35 Jahre,

Vcr&uchswelle p' = 7 Jahre

Pvrioih« P„ =

In

48,6°
= 7J0 Jahre
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h(x)„=77 P(x).=
«n[a.-x]" »în[3,09B..J7,5]

[«„ - x] -- 3,09g-17,5
0,888

Amplitude ca

77

P(x)l, 0,888

ermitteln, was uns aber auch gezwungen hat, Werte zu

verwenden, welche noch durch die Änderung der Perio¬

dizität p7 beeinflußt sind. Wie aus dem Amplituden¬
diagramm hervorgeht, ist aber der daher rührende

Fehler unwesentlich.

87 m-y.scf Anfangsphase ßb = 93g - 17,5 2,16g = 55f 50°

Der Betrag von h(x) — 77 wurde als arithmetisches

Mittel der zwischen q = 6 und q = 51 liegenden Werte

h (x, q) gebildet, damit zwei ganze Wellenlängen der

Schwankung des Amplitudendiagramms erfaßt werden

und nicht ein systematischer Fehler entsteht. Dabei ist

es ohne Belang, daß sich dieses Intervall noch etwas in

den Bereich hinein erstreckt, welcher bereits durch die

oben erwähnte Änderung der Periodizität p7 beein¬

flußt ist.

Für die Berechnung der Anfangsphase gehen wir hier

vom Wert y> (x, q) = 15° bei q = 6 aus; denn dieser

Wert entspricht dem ersten Maximum der Schwankung
des Amplitudendiagramms, und die Genauigkeit der

Werte yj (x, q) ist um so größer, je größer die zugehöri¬
gen Amplituden sind.

Anfangsphass ßR = 15g + [17,5 + 6] 3,09g = 87,6g ^ 79°

Radius des Summationsvektorenzuges :

Da in Abb. 23 die — -fachen Werte der Summen der
2

Periodogrammkomponenten aufgetragen sind (vgl. Seite

43 und 69), so ist auch der -fache Radius einzutragen,

und es ist entsprechend Gleichung 51

Der kreisartige Verlauf des Summationsvektorenzuges
kann ab 1890 nicht erkannt werden, weil das vorhandene

Stück zu kurz ist.

Wir erhalten somit als erste Näherung:

1808-1889:

y„=87sin[48,6°t l 79°]= 87sin
2.1

t h 79°
7,40

(57)

in m3/sec

1890-1943:

yb = 73 sin [53,4° t H 50°] = 73 sin
2*

- - t 1-50°
6,75

in m3/sec

•R

2k-*]

87

2 • 2,78"
2 71

360°

= 895

Die Punkte des Summationsvektorenzuges ordnen

sich nach Abb. 23 überraschend gut mit den zu erwar¬

tenden Streuungen um eine Kreislinie mit dem Radius

Î R an.

b) Zeitabschnitt 1890 bis 1943

dVo, 40
= 2,16g = 1,95° = ab - x

dq 18,5

Frequenz ab = 51,43° + 1,95°^ 53,4°;

Periode pb =

53,4°
= 6,75 Jahre

h(x)b=69 P(x)b=
sin[ab-x]

"

sin[2,16g-17,5]

[a„-x]-?- 2,16g-17,5

= 0,942

Amplitude cb =
69

P(x)4 0,942
73 m /sec

Zur Berechnung von E (x)b konnte nicht nur der Be¬

reich q = 82,5 bis q = 101 verwendet werden, weil sich

sonst wegen der Schwankung des Amplitudendiagramms
ein systematisch zu kleiner Wert ergeben würde. Wir

mußten n (x)b über eine ganze Periode der Schwankung

wobei für das Jahr 1808 : t = 0 ist.

Die sich nach diesen Gleichungen für jede Jahresmitte

von 1808 bis 1943 ergebenden Ausschläge der Periodi¬

zität p7 sind auf Tafel VIII zusammengestellt.

2. Erste angenäherte Berechnung der Welle p5

Das Spektrum (vgl. Seite 68) zeigt das Vorhanden¬

sein einer Periodizität mit einer Wellenlänge von rund

5 Jahren an. Es wird dementsprechend gewählt:

Wellenlänge der Versuchstvelle p' = 5 Jahre, also

360a
Versuchsfrequenz x = — =72°

Es wurden zuerst die Periodogrammkomponenten für

die Analysenintervalle mit den Anfangszeiten q = 0, 5,

10, • •

•, 130 und der Länge p' = 5 Jahre berechnet.

Die Produkte MQi • cosxi, MQi • sin xi und die Werte

A (x, q), B (x, q) ; EA (x, q) e», 2"B (x, q) e. ; a (x, q), b (x, q)
sind aufTafelVI zusammengestellt. DieWerte EA (x, q)„»
und E B (x, q) ß* wurden in Abb. 26 als Summations-

p
vektorenzug aufgetragen (--fache Werte der Summen

tu

der Periodogrammkomponenten).

IBI»<llv

£Atx,q\

Abb. 26. Summationsvektorenzug für Welle p5, erste an¬

genäherte Berechnung, Analysenintervall p' = 5 Jahre
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Hierauf wurden aus den Werten a (x, q) und b (x, q)
für ein Analysenintervall n = q p' = 6 • p' =30 Jahre

und die Anfangszeiten des Intervalls q = 0, 5, 10, • • •

die Periodogrammkomponenten 6 • ä (x, q) und 6 • E (x, q),
sowie 6 • h (x, q) und y> (x, q) berechnet. Letztere sind

in Abb. 27 graphisch als Phasen- und Amplitudendia¬

gramm dargestellt.
Die Verschiebung des Anfangspunktes q des Inter¬

valles ist also hier zu p' =5 Jahre angenommen worden.

Damit konnte die arithmetische Berechnung bedeutend

abgekürzt werden, und es wurde, da p' relativ klein ist,

trotzdem ein genügend dichtes Phasen- und Amplituden¬

diagramm erhalten. Die Werte 6 ä (x, q) und 6 E (x, q)

ergaben sich dabei in einfacher Weise als Summe von

je 6 aufeinanderfolgenden Werten a (x, q) und b (x, q),
ohne daß nach dem Verfahren, welches auf Seite 32 unten

angegeben ist, übergreifendeZwischenwerte für dieKom¬

ponenten a (x, q) und b (x, q) zu berechnen waren. Das

Analysenintervall wurde zu n
— 30 Jahren gewählt, um

insbesondere die benachbarte Welle p0 möglichst voll¬

ständig auszuschalten.

i))(x,ql
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Abb. 27. Phasen- und Amplitudendiagramm für Welle p5. erste

angenäherte Berechnung, Analysenintervall n = 30 Jahre,

Versuchswelle p' = 5 Jahre

Aus dem Summationsvektorenzug, Abb. 26, ist fol¬

gendes ersichtlich: Bei q* =2, q* = 16 und q* = 22

ändert der Summationsvektorenzug seinen Drehsinn, es

sind also vier Zeitabschnitte 1808 bis 1822; 1823 bis

1892 ; 1893 bis 1922 und 1923 bis 1942 mit verschiedenem

Verhalten der Periodizität p5 zu unterscheiden. Diese

vier Zeitabschnitte lassen sich aus dem Phasendiagramm

weniger deutlich erkennen, da das Analysenintervall mit

n = 30 Jahren im Verhältnis zur Länge der genannten
Zeitabschnitte groß ist und sich Störungen stark aus¬

wirken. Es werden sich deshalb nachstehend bei der Aus¬

wertung des Phasendiagrammes Schwierigkeiten ergeben.

a) Zeitabschnitt 1808 bis 1822

Für diesen kurzen Zeitabschnitt können die langen

übergreifenden Analysenintervalle n = 30 Jahre nicht

verwendet «erden. Wir mußten uns damit begnügen,
mit Hilfe der Periodogrammkomponenten der nicht

übergreifenden Intervalle p' = 5 Jahre eine rohe Ab¬

schätzung der Konstanten von p5 vorzunehmen.

Frequenz a., ^ 77,7° Periode pa = 4,63 Jahre

Amplitude c,, ^ 154 m3/sec Anfangsphase ßa ^ 146°

b) Zeitabschnitt 1823 bis 1892

Aus dem Phasendiagramm ist aus oben erwähnten

Gründen nicht eindeutig ersichtbar, ob dieser Zeitab¬

schnitt tatsächlich mit dem Jahre 1823 beginnt. Wir

haben dieses Jahr auf Grund des Summationsvektoren-

zuges gewählt. Das Gleiche gilt für das Ende des Zeit¬

abschnittes. In erster Annäherung rechnen wir also mit

dem Zeitabschnitt 1823 bis 1892, welchem im Phasen¬

diagramm der Abschnitt zwischen q = 15 (1823 bis 1852)
und q - 55 (1863 bis 1892) entspricht. Dieser Abschnitt

umfaßt keine Jahre vor 1823 und nach 1892, er ist also

vom Verhalten der Periodizität in den Jahren vor 1823

und nach 1892 unbeeinflußt und darf somit zur Bestim¬

mung der Konstanten von p5 für den Zeitabschnitt 1823

bis 1892 verwendet werden.

Mit x = 72° und n = 30 ergibt sich nach Abb. 27:

-3,8g=-3,42° = ab-x
^Vo1b_

=

" 152§

dq 40

Frequenz ab = 72° - 3,42° = 68,58°^ 68,6°;

Periode pb = 5,2i Jahre

-
299

h(x)b =—^50

6

sin[ab- x]
n

sin[3,8s-15]
P(X)o= ~ = °>87

[ocb-x]| 3,8g-15

h(x)b 50

Amplitude ck = = = 57,5 m Isec

P(x)b 0,87
'

Anfangsphase ßh = 337 +

30
15+ —

2

3,8g = 451g^46c

Radius des Summationsvektorenzuges :

p'
Da in Abb. 26 die —--fachen Werte der Summen der

Periodogrammkomponenten aufgetragen sind, so ist

auch der-—-fache Radius einzutragen, und es ist ent-

sprechend Gleichung 51 :

P cb 57,5
R

2[ab-x] 2-3,42
e In

360°

480

Aus Abb. 26 ist ersichtlich, daß die Streuung der

Punkte des Summationsvektorenzuges um den Kreis

mit dem Radius R = 480 recht groß ist.

c) Zeitabschnitte 1893 bis 1942

Aus Abb. 26 und 27 ist ersichtlich, daß sich die Perio¬

dizität p5 in bezug auf die Frequenz in den Zeitabschnit-
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ten 1893 bis 1922 und 1923 bis 1942 nicht stark ver¬

schiedenverhalten wird. EineBerechnung derKonstanten

von p5 getrennt nach diesen beiden Zeitabschnitten ist

noch nicht möglich. Auch die Angabe der Jahre 1922/23
als Zeitpunkt der Änderung ist noch eine sehr rohe ; der

Summationsvektorenzug ist nämlich gerade zur Zeit,

wo die Änderung etwa stattfindet, sehr stark gestört,
und der ganze Abschnitt des Phasen- und des Amplitu¬

dendiagramms zwischen q = 55 und q = 85 ist noch

vom Verhalten von p5 im Abschnitt 1823 bis 1892 be¬

einflußt. Ferner ist der ganze Abschnitt des Phasen-

und Amplitudendiagramms zwischen q = 85 und q = 105

vom Verhalten von p5 im Zeitabschnitt 1893 bis 1922

abhängig. Wegen den starken Störungen dürfen wir das

Analysenintervall nicht kürzer wählen, um Abschnitte

des Phasen- und Amplitudendiagramms zu erhalten,
welche voneinander unabhängig wären. Es blieb nichts

anderes übrig, als vorerst für den ganzen Zeitabschnitt

1893 bis 1942 ein einheitliches Verhalten von p5 anzu¬

nehmen.

Verschiedene Versuchsrechnungen ließen erkennen,

daß das Phasendiagramm ab q
= 70 vom Verhalten

von p5 vor 1893 nicht mehr so stark beeinflußt ist, als

daß der Abschnitt q
= 70 bis q

= 85 nicht auch zur

(besseren) Bestimmung der Ausgleichsgeraden für den

Abschnitt q
= 85 bis q

= 105 benützt werden dürfte.

Der Abschnitt q = 85 bis q = 105 ist nämlich wohl vom

Verhalten von p5 vor 1893 gänzlich unbeeinflußt, jedoch

wegen der starken Streuungen für ein einigermaßen
sicheres Ziehen der Ausgleichsgeraden zu kurz. Mit x =

72° und n = 30 ergibt sich nach Abb. 27:

Wir erhalten somit als erste Näherung:

1808-1822: (58)

ya =* 154 sin [77,7° t+ 146°] = 154 sin

1823-1892:

y,, ^ 57,5 sin [68,6° t |- 46°] = 57,5 sin

2.T

4,63
t + 146°

3/sec

2 TT

5,24
t i 46"

in m /sec
1893-1942:

cy

y„ ^ 63,5 sin r74,8n t - 67°1
= 63,5 sin — t - 67°

1 J
4,81

wobei für das Jahr 1808 : t - 0 ist. in m3/sec

Zur Kontrolle haben wir das Übergangsstück zwischen

q = 55 und q = 85 nachgerechnet, indem wir für die

Intervalle mit den Anfangspunkten q = 55, 60, • •

-, 80

auf Grund der Gleichung für yb (Gleichung 58) und für

die Intervalle mit den Anfangspunkten q = 85, 90, • •

•,

110 auf Grund der Gleichung für yc (Gleichung 58) die

Periodogrammkomponenten mit einer Intervallänge p'
= 5 nach Gleichung 33 berechneten und dann übergrei¬
fende Mittelwerte für die Intervallänge n = 30 bildeten.

Nach Abb. 27 ergibt sich ein befriedigender Verlauf des

so berechneten Übergangsstückes.
Die sich nach obigen Gleichungen für jede Jahresmitte

von 1808 bis 1943 ergebenden Ausschläge der Periodi¬

zität p5 sind auf Tafel VIII zusammengestellt.

dy0-c
_

108,5g

dq 35
3,lg= + 2,79° = «c

Frequenz <xc = 72° + 2,79° = 74,79° ^ 74,8°;

Periode pc
= 4,81 Jahre

Amplitude cc:

Versuchsrechnungen und spezielle Überlegungen zeig¬
ten, daß das am besten angenäherte Resultat erhalten

werden dürfte, wenn wegen der starken Schwankungen
des Amplitudendiagramms der Wert h(x)c als arith¬

metisches Mittel aller Werte h (x, q) des Abschnittes

q = 55 bis q = 105 berechnet wird.

[sinac — x] —- sin [3,1s-15]
h(x)c=58 P(x)c = -1

= = 0,91

fc-x]^ 3,1*. 15

K=X
'

P(x)c 0,91

Anfangs-
phase ßc = 189,5g-

Radius desSumma- p'
tionsvektorenzuses ~7,

58
= 63,5 m js

70 + -

30
3,16 = - 74g 67"

n-

2[*c-x]

63,5

2 • 2,79°
2rt

360»

= 650

3. Angenäherte Berechnung der Welle p12

Das Spektrum zeigt auch eine Periodizität mit einer

Wellenlänge von rund 12 Jahren an. Es wurde deshalb

gewählt :

Die Versuchswelle p' = J2 Jahre und die

360°

Versuchsfrequenz x = - -- =30°

Es wurden zuerst die Periodogrammkomponenten für

die Analysenintervalle mit den Anfangszeiten q = 0, 12,

24, • •

•, 120 und der Länge p' = 12 Jahre berechnet. Die

Produkte MQ; • cos xi, MQi-sinxi und die Werte

A (x, q), B (x, q); 27 A (x, q) „., IB (x,q) e.; a (x, q),
b (x, q) sind auf Tafel VII zusammengestellt. Die Werte

£A (x, q) e# und ZB (x, q) e» ergaben den Summations¬

vektorenzug der Abb. 28, mit den --fachen Werten der

Summen der Periodogrammkomponenten:

P*"10 G2S-33

Abb. 28. Summationsvektorenzug für Welle p]2, angenäherte

Berechnung, Analysenintervall p' = 12 Jahre
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Hierauf wurde die progressive Analyse mit einem

Analysenintervall von n = g
• p' = 3 12 = 36 Jahren

und einer Intervallverschiebung um 1 Jahr durchgeführt.
Das Analysenintervall wurde zu n = 36 Jahren gewählt,
um insbesondere die benachbarte Welle p9 möglichst
vollständig auszuschalten. Die Werte ^(x, q) und h (x, q)
sind in Abb. 29 als Phasen- und Amplitudendiagramm
dargestellt.
Das Amplitudendiagramm zeigt deutlich eine sinus¬

förmige Schwankung, welche man auch beim Phasen¬

diagramm wahrnehmen kann, wenn man sich das ganze

Diagramm durch eine Gerade ausgeglichen denkt. Dies

deutet auf benachbarte Periodizitäten hin. In der Tat

werden wir später beim zweiten definitivenBerechnungs¬

gang zwei Nebenperioden von rund 10 und 15 Jahren

Wellenlänge finden. Wegen der großen Streuungen, mit

welchen insbesondere auch der Weg*) des Endpunktes
des Periodogrammsvektors behaftet ist, war es uns aber

nicht möglich, im ersten Berechnungsgang diese Neben¬

perioden in bezug auf die Wellenlänge zu erkennen oder

gar zu bestimmen. Wir nahmen vorläufig als erste Nähe¬

rung an, daß das Phasendiagramm in zwei Teile zerfalle,

wobei wir der Schwankung des Amplitudendiagramms
Rechnung getragen haben in einer Weise, welche im fol¬

genden noch angegeben wird.

Phasendiagramm
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Abb. 29. Phasen- und Amplitudendiagramm für Welle p12,

angenäherte Berechnung, Analysenintervall n = 36 Jahre,

Versuchswelle p' = 12 Jahre

a) Zeitabschnitt 1808 bis 1878

Das entsprechende Stück des Phasendiagramms zwi¬

schen q = 0 und q = 35 läßt sich leicht durch eine

Gerade ausgleichen. Nach Abb. 29 ist mit x = 30° und

n = 36:

l^o,. -91e
= - 2,6g = - 2,34° = oc.

- :

dq 35

Frequenz <xa = 30° - 2,34° = 27,66°^ 27,7°;

Periode pa = 13,00 Jahre

Amplitude c.u:

Umden starken periodischen Schwankungen des Ampli-
tudendiagramms Rechnung zu tragen, wurde die Ampli¬
tude nicht aus einem Mittelwert berechnet, sondern es

wurde das Diagramm durch eine glatte sinusförmige
Linie ausgeglichen; die Ordinaten h (t) dieser Linie

wurden zur Berechnung der veränderlichen Amplitude
der Periodizität p12 verwendet, wobei auf eine formel¬

mäßige Erfassung der Ausgleichslinie der Einfachheit

halber verzichtet wurde. Die in den nachfolgenden For¬

meln für p12 enthaltenen Werte h (t) sind einfach der

Ausgleichslinie des Amplitudendiagramms (Abb. 29) zu

entnehmen. Der Anfangspunkt t = 0 der Linie liegt bei

36

q = —

-„--
=; - 18; die Linie muß bis dorthin extrapoliert

werden.

p(*V
sin[au-x]- sin[2,6818]

h(t)
1,09- h(t)

= 0,912

2,6s-18

0,912

Anfangsphase ßu = 261g + 18 • 2,6s = 307,8B = 277°

b) Zeitabschnitt 1879 bis 1943

Das entsprechende Stück des Phasendiagrammes zwi¬

schen q = 71 und q = 100 wurde ebenfalls durch eine

Gerade ausgeglichen. Nach Abb. 29 ist mit x = 30° und

n -36:

lVo,h -30s
= - 1,035s = - 0,93° = ab

- x

dq 29

Frequenz ab = 30° - 0,93° = 29,07°^ 29,1°;

Periode pb
= 12,38 Jahre

Amplitude cb

sin [ab - x]
"

sin [ 1,035s • 18]

K-*]Y

= 0,985

1,035° 18

0,985

= i,0i-h(t)m3/sec

Anfangsphase ßb = 195g + [71 + 18] • 1,035s = 287s = 258°

Wir erhalten somit als erste Näherung:

1808-1878:

ya = 1,09 • h(t) • sin [27,7° t + 277°] =

2jt

1,09 • h(t) • sin

13,00
-t+277" in m /sec

1879-1943:

yb= 1,01-h(t)-sin [29,1° t+258°] =

2ji
„

t + 258°= 1,01-h(t)-sin
12,38

in m3/sec

(59)

*) Auf die Darstellung dieses Weges in Form einer Abbildung kann hier verzichtet werden.
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wobei für das Jahr 1808: t ^ 0 ist und die Werte für

h (t) direkt der ausgleichenden Linie der Abb. 29 zu

entnehmen sind. Die sich aus diesen Gleichungen für

jede Jahresmitte von 1808 bis 1943 ergebenden Aus¬

schläge der Periodizität p12 sind auf Tafel VIII zusam¬

mengestellt.

4. Erste angenäherte Berechnung der Welle p30

Das Spektrum zeigt auch eine Periodizität mit einer

Wellenlänge von rund 30 Jahren an. Es wird somit

gewählt :

Die Versuchswelle p' = 30 Jahre und die

360°
Versuchsfrequenz x = —— =22°

Es wurden zuerst die Periodogrammkomponenten für

die Analysenintervalle mit den Anfangszeiten q
= 0, 30,

60 und 90 und der Länge p' = 30 Jahre berechnet. Diese

Berechnung erfolgte hier ausnahmsweise interessehalber

und zu Vergleichszwecken mit Hilfe eines Faltschemas,
wie sie in der Praxis der harmonischen Analyse üblich

sind (vgl. unsere diesbezügliche Bemerkung auf Seiten

26 und 37). Hierauf wurde die progressive Analyse
durchgeführt. Ein Versuch zeigte, daß von q = 0 bis

q
= 70 eine Intervallverschiebung um 10 Jahre ein

Phasen- und Amplitudendiagramm ergibt, welches für

eine erste Näherungsrechnung genügend dicht ist. Ab

q = 70 treten große Störungen ein, weshalb von da an

eine Intervallverschiebung um nur 2 Jahre gewählt wor¬

den ist. Die berechneten Werte ip (x, q) und h (x, q) sind

in Abb. 30 als Phasen- und Amplitudendiagramm dar¬

gestellt. Das Amplitudendiagramm zeigt eine sinusför¬

mige Schwankung, welche durch die einfache Formel

h (t) =54 + 18 sin [3,6° t - 83°]

erfaßt werden kann. Die Schwankung des Amplituden-
diagramms deutet auf eine Nebenperiode hin. Wir wer¬

den diese beim zweiten und dritten Berechnungsgang
nach Ausschaltung von Störungen durch andere Perio¬

dizitäten erfassen können. Hier im ersten Berechnungs¬
gang war es aber nicht möglich, die Nebenperiode ge¬

nauer zu erkennen oder gar zu bestimmen. Wir glaubten
damals annehmen zu müssen, daß das Phasendiagramm,
wie folgt angegeben, in zwei Teile zerfalle. Es schien uns

auch nicht gegeben, ein längeres Analysenintervall als

p' = 30 Jahre anzuwenden, da sonst der zweite Teil des

Phasendiagramms auf seine ganze Länge vom Verhalten

der Periodizität im ersten Zeitabschnitt beeinflußt

würde. Bei einem Analysenintervall p' = 30 Jahre muß¬

ten wir aber zum vorneherein mit starken Verzerrungen
des Phasen- und Amplitudendiagramms durch den

Störungsvektor rechnen (vgl. Darlegungen auf Seite 30).
Es handelt sich um eine erste, rohe Näherungsrechnung,
deren Ergebnisse in der Folge aber doch in nützbcher

Weise zur Ausschaltung der Welle p30 bei der Berechnung
von andern Periodizitäten verwendet werden konnten.

a) Zeitabschnitt 1808 bis 1911

Das entsprechende Stück des Phasendiagramms zwi¬

schen q = 0 und q = 74 läßt sich leicht durch eine

Gerade ausgleichen. Nach Abb. 30 ist mit x = 12° und

p' = 30:
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Abb. 30. Phasen- und Amplitudendiagramm für Welle p3o

erste angenäherte Berechnung, Analysenintervall = Versuehs-

welle p' = 30 Jahre

dw0
a

394s - 380g
.

.

v_°-?_
= = + 0,19s= + 0,17° = an-x

dq 74

Frequenz aa = 12° !- 0,17° = 12,17° ^ 12,2°;

Periode pn = 29,6 Jahre

sin [aa - x]
p'

sin[0,19g15]
P(x)a = 1= ~1

[o.-x]-J 0,19B15

Amplitude ca = h(t) = 54 + 18 sin [3,6°t - 83°] m3/sec

Anfangsphase ßB =

380g - 15 0,19g = 377,15g = - 22,85g=^ - 21
°

b) Zeitabschnitt 1912 bis 1943:

Die Ausgleichsgerade (Abb. 30) wurde in Richtung
der Punkte des Phasendiagramms, welche den Abszissen

q = 100 bis q = 106 entsprechen, gezogen. (Die Punkte

bei q
= 100 und 102 sind vom Verhalten der Periodizität

vor 1911 nicht mehr stark beeinflußt.)

dyob 353g + 130g
= + 4,55g = + 4,1° = <xb - x

dq 106

Frequenz xb = 12° + 4,1° = 16,1° ; Periode pb = 22,4 Jahre

*Mb-
sin[ab-x] P- sin [4,55g 15]

[Kb-x]| 4,55g15

= 0,82^1,0 gesetzt,

was bei der hier vorliegenden ersten rohen Annäherung
der Einfachheit halber erlaubt ist.

Amplitude cb^54 4-18 sin [3,6° t - S30] m3/sec

Anfangsphase ßb = - 130« - 15 • 4,54B= - 198g = - 178°
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Wir erhalten somit als erste Näherung:

1808-1911 : ((,0)

ya=[54 + 18sin(3,60t-830)]-sin[l2,20t-21°]
2.-T

[54-l-18sin(3,6°t-83(,)]-Sin
29,6

-t-21" in m /sec

1912-1943:

yb= [54 + 18sin(3,6°t - 83°)] • fein[l6,lüt-178°]

2.T

[54 + 18sin(3,6°t- 83°)] -sin

22,4

t-178° inm'/scc

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

Die sieh aus diesen Gleichungen für jede Jahresmitte

von 1808 bis 1943 ergebenden Ausschläge der Periodizi¬

tät p30 sind auf Tafel VIII zusammengestellt.

5. Berechnung der säkularen Welle p120

Da die Welle p120 beinahe so lang ist wie die ganze zur

Verfügung stehende Beobachtungsreihe, so kann das

Verfahren der Phasendiagramme nicht angewendet wer¬

den. Die Welle p120 kann aber genügend genau durch

eine Glättung mit Hilfe von übergreifenden Mittelwerten
erhalten werden, wobei zuerst die Welle p30 ausgeschaltet
wurde.

Ausschaltung der Welle p30

Für jedes Jahr der Reihe 1808 bis 1943 wurde vom

Werte des mittleren jährlichen Abflusses MQ der für die

betreffende Jahresmitte berechnete Wert des Ausschla¬

ges der Periodizität p:)0 abgezogen, also für ein Jahr

gebildet.
MQj-y(f

Auf Tafel VIII sind die Werte MQ in Kolonne 3 und die

Werte y(iü' in Kolonne 7 enthalten.

Ausschaltung der Welle p12 und p,.

Wichtig ist es auch, die relativ lange Welle p12 auszu¬

schalten. Dies erfolgte durch eine Glättung mittels über¬

greifenden Mittelwerten für ein Intervall von 12 Jahren.

Damit wird gleichzeitig die Welle p6 weitgehend ausge¬

schaltet. Diese Glättung genügte aber noch nicht, die

erhaltenen Werte ergaben einen noch zu wenig glatt
verlaufenden Linienzug. Es war notwendig, noch eine

zweite Glättung durchzuführen.

Ausschaltung der Welle p7

Es schien angezeigt, bei der zweiten Glättung noch

insbesondere gut die kräftige Welle p7 auszuschalten.

Deshalb wurde die zweite Glättung mit einem Intervall

von 7 Jahren durchgeführt. Die sich so ergebenden
Mittelwerte wurden aufgetragen und durch eine von

Auge gezogene glatte Linie ausgeglichen. Diese Linie

ist auf den Tafeln XIX und XX als Welle p120 einge¬

tragen. Es wurden ihr für die Mitte eines jeden Jahres

die Werte Q' entnommen, welche auf Tafel VIII in

Kolonne 8 zusammengestellt sind.

Es konnte sich erübrigen, die Wirkung der Glättung
durch einen Glättungsfaktor, welcher vom Werte 1 nicht

sehr verschieden ist, zu berücksichtigen. Die bei der

Glättung verlorengegangenen Glieder zu Beginn und

am Ende der Beobachtungsreihe wurden durch Extra¬

polation der Welle p12n gewonnen.

II. Zweiter Berechnungsgang

1. Definitive Berechnung der Welle pc

Gemäß dem Spektrum (vgl. Seite 68) ist auch eine

Periodizität mit einer Wellenlänge von rund 6 Jahren

vorhanden:

Bei Verwendung der unveränderten, beobachteten

Jahresmittel der Abflußmengen erwies es sich, wie län¬

gere Versuchsrechnungen zeigten, als unmöglich, die

Welle p6 angenähert zu isolieren. Die Amplitude dieser

Welle ist im Vergleich zu den Amplituden der benach¬

barten Wellen p5 und p7 zu klein. Auch die säkulare

Welle p120 wirkt sich störend aus. Wir haben deshalb

die beobachteten Abflußmengen MQ zuerst von den

Periodizitäten p5, p7 und p120 befreit, so gut dies auf

Grund der ersten angenäherten Berechnung von p5 und

p7 möglich ist. Es wurden also auf Grund der auf Tafel

VIII zusammengestellten Zahlenwerte die Differenzen

berechnet

d=MQ-[Q'+y(5>+y(7)]

und so eine neue Zahlenreihe gebildet, welche der Perio-

dogrammrechnung unterworfen wurde. Der Mittelwert

dieser Reihe für die Jahre 1808 bis 1939 ist dm = 2 m3/sec

und die Streuung a = + 143 m3/sec (vgl. Tabelle 12,

Seite 65).
Da die Wellenlänge der gesuchten Periodizität gleich

rund 6 Jahre ist, so wird gewählt:

Versuchswelle p' = 6 Jahre,
360°

Versuchsfrequenz x = = 60°

Die Produkte d, cos xi, d; • sin xi und die Werte

A (x, q), B (x, q) ; 27 A (x, q) e., E B (x, q) 0« ; a (x, q) und

EA|x,<)V

Abb. 31. Summationsvektorenzug für Welle p6, definitive Be¬

rechnung, Analysenintervall p' = 6 Jahre. (Der Punkt 22 wurde

erst nach Abschluß der Arbeit, als dann noch das Jahr 1945

vorlag, berechnet. Vgl. diesbezüglich die Fußnote auf Seite 77)
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b (x,q) fiirdio Analysrnintervalle mit don Anfangszeiten
<| 0, 6, 12, • •

-, 126 und der Länge p' = 6 Jalire sind

auf Tafel IX zusammengestellt. Die Werte 27 A (x, q) „*

und 27 B (x, q) 0* wurden als Summationsvektorenzug
p'

aufgetragen (Abb. 31), ( -fache Werte der Summender
it

Periodogrammkomponenten).

Ferner haben wir die Periodogrammkomponenten
a (x, q) und b (x, q) als Abb. 32 in einem rechtwinkligen
Koordinatennetz aufgetragen. Es ergibt sich ein Bild

von der Art einer Punktwolke. Verfolgt man an Hand

der Ziffern, welche die Reihenfolge der Punkte angeben,
den Weg des Endpunktes des Periodogrammvektors, so

kann man bei der großen Streuung der Punkte keine

systematische Drehung des Vektors feststellen. Die

Frequenz der Versuchswelle wird sich somit von der

Frequenz der gesuchten Welle nur wenig unterscheiden.

a'x.q)
§lx,q)

Legende:
o flnalyseninpervall p'-6Jahre
• Analyseninhervalt n-21Jahre

© SchrumpFungszenlrum

Abb. 32. Welle p6, definitive Berechnung, Periodogrammkom¬

ponenten a (x, q), b (x, q) für Analysenintervall p' = 6 Jahre

und a (x, q), b (x, q) für Analysenintervall n = 24 Jahre

Immerhin scheint der Summationsvektorenzug eine

leichte Krümmung aufzuweisen, was auf eine ganz lang¬
same Drehung des Periodogrammvektors hindeutet. Wir

haben deshalb in analoger Weise, wie bei der ersten

angenäherten Berechnung von Welle ps, aus den Werten

a (x, q) und b (x, q) die Periodogrammkomponenten
à (x, q), L(x, q), h(x, q) und îp(x, q) berechnet für die

Analysenintervalle mit den Anfangszeiten q
= 0, 6, 12,

• • • und der Länge n = q
• p' — 4 p' 24 Jahre. Die

voneinander unabhängigenKoinponenten ä (x, 0),b (x,ü) ;

ä (x, 24), h (x, 24) ;
• • •

; ä (x, 96), B (x, 96) wurden eben¬

falls in Abb. 32 eingetragen. Man sieht deutlich, wie die

« Punktwolke» entsprechend den Ausführungen auf Seite

56 zusammenschrumpft um ein Schrumpfungszentrum,
welches außerhalb des Koordinatennullpunktes liegt.
Dies weist also auf das Vorhandensein einer persistenten
Periodizität hin. Das Schrumpfungszentrum hat die

Koordinaten ä (x, q)m = —6,0; b(x, q)m = — 30,5. Die

Komponenten ^(x, q) und h(x, q) sind in Abb. 33 als

Phasen- und Amplitudendiagramm aufgetragen.

Phasendiagramm

0 6 12 18 24 30 35 « <)8 54 60 66 72 73 64 90 96 102 108 lit q

Abb. 33. Phasen- und AmplitudendiagrammfürWelle pe, defi¬

nitive Berechnung, Analysenintervall n = 24 Jahre. (Die Werte

yT(x, q) und h (x, q) für q = 114 wurden erst nach Abschluß

der Arbeit, als dann noch das Jahr 1945 vorlag, berechnet.

Das Phasendiagramm wurde mit Hilfe der Methode

der kleinsten Quadrate durch eine Gerade ausgeglichen.*)
Es ergab sich eine

Neigung —^ = 0,52g = 0,46° und für q = 0: w0 = 174,5g
dq

Wir erhalten also mit x = 60° :

Frequenz a = 60° + 0,46° = 60,46° ^ 60,5°;

Periode p = 5,95 Jahre

Amplitude c:

Wegen den großen aperiodischen Streuungen der

Periodogrammkomponenten und dem kleinen Wert et—x

ist so vorzugehen, wie auf Seite 40 angegeben ist. Es ist

mit n = 24 :

21

ä(X'q)m= 72722ja(X,<I)=_6,0
q = 0

21

q = 0

Es sind dies die Koordinaten des Schrumpfungszentrums

(Abb. 32)

*) Im Phasendiagramm ist ab q = 78 eine Neigung zu einer leichten Richtungsänderung erkennbar; auch beim Summations¬

vektorenzug muß man sich fragen, ob von Punkt o* = 13 an nicht eine Richtungsänderung eingesetzt hat. Nach Abschluß der

Arbeit stand dann noch das Jahr 1945 zur Verfügung, und es konnte nachträglich noch je ein weiterer Punkt des Phasendia¬

gramms und des Summationsvektorenzuges berechnet werden (Punkt o* = 22 und Punkt bei q = 114). Es ließ sich mit Hilfe

dieser weitern Pimkte erkennen, daß vom Jahre 1886 an die Periodizität p6 eine leichte Änderung erfahren hat, wie im Abschnitt

«Zusammenfassung und Erörterung der Ergebnisse» auf Seite 111, rechts, noch näher ausgeführt wird.
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c = h(x) = \l 52(x, q)nl 1 b2(x, q)m,=* 31 m3!sec

Glättungsfaktor ^ 1,00; P(x) «* 1,00

Anfangsphase ß = 174,5«- 12 • 0,52g = 168,26s ^151,4°

(61)

2n

5,95
t +151,4°

in

m3/secy=31 sin[60,5°t +151,4°]= 31 sin

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

Die sich nach dieser Gleichung für jede Jahresmitte

von 1808 bis 1943 ergebenden Ausschläge der Periodi¬

zität p6 sind auf Tafel XV zusammengestellt, und die

Periodizität ist auf Tafel XIX graphisch aufgetragen.

2. Angenäherte Berechnung von Welle p9

Aus dem Spektrum (vgl. Seite 68) ist auch eine Perio¬

dizität mit einer Wellenlänge von rund 9 Jahren ersicht¬

lich. Bei Verwendung der unveränderten, beobachteten

Jahresmittel der Abflußmengen erwies es sich ebenfalls

als unmöglich, die Welle p9 einigermaßen angenähert
zu isolieren. Die Störung durch die benachbarte Welle p7

ist zu groß. Auch wirkt sich der säkulare Gang störend

aus. Die beobachteten Abflußmengen MQ wurden des¬

halb zuerst von den Wellen p7 und p120? sowie vorsich¬

tigerweise auch von p12 befreit. Es wurde also auf Grund

der auf Tafel VIII zusammengestellten Zahlenwerte

die Differenzen berechnet

d=MQ-[Q' + y(7>+y<12)]

und so eine neue Zahlenreihe gebildet, welche der Perio-

dogrammrechnung unterworfen wurde. Der Mittelwert

dieser Reihe für die Jahre 1808 bis 1942 ist dm = + 4 m3/sec
und die Streuung a = ± 146 m3/sec (vgl. Tabelle 12,

Seite 65).
Da die Wellenlänge der gesuchten Periodizität gleich

rund 9 Jahre ist, so wird gewählt:

Versuchswelle p' = 9 Jahre

360°
Versuchsfrequenz x = —— = 40 °.

1600

-1600 -1W0 -1200-1000 -800 -600 -MO -000

<ç*=0'
1808-16

Abb. 34. Summationsvektorenzug für Welle p9, angenäherte

Berechnung, Analysenintervall p' = 9 Jahre

Die Produkte d; • cos xi, d; • sin xi und die Werte

A (x, q), B (x, q) ; E A (x, q) e., X B (x, q) e. ; a (x, q) und

b (x, q) für die Analysenintervalle mit denAnfangszeiten

q = 0, 9,18, • •

-, 126 und der Länge p' = 9 Jahre sind auf

Tafel X zusammengestellt. Aus den Werten SA (x, q) 0»

und S B (x, q)„» wurde der in Abb. 34 dargestellte

Summationsvektorenzug (— -fache Werte, vgl. Bemer¬

kung auf Seite 69 bei Berechnung von Welle 7) gebildet,
welcher in einer Hauptrichtung angenähert geradlinig
fortschreitet und so das Vorhandensein einer persistenten
Periodizität angibt, deren Frequenz sich von der Ver¬

suchsfrequenz nur wenig unterscheidet.

Ferner wurden die Periodogrammkomponenten a (x, q)
und b (x, q) als Abb. 35 in einem rechtwinkligen Koor¬

dinatennetz aufgetragen, wobei sich, wie bei Welle pG,

eine Punktwolke ergab, was bestätigt, daß zwischen der

Frequenz der gesuchten Welle p9 und der Versuchs¬

frequenz x nur ein kleiner Unterschied besteht.

Legende
O An»!ys«rMnterval

Abb. 35. Welle p9, erste angenäherte Berechnung, Periodo¬

grammkomponenten a (x, q), b (x, q) für Analysenintervall

p' = 9 Jahre und a (x, q), b (x, q) für Analysenintervall
n = 36 Jahre

In analoger Weise, wie bei Welle p6, haben wir dann

aus den Werten a (x, q) und b (x, q) die Periodogramm¬

komponenten ä (x, 0), b~(x, 0), h(x, q) und ij)(x, q) be¬

rechnet für die Analysenintervalle mit den Anfangs¬
zeiten q = 0, 9, 18, • • • und der Länge n = q

• p' = 4 • p'
= 36 Jahre. Trägt man die voneinander unabhängigen

Komponenten ä (x, q), L (x, q); ä (x, 36), B (x, 36) und

ä (x, 72), b (x, 72) ebenfalls in Abb. 35 ein, so sieht man,

wie die Punktwolke um ein Schrumpfungszentrum zu¬

sammenschrumpft, welches mit denKoordinaten ä (x, q)m
= +21,2 und b(x, q)m = -28,9 außerhalb des Koordi¬

natennullpunktes liegt.

Die Komponenten ip (x, q) und h (x, q) sind in Abb. 36

als Phasen- und Amplitudendiagramm aufgetragen. We¬

gen den geringen Streuungen und der einfachen Gestalt

des Phasendiagramms könnten wir uns mit einer Inter¬

vallverschiebung um 9 Jahre begnügen.

Das Phasendiagramm wurde mit Hilfe der Methode

der kleinsten Quadrate durch eine Gerade ausgeglichen.
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h(x,q)
100

50

0 &

Pha sen dia'jramm

Amplirudandiagramm

18 27 36 l»5 Bk 63 72 81 90 99 q

Abb. 36. Phasen- und Amplitudendiagramm für Welle p9.

angenäherte Berechnung, Analysenintervall n = 36 Jahre

Es ergab sich:

—^-
= + 0,26g = 0,23° und ^0 = 143,6g für q = 0

dq

Wir erhalten also auf analoge Weise wie bei der Be¬

rechnung der Welle p6 mit x = 40° und n = 36 :

Frequenz <x = 40° + 0,23° = 40,23° «= 40,2° ;

Periode p = 8,94 Jahre

Amplitude c:ä(x,q)m=+2l,2;b(x,q)m=-28,9;P(x)^l,00

c^h(x)=Vä2(x,q)m+b2(x,q)mÄ36m3/scc
Anfangsphase ß = 143,6s- 18 • 0,26g = 138,9g^ 125u

2.-r

y = 36 sin [40,2" t ! 125°l-36sin - -

L8,94
wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

t-: 125°

(62)

m m y sec

Die sich nach dieser Gleichung für jede Jahresmitte

von 1808 bis 1943 ergebenden Ausschläge der Periodizi¬

tät p9 sind auf Tafel XV zusammengestellt.

3. Definitive Berechnung der Welle p7

Um die Konstanten der Welle p7 noch genauer aus

einem möglichst ungestörten Phasendiagramm berech¬

nen zu können, haben wir die beobachteten Jahresmittel

der Abflußmengen von den bereits berechneten Perio¬

dizitäten p5 (angenäherte Werte nach Gl. 58), p6 (defi¬
nitive Werte nach Gl. 61), p9 (angenäherte Werte nach

Gl. 62), p12 (angenäherte Werte nach Gl. 59), p30 (an¬
genäherte Werte nach Gl. 60) und p120 (definitive Werte
= Q') befreit. Es wurden also auf Grund der auf Tafel

VIII [Q', y(5), y<12), y<30>] und Tafel XV [y<6>, y<»)]
zusammengestellten Werten die Differenzen berechnet:

d = M Q - [Q' r y<5> + y<12> J- y<3ü>] - [y<6> - yO]

und so eine neue Zahlenreihe gebildet, welche der Perio-

dogrammrechnung unterworfen wurde. Der Mittelwert

dieser Reihe für die Jahre 1808 bis 1943 ist dm =

—2m3/sec und die Streuung q = + 137 m3/sec (vgl. Ta¬

belle 12, Seite 65).

Wir wählen wiederum:

Versuchswelle p' = 7 Jahre

, r
360°

Versuchsfrequenz x =

—_—
= 51,43"

Die Produkte di • cos x i, d; • sin x i und die Werte

A (x, q), B (x, q) ; E A (x, q) „*, Z B (x, q) „• ; a (x, q) und

b (x, q) für die Analysenintervalle mit den Anfangszeiten

q = 0, 7, 14, • •

-, 126 und der Länge p' = 7 Jahre sind

auf Tafel XI zusammengestellt. Aus den Werten

S A (x, q)5» und XB (x, q)0» wurde der in Abb. 37 dar-

gestellte Summationsvektorenzug gebildet (- -fache

Werte). Die Streuungen dieses Summationsvektoren-

zuges sind im Vergleich zu demjenigen der angenäherten
Berechnung, Abb. 23, kleiner geworden. Die Änderung
im Verhalten der Periodizität p7 bei Punkt q* = 12

(1892 bis 1898) kommt sehr schön zum Ausdruck.
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Abb. 37. Summationsvektorenzug für Welle p-, definitive

Berechnung, Analysenintervall p' = 7 Jahre

Um die Veränderung im Verhalten der Periodizität

im Phasendiagramm möglichst gut erfassen und um den

Weg des Endpunktes des Periodogrammvektors in

Abb. 38 interessehalbers in kleinen Schritten verfolgen
zu können, ferner wegen den relativ noch starken kurz¬

fristigen Schwankungen im Verlaufe des Phasendia¬

gramms wurde zu einer progressiven Analyse mit einer

Intervallverschiebung von nur 1 Jahr geschritten. Das

Analysenintervall wurde zu n = o • p' =21 Jahren ge¬
wählt. Es wurden also nach Seite 37 rechts die Werte

a (x, q) und b (x, q) für q = 0, 1, 2, 3, • • berechnet und

nach Gl. 37 die Komponenten ä (x, q) und b (x, q) sowie

H(x, q) und ip(x, q) bestimmt.

In Abb. 38 sind die Komponenten à (x, q) und b (x, q)
in einem rechtwinkligen Koordinatennetz dargestellt. Im

Vergleich zu der analogen Darstellung für die erste Be¬

rechnung, Abb. 24, ersieht man, daß der Weg des End¬

punktes des Periodogrammvektors weniger Streuungen
aufweist, trotzdem das Analysenintervall kürzer ist. Dies

ist die Folge der Ausschaltung der andern Periodizitäten.
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Abb. 38. l'criodogrammkomponenten a (x, q) und b (x, q) für Welle p7, definitive Berechnung,

Analysenintervall n = 21 Jahre
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Das Phasen- und Amplitudendiagramm Abb. 39 zeigt

infolge der Ausschaltung der benachbarten Periodizi¬

täten ebenfalls keine periodischen Schwankungen mehr.

Das Phasendiagramm konnte nach der Methode der

kleinsten Quadrate leicht durch zwei Geraden ausge¬

glichen werden. Aus dem Summationsvektorenzug und

dem Phasendiagramm ist nun leicht und genau erkenn¬

bar, daß der Wechsel im Verhalten der Periodizität im

Jahre 1895 eintritt.

Es ergab sich (vgl. Abb. 39) mit x = 51,43° und n = 21 :

Zeitabschnitt 1808 bis 1894:

ày>o.
= - 3,05e = - 2,74° und y0.« = 49,40K für q = 0

51,43° - 2,74» - 48,69° ^ 48,7°;

dq

Frequenz aa =

Periode pa = 7,39 Jahre

als arithmetisches Mittel der h (x, q)
berechnet, vgl. Seite 40.

_

sin [3,05 g-10,5]
)a ~

3,05« • 10,5

82

h(x)a-82

P(a 0,958

Abb. 39. Phasen- und Amplitudendiagraram für Welle p„ Amplitude c
— t 86 m3lsec

definitive Berechnung, Analysenintervall n — 21 Jahre 0,958
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Anfangsphase ß* = 49,40s + 10,5 • 3,05s = 81,37s^73,2°

Radius des W

Summations- —Ra=

vektorenzuges 2 2[a„-x]

86

2 • 2,74"
2n

360°

= 900

Zeitabschnitt 1895 bis 1943:

dyo, b

dq
+ 4,01s= + 3,61°

Frequenz <xb = 51,43° + 3,61° = 55,04°^55,0°;

Periode pb
= 6,54 Jahre

-, v , N
sin [4,01s-10,5]

h(x)b = 71; P(x)b =
_"-_____J

= 0,929
4,0P-10,5

71
Amplitude

cb — -=*• 77 wVsec
1

0,929
'

Jn/a7igsp/iaseßb=29S,56s-10,5-4,01s=253,44s = 22S,.Z0

77Radius des p'
Summations- - - Rb =

vektorenzuges 2 2[a„-x] 2-3,61° •

2 71

36Ö«

-=610

Es gelten also die Gleichungen:

1808-1894:

ya=86sin[48,7°t + 73,2°] = 86fcin

1895-1943:

yb= 77 sin [55,0° t + 228,1°] = 77 sin

2.-i

7,39
t+73,2°

2.-T

6,54
-t +228,1°

(63»)

in

m3/sec

(63b)
in

m3/scc

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

Die sich nach Gleichung 63 für jede Jahresmitte von

1808 bis 1943 ergebenden Ausschläge der Periodizität p7

sind auf Tafel XV zusammengestellt, und die Periodi¬

zität ist auf Tafel XIX graphisch aufgetragen.

4. Zweite angenäherte Berechnung der Welle p5

Die Konstanten der Welle p5 wurden in einem zweiten

Berechnungsgang noch genauer bestimmt. Zu diesem

Zwecke sind die beobachteten Jahresmittel der Abfluß¬

mengen von den bereits berechneten Periodizitäten p6

(definitive Werte nach Gl. 61), p7 (definitive Werte nach

Gl. 63), p9 (angenäherte Werte nach Gl. 62), p]2 (ange¬
näherte Werte nach Gl. 59), p30 (angenäherte Werte

nach Gl. 60) und p120 (definitive Werte = Q') befreit

worden. Es sind also auf Grund der auf Tafel VIII

[Pi20 =.Q'. y(12)< y(30)] d Tafel XV [y<6>, y<*>, y<»>]
zusammengestellten Werte die Differenzen berechnet

worden :

d = MQ - [Q'-r y<12> + y(J°>] - [y<6) + y<7> + y<9)]

womit sich eine neue Zahlenreihe ergab, welche der

Periodogrammrechnung unterworfen wurde. Der Mittel¬

wert dieser Reihe für die Jahre 1808 bis 1943 ist

— 2 m3/sec und die Streuung a = ± 138 m3/sec (vgl.
Tabelle 12, Seite 65).
Der zweite Berechnungsgang ergibt die Konstanten

der Periodizität p5 bis zum Jahre 1887 genau genug und

definitiv. Für die Jahre nach 1887 ist ein dritter Be¬

rechnungsgang nötig.

Es wird wiederum gewählt :

Versuchswelle p' = 5 Jahre

360°
Versuchsfrequenz x =—— =72°

Die Produkte di • cos x i, d; • sin x i und die Werte

A (x, q), B(x, q); 27 A (x, q)e., 27 B (x, q)c.; a (x, q)
und b (x, q) für die Analysenintervalle mit den Anfangs¬
zeiten q = 0, 5, 10, • • und der Länge p' = 5 Jahre sind

auf Tafel XII zusammengestellt. Aus den Werten

27 A (x, q)„* und 27 B (x, q)e* wurde der in Abb. 40 dar¬

gestellte Summationsvektorenzug gebildet. Die Streu¬

ungen dieses Summationsvektorenzuges sind im Ver¬

gleich zu demjenigen der ersten angenäherten Berech¬

nung, Abb. 26, kleiner geworden. Eindeutig ist nun er¬

sichtlich, daß vier Zeitabschnitte mit einem verschie¬

denen periodischen Verhalten der Welle p3 zu unter¬

scheiden sind.

IBlK,q)g'-!S0O -3*08 -TOO -ÎM0 -IBM -*M -WW

Abb. 40. Summationsvektorenzug für Welle p5, zweite an¬

genäherte Berechnung, Analysenintervall = Versuchsperiodo

p' = 5 Jahre

Aus den Werten a (x, q) und b (x, q) wurden für die

Analysenintervalle mit den Anfangszeiten q = 0, 5, 10,
• • • und mit der Länge n = q p' =15 Jahre die Perio-

dogrammkomponenten ä (x, q) und b (x, q), sowie

F(x, q) und ^J(x, q) berechnet.

In Abb. 41 sind die Komponenten ä (x, q) und b (x, q)
in einem rechtwinkligen Koordinatennetz dargestellt,
womit sich der Weg des Endpunktes des Periodogramm-
vektors ergibt. Verfolgt man diesen Weg mit Hilfe der

bezifferten Punkte, so kann man ebenfalls die vier Zeit¬

abschnitte mit verschiedenem periodischem Verhalten

unterscheiden. Interessant und überzeugend ist ein Ver¬

gleich mit Abb. 8, wo der Weg des Endpunktes desPerio-

dogrammvektors für eine fingierte Beobachtungsreihe,

gebildet aus einer reinen Sinuswelle und großen aperio¬
dischen Beimischungen, dargestellt ist. Wir erhalten für

die Welle p5 ein ganz analoges Bild.

Die Komponenten ip (x, q) und TT(x, q) sind in Abb. 42

als Phasen- und Amplitudendiagramm dargestellt. Da
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63-« 15 f'

Nach Abb. 42 erhalten wir mit x = 72°, p' =5 und n= 15:

a) Zeitabschnitt 1808 bis 1822:

Das Phasendiagramm ist für diesen Abschnitt von

Auge durch eine Gerade ausgeglichen worden.

dq 10
11,5s ^+10,4°

Frequenz aa = 72° + 10,4° = 82,4°

Periode pa = 4,36 Jahre

sin[aa-x]^ sin[ll,5g-2,5]
h(x)a = 179; P(x)a= ?= =0,966

[*. - xl 11,5s -2,5

Amplitude ca

179

0,966
<=*. 185 m3/sec

Anfangsphase ß, = 178g- 2,5 • ll,5g= 149,2s = 134,3°

iso ^q»»«i-u

Abb. 41. Periodogrammkomponenten a (x, q) und b (x, q) für

Welle p5, zweite angenäherte Berechnung, Analysenintervall
n = 15 Jahre

für die Berechnung der Konstanten für den Zeitabschnitt

1808 bis 1822 die 15-jährigen Analysenintervalle nicht

verwendet werden können, sind auch noch die Werte

%p (x, q) für das Analysenintervall p' = 5 Jahre und

q = 0, 1, 2 und 3 eingetragen worden.

Aus dem Summationsvektorenzug und dem Phasen¬

diagramm ist ersichtlich, daß folgende Zeitabschnitte

zu unterscheiden sind: a) 1808 bis 1822; b) 1823 bis

1887; c) 1888 bis 1917; d) 1918 bis 1942.

Radius des p'
Summations- Ra
vektorenzuses 2 2[a.-x]

185

2 • 10,4° •

2ti_
360°

510

b) Zeitabschnitt 1823 bis 1887:

Das Phasendiagramm wurde nach der Methode der

kleinsten Quadrate durch eine Gerade ausgeglichen. Es

ergab sich

d^o, b
'= -3,91f 3,5"

0,965

Frequenz <xb = 72° - 3,5° = 68,5°

Periode pi, = 5,25 Jahre

sin[ocb-x]n sin [3,91s-7,5]
h(x)b= 61 ; P(x)b = ^ = =

[<xb-x]* 3,91g-7,5

Amplitude
cu = -^ 63 m3lsec

F
0,965

Anfangsphase ßb = 25,4s + 7,5 • 3,91s = 54,7s =49,2°

Radius des Summationsvektorenzuges Rb = 515

c) Zeitabschnitt 1888 bis 1917:

Das Phasendiagramm ist von Auge durch eine Gerade

ausgeglichen worden.

~dq~
110,3

15
+ 7,36g 6,6°

Abb. 42. Phasen- und Amplitudendiagramm für Welle p5,

zweite angenäherte Berechnung, Analysenintervall n =- 15

Jahre, Vcrsuchswclle p' = 5 Jahre

Frequenz ac = 12° + 6,6° = 78,6°

Periode pc = 4,58 Jahre

h (x)c = 86 P (x)„ =- 0,879

Amplitude cc = 98 m^jsec

Anfangsphaseßc =17s-7,5 7,36s = 361,8s = 325,6°

Radius des Summationsvektorenzuses— Rc =- 420
2
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d) Zeitabschnitt 1918 bis 1942:

Das Phasendiagramm ist von Auge durch eine Gerade

ausgeglichen worden.

iyo, d 113,4
11,34

s
^ + 10,2°

P(x)d= 0,728

dq 10

Frequenz <x(i = 82,2°

Periode pd = 4,38 Jahre

h(x)d=lll

Amplitude cd = 152 mzjsec

AnfangsphaseßA = 142g - 7,5 • ll,34g= 56,9s = 51,2°

Radius des Summationsvektorenzuges— Rd = 425

Es ergeben sich somit folgende Gleichungen:

Definitiv

1808-1822:

y(30)] und Tafel XV [y<3>, y<6>, y(7), y(9)] zusammen¬

gestellten Werten die Differenzen berechnet:

d = MQ - [Q' + y<30>] - [y(5) + y(6) + y(7) + y<9)]

womit sich eine neue Zahlenreihe ergab, welche der

Periodogrammrechnung unterworfen wurde. Der Mittel¬

wert dieser Reihe für die Jahre 1808 bis 1943 ist dm =

-3 m3/sec und die Streuung a = ± 127 m3/sec (vgl.
Tabelle 12, Seite 65).

Es wird wiederum gewählt:
Versuchswelle p' = 12 Jahre Versuchsfrequenz x = 30°

Die Berechnung wurde wie folgt durchgeführt:

Berechnung der Periodogrammkomponenten gemäß
Tafel XIII für die Analysenintervalle mit den Anfangs¬
zeiten q = 0, 12, 24, 120 und der Länge p' = 12 Jahre.

p'
Bildung desSummationsvektorenzuges,AbbA3 ( -fache

Werte).

£A(*.qy

ya =185 sin [82,4°t +134,3°] =185 sin

1823-1887:

yb= 63 sin [68,5° t + 49,2°] = 63 sin

In zweiter Annäherung

1888-1917:

yc= 98 sin[78,6" t + 325,6"] = 98 sin

1918-1942:

yd =152 sin [82,2° t -\ 51,2°] =152 sin

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist

In

4,36

.Berechnehausdem Ausgangsmaterial
d.Ma-(ay*'Wy'sV1*ym*q'")

o KonMrechnung auf Grund der erhaltenen Periodizität
' 50°

„i s-(lOmi-Ji

t+134,3

2.T

5,25
t+49,2°

2.7

4,58
11 325,6°

2.7

4,38
t + 51,2"

(65»)

in

m"/sec

(65b)

in

m'/scc

tfss-e 3w-ss

Abb. 43. Summationsvektorenzug für Welle p12, definitive

Berechnung, Analysenintervall = Versuchsperiode p' = 12 Jahre

Der Summationsvektorenzug zeigt relativ kleine Streu¬

ungen, dagegen regelmäßige Schwankungen, welche auf

das Vorhandensein von Nebenperioden hinweisen.

Die sich nach Gleichungen 64 und 65 für jede Jahres¬

mitte von 1808 bis 1943 ergebenden Ausschläge der

Periodizität p5 sind auf Tafel XV zusammengestellt, und
die Welle p- entsprechend Gl. 64 ist auf Tafel XIX

graphisch aufgetragen.

5. Definitive Berechnung der Welle p12
mit 2 Nebenperioden p10 und p15

a) Allgemeines:

Um die Konstanten der Welle p12 noch genauer aus

einem möglichst ungestörten Phasen- und Amplituden¬
diagramm berechnen zu können, haben wir die beobach¬

teten Jahresmittel der Abflußmengen von den bereits

berechneten Periodizitäten p5 (Werte der zweiten Be¬

rechnung nach Gl. 64 und 65), p6 (definitive Werte nach

Gl. 61), p7 (definitive Werte nach Gleichung 63), p9 (an¬
genäherte Werte nach Gl. 62), p30 (angenäherte Werte

nach Gl. 60) und p,2() (definitive Werte Q') befreit. Es

wurden also auf Grund der auf Tafel VIII [MQ, Q',

se M»'W*
—.

"' »m*p od\y>
to

S>22

Abb. 11. Welle pK, definitive Bercchniuig, Weg des Endpunk¬
te» des Periodogrammvektors, Analysenintervall n = 36 Jahre
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Progressive Analyse mit einem Analysenintervall
n = 3 • p' =36 Jahre und einer Intervallverschiebung
um je 1 Jahr.

Auftragung der Komponenten ä (x, q) und b(x, q)
in einem rechtwinkligen Koordinatennetz, womit sich

der Weg des Endpunktes des Periodogrammvektors ergibt

(Abb. 44).

Auftragung der Komponenten tp (x, q) und E (x, q) als

Phasen- und Amplitudendiagramm (Abb. 45).
In der gleichen Abb. 45 haben wir auch je die Kom¬

ponenten ä (x, q) und B (x, q) in Funktion von q dar¬

gestellt.

Abb. 45. Periodogrammkomponenten, Phasen- und Ampli-

ludcndiagrjinm fur Welle p12, definitive Berechnung, Analyscn-
intervall n

- 36 Jahre

Es erwies sich als notwendig, auch die Komponenten

ip (x, q) und h (x, q) für das Analysenintervall p' =

12 Jahre als Phasen- und Amplitudendiagramm (Abb.46)
darzustellen. In der gleichen Abb. 46 haben wir auch je
die Komponenten a (x, q) und b (x, q) in Funktion von q

dargestellt.

0 10 20 30 *0 50 60 70 80 90 100 110 120 q

s ; S ! s : S 5 8 ! S ! ! Î ! « S ! J ! ! « ! ( S

j » S ! ! i il î ! ?» S ! 5 8 » ( Il » ) S « S ! 5

Abb. 46. Periodogrammkomponenten, Phasen- und Ampli¬

tudendiagramm fur Welle p12, definitive Berechnung, Analysen¬
intervall n = 12 Jahre

Nach Abb. 44 bewegt sich der Endpunkt des Periodo¬

grammvektors in geradliniger Hauptrichtung schräg
links aufwärts, kehrt dann in geradliniger Hauptrichtung
zurück, jedoch nicht ganz bis zum Ursprung der ersten

Aufwärtsbewegung; dann bewegt er sich wiederum in

geradliniger Hauptrichtung schräg links aufwärts, je¬
doch weiter hinauf als das erste Mal. Die Hauptrichtung
bei den drei Phasen der Bewegung, einmal schräg links

hinauf, dann zurück und wieder hinauf, ändert sich ganz

wenig von einer Phase zur andern. Die ersten Punkte,
insbesondere von q = 0 bis 10 fallen aus dem Rahmen

der geschilderten Bewegung, und eine Störung macht

sich bis und mit Punkt q = 34 (1842 bis 1877) hinauf

geltend. Wie wir noch sehen werden, rührt dieses von

einem andern Verhalten der Periodizität p12 vor dem

Jahre 1843 her. Im übrigen ist die seitliche unregel¬
mäßige Streuung der einzelnen Punkte um die gerad¬
linigen Hauptrichtungen eine Folge der Störungen durch

aperiodische Bestandteile und Reste von andern Perio¬

dizitäten.

Entsprechend dieser Pendelbewegung des Periodo-

grammendpunktes ändern sich natürlich die Periodo¬

grammkomponenten a (x, q) und b (x, q) ; h (x, q) und

y> (x, q); ä (x, q) und T>(x, q) sowie H(x, q) und i/>(x, q).
Nach Abb. 45 und 46 erfolgt diese Änderung sinus¬

wellenförmig. Die Form der Schwankung ist bei den
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Komponenten a (x, q), b (x, q); ä (x, q) und b(x, q), ab¬

gesehen von den, eine Ausnahme machenden, genannten.

Punkten q
= 0 bis q = 34, angenähert rein sinusförmig.

Das zeigt, daß die Pendelbewegung in der geradlinigen
Hauptrichtung eine geradlinige harmonische Schwin¬

gung ist. Der Umstand, daß die Hauptrichtung, wie

erwähnt, einer leichten Änderung unterworfen ist, ferner

daß der Endpunkt des Periodogrammvektors bei der

Rückwärtsbewegung nicht mehr ganz zur Anfangslage
zurückkehrt, dafür bei der zweiten Aufwärtsbewegung
über die Endlage bei der ersten Bewegungsphase hinaus¬

führt, weist darauf hin, daß das Zentrum der gerad¬

linigen harmonischen Schwingung nicht ganz konstant

ist; wir werden sehen, daß es sich langsam auf einem

Kreise um den Koordinatennullpunkt bewegt.

\

\

Ja ..

WinkelgeschwmdigketfJ* 1^

\ / ^v
\ / *A

Endpunkt pesMJsferentenOî'

a'(x,q) a|xql

a,|xq)

Winkelqeschwindiqkeit
—4w,-x)

( 1 Js&Fl

Winkelgeschwindigkeir**~-_j
W-j-x) \

', ' -X

- \B^~--
\

- bilx,q) - b tn -

0| b,lx,q|,b('x,q)
Drehpunkt des Deferenten /

Abb. 47. Veranschaulichung der Zusammenhänge zwischen

den Hauptvektoren der einzelnen Periodizitäten bei einer

geradlinigen Epizykelbewegung

(Störungsvektoren vernachlässigt)

Eine solche geradlinige harmonischeBewegung kommt
nach Abb. 47 durch eine Kombination von zwei Kreis¬

bewegungen wie folgt zustande. Das Schwingungs¬
zentrum 02 habe die Polar-Koordinaten &1 und ym und

die rechtwinkligen Koordinaten ara und bm. Es sei vor¬

läufig als fest angenommen. Auf einem Kreise um dieses

Zentrum 02 drehe sich der Mittelpunkt 03 eines weitern

Kreises. Die beiden Kreise haben einen gleich großen
Radius 02, und die Bewegung auf ihnen erfolgt mit ent¬

gegengesetzt gleich großen Winkelgeschwindigkeiten
[ou — x] und [a» — x]. Es ist also

.,,.

[a2 — x] = — [a2 — x], woraus sich ergibt
OU +0U

Es liegt somit eine Kombination der Bewegungen von

drei Teil-Hauptvektoren vor: Ein Teilvektor px (x, q)
(Deferent) mit dem Betrag 01 bewegt sich mit der Win¬

kelgeschwindigkeit (ocj — x) um den Koordinatennull¬

punkt 0r Vorerst nehmen wir jedoch an, dieser Vektor

stehe still. Um den Endpunkt 02 dieses Vektors Pj(x,q)
dreht sich ein zweiter Vektor p2 (x, q) vom Betrage 02
mit der Winkelgeschwindigkeit (a2 — x) und um den

Endpunkt des Vektors p2 (x, q) ein dritter Vektor

pÔ (x, q) ebenfalls vom Betrage &2 mit der Winkel¬

geschwindigkeit (0C2 — x) = — (oc2 — x). x bedeutet da¬

bei die Versuchsfrequenz. Wir haben es also mit drei

benachbarten Periodizitäten mit den Frequenzen olv oc2

und 0C2 zu tun. Die Periodizität mit der Frequenz alt

welche die Bewegung im « Deferenten» verursacht, be¬

zeichnen wir als Hauptperiode und die beiden Periodi¬

zitäten mit den Frequenzen oc2 und tx.%, welche nach

Gl. 66 im Spektrum symmetrisch zur Versuchsfrequenz
x liegen und welche gleich große Amplituden haben, als

Nebenperioden.
Betrachten wir nur die Bewegung der Endpunkte der

Teil-Hauptvektoren p2 (x, q) und pj (x, q) in einem

festen Koordinatensystem durch den Endpunkt des

Hauptvektors Pj (x, q), d. h. denken wir uns letzteren

eliminiert, so haben wir den Fall von zwei benachbarten

Periodizitäten, welchen wir auf Seiten 49 usf. behandelt

haben. Da die Frequenzen a2 und xl dieser beiden

Periodizitäten symmetrisch zur Versuchsfrequenz x lie¬

gen und die Amplituden c2 der beiden Periodizitäten

gleich groß sind, so artet die auf Seite 50 beschriebene

epizyklische Bewegung in eine geradlinige harmonische

Bewegung aus.

Komponenten des Penodogramm-Hauptvektors bezogen auf

den Endpunkt des Deferenten als Koordinatennullpunkt
III I III

A Oj 02 O3 B Oj Oj 03 A

0 I T 3J. 2T

Abb. 48. Komponenten des Periodogramm-Hauptvcktors in

Funktion des variablen Anfangspunktes q des Analy&enintcr-
valls für eine geradlinige Epizykelbewegung (vgl. Abb. 44)

In Abb. 48 haben wir die Komponenten des Periodo-

gramm-Hauptvektors in Funktion des variablen An-
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fangspunktes q des Analysenintervalls dargestellt, be¬

zogen einmal auf den Drehpunkt 0X des Teil-Haupt¬
vektors Pj (x, q), wobei wir uns px (x, q) festgehalten
denken, und dann auf den Endpunkt 02 von px (x, q).
Die dargestellten Zusammenhänge ergeben sich auf

Grund der Abb. 47, indem man für verschiedene Bewe-

gungszustände die Werte der in Abb. 48 dargestellten
Größen aus Abb. 47 abliest.

Dabei wird angenommen, der Endpunkt des Periodo-

gramm-Hauptvektors entspreche in Abb. 47 zur Zeit 0

dem Punkte A, zur Zeit n, d. h., wenn die Endpunkte
der Hauptvektoren p2 (x, q) und p2 (x, q) eine halbe

Kreisdrehung durchgeführt haben, dem Punkte B und

zur Zeit 2 n wiederum dem Punkte A. Aus Abb. 47

kann z. B. für die Lage des Endpunktes des Periodo-

gramm-Hauptvektors bei Punkt 02, d. h. nach einer

Viertelkreisdrehung der Endpunkte der Hauptvektoren
p2 (x, q) und p| (x, q) abgelesen werden, daß h (x, q)
= 0V h' (x, q) = 0, a (x, q) = am, b (x, q) = bm und

%p (x, q) =

ym ist, während %p' (x, q) in diesem Zeitpunkt
eine sprungweise Änderung um 200g erfährt.

Steht der Vektor Pj (x, q) nicht still, sondern dreht

er sich langsam um den Punkt 015 so erfolgen die in

Abb. 48 dargestellten Schwingungen nicht um eine hori¬

zontale, sondern um eine geneigte Gerade, wie dies be¬

sonders deutlich aus den Phasendiagrammen der Abb.45

und 46 ersichtlich ist.

b) Berechnung der Hauptperiode (Deferent)

Aus dem Phasendiagramm Abb. 46 ist deutlich er¬

sichtlich, daß dieses in zwei Teile zerfällt; der erste Teil

entspricht den Jahren von 1808 bis 1842, der zweite

Teil den Jahren von 1843 bis 1943.

aa. Zeitabschnitt 1808 bis 1842:

In diesem Zeitabschnitt sind keine Nebenperioden
vorhanden. Wegen der relativen Kürze des Zeitab¬

schnittes können die Konstanten nicht mit Hilfe der

36 Jahre langen Analysenintervalle berechnet werden.

Wir müssen uns deshalb mit einer Berechnung mittels

der Periodogrammkomponenten für das Intervall p' =

12 Jahre begnügen. Nach Abb. 46 ist mit x = 30° und

p' = 12:

dyo,.
= - 1,30

s l.n^a^-x

Frequenz an, »
= 28,83°^ 28,8°

Periode pi,a = 12,5Jahre

Amplitude c\, u
^ 64 m3/sec

Anfangsphase ßi, a
= 260,0g = 234,0°

bb. Zeitabschnitt 1843 bis 1943:

Aus Abb. 45 und 46 ergibt sich aus der Lage der

Maxima und Minima der dargestellten Kurven in bezug
auf den Zeitmaßstab, daß die Wellenlänge der gerad¬
linigen harmonischen Bewegung des Endpunktes des

Periodogrammvektors rund 60 Jahre ist. Wir haben nun

durch die beiden Phasendiagramme unter Beachtung
der in Abb. 48 dargestellten Zusammenhänge die schräg
von links oben nach rechts unten verlaufenden Geraden

wie folgt gezogen: Die Schnittpunkte der Geraden mit

den Phasendiagrammen liegen in gleichmäßigen Ab¬

ständen von rund 30 Jahren auseinander; die Neigung
der Geraden wurde aus der allgemeinen Richtung der

Phasendiagramme mit Hilfe der Methode der kleinsten

Quadrate bestimmt. Diese geneigt verlaufenden Geraden

geben den Richtungswinkel des Hauptvektors px (x, q),
also des Deferenten in Funktion von q, wieder. Der

Endpunkt dieses Hauptvektors ist somit, da die Gerade

geneigt ist, nicht fest, sondern dreht sich, wie bereits

erkannt, langsam auf einem Kreise mit dem Radius

<Z>! = cx
• Pj (x). Es ergab sich mit x = 30° und n = 36:

^
= -0,547g = - M92o =

„
_x

Frequenz an, b
= 29,508° ^ 29,51°;

Periode pi, b = 12,2 Jahre

sin [ai b
- x] -n sin [0,547e • 18]

Pi,b(x) =
:

= = 0,996

Kb - x] -y
0,547g • 18

entsprechend Abb. 47 und 48 ist ferner allgemein:

$1 = c1-P1(x)=V/äL+b^

ä(x,q)mux. 4-ä(x,q)min

-ß ^

b(X*q)max. + b(X>q)r

Nach Abb. 45 ist in unserem Falle:

Amplitude Cj b

0i =

Ci, b
• Pi, b(x) = s/172 + 512 = 53,7

01 53,7
; 54 m /sec

Plib(x) 0,996

Anfangsphaseßi, b
= 222,1s + 18 • 0,547g = 232,0g = 208,8°

P
Radius des Summationsvektorenzuges — Rb = 3140

Li

Zur Kontrolle haben wir <P1 und Ci, b auch noch aus

Abb. 46 berechnet. Es ergibt sich ebenfalls ci, b "

54 m3/sec. Auf die sehr langsame Drehung des Haupt¬
vektors Pj (x, q) mußte bei der Bestimmung von 01
nicht Rücksicht genommen werden. Wir durften einfach

mit einer mittleren Lage des Endpunktes von p1 (x, q)
rechnen.

Es sei noch darauf hingewiesen, daß in Abb. 46 bei

q = 90 das Maximum ersichtlich ist, welches dem Werte

h (x, q) m!lN. b der Abb. 47 und 48 entspricht.
Wir erhalten also für die Bewegung im Deferenten

folgende definitive Gleichungen:

1808-1842 :

ya = 64 sin [28,8" t -; 234,0°] - 64 sin
2.T
-- t-1-234,0°
12,5

(67)

in

i3/see

yB = ya 1
da hier keine Unterscheidung gegenüber Neben¬

perioden nötig ist.

1843-1943 :

z1=54sin[29,51°t^ 208,8°]=-54sin

wobei für das Jahr 1808: t — 0 ist.

12,2
t+208,8°

(68)

m3/sce
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c) Berechnung der Nebenperioden

Um die Nebenperioden möglichst gut herausarbeiten

zu können, sowie avich interessehalbers, haben wir den

Deferenten pt (x, q) [Hauptperiode] wie folgt ausge¬

schaltet :

Für die Komponenten des Hauptvektors px (x, q)
gelten nach obigem folgende Gleichungen für das Ana¬

lysenintervall n = 36 Jahre und x = 30°:

äj (x, q) = 4>l sin ^n,b = 53,7 • sin yio.h

I)j (x, q) = 01 cos y(), i, = 53,7 • cos ?/Jo, l.

yo,b = 222,1g- 0,547g -q

Wir haben nun aus diesen Gleichungen für q = 35 bis

q = 100 die Werte äx (x, q) undbj (x, q) berechnet und

von den entsprechenden (gleiches q) Werten ä (x, q) und
b (x, q) der Abb. 45 abgezogen. Es ergaben sich damit

die Periodogrammkomponenten ä' (x, q) und b' (x, q)
für die beiden Nebenperioden bezogen auf ein festes

Koordinatennetz durch den Endpunkt des Deferenten

(Punkt 02 der Abb. 47).

ä'(x,q) =a(x,q) - äx (x, q);b' (x,q) = b~(x, q) -b^q)

a'lx.q) .
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Aus den Komponenten ä' (x, q) und ~b' (x, q) wurden

wie üblich die Polarkoordinaten yj' (x, q) und h' (x, q)
berechnet. Die Werte ä' (x, q), b'(x, q), y>' (x, q) und

h
'

(x, q) sind in Abb. 49 in Funktion von q dargestellt.
In analoger Weise haben wir für das Analysenintervall

p' = 12 Jahre berechnet:

a' (x, q) = a (x, q) - ax (x, q) ; b' (x, q) = b (x, q) - b1 (x, q)

und daraus ermittelt if' (x, q) und h' (x, q). Diese

Werte wurden ebenfalls in Funktion von q dargestellt;
auf eine Wiedergabe dieser Diagramme kann aber hier

verzichtet werden.

Frequenzen:

Durch Ausmessung aller Diagramme wurde die Wel¬

lenlänge der geradlinigen harmonischen Bewegung noch

genauer zu 59 Jahre ermittelt. Diese Wellenlänge ent¬

spricht einer Frequenz von 6,1°, = 6,78g welche nach

Abb. 47 gleich | <x2
— x | = | a.1 — x | ist. Nehmen wir

die Drehsinne gemäß Abb. 47 an, so ist mit x = 30"

und n = 36:

[oc2 — x] = + 6,1°, [oc2 — x] = — 6,1°, somit

ac2 = 36,1°, Wellenlänge p = 9,97.Jahre;

0.1 = 23,9"

Amplitude:

Wellenlänge p* =- 15,06 Jahre

Nach Abb. 47 ist <Z>2 = - • h' (x, q) max.

Aus Abb. 49 erhalten wir als Mittelwert aus den beiden

Maxima von~h' (x, q) mit <x2
— x = 6,1° = 6,78 g:

P2(x)

02 =

1

2

•36 = 18

sin [a2 - x] — sin [6,78f •18]

[«2 - x]
n

~2
6,78g- 18

#2 18
= 36.6 m Isec

0,491

Abb. 49. Periodogrammkomponenten, Phasen- und Ampli-

tudendiagramm für Welle p12, definitive Berechnung der Neben¬

perioden, Analysenintervall n = 36 Jahre

P2(x) 0,491

Unter Berücksichtigung einer Kontrollrechnung,
welche wir auf Grund der Werte h' (x, q) max. durch¬

führten, wird gesetzt

c2 =38

Anfangsphase:

Nach Abb. 47 und 49 sind die Phasen der beiden

Nebenperioden zur Zeit q
= 48 und 77,5 der Maxima

und Minima von ä' (x, q) und!)' (x, q) entsprechend den

Maxima von h' (x, q) (Abb. 49) gleichgerichtet.
Nach dem Phasendiagramm, Abb. 49, ist zur Zeit q = 48

~f' (x, q) = 110gund zur Zeit q= 77,5 :yi' (x, q) =-74g.

q = 48: /?,= 110g-[48 +18]-6,78g= 62,52g

ß'2= 110s+ [48 + 18]-6,78g=157,48g

q = 77,5: /?,= -74g-[77,5 + 18]-6,78g= 78,52g

ß\ = - 74g + [77,5 +18] • 6,78g= 173,48g

Wir haben die Mittelwerte aus beiden Ermittlungen
benützt, ferner noch die Ergebnisse einer Kontroll-
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rechnung auf Grund der Werle h' (x, q) berücksichtigt
und schließlich gesetzt:

/?2^66° $ = 151°

Wir erhalten somit für die Zeit von 1843 bis 1943 fol¬

gende definitive Gleichungen:

Für die Nebenperiode p10:

z, = 38 sin [36,1° t +66°] = 38 sin

Für die Nebenperiode p15:

z* = 38 sin [23,9° t + 151°] = 38 sin

oder zu einer Formel vereinigt

2 71

9,97
-t + 66°

(69)

in m'/sec

In
- - t + 151"
15,06

(70)

in

m3/sec

z2 + z2 = 76 sin [6,1° t + 47,5°] sin [30,0° t + 108,5°]
(71)

= 76 sin
In

59,0
-t+47,5°

2 71

12,0
t+108,5"

in

m3/sec

wobei für das Jahr 1808 : t = 0 ist.

Für Hauptperiode und Nebenperioden zusammen :

nach Gl. 68 und 71

yb = z1+z2 + z; (72)

= 54 sin [29,51° t + 208,8°] + 76 sin [6,1° t + 47,5°] •

• sin [30,0° t +108,5°]

= 54 sin

12,2
t +208,8° + 76i -t + 47,5°

2 71

12,0

59,0

t +108,5° in m /sec

wobei für das Jahr 1808 : t = 0 ist.

Die sich nach den Gleichungen 67, 68, 69, 70 und 72

für jede Jahresmitte von 1808 bis 1943 ergebenden Aus¬

schläge ya, Zj, z2, Z2 und yb sind auf Tafel XV zu¬

sammengestellt, und die Welle p12 entsprechend den

Gl. 67 und 72 ist auf Tafel XIX graphisch aufgetragen.

Auf Grund der nach Gl. 67 und Gl. 72 für jede Jahres¬

mitte berechneten Ausschläge der Periodizität p12 haben

wir dann zur Kontrolle die Periodogrammkomponenten
für das Analysenintervall p' = 12 Jahre in gleicher
Weise durchgerechnet wie nach Tafel XIII für die Aus¬

gangswerte d. In Abb. 43 ist der aus diesen Kompo¬
nenten ermittelte Summationsvektorenzug für den dort

besonders interessierenden Zeitabschnitt ab q* — 3 als

Linienzug 3' bis 10' eingetragen. In Abb. 46 sind diese

Komponenten in Funktion von q aufgetragen als

Phasen- und Amplitudendiagramm, sowie als Diagramm
der Werte a (x, q) und b (x, q). Die Übereinstimmung mit

den Diagrammen, welche aus den Ausgangswerten be¬

rechnet wurden, ist in Anbetracht der großen aperiodi¬
schen Störungen eine befriedigende, insbesondere was

das Phasendiagramm anbetrifft.

6. Zweite angenäherte Berechnung der Welle psn

mit der Nebenperiode p20

Die Konstanten der Welle p30 wurden im zweiten

Berechnungsgang noch genauer bestimmt. Zu diesem

Zwecke sind die beobachteten Jahresmittel der Abfluß-

mengen von den bereits berechneten Periodizitäten pä

(definitive Werte nach Gl. 64 und angenäherte Werte

nach Gl. 65), p6 (definitive Werte nach Gl. 61), p7 (defi¬
nitive Werte nach Gl. 63), p9 (angenäherte Werte nach

Gl. 62), p12 (definitive Werte nach Gl. 76 und 72) und

P120 (definitive Werte = Q') befreit worden. Es wurden

also auf Grund der auf Tafel VIII (p120 = Q') und Tafel

XV [y<r>), y(«), y('), y(«), y<12)] zusammengestellten Wer¬
ten die Differenzen berechnet

d = MQ - Q' - [y<5) + y(6> + yO + y<9> + y<12>]
womit sich eine neue Zahlenreihe ergab, welche der

Periodogrammrechnung unterworfen wurde.

Wiederum wurde gewählt:
Versuchswelle p' = 30 Jahre

360°
Versuchsfrequenz

x = = 12°
J *

30

Die Berechnung wurde wie folgt durchgeführt:

Berechnung der Periodogrammkomponenten gemäß
Tafel XIV für ein Analysenintervall mit den Anfangs¬
zeiten q = 0, 30, 60 und 90 und der Länge p' = 30 Jahre.

Bildung des Summationsvektorenzuges (Abb. 50)

(- -fache Werte).

500 1000
' I ' ' ' ' I ' ' ' ' I ' ' ' i I

IB|x,q|rf

Ç'-O 1806-37

«1 1838-67

> 2 1868-91

53 1888-1527

Abb. 50. Summationsvektorenzug für Welle p30, zweite an¬

genäherte Berechnung, Analysenintervall = Versuchsperiode

p' = 30 Jahre

Progressive Analyse mit einem Analysenintervall p' =

30 Jahre und einer Intervallverschiebung um je 1 Jahr.

Auftragen der Komponenten a (x, q) und b (x, q) in

einem rechtwinkligen Koordinatennetz, womit sich der

Weg des Endpunktes des Periodogrammvektors ergibt

(Abb. 51).

Auftragung der Komponenten a (x,q), b (x,q), ip (x, q)
und h (x, q) in Funktion von q (Abb. 52).

Nach Abb. 51 bewegt sich der Endpunkt des Periodo¬

grammvektors bis q= 47 (1855 bis 1884) mit den Schwan¬

kungen, welche infolge des Einflusses des Störungsvek¬
tors und der Reste von andern Periodizitäten zu erwar¬

ten sind, ganz langsam im Uhrzeigersinne um den Null¬

punkt des Koordinatensystems. Von q = 47 an vollführt

er zusätzlich zu dieser langsamen Bewegung noch eine

deutliche Kreisbewegung im Gegenuhrzeigersinn. Dieses

Verhalten kommt auch deutlich in den Diagrammen
der Abb. 52 zum Ausdruck. Wir haben es also mit einer
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Abb. 51. Welle pJ0, zweite angenäherte Berechnung, Weg des Endpunktes des Periodogrammvektors,

Analysenintervall p' = 30 Jahre

= -0,54g = -0,49°=ai

11,5°;

Hauptperiode zu tun, deren Frequenz sich von der Ver¬

suchsfrequenz nur wenig unterscheidet und die von 1855

an von einer Nebenperiode (in der Folge als Nebenperiode

p20 bezeichnet) begleitet ist.

Berechnung der Hauptperiode:

Das Phasendiagramm wird über seine ganze Länge
durch eine Gerade ausgeglichen. Nach Abb. 52 ist mit

x = 12° und p' = 30:

dV»o

dq

Frequenz cc1 = 11,51°

Periode p= 31,2 Jahre

Pi M - i

Amplitude Ci,a:

Zeitabschnitt 1808 bis 1854:

i
Wegen den Störungen zu Beginn des Am-I

plitudendiagrammes aus dem Abschnitt q \
= 0 — 32 bestimmt, was zulässig erscheint]

ci, a
^ 62 m3/sec

Zeitabschnitt 1855 bis 1943: nach Abb. 51 und 52

0j = 45,5 ci, i, = 46 m3/sec

Anfangsphase ßt = 5K = 4,5°

Wir erhalten somit für die Hauptperiode :

1808-1854: (73)

ya = 62 sin [11,5° t + 4,5°] = 62 sin

1855-1943 :

z, = 46 sin [11,5° t + 4,5°] = 46 sin

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist

2 71

31,2
t + 4,5°

31,2
-t + 4,5°

m3/seo

(74)

in

m:,/sec

Berechnung der Nebenperiode:

Aus den Diagrammen der Abb. 52 ist ersichtlich, daß

die Wellenlänge der Schwankung des Phasen- und Am-

plitudendiagramms infolge der Nebenperiode rund ps =

2-33 =66 Jahre ist. Nach Gl. 48 ist mit x = 12°, p' =

30undai = 11,51°:

In 2tz

p, = ,
somit | <*! - a2 = — = 5,45

| Ki - <*21 Ps

Frequenz <x2 = 5,45° + 11,51° = 16,96°;

Periode p = 21,2 Jahre
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Anfangsphase: Beim Maximum von h (x, q), bei q = 47,
sind die Phasen der Haupt- und Neben¬

perioden gleichgerichtet.

ß2 = 371,6g - [47 + 15] • 5,51« = 30« = 27°

Wir erhalten somit für die Zeit 1854 bis 1943 für die

Nebenperiode :

In
1 + 27° inm3/sec

21,2
z2 = 33sin[16,96°t + 27°] = 33sin

Für die Hauptperiode und Nebenperiode zusammen:

y,,= Zj 1 z2= 46 sin [11,5° t +4,5°] + 33 sin[l6,96° t + 27°]

(76)

46 sin
2 n

31,2
t + 4,5° + 33 sin

2n

21,2
•t + 27c in m3/sec

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

Die sich nach den Gleichungen 73, 74, 75 und 76 für

jede Jahresmitte von 1808 bis 1943 ergebenden Aus¬

schläge sind auf Tafel XV zusammengestellt.

Abb. 52. Periodogrammkomponenten, Phasen- und Ampli¬

tudendiagramm für Welle p30, zweite angenäherte Berechnung,

Analysenintervall n = 30 Jahre

III. Dritter Berechnungsgang

1. Definitive Berechnung der Welle p9

und Kontrolle der Nebenperiode p10

Für die erste angenäherte Berechnung der Welle p9

hattenwir außer p120nur die angenähert berechnetenWel¬

len p7 und p12 ausgeschaltet. Nun werden für eine ge¬

nauereBerechnungvonWelle p9 diebeobachtetenJahres¬

mittel der Abflußmengen von allen übrigen Periodizitäten

befreit mit Ausnahme der Nebenperiode p10. Diese soll

zur Kontrolle noch einmal berechnet werden, und zwar

diesmal als benachbarte Periode der Welle p9. Das erste

Mal hatten wir sie zusammen mit der Welle p12berechnet.

Es werden die Differenzen berechnet:

1808 bis 1842:

d = MQ -Q' - [y<5> + y<6> + y<7> + yC12> + y(30>]

1843 bis 1943:

d = MQ - Q' - [y<5> + y(«) + y(7)

wobei entnommen sind:

Q' der Tafel VIII und y(5>, y<6>, y<7>, y(12>, z(12> und z<15>

der Tafel XV; während für y(30) die Werte einer über¬

holten und sonst nicht interessanten Zwischenrechnung
der Periodizität p30 entnommen worden sind, auf deren

Wiedergabe der Einfachheit halber verzichtet werden

kann. Eine nochmalige, sehr zeitraubende Durchrech¬

nung auf Grund der Werte y(30), welche sich nach Gl. 73

und 76 ergeben, konnte sich erübrigen; denn der Einfluß

der Periodizität p30 auf die Bestimmung der Welle pg

ist ohnehin klein, und eine teilweise Ausschaltung ist

durch die Verwendung der Ergebnisse der erwähnten

Zwischenrechnung doch erfolgt, wie eine entsprechende
Kontrolle auf Grund der definitiven Werte für p30 nach

Tabelle 17 ergibt.

Wir wählen wiederum:

Versuchswelle p' = 9 Jahre

360°
Versuchsfrequenz x = = 40°

z + z + y J Die Berechnung wurde wie folgt durchgeführt:

Berechnung der Periodogrammkomponenten gemäß
Tafel XVI für die Analysenintervalle mit den Anfangs¬
zeiten q = 0, 9,18, • •

-, 126 und der Länge p' = 9 Jahre.
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Bildiing dos Summalionsvektorenzuges (Ahh. 53) (- -fache

Werte, vgl. Bemerkung bei der Berechnung von Welle 7,
Seite 69).
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Abb. 53. Summationsvektorenzug für Welle p9, definitive Be¬

rechnung, Analysenintervall = Versuchsperiode p' = 9 Jahre

Progressive Analyse mit einem Analysenintervall n =

3 • p' =27 Jahren und einer Intervallverschiebung um
je 1 Jahr, womit sich die Komponenten ä (x, q) und

b~(x, q) sowie y> (x, q) und h(x, q) ergeben.
Auftragen der Komponenten y> (x, q) und h (x, q) als

Phasen- und Amplitudendiagramm (Abb. 54).

Phasendiagramm

0 10

* 1 t

20 30 KD 50 $0 70 80 90 100 110 q

isissiiisssis

Abb. 54. Phasen- und Amplitudendiagramm für Welle p9,

definitive Berechnung, Analysenintervall n = 27 Jahre,

Versuchswelle p' = 9 Jahre

Der Summationsvektorenzug schreitet mit schwacher

Krümmung und sekundären Schwankungen in einer

Hauptrichtung weiter. Er zeigt so das Vorhandensein

einer persistenten Periodizität an, deren Frequenz von

der Versuchsfrequenz nur wenig verschieden ist. Beim

Phasen- und Amplitudendiagramm setzt ab q = 35,

entsprechend dem Jahre 1843, eine sinusförmige

Schwingung ein, welche durch die Nebenperiode p,0

verursacht wird.

Berechnung der Welle p9

Das Phasendiagramm wird über seine ganze Länge
durch eine Gerade ausgeglichen. Nach Abb. 54 ist mit

x =40° und n =27:

ày>0 60

dq 110

Frequenz x = 40,49° « 40,5°

Periode p = 8,89 Jahre

Amplitude:

Abschnitt q = 0 : 35:

= 0,545g = 0,49° = a - x

h(x) = y/ä2(x,q)m+ b2(x, q)m - 46 [vgl. Gleichung 41]

Glättungsfaktor « 1,00. c = 46 m3/sec

Abschnitt q = 35 : 109:

Nach dem Amplitudendiagramm ist der Radius des

Deferenten

78 -l- 26

0, = ——— = 52; P (x) = 0,998; c «= 52 m3/sec
2

Wir rechnen für den ganzen Zeitabschnitt 1808 bis

1942 mit einer konstanten Amplitude und setzen für

52 + 46
«I 3/

c = «s 50 mr sec

2
'

Dies ist auf Grund dessen, was wir über die Genauig¬
keit der Resultate wissen, zulässig.

Anfangsphase/?= 125e- 13,5 • 0,545g= 117,65g « 106,0°

(77)

y = 50 sin [40,5° t +106,0°] = 50 sin

8,89
-t+106,0°

m3/sec

wobei für das Jahr 1808 : t = 0 ist.

Die sich nach dieser Gleichung für jede Jahresmitte

von 1808 bis 1950 ergebenden Ausschläge der Welle p8
sind in Tabelle 17 enthalten. Die Welle p9 ist auf Tafel

XIX graphisch dargestellt.

Kontrollberechnung der Nebenperiode p10

Aus Abb. 54 ist ersichtlich, daß die Wellenlänge der

Schwankung des Amplituden- und Phasendiagramms
ps = 88 Jahre ist. Nach Gleichung 48 ist somit mit

x=40°undn =27:

|*9-*io|-— = 4,09° = 4,54g
P*

Frequenz a = a10 = 40,49° - 4,09° = 36,40°;

Periode p = 9,90 Jahre

52
Radius des Epizykels 02 =— = 26 P(x) = 0,884

26
Amplitude c = *» 30 m3lsec

0,884

Anfangsphase:

aus y) (x, q) bei q = 56 [h (x, q) max.] bestimmt.

ß = 155,5g + [56 + 13,5] • 4,54g = 71,5s ~ 65°
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Nach Gleichung 69 haben wir erhalten:

a=36,i°; c - 38 m3jsec; ß 66°

Gleichung 69 ist also in befriedigender Weise bestätigt

worden, und eine Kontrollrechnung für die Nebenperiode

p]5 kann sieh erübrigen.

2. Definitive Berechnung der Periodizität p3n

Im zweiten Berechnungsgang haben wir die Haupt¬

periode direkt berechnet, dagegen die Nebenperiode mit

einer Wellenlänge von rund 20 Jahren nur als benach¬

barte Welle der Hauptperiode. Es soll nun auch die

Nebenperiode noch direkt berechnet werden, indem wir

für die Versuchsfrequenz einen bequemen Wert wählen,

der möglichst genau gleich der angenähert bekannten

Frequenz der Nebenperiode ist. Zudem müssen wir auch

die Hauptperiode eliminieren. Die vorliegende Rechnung
wurde des Zeitgewinnes halber parallel durchgeführt zur

definitiven Berechnung der Welle p9, so daß deren Er¬

gebnisse noch nicht benützt werden konnten. Dies ist

aber, wie leicht einzusehen ist, auch gar nicht nötig. Wir

gehen also von den gleichen Werten, wie bei der zweiten

Berechnung der Welle p30 aus, von welchen wir aber noch

von 1808 bis 1854 die Werte y<,0> und von 1855 bis 1943

die Werte zW der Tafel XV abziehen. Wir haben also

gebildet :

1808 bis 1854:

d = MQ - Q' - [y<5>

1855 bis 1943 :

d = MQ - Q' - [y(5) h
yw

l
y*-'' r

yv'> yv

Q' wurde der Tafel VIII, die Werte in den Klammern

wurden der Tafel XV entnommen.

Da die Nebenperiode eine Wellenlänge von rund 20

Jahren hat, wählen wir zu deren Berechnung :

Versuchswelle p' = 20 Jahre

360°

'~20

,(«)

,(<0

i y{7) h y
C>)

AV irW

,/02)

MV

^'0)1

,(30)1

Versuchsfrequenz x = 18°

100 —

o -<

-100 —

a 218«

\ 100

-67

200
I

300 400 500
1 1 1

IB(x,q)ç«

Y=
=0 1808-27

-200 -

-300 — 13 1868-87

-MO -

î 4 1888-1907

-500 -

-600 -

-700 —

-800 — o 5 1908-27

Abb. 55. Summationsvektorenzug für Welle p20, definitive Be¬

rechnung der Nebenperiode, Analysenintervall = Versuchs¬

periode p' = 20 Jahre

Die Berechnung wurde wie folgt durchgeführt:

Berechnung der Periodogrammkomponenten gemäß
Tafel XVII für die Analysenintervalle mit den Anfangs¬
zeiten q

= 0, 20, • •

-, 100 und der Länge p' = 20 Jahre.

Bildungde^Summationsvektorenzuges (Abb. 55) ( -fache

Werte).
2

Progressive Analyse mit einem Analysenintervall
n — q p' 3-20—60 Jahren und einer Intervallver¬

schiebung um 1 Jahr. Auftragen des Phasen- und Ampli¬

tudendiagramms (Abb. 56).

Phasendiagramm

271

1—

- 30

Abb. 56. Phasen- und Amplitudendiagramm für die Neben¬

periode p20, definitive Berechnung, Analysenintervall n - 60

Jahre, Versuchswelle p' = 20 Jahre

Aus dem Summationsvektorenzug (Abb. 55) sowie

dem Amplitudendiagramm (Abb. 56) ist ersichtlich, daß

die Nebenperiode p20 schon im Jahre 1847 einsetzen

dürfte. Vor 1847 ist keine Amplitude von Bedeutung
vorhanden. Diese Erkenntnis steht nicht imWiderspruch
zu Abb. 52, bei deren Betrachtung man schwankenkann,

ob man den Beginn von p20 nicht auf 1847 oder 1848

anstatt auf 1854 festsetzen sollte. Nach Abb. 56 ist mit

x = 18° undn = 30:

= 0,565s «, 0,51° = a - x
àf0 331g-271g

dq 106

Frequenz a2 = 18,51°;

Periode p = 19,4 Jahre

Amplitude: h(x) = \/ ä2(x, q)m + b2(x, q)m = 31,6
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Glättungsfaktor 0,995

31,6
P(x) =0,988; c2 =

'

0,995 • 0,988

Anfangsphase ß = 271g = 244°

32 m3Jsec

Es gilt also von 1847 bis 1943, für die Nebenperiode:

(78)
r 2 n

z2 -= 32 sin [18,51° t + 244°] = 32 sin 1 + 244°
19,4

in

m3/sec

und für die gesamte Periodizität p30 :

1808 bis 1846:

y„ = 62 sin [11,5° t +4,5°] = 62 sin
2ji

1 1-4,5°
31,2

(79)

in

m3/sec

1847 bis 1943: (80)

y,, = 46 sin [11,5° t 4,5°] + 32sin[l8,51°t ! 244°]

46 sin
2,T

31,2
t+4,5° 32 sin

2.1
— 1

19,4

244° in

m3/sec

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

Die sich nach Gl. 79 und 80 für jede Jahresmitte von

1808 bis 1950 ergebenden Ausschläge der Periodizität

p30 sind in Tabelle 17 enthalten. Die Periodizität p30

ist auf Tafel XIX graphisch dargestellt.

3. Definitive Berechnung der Welle p5

Bei Durchführung des zweiten Berechnungsganges
konnten wir die Konstanten der Periodizität p5 bis zum

Jahre 1887 genau genug und definitiv bestimmen. Für

die Jahre seit 1887 ist noch ein dritter Berechnungsgang
nötig. Wir haben folgende angenäherte Werte für die

Wellenlängen gefunden: 1888 bis 1917: 4,58 Jahre;
1918 bis 1942: 4,38 Jahre. Aus den auf Seite 60, im

Abschnitt A, 3, a des III. Teiles, angeführten Gründen

können uns hier die Jahresmittel der Abflußmengen
nicht genügen, und wir müssen Vierteljahresmittel be¬

nützen. Diese Vierteljahresmittel haben wir vom Einfluß

aller andern Periodizitäten, die wir ermittelt haben, und

der einjährigen Periode befreit, wie auf Seite 63 im

Abschnitt B, I, 4 des III. Teiles angegeben ist. Es erge¬

ben sich die auf Tafel IV zusammengestellten Ausgangs¬
werte d5. Es wurde dabei bei allen Periodizitäten von

den definitiven Werten der Tabelle 16 ausgegangen. Da

im zu untersuchenden Zeitabschnitt die Wellenlänge
der gesuchten Periodizität gleich rund 4% Jahre oder

18 Vierteljahre ist, so wählen wir:

Versuchswelle p' = 18 Vierteljahre
360°

Versuchsfrequenz x = = 20°

Die Berechnung wurde wie folgt durchgeführt:

Berechnung der Periodogrammkomponenten gemäß
Tafel XVIII für die Analysenintervalle mit den Anfangs¬

zeiten q 0, 18, 36, •

-, 198 und der Länge p' — 18

Vierteljahre. Bildung des Summationsvektorenzuges (Ab-

bildung 57) (V- -fache Werte).

IN» M M HS 8 J

12 ml m-Ui

EBtXflV -70OO -GO» -SO» -HOW -3000 -3000 -1000

Abb. 57. Sumraationsvektorenzug für Welle p5, definitive Be¬

rechnung, Analysenintervall p' = 18 Vierteljahre. (Punkt 12

nachtraglich nach Abschluß der Arbeit berechnet, als dann

noch das Jahr 1945 und teilweise auch das Jahr 1946 zur Ver¬

fügung standen. Vgl. diesbezüglich die Fußnote auf Seite 95)

Progressive Analyse mit einem Analysenintervall n =

q p' = 3 • 18 = 54 Vierteljahren und einer Intervall-

verschrebung um 1 Vierteljahr.

Auftragen des Weges des Endpunktes des Periodo-

grammvektors (Abb. 58).

Auftragen des Phasen- und Amplitudendiagramms
(Abb. 59).

Aus dem Summationsvektorenzug (Punkte 0 bis 11),
sowie dem Phasen- und Amplitudendiagramm (q = 0 bis

170) ist ersichtlich, daß zwei Zeitabschnitte mit ver¬

schiedenem Verhalten der Periodizität p5 zu unterschei¬

den sind.*) Auf Grund des Phasendiagramms (q = 0 bis

170) und des Summationsvektorenzuges (q* = 0 bis 11)
konnte festgestellt werden, daß der erste Zeitabschnitt

von 1888 bis 1910, 375 (q = 0 bis q = 36) und der zweite

von 1910, 625 bis 1944 (q = 90 bis q = 174) reicht. Beim

Phasen- und Amplitudendiagramm, sowie beim Weg des

Endpunktes des Periodogrammvektors liegt zwischen

q = 36 und q = 90 ein Übergangsstück. Ferner ist aus

dem sinusförmigen Verlauf des Amplitudendiagramms
erkennbar, daß im zweiten Zeitabschnitt noch eine

Nebenperiode vorhanden ist. Im Phasendiagramm muß
eine Schwankung von gleicher Wellenlänge ersichtlich

sein, wobei dem Minimum (q = 90) und dem Maximum

(q = 165) des Amplitudendiagramms im Phasendia¬

gramm Nullstellen entsprechen. Dementsprechend haben
wir die Ausgleichsgerade des Phasendiagramms zwischen

q = 90 und q = 174 gezogen, wobei wir die Richtung
der Geraden mit Hilfe der Methode der kleinsten Qua¬
drate bestimmt haben. (Wegen Störungen im Verlauf

des Phasendiagramms liegt der erste Nullpunkt nicht

genau bei q = 90.)

*) Im Phasendiagramm ist noch eine dritte Ausgleichsgerade gezeichnet, und im Summationsvektorenzug sind noch der

Punkt q* = 12 und ein Kreis mit dem Radius = 3400 eingetragen. Es handelt sich dabei um Berechnungen, welche nach Ab¬

schluß der Arbeit auf Grund der Jahre 1915 und 1916 durchgeführt worden sind (vgl. Seite 95, unten, und Seite 111, links).
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q leih q Zeit- 1 Zeih S Zeil-

0 1888 125- 1901 375 so 1900 625-1913 875 100 1913 125 -1926.375 1E0 1925 625-T938B7G

1 375- 625 51 875 -1914 125 toi 375- 625 151 875-1939125

2 625- 675 52 1901 t25- 375 102 625- 875 152 1926 125- 375

3 875-1902 125 53 375- 625 103 875 -1927 125 153 375- 625

« 1889 125- 375 54 625- 875 104 1914 125- 375 IS* 625- 875

5 375 - 625 55 875-1915 125 105 375 - 62S 155 875-1940 125

6 625- 875 56 1902 125- 375 106 625 - 875 1SG 1927 125 375

7 875-1903 125 57 375- 625 107 875 -1928 125 1S7 375- 625

8 1890 125- 375 58 625- 875 108 1915 125- 375 158 625- 87S

9 375- 625 59 875-1916 125 109 375- 625 159 875-1941 125

10 625- 875 60 1903 125- 375 110 625- 875 160 1928 125- 37S

11 675-19» 125 61 375- 625 111 875-1929 125 161 175- 625

12 1891 125- 375 62 625- 875 112 1916 125- 375 162 625- 875

13 375- 625 63 875-1917 125 113 375- 625 163 875- 1942 125

1ft .625- 875 64 1904 125- 375 114 625- 875 1G4 1929 125- 375

IS 875-1905 125 6S 375- 625 115 875-1930 125 165 375- 625

16 1892 125- 375 66 625- 875 116 1917 125- 375 166 625- 875

17 375- 625 67 875- 1918 123 117 37S- £25 167 875-1943 125

18 625- 875 68 1905 125- 375 11» 625- 875 168 1930 125- 375

19 875-1906 123 69 .375- 625 119 875-1931 125 169 375- 625

20 1893 125 - 375 70 625- 875 120 1918 125- 375 170 625- B7S

21 .375- 625 71 875-1919 125 121 375- 625 171 875-1344 125

22 625- 675 72 1906 12S- 375 122 625- 875 172 1931 125- 375

23 675-1907 125 73 375- 625 123 875 -1332 125 173 375- 625

24 1894 125- 375 74 625- B7S 124 1919 125- 37S 174 625- B7S

25 375- 625 75 875-1920 125 125 375- 625

26 625- 875 76 1907 125- 375 126 625- 875

27 875-1908 125 77 375 - 625 127 875-1933 125

28 189S125- 375 78 625- 875 128 1920 125- 375

29 375- 625 79 875-1921 125 129 375 - 625

30 62S- 875 80 1908 125- 375 130 625- B7S

31 875-1909 125 81 375- 625 131 87S-1934 125

32 1896 125- 375 82 .625- 875 132 1921 125- 375

33 375 - 625 83 875-1922 125 133 375- 675

3« 625 - 875 B4 1903 125- 375 134 625- B7S

35 B7S-1310 125 65 375- 625 135 875-19ÏS 125

36 1897 135- 375 86 625- 875 136 1922 125- 37S

37 37S - 625 87 875-1923 125 137 375- 625

38 625 - 875 88 1910 12S- 375 13B 625- 875

39 875-1911 125 63 375 - 625 139 675-1936 125

to 1898 125- 375 90 G25- 875 140 1923 125- 375

«1 375 - 675 91 875-192* 125 141 375 - 625

12 625 - 875 92 1911 115- 375 147 625- 875

43 875-1312 125 9Ï 375- 625 143 875-1937 125

44 1899 125 - 375 94 625- 875 144 1924 175- 375

45 375 - 825 95 875-1925 125 145 375- 625

46 625 875 96 1912 125- 375 146 625- 875

47 875-13IJ 125 97 375- 625 147 875-1938 125

48 19M 125 - 175 98 62S- 875 148 1925 125- 375

49 375 - 625 99 875-1926 125 149 375- 625

b(*fl)
1 r

Abb. 58. Welle p5, definitive Berechnung, Weg des Endpunktes des Periodogrammvektors,

Analysenintervall n = 54 Vierteljahre

n
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Abb. 59. Phasen- und Amplitudendiagramm für Welle p5,

definitive Berechnung, Versuchsperiode n = 54 Vierteljahre.

(Punkte ab q = 174 bis q = 180 nachtraglich nach Abschluß

der Arbeit berechnet, als dann nocfy das Jahr 1945 und teil¬

weise auch das Jahr 1946 zur Verfügung standen. Vgl. dies¬

bezüglich die Fußnote.)

Zeitabschnitt 1888 bis 1910,375
Die Ausgleichsgerade im Phasendiagramm wurde nach

der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt. Es ergab
sich mit x = 20° (Zeiteinheit = 1 Vierteljahr) und n — 54 :

'—
= — 0,665S = — 0,6° = <XC

— X (Zeiteinheit = 1 Vierteljahr)
dq

Frequenz (X = 19,4 • 4 = 77,6 auf Zeiteinheit = 1 Jahr bezogen

Periode p = 4,64 Jahre

h(x)c = 115 P(x)c = 0,987

Amplitude cc = 117 m]'/sec
Anfangsphase :

Für unsere vorliegende Berechnung ist t* = 0 bei

1888, 125 (Mitte des ersten verwendeten Vierteljahres).
Für diesen Ausgangspunkt erhalten wir nach dem

Phasendiagramm

ß*= 120,67s +
0,665s • 54

138,63s ~s 124,8°

Der Einheitlichkeit halber wollen wir aber die Gleichung
der Welle auch auf die Mitte des Jahres 1808 mit 1 Jahr
als Zeiteinheit beziehen. Auf dieser Zeitskala entspricht
das erste verwendeteVierteljahr demZeitpunkt 1887,625.

Bezogen aufdie Mitte des Jahres 1808 ergibt sich somit

ßc = 124,8° - 79,625 77,6° = 65,9°

Zeitabschnitt 1910,625-1944

Hauptperiode :

= J.,Oöy = 1,<53 = a(1 — X (Zeiteinheit _ 1 \ lerlcljdhr)
dq

Frequenz 0.d = 21,25 • 4 = 85,0° auf Zeiteinheit = 1 Jahr bezogen

Periode p = 4,23 Jahre

h(x)d = 160 P(x)d = 0,944

Amplitude cd = 170 m /sec

Anfangsphase :

54

ß* = 18,78s 1,389s = - 18,72g « - 16,8°

ßd = - 16,8° -79,625 -85,0°= 55,3°,t = 0:entsprechend
der Mitte des Jahres 1808

Nebenperiode :

Die Wellenlänge der Schwankung des Amplituden-
und Phasendiagramms ist gleich pB = 2 75 = 150.

Nach Gleichung 48 ist

In

ps = —

, occ auf Zeiteinheit = 1 Vierteljahr bezogen
<xc — a |

somit a„ — a =

2jt 360

150

= 2,4°

Frequenz <x = [21,25° - 2,4°] -4 = 75,4°

Periode p = 4,77 Jahre

(X — X — — 1,15 = — 1,^8 , auf Zeiteinheit — 1 Vierteljahr bezogen

h(x) = 55 P(x) = 0,95

Amplitude c = 58 ms/sec

Anfangsphase :

Beim Maximum, entsprechend q + 165, ist sowohl für

die Haupt- als auch die Nebenperiode

y>(x, q) = 248g

54

ß* = 248g + 165 + • l,28g = 93,6g = 84,24°

200,5°ß = 84,24° - 79,625 • 75,4°

Wir können somit setzen:

Jahr 1888 bis Mitte 1910 [t = 80 bis t = 102] : (81)

yc=117sin[77,6°t h65,9°] = 117sin
2n

1+65,9°
4,64

in

m:,/sec

Mitte 1910 bis 1944 [t = 102 bis t = 136]: (82)

yd= 170 sin [85,0° t + 55,3°] + 58 sin [75,4° t + 200,5°]

= 170 sin
2ji

4,23
t + 55,3° + 58 sin

4,77
-t-l 200,5° in

m3/scc

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

Die sich nach Gleichungen 64, 81 und 82 für jede
Jahresmitte von 1808—1950 ergebenden Ausschläge der

Periodizität p5 sind in Tabelle 17 enthalten. Die Periodi¬

zität ps ist aufTafeln XIX und XX graphisch dargestellt.
Es sei noch darauf hingewiesen, daß in Abb. 59 von

q = 168 an eine starke rückläufige Bewegung einsetzt

und ab q = 168 die Werte rp (x, q) stark abnehmen. Man

muß sich also fragen, ob ab q + 168 erneut eine Ände¬

rung im Verhalten der Periodizität p5 eintritt.*)

*) Dies konnte aber zur Zeit der Durchführung der zu Beginn des Jahres 1945 abgeschlossenen Berechnungen nicht abgeklärt
werden, weil die Beobachtungen der Jahre 1945 und 1946 noch nicht vorlagen. Nach Abschluß der Arbeit standen dann das

Jahr 1945 und teilweise auch das Jahr 1946 zur Verfügung, und es konnte damit nachträglich noch der Punkp* =12 des

Summationsvektorenzuges, sowie die Punkte ab q = 170 bis q = 180 des Phasendiagramms berechnet werden. Mit Hilfe dieser

Punkte ließ sich erkennen, daß etwa vom Jahre 1933 an die Periodizität p5 tatsächlich erneut eine Änderung in ihrem Verhalten

erfahren hat, wie im Abschnitt « Zusammenfassung und Erörterung der Ergebnisse» auf Seite 111 noch näher angeführt wird.
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IV. Zusammenstellung der definitiven Ergebnisse

In Tabelle 16 sind die Gleichungen der Periodizitäten

zusammengestellt, welche wir gefunden haben.

Die Ausschläge, welche sich für die einzelnen gefun¬
denen Periodizitäten und der Summe aller Periodizitäten

zur Zeit der Jahresmitte ergeben, sind in Tabelle 17 zu¬

sammengestellt, wobei die Werte bis zum Jahre 1950

extrapoliert worden sind.

Auf Tafel XIX sind die einzelnen gefundenen Perio¬

dizitäten und ihre Summe graphisch in Funktion der

Zeit dargestellt. Die sich als Summe aller gefundenen

Periodizitäten ergebende Ganglinie ist dabei so auf¬

getragen worden, daß sie mit dem Stufenzug, welcher

die Jahresmittel der Abflußmengen darstellt, direkt ver¬

glichen werden kann.

Auf Tafel XX ist für die Jahre 1888-1944 die Summe

aller gefundenen Periodizitäten mit einem größern Zeit¬

maßstab aufgetragen und den Vierteljahresmitteln mq*
der Abflußmengen gegenübergestellt, welche sich er¬

geben, wenn die große einjährige Periode (Jahresgang)
ausgeschaltet wird.

Perio¬

dizität

Gleichungen

Nr. y in m3/sec t = 0 entspricht der Mitte des Jahres 1908 festgestellt für die Jahre

Ps 64" y = 185 sin [82,4° t + 134,3°] = 185 sin
2 "T

1+ 134,3°
4,36

1808-1822

64b y
= 63 sin [68,5° t + 49,2°] = 63 sin

2 71
.,

1+ 49,2°

,5,25

1823-1887

81 y
= 117 sin [77,6° t + 65,9°] = 117 sin

In
1+ 65,9°

4,64

1888 bis Mitte 1910

82 y = 170 sin [85,0° t + 55,3°] + 58 sin [75,4° t + 200,5°]

= 170 sin
In

1+ 55,3°
4,23

+ 58 sin
2 -i

—1+ 200,5°
.4,77

Mitte 1910-1944*)

P6 61 y = 31 sin [60,5° t + 151,4°] = 31 sin
2jt ."

1+ 151,4°
.5,95

1808-1939*)

P7 63" y
= 86 sin [48,7° t H- 73,2°] = 86 sin

'

2n
"

— t+ 73,2°
.7,39

1808-1894

63b y = 77 sin [55,0° t + 228,1°] = 77 sin
2 71

„

1 h 228,1°

.6,54

1895-1943

P9 77 y = 50 sin [40,5° t + 106,0°] = 50 sin
2 i

—-t h 106,0°
.8,89

1808-1942

Pl2 67 y = 64 sin [28,8° t +234,0°] = 64 sin

~

In
„

1+ 234,0°

12,5

1808-1842

72 y = 54 sin [29,51° t + 208,8°] + 76 sin [6,1° t + 47,5°] • sin [30,0° t + 108,5°]

= 54 sin
In

1 + 208,8°
,12,2

+ 76 sin
2 n

„

1 + 47,5°
59,0

• sin
In

1 +108,5°
12,0

1843-1943

P30 79 y = 62 sin [11,5° t+ 4,5°] = 62 sin
In

1+ 4,5°
.31,2

1808-1846

80 y = 46 sin [11,5° t + 4,5°] + 32 sin [18,51° t + 244° ]

= 46 sin
231

1+ 4,5°
31,2

+ 32 sin

"

2:r
„

1 + 244°

19,4

1847-1943

Pl20 Ents pricht dem säkularen Gang. Ist deshalb nicht in Formel gefaßt worden. Die Werte Q', welche der

Mitte der einzelnen Jahre entsprechen, sind in Tabelle 17 zusammengestellt.

Tabelle 16. Zusammenstellung der Gleichungen der gefundenen Periodizitäten

*) Vgl. Fußnoten auf Seite 77 und 95, sowie Gleichung 83 (Seite 111) und Gleichung 84 (Seite 111).
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E. Prüfung der Frage, wie weit die gefundenen Periodizitäten

als reell betrachtet werden dürfen

1. Säkulare Welle p120

Die säkulare Welle p120 mit den Werten Q' ist bereits

aus einer graphischen Darstellung der mittleren jähr¬
lichen Abflußmengen, wie sie z. B. Tafel XIX enthält,
erkennbar. Die Form der Welle ist durch mehrfache

Glättungen mittels übergreifender Intervalle heraus¬

gearbeitet worden. Es ergibt sich keine regelmäßige
Sinuslinie. <

Man wird aus dem festgestellten Verlauf der Welle in

früheren Jahren, etwa in den drei ersten Vierteln des

19. Jahrhunderts, nicht zu weitgehende Schlüsse ziehen

dürfen; denn, wie auf Seite 59 dargelegt worden ist,

könnte diese Form dadurch beeinflußt worden sein, daß

man bei der Berechnung der Abflußmengen des Rheins
bei Basel mit Hilfe der Pegelstation Säckingen einen

systematischen Fehler begangen hätte. Ein positiver
Anhaltspunkt für einen solchen Fehler liegt allerdings
nicht vor, immerhin mußte eine, wenn wahrscheinlich

auch sehr weitgehend zutreffende Annahme über die

säkulare Unveränderlichkeit des Pegelprofils Säckingen
getroffen werden.

Das im Jahre 1873 auftretende Minimum der Welle

p]205 welchem nach Tabelle 17 eine Abflußmenge von

Q' = 995 m3/sec entspricht, darf aber in bezug auf die

Zeit des Auftretens und die Größe der Abflußmenge als

schon recht genau ermittelt betrachtet werden. Aus dem

Verlauf der Welle kann angenähert gefolgert werden,

daß ein erstes Maximum etwa im Jahre 1805 aufgetreten
sein dürfte. Ein zweites Maximum, welches sehr gut
durch Messungen belegt ist, mit einer Abflußmenge von

Q' = 1075 m3/sec, entspricht zeitlich dem Jahre 1925.

Die zuletzt aufgetretene Amplitude beträgt somit 80 m3/sec;
um 80 m3/sec lagen also die mittleren Abflußmengen des

Rheins in den siebziger Jahren des vorigen Jahrhunderts

im Durchschnitt unter den mittleren Abflußmengen, welche

in den zwanziger Jahren dieses Jahrhunderts festgestellt
worden sind. Heute befinden wir uns wieder in einem Zeit¬

abschnitt der säkularen Abnahme der Abflußmenge.
Will man also einen guten Normalwertfür die Abfluß¬

mengen des Rheins bei Basel gewinnen, oder die normale

Dauerkurve aufstellen, so wird man dazu am besten

den Zeitabschnitt 1869—1929 verwenden, dessen Anfang
um gleich viele Jahre vor dem Minimum der Welle p120

im Jahre 1873 liegt wie sein Ende nach dem Maximum

von 1925. Bei Benützung dieses rund 60 Jahre um¬

fassenden Zeitabschnittes wird auch die Welle p30 weit¬

gehend vernichtet: Die in der Literatur (z. B. Lit. 17)
etwa vertretene Ansicht, daß zur Bildung eines «Normal¬

wertes» 25 Jahre zu verwenden seien, trifft somit bei den

Abflußmengen des Rheins bei Basel auf jeden Fall nicht

zu.*) Bei andern größern Flüssen Europas verhält es sich

wahrscheinlich ebenso; denn nach Lit. 28 sind beim Inn,

sowie auch bei norddeutschen Flüssen die gleichen säku¬

laren Schwankungen aufgetreten wie beim Rhein bei

Basel, obwohl diese norddeutschen Flüsse einen ganz

andern Jahresgang als der alpine Rhein bei Basel zeigen.
Es dürfe sogar angenommen werden, daß die Amplitude
bei den norddeutschen Flüssen größer gewesen sei als

beim Rhein und beim Inn, was begründet wäre, weil

bei letzteren eine Milderung durch den Einfluß der

Gletscher erfolgt sein dürfte.

Sehr interessant erscheinen in diesem Zusammen¬

hange Angaben in Lit. 42 und 44 über das Verhalten der

Gletscher, aus welchen man insbesondere entnehmen

kann, daß der Vorstoß der Gletscher im Zeitabschnitt

1912 — 1919 mit dem Abschnitt des stärksten Anstieges
der säkularen Ganglinie der Abflußmengen des Rheins

bei Basel zusammenfällt. Ohne diese Rücklage von

Wasser in Form von Eis wäre die Amplitude der Welle

P120 größer geworden. Die säkulare Zunahme der Ab¬

flußmengen des Rheins, verbunden mit einer Zunahme

der Gletscher, dürfte wohl damit im Zusammenhang
stehen, daß nach Lit. 34 in der zweiten Hälfte der

neunziger Jahre des vorigen Jahrhunderts ein Zeit¬

abschnitt in Erscheinung getreten ist, welcher ein stark

ausgeprägtes maritimes Klima mit meist milden Regen -

wintern aufwies und nach einer Dauer von viereinhalb

Jahrzehnten mit einer Wendung zur Kontinentalität

seinen Abschluß gefunden hat. Dieser Zeitabschnitt mari¬

timen Klimas fällt ungefähr mit dem Abschnitt des

deutlich sichtbaren Anstieges der säkularen Ganglinie
des Rheins zusammen.

Aus der Lage des Minimums und des zuletzt auf¬

getretenen Maximums der Welle p120 ergibt sich eine

Wellenlänge von 2 • 52 = 104 Jahren, während man aus

der Lage der beiden Maximums eine Wellenlänge von

ungefähr 120 Jahren erhält. Eine gleich große Wellen¬

länge hatte auch das Spektrum angezeigt. Wir hatten

deshalb für die säkulare Ganglinie die Nominalbezeich¬

nung Welle p120 eingeführt und in der Folge der Einfach¬

heit halber beibehalten. Weitere Erörterungen über die

Wellenlänge können vorläufig unterbleiben, bis auf

Grund zukünftiger Abflußmengenbestimmungen ein

neues Minimum genau festgestellt und damit eine weitere

sichere Unterlage erhalten werden kann.

Bei der Welle p120 handelt es sich nicht um eine ver¬

borgene, durch die Periodogrammrechnung erst noch zu

erschließende Periodizität, sondern um eine einwandfrei
erkennbare Realität, so daß wahrscheinlichkeitstheoreti¬

sche Untersuchungen mit Hilfe des Expcktanzkriteriums
keinen Sinn haben.

2. Wellen p6, p7, p12 und p30

a) Allgemeines

Es handelt sich um quasiperiodische, verborgene
Wellen, welche durch die Periodogrammrechnung er-

*) Ob jedoch die Benützung eines Durchschnittswertes aus 60 oder 120 Jahren als Vergleichsmaßstab für wasserwirtschaft¬

liche Untersuchungen innerhalb des Zeitabschnittes, welcher eine Generation etwa interessieren dürfte, stets gegeben ist,

erscheint fraglich. Mindestens sollte aber ein Durchschnittswert aus 30—36 Jahren verwendet werden, dabiit die Wellen p12 und

p30 möglichst gut ausgeglichen werden.
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schlössen worden sind. Sie müssen mit Hilfe des Ex-

pektanzkriteriums auf ihre Realität überprüft werden.

Obwohl die Wellen p5, p7, p12 und p30 sich als auasi-

periodisch erwiesen haben, indem sich während der zur

Verfügung stehenden Beobachtungsdauer von Zeit zu

Zeit ihre Konstanten etwas änderten, so handelt es sich

trotz diesen Änderungen jeweilen doch um die ein¬

deutige Fortsetzung ein und derselben Periodizität. Es

erscheint deshalb als zulässig, den Expektanzbetrach-
tungen den Durchschnittswert der Amplitude für den

ganzen Bereich seit 1808 zugrunde zu legen:
Wir wissen, daß das Beobachtungsmaterial, gebildet

durch die Jahresmittel der Abflußmengen, das Bild

einer Folge von voneinander unabhängigen zufälligen
Werten zeigt. Die mittlere quadratische Abweichung ist

nach Tabelle 10 für die n = 136 Jahre von 1808-1943

a = ± 164 m3/sec. Die Expektanz auf Grund der un¬

veränderten Jahresmittel ergibt sich somit nach Glei¬

chung 52 zu

2(7 2-164

Ei = —— =
-^=-

= 28,1

\/n v^36

Wir wissen aber auf Grund von Tabelle 12 und den

zugehörigen Erläuterungen auch, daß die mittlere qua¬

dratische Abweichung um so kleiner wird, je mehr ge¬

fundene Periodizitäten ausgeschaltet werden. Nach der

Ausschaltung von Periodizitäten ergeben sich neue

Reihen von Werten von der Art zufälliger Fehler, welche

aber eine kleinere Streuung aufweisen als die unverän¬

derten Jahresmittel. Wir dürfen jedoch solche Reihen

Expektanzbetrachtungen über eine bestimmte Welle

nur dann zugrunde legen, wenn von den andern Wellen

lediglich diejenigen ausgeschaltet werden, deren Realität

mit genügend großer Wahrscheinlichkeit bereits nach¬

gewiesen ist.

b) Erste Überprüfung der Welle p5

Aus den Gleichungen 64, 81 und 82 ergibt sich als

Durchschnittswert der Amplitude für die Jahre 1808—1943

c = 112 m3/sec, und zwar sowohl für den Fall ohne Be¬

rücksichtigung der von 1910—1940 aufgetretenen Neben¬

periode als auch für den Fall mit deren Berücksichtigung.
Die Formel für die Nebenperiode wird einfach als eine

Zusatzgleichung betrachtet, welche die zeitliche Ver¬

änderung der Größe der Amplitude zum Ausdruck

bringt.
Die im Durchschnitt auftretende Amplitude der

Periodizität p5 ist somit viermal größer als die Expek¬
tanz E,. Die Realität der Periodizität p5 darf daher nach

den Ausführungen auf Seite 55, rechts, mit genügend
großer Wahrscheinlichkeit als erwiesen betrachtet wer¬

den. Infolgedessen darf in der Folge die Periodizität p5
bei den Expektanzbetrachtungen über die andern Wellen

ausgeschaltet werden.

Die Welle p120 ist als eine reale Tatsache zu betrach¬

ten. Wir wären berechtigt gewesen, sie bei der Berech¬

nung von Ej bereits auszuschalten. Da aber auf Grund

der Ausführungen auf Seite 63, der Tabelle 11 und der

Abb. 20, leicht zu erkennen ist, daß durch die Aus¬

schaltung der Welle p120 die mittlere quadratische Ab¬

weichung a nur wenig verändert wird, so durfte deren

genaue Berechnung nach Ausschaltung von p12(, unter¬

bleiben.

c) Erste Überprüfung der Welle p7

Aus Gleichung 63 a und 63 b ergibt sich als Durch¬

schnittswert der Amplitude für die Jahre 1808—1943

c = 83 m3jsec.
Die mittlere quadratische Abweichung, welche die

Jahresmittel der Abflußmengen nach Ausschaltung der

bereits als reell erkannten Wellen p120 und p5 aufweisen,

kann nach Tabelle 12 genau genug und vorsichtig zu

a ~ ± 150 m3/sec eingeschätzt werden. Damit ergibt sich

eine Expektanz von E = 25,6, welche rund 3,2mal kleiner

ist als der Durchschnittswert der Amplitude. Nach den

Ausführungen auf Seite 55 rechts darf somit auch die

Welle p7 mit genügend großer Wahrscheinlichkeit als

reell angesehen und infolgedessen bei den weitern Ex-

pektanzuntersuchungen ausgeschaltet werden. Übrigens
dürfte die Welle p7 schon mit genügend großer Wahr¬

scheinlichkeit als reell auf Grund eines Vergleiches mit

der Expektanz Ex, welche rund dreimal kleiner als die

Amplitude ist, betrachtet werden, also ohne Ausschal¬

tung der Wellen p5 und p120.

d) Überprüfung der Welle p12

Aus der graphischen Darstellung der Tafel XIX ergibt
sich als Durchschnittswert der Amplitude für die Zeit von

1808-1943 c= 74 m3/sec. Die Formeln für die in der

Zeit von 1843—1943 auftretenden nahezu symmetrisch
zur Frequenz der Hauptperiode liegenden Nebenperioden
betrachten wir dabei als formbestimmende Zusatz¬

gleichungen, worüber im IV. Teil in den Abschnitten

A, 2 und C, 1 noch Näheres ausgeführt wird.

Nach Tabelle 12 darf die mittlere quadratische Ab¬

weichung nach Ausschaltung der bereits als reell er¬

kannten Wellen p120, p5 und p7 für die Jahre 1808—1943

zuijs! + 140 m3/sec angenommen werden, woraus sich

eine Expektanz von E = 24 ergibt. Der Durchschnitts¬

wert der Amplitude ist rund 3,lmal größer als die

Expektanz; nach den Ausführungen auf Seite 55 rechts

darf somit auch die Welle p12 als reell angesehen und

infolgedessen bei den weitern Expektanzbetrachtungen
ausgeschaltet werden. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß

p12 zufälliger Natur sei, ist nur rund 0,00007 oder

1:15000.

Eine spätere zweite Überprüfung der Welle p12 nach

Ausschaltung nicht nur der Wellen p120, P5 und p7, son¬

dern auch der Welle p30 kann sich erübrigen, weil

durch die Ausschaltung der Welle p30 die mittlere

quadratische Abweichung nicht mehr stark verändert

wird.

Im übrigen sei auch auf die weitern Erörterungen, ins¬

besondere über mögliche Zusammenhänge mit der «elf¬

jährigen» Sonnenfleckenperiode im Abschnitt C des

IV. Teiles unserer Arbeit verwiesen.

e) Überprüfung der Welle p30

Aus der graphischen Darstellung der Tafel XIX ergibt
sich als Durchschnittswert der Amplitude für die Zeit von

1808-1943 c = 64 m3/sec.
Nach Tabelle 12 darf die mittlere quadratische Ab¬

weichung nach Ausschaltung der bereits als reell erkann¬

ten Wellen p]20, p6, p7 und p12 für die Jahre 1808—1943

genau genug und vorsichtig zu a «; ± 135 bis 140 m3/sec
eingeschätzt werden. Damit ergibt sich eine Expektanz
E = 23 bis 24, welche also 2,66- bis 2,8mal kleiner ist

als der Durchschnittswert der Amplitude. Nach den
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Ausführungen auf Seite 55 rechts dürfte auf Grund des

Expektanzkriteriums die Welle p30 nicht als reell an¬

gesehen werden, wenn der Maßstab angelegt wird, daß

die Amplitude die Expektanz um mindestens das Drei-

bis Vierfache übertreffen sollte.

Immerhin ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Welle

p30 ein Zufallsprodukt sei, schon recht klein; nämlich

rund 1:1200 bis 1:2500. Zudem ist von Brüchner (Lit. 21)
eine «35-jährige» Periode außer des Niederschlages und

der Temperatur, auch des Abflusses für Gebiete in ver¬

schiedenen geographischen Gebieten gefunden worden.

Die von Brückner gefundenen Wellenlängen der Schwan¬

kung der Temperatur, des Niederschlages und des

Wasserstandes (Abfluß) besitzen einen großenVariations¬
bereich und liegen zwischen den Grenzen von 20 bis

50 Jahren. Er berechnete aus diesen Wellenlängen der

Schwankung der Temperatur, des Niederschlages und

des Wasserstandes, sowie aus Angaben in Chroniken über

die Eisverhältnisse der Flüsse, über das Datum der Wein¬

ernte und die Häufigkeit strenger Winter eine durch¬

schnittliche Wellenlänge von rund 35 Jahren. Die An¬

gaben Brückners stützen sich für die uns hier interes¬

sierende Zeit seit 1808 auf Messungen der Temperatur,
des Niederschlages und der Wasserstandsschwankungen,
sie dürfen also zum Vergleich mit unserer Periodizität

p30 herangezogen werden. Die Angaben von Brückner

sind nicht sehr präzis, da er ja nur eine rohe Glättungs-
methode und zum Teil unhomogenes Material verwendet

hat; doch kann ihnen entnommen werden, daß seine

Periodizität folgende Ausschläge zeigt :

im Sinne einer Abflußvermehrung (naß und kühl) *)
in den Jahren 1816-1820, 1841-1855 und 1876-1885;
im Sinne einer Abflußverminderung (trocken und

warm)*) in den Jahren 1826-1835 und 1861-1870.

Brückner spricht ferner in bezug auf den Verlauf

seiner Periodizität von Trockenzeiten um 1830 und 1860,

sowie von nassen Zeitabschnitten um 1815,1850 und 1880.

Vergleicht man diese Angaben von Brückner mit

unserer Periodizität p30 (Tafel XIX), so sieht man, daß

eine gar nicht schlechte Übereinstimmung besteht. Man

sieht daraus übrigens, daß für das 19. Jahrhundert

die Bezeichnung der Brückner-Periode als «35-jährige»
Periode irreführend ist, wenn man diese Bezeichnung als

eine mathematische Angabe auffaßt. Die Wellenlänge
ist variabel, und für das 19. Jahrhundert ist die No¬

minalbezeichnung «30-jährig» zutreffender. Brückner

sagt in seinem Werke, daß meteorologische Perioden

keine mathematischen seien, und wollte damit zum Aus¬

druck bringen, daß seine Periode nicht persistent, son¬

dern quasiperiodisch sei und nicht einen reinen sinus-

Verlauf zeige. Wir haben ja auch für unsere Welle p30

das gleiche gefunden, nämlich eine Änderung im perio¬
dischen Verhalten und eine aus zwei Sinuslinien gebil¬
dete Form seit dem Jahre 1847.

Wie aus vorstehenden Ausführungen hervorgeht,
dürfen wir deshalb annehmen, daß die von uns Un Ab¬

flußvorgang des Rheins bei Basel aufgedeckte Periodizität

p30 identisch ist mit der Brückner-Periode.

Wenn eine bestimmte Periodizität bei verschiedenen

Untersuchungen immer wieder gefunden wird, so darf

darauf, wie bereits auf Seite 12 ausgeführt, als ein

Zeugnis für die Realität dieser Periodizität hingewiesen

*) Der Umstand, daß die Niederschlags- und Temperaturwe
flußwelle etwas weniger ausgeprägt sein wird als die Niederschli

werden, selbst wenn in bezug auf die Konstanten der

Periodizität nicht genaue Übereinstimmung besteht.

Nun hat auch noch von Keßlitz (Lit. 16) für die Mur bei

Brück in Österreich eine Periodizität gefunden, welche

er glaubte als die Brückner-Periode ansprechen zu

dürfen und welche einen ähnlichem Verlauf zeigt wie

unsere Welle p30. In Anbetracht dessen, daß die Wahr¬

scheinlichkeit für die Realität unserer Welle p30 schon

eine recht große ist und daß eine ähnlich verlaufende

Welle im Abflußvorgang bereits an andern Orten und

mit andern Methoden von Brückner und von Keßlitz

gefunden worden ist, glauben wir, auch die Welle p30 als

reell ansehen zu dürfen.
Die Brückner-Periode ist etwa dadurch zu widerlegen

oder in ihrem Geltungsbereich einzuschränken versucht

worden, daß man sie über den Beobachtungsbereich
hinaus, welcher Brückner zur Verfügung stand, in den

seither verflossenen Zeitabschnitt extrapolierte und

ganz allgemein mit dem Charakter dieses Zeitabschnittes

verglich (Lit. 37). Ein solches Vorgehen ist unzulässig,
weil dabei vernachlässigt wird, daß die Brückner-

Periode nur eine unter verschiedenen andern, zum Teil

bedeutend schärfer ausgeprägten Periodizitäten ist (p5,
P7' Pl2' Pi2o)-

Brückner warnt übrigens selbst vor einer derart

weitgehenden Extrapolation.
Auf Seite 11 hatten wir angedeutet, daß den hydro¬

graphischen Unterlagen Brückners zum Teil Mängel an¬

haften, welche es nicht verwunderlich erscheinen lassen,

wenn Brückner die Konstanten seiner Periode nicht zu¬

verlässiger bestimmen konnte. Es betrifft dies die von

ihm benützten Reihen der Wasserstände des Zürichsees

und des Bodensees. Er hat beide Reihen als homogene
Reihen verwendet, was nicht der Fall ist; denn während

des Beobachtungsbereiches, welchen er benützt, sind

durch bauliche Eingriffe bei beiden Seen erhebliche

Änderungen des Abflußvermögens verursacht und da¬

durch die Seestände beeinflußt worden. In den verwen¬

deten Werten für den Zürichsee muß zudem ein Fehler,

vielleicht ein Kommafehler, enthalten sein; denn die

von Brückner angegebene säkulare Schwankung der

Zürichseestände stimmt der Größenordnung nach nicht.

/) Zweite Überprüfung der Wellen p5 und p7

Nach Tabelle 12 kann die mittlere quadratische Ab¬

weichung der Jahresmittel der Abflußmengen, wenn aus

diesen die Wellen p12oi P30 und P12' sowie eme der beiden

Wellen ps oder p7 ausgeschaltet werden, für die Zeit

von 1808— 1943 genügend genau und vorsichtig ein¬

geschätzt werden zu a ^ ± 140 m3/sec, entsprechend
einer Expektanz von E2 = 24. Diese Wellen dürfen aus¬

geschaltet werden, weil es gestattet ist, sie auf Grund

obiger Überprüfungen als reell anzusehen. Somit ist der

Durchschnittswert der Amplitude der Welle p5 um das

4,66- und derjenige der Welle p7 um das 3,46-fache größer
als die Expektanz E2. Die Wahrscheinlichkeit dafür,

daß die beiden Wellen Zufallsprodukte seien, ist also

für die Welle p5 nur rund 1:3 000 000 000 und für die

Welle p7 nur 1:150 000.

Eine rund siebenjährige Periodizität ist durch von Keß¬
litz (Lit. 16) für die Mur bei Brück in Österreich und

von Streiff (Lit. 29) für den Penobscot River im Osten

len gegensinnig verlaufen, dürfte zur Folge haben, daß die Ab-

igswelle (Gletschcrrückhalt).
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der USA. gefunden worden, wobei nur die Jahre 1873

bis 1937, bzw. 1909-1922 nach dem Streiff'sehen Glät-

tungsverfahren untersucht worden sind. Das von Streiff

gefundene Wellenstück stimmt in bezug auf Frequenz
und Phase nicht schlecht mit unserer Welle p7 überein;

die von Keßlitz berechnete Welle stimmt nur zeitweise

einigermaßen überein und verläuft in andern Zeiten

gegensinnig. (Weder Streiff noch von Keßlitz haben die

von ihnen gefundenen Wellen auf deren Realität hin

überprüft.)
Wir sind bei unsern Überprüfungen von den mittleren

quadratischen Abweichungen a der Tabelle 12 aus¬

gegangen, welche sich ergeben, wenn zum Teil erst an¬

genähert berechnete Periodizitäten ausgeschaltet wer¬

den. Aus der Tabelle ist jedoch ersichtlich, daß die mitt¬

leren quadratischen a noch etwas kleiner sein würden,

wenn man durchwegs die definitiven Werte der Wellen

ausgeschaltet hätte. Die verwendeten Werte für die Ex-

pektanz nach Ausschaltung von Wellen sind deshalb

etwas zu groß erhalten worden, und wir haben dies¬

bezüglich eher noch etwas zu ungünstig gerechnet. Eine

sehr zeitraubende nochmalige Berechnung der Werte a

nach Ausschaltung der definitiven Werte hätte sich aber

nicht gelohnt.

3. Wellen p6 und p9

Diese Wellen sind nach unserer Periodogrammanalyse
während des ganzen untersuchten Beobachtungs¬
bereiches seit 1808 persistent vorhanden.*) Ihre Ampli¬
tuden sind aber zu klein, als daß man sie auf Grund

des Expektanzkriteriums als reell ansehen dürfte. Die

Welle 9 hat mit c = 50 m3/sec von beiden Wellen die

größere Amplitude, welche rund 2,lmal größer ist als

die Expektanz E2 = 24. Dies genügt nach Seite 55 rechts

noch nicht, um das Walten eines Zufalles mit genügend

großer Wahrscheinlichkeit auszuschließen. Die Realität

der Wellen p6 und p9 ist daher durch das Expektanz-
kriterium nicht gesichert.

4. Zusammensetzung aller Wellen und Vergleich mit den

beobachteten Jahresmitteln der Abflußmengen

Auf Tafel XIX ist oben die Ganglinie dargestellt,
welche sich aus der Zusammensetzung aller gefundenen

Wellen ergibt. Die Werte dieser Ganglinie zur Zeit der

Jahresmitte sind in der Tabelle 17 zusammengestellt.
Die Ganglinie zeigt eine erstaunlich gute Übereinstim¬

mung mit dem Verlauf der tatsächlichen Jahresmittel;

systematische Abweichungen können nicht festgestellt
werden. Dies ist der Beweis dafür, daß wir unsere Wellen

genügend genau berechnet haben. Die Abweichungen
der tatsächlichen Jahresmittel von der Ganglinie halten

sich innerhalb der Grenze, welche von vorneherein zu

erwarten waren. Es besteht eine ausgeprägte Neigung

dazu, daß Abweichungen bei einem bestimmten Jahr im

vorangehenden oder nachfolgenden Jahr ausgeglichen
werden. Im IV. Teil werden wir prüfen, ob die Ab¬

weichungen in einem zeitlichen Zusammenhang mit der

Häufigkeit der Sonnenflecken stehen, und wir werden

Beziehungen sehr interessanter und wichtiger Art fest¬

stellen können.

Auch der Vergleich der kombinierten Ganglinie mit

den Vierteljahrsmitteln der Abflußmengen, welche von

der Jahresperiode befreit sind, ist nach Tafel XX sehr

interessant. Auch hier gibt die kombinierte Ganglinie
den allgemeinen Verlauf recht gut wieder. Die Ab¬

weichungen einzelner Vierteljahre sind allerdings, wie

zu erwarten ist, bedeutend größer als die Abweichungen
der Jahresmittel; doch besteht auch hier die Neigung,
daß Abweichungen in einem bestimmten Zeitabschnitt

durch entgegengesetzte Abweichungen in einem direkt

vorangehenden oder nachfolgenden Abschnitt aus¬

geglichen werden.

Es sei noch auf folgendes hingewiesen:

Aus Tafel XIX ersieht man, daß die kombinierte

Ganglinie und der Verlauf der Jahresmittel der Abfluß¬

mengen seit etwa 1910 viel unruhiger sind als in den

vorangehenden Jahrzehnten. Es kommt dies nach

Tabelle 10 und 11 auch in den Werten für die mittlere

quadratische Abweichung (Streuung) a vom Verlaufe

der säkularen Ganglinie und von der durchschnittlichen

jährlichen Abflußmenge der betreffenden Zeitabschnitte

zum Ausdruck; so ist z. B. die Streuung um die säkulare

Ganglinie für die 34 Jahre von 1876-1909 a = ± 140

m3/sec, dagegen für die 34 Jahre von 1910—1943

er = ± 196 m3/sec.

*) Betreffend p0 vgl. nachträgliche Feststellung gemäß Ausführungen auf Seite 112.
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IV. TEIL

Zeitliche Zusammenhänge zwischen der Häufigkeit der Sonnenflecken

und den Abflußmengen des Rheins bei Basel

A. Die Häufigkeit der Sonnenflecken

Kurzer Überblick über die uns hier interessierenden

Erscheinungen auf Grund von Lit. VI 38, 41, 46 bis 48.

1. Statistische Erfassung der Häufigkeit der Sonnenflecken

Zahl und Größe der Sonnenflecken ändern unaus¬

gesetzt. Es erwies sich daher als erwünscht, die Ver¬

änderung der Häufigkeit der Sonnenflecken in Funktion

der Zeit, welche Erscheinung im folgenden als Flecken¬

tätigkeit bezeichnet wird, zahlenmäßig erfassen zu kön¬

nen. Als einfaches, wie es sich in der Folge zeigte, sehr

glücklich gewähltes Maß ist von R. Wolf (ETH., Zürich)
im Jahre 1849 die sogenannte tägliche Relativzahl

R = lOg+f
eingeführt worden.

g ist die Zahl der an einem Tag vorhandenen Flecken¬

gruppen und

f die Zahl der gleichzeitig vorhandenen Einzelflecken.

Wolf hätte gerne ein Maß eingeführt, welches aus der

von den Flecken eingenommenen Fläche abgeleitet ge¬

wesen wäre. Eine Ausmessung des Fleckenareals wurde

aber erst möglich, als brauchbare Sonnenphotographien
aufgenommen werden konnten. Die Sternwarte Green¬

wich führt seit 1874 eine solche Statistik der Flecken¬

areale. Vergleiche haben ergeben, daß Wolf das ihm vor¬

schwebende Ziel doch erreicht hat, indem die Wolf'schen

Relativzahlen den Fleckenarealen proportional sind.

Mit Hilfe der Relativzahlen konnten auch die Be¬

obachtungen vor 1850, welche nur qualitativ durch¬

geführt worden waren, nutzbar gemacht werden, um

die Veränderungen der Sonnenfleckentätigkeit bis ins

Entdeckungsjahr (1610) der Flecken statistisch zu er¬

fassen. In den Jahren 1610 1748 sind allerdings die

Fleckenbeobachtungen zu wenig zahlreich, als daß man

Relativzahlen bestimmen könnte, hingegen reichen sie

aus, um näherungsweise die Epochen der Maxima und

Minima der Sonnenfleckenhäufigkeit zu bestimmen.

Aus den täglichen Relativzahlen werden Monatsmittel

der Relativzahlen gebildet. Man unterscheidet zwischen

beobachteten und geglätteten (ausgeglichenen) Monats¬

mitteln der Relativzahlen. Die geglätteten Monatsmittel

werden bestimmt, indem je zwölf aufeinanderfolgende
Monatsmittel der beobachteten Relativzahlen zum

Mittelwert zusammengefaßt werden und aus je zwei

solchen aufeinanderfolgenden Mittelwerten noch einmal

das Mittel gebildet wird. Dieses Mittel ist die aus¬

geglichene Relativzahl, welche zeitlich der Mitte des

mittleren der so vereinigten dreizehn Monate zuge¬

schrieben wird. Diese Art der Glättung bezweckt, kurz¬

periodische sekundäre Schwankungen zum Verschwin¬

den zu bringen.
Nach Brunner (Lit. VI 38) werden die Monatsmittel

der beobachteten Relativzahlen insbesondere für Unter¬

suchungen über Beziehungen zwischen Sonnentätigkeit
und irdischen Erscheinungen verwendet. Die geglätteten
Monatsmittel werden für die Bestimmung der Epochen
der Minima und Maxima, sowie für Untersuchungen über

langfristige Schwankungen der Sonnenfleckenhäufigkeit
gebraucht. Bei der Verwendung der geglätteten Monats¬

mittel wird die Unsicherheit etwas behoben, welche in

der Sonnenfleckenstatistik dadurch entsteht, daß jeden
Tag nur diejenigen Flecken gezählt werden können, die

auf der der Erde zugekehrten Sonnenfläche liegen.

2. Die «elfjährige» Periode der Häufigkeit der

Sonnenflecken

Wie wir bereits im Abschnitt V der Einführung auf

Seite 14 erwähnt haben, handelt es sich in bezug auf

Wellenlänge und Amplitude nicht um eine reine Perio¬

dizität.

Um die Form der Kurve zu erfassen, welche bei der

graphischen Darstellung der Relativzahlen der Sonnen¬

flecken in Funktion der Zeit entsteht, wurden Arbeits¬

hypothesen aufgestellt. Jahrzehntelang wurde versucht,
die Sonnenfleckenkurve durch Superposition von Sinus¬

linien darzustellen, jedoch, wie Waldmeier ausführt,
ohne Erfolg. Mit Hilfe der Superpositionshypothese sei

wohl eine befriedigende Interpolation der Kurve mög¬
lich, jedoch keine Extrapolation und somit auch keine

Voraussage über den Zeitpunkt, in dem ein Minimum

oder Maximum eintrifft. Waldmeier (Liti VI 46) führt

auch gewichtige Tatsachen an, welche gegen die Super¬
positionshypothese sprechen, und ersetzte dieselbe 1935

durch die «Eruptionstheorie». Diese Bezeichnung soll

dabei aber keine Andeutung über den Mechanismus

der Sonnentätigkeit enthalten, sondern lediglich die

Analogie zum Ausdruck bringen zwischen dem Verlauf

einer explosionsartigen Erscheinung und dem sich im

Sonneninnern abspielenden fleckenerzeugenden Vor¬

gang, dessen graphischer Ausdruck die Sonnenflecken¬

kurve ist. Die geglättete Sonnenfleckenkurve besteht aus

einzelnen Buckeln, «Eruptionen». Ein Buckel beginnt
mit einem deutlich erkennbaren Einsatz; darauf folgt
der Anstieg bis zum Maximum, worauf die Kurve wieder
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abklingt und sich asymptotisch, aber rasch dem Werte

Null nähert. Die beobachteten Minima der Sonnen¬

fleckenkurve kommen zustande durch Überlagerung des

abklingenden Astes des vorangehenden Buckels mit dem

aufsteigenden Ast des nachfolgenden Buckels. Den Mi¬

nima der Sonnenfleckenkurve kommt also, im Gegensatz
zu den Maxima, keine physikalische Bedeutung zu. Es ist

möglich, die beobachteten Sonnenflecken zur Zeit des

Minimums zu trennen in solche, welche dem voran¬

gehenden, und solche, welche dem nachfolgenden Buckel

angehören. Die den beobachteten Minima entsprechen¬
den Relativzahlen liegen zwischen 0 und 11, die Ab¬

weichung vom Mittelwert beträgt also höchstens fünf

Einheiten. Die Relativzahlen, welche den Maxima ent¬

sprechen, schwanken dagegen zwischen 49 und 158, also

bis zu rund 50 Einheiten um den Mittelwert. Dieses

Verhalten ist vom Standpunkt der Eruptionstheorie aus

leicht begreiflich, denn jede «Eruption» beginnt mit Null

und sinkt wieder auf Null ab ; das bewirkt, daß die den

beobachteten Minima entsprechenden Relativzahlen nur

innerhalb eines engen Bereiches schwanken. Die starken

Schwankungen der Höhe der Maxima bedeuten ver¬

schiedene Intensitäten der «Eruptionen».
Stumpff (Lit. I 3), welcher die Sonnenfleckenkurve

mit Hilfe von Sinuslinien darzustellen versucht, was,

wie oben erwähnt, nach Waldmeier nicht dem wahren

Charakter der Sonnenfleckenkurve entsprechen dürfte,
führt in bezug auf die Form dieser Kurve aus, daß sich

bei der Untersuchung der in den letzten hundert Jahren

festgestellten Relativzahlen außer einer großen Periode

von rund 11,4 Jahren zwei symmetrische Nebenperioden
von gleicher Amplitude ergeben haben. Er führt dies

auf die oben erwähnte Ungleichmäßigkeit der Beobach¬

tungskurven zurück, welche sich darin äußert, daß die

Maxima und Minima der Kurven statistisch ein ver¬

schiedenes Verhalten zeigen. Die natürliche Erklärung
für dieses Verhalten der Sonnenfleckenkurve erblickt

Stumpff darin, daß zur Zeit des Sonnenfleckenminimums

die Amplitude der periodisch wirksamen fleckenbilden¬

den Kräfte Null sei. Die Relativzahlen selbst geben nicht

die Ausschläge der fleckenerzeugenden Kräfte an, die

ja von dem Ruhewert Null sowohl ins Positive wie ins

Negative gehen müßten, sondern ihr Quadrat, welches

positiv ist; sie stellen also «Intensitäten» dar. Wenn also

der einem Minimum vorangehende Buckel von positiv
gerichteten Kräften erzeugt worden wäre, so würde der

nachfolgende Buckel von negativ gerichteten Kräften

erzeugt. In diesem Zusammenhang erscheint die Tat¬

sache in sehr interessantem Lichte, daß sich die magne¬
tische Polarität der Sonnenflecken nach Ablauf eines

jeden Buckels, also zur Zeit des Minimums, ändert.

Diese Tatsache zeigt, daß ein ganzer Zyklus der Sonnen¬

tätigkeit zwei aufeinanderfolgende Buckel umfaßt.

Wahlmeier hat die Buckel auf ihre Form hin unter¬

sucht, interessante Gesetzmäßigkeiten aufgedeckt und

gezeigt, daß die «Eruptionen» eine einparametrige
Kurvenschar bilden; als Parameter wird zweckmäßig
die Intensität (Relativzahl) des Maximums gewählt.
Die von ihm erfaßten gesetzmäßigen Eigenschaften der

Sonnenfleckenbuckel erlaubten Waldmeier als erstem

eine erfolgreiche Voraussage der Sonnenfleckentätigkeit
zu machen; lange vor dem Maximum hat er aus der

Steilheit, mit welcher die Fleckentätigkeit von 1933 bis

September 1935 anstieg, Zeit und Intensität des Maxi¬

mums berechnet.
_ .

,

Prognose beobachtet

Epoche (Zeitpunkt) des Maximums 1937,7 1937,4
Intensität des Maximum

....
124 119

Man kann also den ganzen Verlauf eines Buckels an¬

geben, wenn ein Stück seines anfänglichen Verlaufes,
etwa einer Beobachtungsdauer von 2—2% Jahren ent¬

sprechend, bereits bekannt ist. Die Prognose kann sich

also nur über die laufende Periode erstrecken. Prognosen
auf längere Frist könnten nur dann mit Erfolg gemacht
werden, wenn eine Gesetzmäßigkeit bekannt wäre, nach

welcher starke und schwache Maxima aufeinanderfolgen.
Wenn im nachfolgenden Abschnitt von Zusammen¬

hängen zwischen der Sonnenfleckenhäufigkeit einer¬

seits, sowie dem Wetter und dem Abflußvorgang ander¬

seits die Rede sein wird, so sei darauf hingewiesen, daß

die Sonnenflecken als solche selbst keinen Einfluß auf

die genannten irdischen Vorgänge haben dürften. Die

Sonnenflecken sind nur eine leicht feststellbare Wirkung
von periodischen Vorgängen auf der Sonne, welche

gleichzeitig auch irdische Vorgänge beeinflussen und

dieselben ebenfalls einer «elfjährigen» Periodizität unter¬

werfen. In zahlreichen Erscheinungen und Vorgängen
der höchsten Atmosphärenschichten spiegelt sich die

«elfjährige» Sonnenfleckenperiode deutlich wider, in¬

dem diese Schichten von einer ultravioletten Strahlung
und einer Korpuskularstrahlung beeinflußt werden,
welche beide von der Sonne ausgehen und einer «elf¬

jährigen» Periode unterworfen sind. In die Wetter¬

sphäre gelangen aber diese Strahlungen nicht; dorthin

gelangt allein die Wärme- und Lichtstrahlung. Es scheint

noch kein einwandfreier Nachweis dafür vorzuliegen, daß
die Schwankung der Wärme- und Lichtstrahlung einen

zur Sonnenfleckentätigkeit parallelen oder sonstwie in

regelmäßigem Zusammenhang stehenden Gang aufweist;
die Meinungen gehen diesbezüglich noch stark aus¬

einander. Waldmeier macht aber darauf aufmerksam,
daß man doch die Möglichkeit nicht von der Hand

weisen könne, der Wetterablaufwerde durch die höheren,
von der elfj ährigen Periode beeinflußten atmosphäri¬
schen Schichten beeinflußt, und es bestehe also eine indi¬

rekte Einwirkung der solaren Vorgänge auf das Wetter.

B. Die Häufigkeit der Sonnenflecken und das Wetter

1. Temperatur

o) Die «elfjährige» Periode

Es konnte nachgewiesen werden, daß die Temperatur
auf der Erde einer elfjährigen Periodizität unterworfen

ist. Die Angaben verschiedener Forscher und Autoren

stimmen allerdings nicht durchwegs überein, was die

Größe der Amplitude in Funktion der geographischen
Breite und die zeitliche Koppelung mit der Sonnen¬

fleckenperiode anbetrifft. Einerseits wird mitgeteilt, daß
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die Periodizität des Temperaturverlaufcs in den Tropen
mit ihrem regelmäßigen Wetterregime, in bezug auf

Amplitude und enger zeitlicher Koppelung mit der

Periodizität der Flecken am ausgeprägtesten sei. Es

wurden Amplituden der Periodizität in der Größe von

0,6°— 0,7° mit Maximalwerten bis 1° gefunden, wobei

den Fleckenmaxima Minima der Temperatur und den

Fleckenminima Maxima der Temperatur entsprechen.
In den gemäßigten Zonen und in noch höhern Breiten

trete die elfjährige Periodizität der Temperatur nur

schwach oder gar nicht auf. Anderseits fand Dilger

(Lit. IV 22) mit Hilfe verbesserter, wenn auch noch

nicht modernster Methoden auf Grund einer Unter¬

suchung der Jahre von etwa 1870—1920, daß die Ampli¬
tuden in niedern Breiten kleiner sind und gegen höhere

Breiten hin zunehmen. Für das nördliche Nordamerika

hat er Amplituden bis zu 1° und übersichtlichere Ver¬

hältnisse als für die europäischen Staaten gefunden.
Er fand, daß die Temperaturschwankung als eine Welle

mit elfjähriger Schwingungsdauer in denjenigen Ge¬

bieten erregt werde, welche mit größerer äquatorialer

Lage die größte Kontinentalität verbinden. Ausgehend
von diesen Gebieten pflanze sich die Welle unter Aus¬

nützung der verschiedenen thermischen Möglichkeiten,
welche die Erdoberfläche bietet, nach den Polen zu fort.

Nach den Untersuchungen Dilgers besteht keine un¬

veränderliche zeitliche Koppelung zwischen dem Rhyth¬
mus der Fleckenhäufigkeit und der Temperaturwelle.
Die auftretenden Phasenverschiebungen, welche zwi¬

schen den beiden Rhythmen auftreten, können für ver¬

schiedene Gebiete der Erde auch verschiedene sein.

b) Extreme der Sonnenßeckenkurve und Temperatur

Verschiedene Autoren glauben, daß, abgesehen von

der elfjährigen Temperaturwelle, noch folgender Zu¬

sammenhang zwischen Temperatur und Fleckenperio-
dizität bestehe:

Die kalten und namentlich die strengen Winter

sollen sich mit großer Regelmäßigkeit ungefähr in den

Jahren einfinden, in denen auch die Maxima und Minima

der Sonnenfleckentätigkeit sich einstellen. Baur (Lit. VI

37) führt insbesondere aus, daß von den 15 kältesten

Wintern in den letzten 200 Jahren zeitlich 12 in die

Nähe eines Sonnenfleckenextrems fielen, d. h. ihr Ab¬

stand von der Epoche des nächstgelegenen Sonnen-

fleckenmaximums oder -minimums betrug weniger als

134 Jahre. Es besteht also eine ausgeprägte Neigung, daß

sich mehr oder weniger strenge Winter in der Nähe der

Zeiten der Sonnenfleckenextreme einstellen.

2. Niederschlag

a) Die «elfjährige» Periode

Auch für den Niederschlag wurde für einige Gebiete

eine Periode gefunden, deren Wellenlänge ungefähr der¬

jenigen des «elfjährigen» Sonnenfleckenrhythmus ent¬

spricht. Aber wie bei der «elfjährigen» Temperaturwelle
besteht auch hier keine durchgehende Übereinstim¬

mung in der Phase zwischen dem Rhythmus der Nieder¬

schläge und demjenigen der Periodizität der Sonnen¬

flecken. Die Phasenverschiebung kann auch hier 180°

erreichen. Für das Murgebiet in Österreich hat von Keß-
litz für die Niederschläge eine durchschnittliche Wellen¬

länge von 12,f> Jahren und ferner Amplituden gefunden,
deren Größe veränderlich ist und 2,2% bis 9% des nor¬

malen Jahresmittels des Niederschlages beträgt.

Für andere Gebiete wurde nur eine undeutlich aus¬

geprägte oder gar keine «elfjährige» Periode gefunden.
Waldmeiex teilt in Lit. VI 48 mit, daß bei keiner schwei¬

zerischen Regenmeßstation eine «elfjährige» Periode sich

zeigt und daß auch beim schweizerischen Landesmittel¬

wert diese Periode nicht ersichtlich ist. Doch weist

Waldmeier in gedanklicher Übereinstimmung mit un¬

seren auf Seite 10 und 11 gemachten Bemerkungen
darauf hin, daß dies wegen den Inhomogenitäten, welche

Niederschlagsmessungen anhaften, noch kein Beweis für

das Nichtbestehen eines «elfjährigen» Niederschlags¬
rhythmus in der Schweiz sei.

In den Tropen spiegelt der Viktoriasee in Zentral¬

afrika in seinen Wasserstandsschwankungen sehr deut¬

lich die elfjährige Sonnenfleckenperiode wider, was bei

seinem riesigen Einzugsgebiet und seiner großen Ober¬

fläche (68 800 km2), im Sinne unserer Ausführungen auf

Seite 11 im Abschnitt III, 3, c des ersten Teils, nicht

verwunderlich ist. Die Wasserstandskurve des Viktoria¬

sees verläuft mit einer Amplitude von 1 m zwischen

Maximal- und Minimalstand nahezu parallel der Kurve

der Relativzahlen der Sonnenflecken, während die

Niederschlagsmessungen der Station Uganda in der

Nähe des Sees einen solchen Rhythmus nicht zeigen.
Die «elfjährigen» Perioden von Temperatur und Nieder¬

schlag dürften injener äquatorialen Gegend zeitlich ziem¬

lich stramm in dem Sinne gekoppelt sein, daß einem

Maximum des Niederschlages ein Minimum der Tem¬

peratur entspricht und umgekehrt. Infolgedessen wird

die Temperaturwelle den genannten Rhythmus der See¬

standsschwankungen noch verstärken, indem bei höherer

Temperatur, zur Zeit des geringeren Niederschlages, ein

größerer Wasserverlust durch Verdunstung entsteht als

bei der niedrigeren Temperatur zur Zeit des größeren
Niederschlages. Es ist aber zu beachten, daß die Auf¬

tragung der Seestandsschwankungen des Viktoriasees

sehr annähernd die Integralkurve der Niederschläge dar¬

stellt (vgl. Seite 18), trotzdem der Viktoriasee kein ab¬

flußloser See ist. Um den Rhythmus zu erhalten, in dem

die Niederschläge in richtiger Phase schwanken, müßte

also gegebenenfalls die Kurve der Seestandsschwankun¬

gen um maximal % der Periodenlänge, also im Maximum

um rund 2% Jahre, zeitlich vorverschoben werden (vgl.
Seite 18).

b) Sonnenfleckenminimum und Niederschlag

Außer dem «elfjährigen» Rhythmus des Niederschlages
weist noch folgende Regel auf einen Zusammenhang
zwischen dem Niederschlag und den gleichen Kräften

hin, welche die Sonnenfleckenperiode bewirken (Lit. V

und Lit. VI 37):

Zwei bis drei Jahre vor dem Sonnenfleckenminimum

pflegt in der Regel eine Zeit auffälliger Trockenheit ein¬

zusetzen, die gewöhnlich mit heißen Sommern einher¬

geht. Baur sagt insbesondere, daß mit einer einzigen
Ausnahme seit 1800 westlich der Weichsel in Deutsch¬

land immer entweder der erste oder der zweite Hoch¬

sommer vor einem Fleckenminimum trocken war.

Meistens war es der zwei Jahre vor dem Minimum ge¬

legene Hochsommer.
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C. Sonnenfleckenhäufigkeit und Abflußmengen des Rheins bei Basel

1. Die «elfjährige Periode»

Wir haben durch unsere Periodogrammanalysen
gefunden :

Für die Zeit von 1808-1842:

Eine Periode mit einer Wellenlänge von 12,5 Jahren

und einer Amplitude von c = 64 m3/sec entsprechend
der Gleichung

y12 = 64sin

12,5

t +234,0° 64 sin [28,83° t +234,0°]

wobei für das Jahr 1808 : t = 0 ist.

Für die Zeit von 1843-1943 :

Eine Hauptperiode mit einer Wellenlänge von 12,2

Jahren und einer Amplitude von 54 m3/sec.

Mit dieser Hauptperiode wurden zwei Perioden von

gleicher Amplitude c = 38 m3/sec, sowie den Perioden

9,97 und 15,06 Jahren gefunden. Deren Frequenzen

liegen somit nahezu symmetrisch zur Frequenz der

Hauptperiode. Wir haben eine analoge Erscheinung

festgestellt, wie sie von Stumpff für die Sonnenflecken-

periodizität der letzten hundert Jahre gefunden wurde,

worauf bereits auf Seite 103 hingewiesen worden ist.

Die Analogie im Auftreten von zwei symmetrischen
Nebenperioden von gleicher Amplitude bei der «elf¬

jährigen» Sonnenfleckenperiode und von zwei sym¬

metrisch zur «zwölfjährigen» Abflußperiode liegenden,
ebenfalls gleich große Amplituden aufweisende Perioden

ist so auffällig, daß wir es als gegeben erachten, letztere

ebenfalls als Nebenperioden zu betrachten und mit der

Hauptperiode zu einer einzigen Periodizität zu ver¬

einigen, für deren Gleichung wir gefunden haben:

yi2: 54 sin
2 71

12,2
t i 208,8° + 38 sin

+ 38 sin

2n
t + 66°

9,97

2 71

15,06
t + 151°

= 54 sin [29,51° t + 208,8°] + 38 sin [36,1° t + 66°] +

+ 38sin[23,9°t + 151°]

wobei für das Jahr 1808 : t = 0 ist.

Die Wahrscheinlichkeit, daß diese Periodizität zu¬

fälliger Natur sei, haben wir zu 0,00007 oder 1:15 000

gefunden; umgekehrt ist also die Wahrscheinlichkeit,
daß die Periodizität reell sei, sehr groß.

Auf Tafel XIX ist die gefundene Periodizität zu¬

sammen mit der Sonnenfleckenkurve dargestellt. Man

sieht, daß gleich wie bei Temperatur und Niederschlag
die beiden Kurven nicht durchwegs in Phase verlaufen.

Dies läßt Zweifel darüber entstehen, ob die gleichen
Ursachen, welche in der Sonnenfleckenperiodizität einen
Ausdruck finden, letzten Endes auch der zwölfjährigen
Abflußperiodizität zugrunde liegen. Anderseits ist zu

bedenken, daß diese Ursachen sich nicht unmittelbar

auf den Abflußvorgang auswirken, sondern auf Um¬

wegen. Ein solcher Umweg besteht vermutlich insbeson¬

dere auch darin, daß zunächst die atmosphärische Zir¬

kulation beeinflußt wird. Die allgemeine Zirkulation

oder andere übertragende Medien, wie Meeresströmun¬

gen, dürften ihrerseits Änderungen und Schwankungen
unterworfen sein, und die diesen Medien infolge ihrer

Eigengesetzlichkeit oder ihrer Masse innewohnende

Trägheit wird infolgedessen zeitliche Änderungen im

Ablauf des Geschehens erleiden. Dies wird sich aber auf

den Zeitbedarf auswirken, welcher benötigt wird, bis

die Ursache sich auf eine Veränderung des Abflusses

übertragen kann. Zeitlich wechselnde Phasenverschie¬

bungen erscheinen deshalb von vorneherein wahrschein¬

lich. Um diese bei der Temperaturperiodizität abzu¬

klären, hat Dilger angeregt, Studien der allgemeinen
Zirkulation zur Zeit der Störungen im Phasenverhältnis

zwischen der Sonnenfleckenperiodizität und der Tem¬

peraturwelle durchzuführen.

Wenn man die graphische Darstellung der Tafel XIX

betrachtet, kann man sich des Eindruckes nicht er¬

wehren, daß großen Ausschlägen der Sonnenflecken¬

kurve große Ausschläge der «zwölfjährigen» Abfluß-

mengenperiodizität entsprechen, wobei aber eine Dämp¬

fung eintritt, wenn eine starke, bis 180° gehende Phasen¬

verschiebung vorhanden ist. Man wird an Schwingungs¬

vorgänge mit Interferenz und Resonanzerscheinungen
erinnert. Bemerkenswertist, daß in den Zeitabschnitten,

in denen die «zwölfjährige» Abflußperiodizität und der

Sonnenfleckenrhythmus in Phase verlaufen, die «fünf¬

jährige» Abflußperiode besonders große Amplituden auf¬

weist und daß sich in diesen Zeitabschnitten die Maxima

der säkularen, ca. 120-jährigen Abflußperiode einstellen.

2. Weitere Zusammenhänge

o) Allgemeines

Im Hinblick auf die im Abschnitt B, 1 b und 2 b

genannten zeitlichen Zusammenhänge, die zwischen

Temperatur und Niederschlag einerseits und der Sonnen¬

fleckenhäufigkeit anderseits entstehen, ist es gegeben,
auch den Abflußvorgang auf ähnliche Zusammenhänge
mit der Sonnentätigkeit hin zu untersuchen. Wenn

wirklich Zusammenhänge zwischen der Sonnenflecken-

tätigkeit und dem jährlichen Niederschlag bestehen, so

müssen sie auch in bezug auf die jährlichen Abfluß¬

mengen festgestellt werden können. Dagegen ist es wohl

möglich, daß Zusammenhänge zwischen Sonnenflecken-

tätigkeit und Temperatur beim Abflußvorgang nicht

nachgewiesen werden können, da der Einfluß der Tem¬

peratur auf den Abflußvorgang des Rheins, im Vergleich
zu jenem des Niederschlages, viel kleiner ist. Da immer¬

hin in kalten Wintern die Niederschläge in fester Form

erfolgen und nicht zum Abfluß gelangen, so sollte für

das Eintreten von ausgesprochenen winterlichen Nieder¬

wasserperioden eine ähnliche Regel gefunden werden

wie für das Auftreten kalter und strenger Winter. Wenig¬
stens sollte dies der Fall sein für ein in bezug auf den

vorangehenden Jahresabfluß relativ starkes Zurück¬

gehen der Abflußmengen im Winter.
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r — Relativzahl (geglättetes Monatsmitte]) zur Zeit des Minimums

Ii„, - mittlere Relativzahl de Trockenjahres

Epoche

Mini

r

ma

Abfluß¬

charakter

Cha

4.

rakter der J*

3.

ihre vor Min

2.

imuin

1.

Rm
«Trok-
ken-

jahr»

R-r
m

Bemerkungen

(vgl. Tafel XXI)

1810,6

1823,3

1833,9

1843,5

1856,0

1867,2

1878,9

1889,6

1901,7

1913,6

1923,6

1933,8

1944,2

0,0

0,1

7,3

10,5

3,2

5,2

2,2

5,0

2,6

1,5

5,6

3,4

7,7

!> normal

> normal

zu naß

zu naß

> normal

zu naß

normal

normal

normal

normal

< normal

zu naß

< normal

1874

zu trocken

1820

zu trocken

1808

zu trocken

1809

< normal

1822

< normal

1832

zu trocken

7,6

16,6

26,3

23,0

21,0

31,4

43,1

12,6

24,6

6,5

27,0

12,1

15,3

7,6

16,5

19,0

12,5

17,8

26,2

31,4
-I>,j-R,.

7,6

22,0

5,0

21,4

8,7

7,5

langes, flaches Minimum

(kurzes, scharf

tausgeprägtes Minimum

1 scharf ausgeprägtes

(Minimum

langes, flaches Minimum

1876 (R = n,7) und

1877 Verlauf bereits

horizontal

langes, flaches Minimum

1821

"> normal

1831

zu naß

1841

normal

1854

zu trocken

1853

normal

1875

normal

1898

zu trocken

1910

zu naß

1920

zu naß

1941

normal

1842

zu trocken

1855

zu naß

1866

<C normal

1877

< normal

1888

zu naß

1900

normal

1912

> normal

1922

zu naß

1932

zu trocken

1943

zu trocken

1865

zu trocken

1876

> normal

1887

zu trocken

—

1899

normal

1911

zu trocken

1921

zu trocken

1931

normal

1942

< normal

Durch Unterstreichung ißt der

Grad der Abweichung vom nor¬

malenVerlaufkenntlichgemacht

Tabelle 18

Charakter der Jahre des Sonnenfleckenminimums und der unmittelbar dem Minimum vorangehenden Jahre

(Charakter bezogen auf den «normalen» Verlauf, wie er sich aus dem Zusammenwirken der verschiedenen Periodizitäten ergibt)

b) Zusammenhänge für die Jahre, welche einem Sonnen-

fleckenminimum unmittelbar vorangehen, sowie für die

Jahre des Sonnenfleckenminimums selbst

Wir wissen nun, daß der Abflußvorgang des Rheins

bei Basel verschiedenen Periodizitäten unterworfen ist.

Der Wechsel von trockenen, normalen und nassen Jahren

entsteht aus dem Zusammenwirken dieser Perioden. Es

hätte also keinen Sinn, zu untersuchen, ob in bezug auf

das Auftreten von trockenen und nassen Jahren zeitlich

ein Zusammenhang mit der Sonnenfleckenhäufigkeit
besteht. Allerdings weist eine der Abflußperiodizitäten

eine ähnlich große Wellenlänge auf wie die Sonnen-

fleckenperiode ; die Abflußperiode verläuft aber mit

letzterer, wie wir gesehen haben, nicht durchwegs in

Phase.

Dagegen hat es einen Sinn, folgendes zu untersuchen:

Aus der Kombination aller Periodizitäten ergibt sich der

«normale» Verlauf der jährlichen Abflußmengen. Stehen

Abweichungen vom «normalen» Verlauf allfällig zeitlich

in einem Zusammenhang mit der Sonnentätigkeit ?

Dabei muß allerdings vorbehalten werden, daß solche

Abweichungen die Folge von allfälligen kürzeren Perioden
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sein könnten, auf welche wir ja unsere Untersuchung
nicht ausdehnten. Wenn also in den folgenden Aus¬

führungen dieses Abschnittes und in Tabelle 18 die

Rede ist von «zu trocken» oder «zu naß», so beziehen sich

diese Wertungen auf den eben definierten «normalen»

Verlauf.

Aus Tabelle 18 ist nun ersichtlich:

Dem Sonnenfleckenminimum geht seit Beginn der Ab¬

flußbeobachtungen in Basel, also seit dem Jahre 1808,

durchwegs ein zu trockenes Jahr (zu kleine jährliche Ab¬

flußmenge) voraus. Meistens ist es das erste oder zweite

Jahr, welches dem Fleckenminimum vorangeht. Bei einem

langen flachen Sonnenfleckenminimum kann es sogar das

dritte oder, wie beim Minimum von 1878,9, sogar das

vierte Jahr des Abflusses sein, das dem Fleckenminimum

vorangeht.
Beim Minimum von 1878,9 ist die Sonnenflecken-

kurve bereits 1876 und 1877 horizontal verlaufen und

biegt dann, ganz unvermuteterweise, nochmals nach

unten ab.

In Tabelle 18 sind auch noch die Relativzahl r (geglät¬
tetes Monatsmittel) zur Zeit des Minimums und die

mittlere Relativzahl Rm des Trockenjahrs, sowie die

Differenzen Rm-r angegeben. Einheitlichere Werte Rm-r
dürften sich vielleicht ergeben, wenn man von der theo¬

retischen Buckelform nach Waldmeier ausgehen würde.

Die in der Tabelle als «zu trocken» bezeichneten Jahre
sind auch absolut betrachtet, d. h. auf den langjährigen
Durchschnitt bezogen, zu trocken. Somit zeigt sich mit

Bezug auf den Abfluß tatsächlich ein analoges Verhalten

wie in bezug auf den Niederschlag, indem dem Sonnen¬

fleckenminimum eine Neigung zur Trockenheit voran¬

geht.
Es besteht eine Neigung dazu, daß als Ausgleich dem

zu trockenen Jahr ein zu nasses Jahr entweder unmittelbar

vorangeht oder nachfolgt, oder auch vorangeht und nach¬

folgt (1831, 1832, 1833; 1920, 1921, 1922; 1842, 1843;
1854, 1855; 1887, 1888; 1910, 1911; 1932, 1933).

Von den sechs Phasenwechseln, welche die gefundenen
Abflußperiodizitäten erleiden, fallen vier in das Jahr des

Fleckenminimums oder auf Jahre, welche unmittelbar

vorangehen. Die Jahre unmittelbar vor dem Flecken¬

minimum scheinen also mit einer Neigung zu Störungen
behaftet zu sein.

In bezug auf das Jahr des Fleckenminimums selbst

läßt sich keine Regel erkennen für die Abweichungen
der gemessenen Abflußmengen vom «normalen Verlauf».

In den übrigen Jahren zwischen den Sonnenflecken-

extremen und den Jahren der Sonnenfleckenmaxima

selbst treten hie und da Störungen, d. h. Abweichungen
des Jahresmittels, vom «normalen» Verlauf ein, aber eine

Regel läßt sich in bezug auf diese Störungen nicht er¬

kennen. Insbesondere in bezug auf das Jahr des Sonnen-

fleckenmaximums selbst läßt sich erkennen, daß die

durchschnittlichen Abflußmengen dieser Jahre in der

Regel angenähert dem «normalen» Verlauf entsprechen.
Nur drei von den zwölf Maxima seit 1808 entsprechen
Jahren mit größeren Abweichungen vom «normalen»

Verlauf.

c) Winterabfluß in den Jahren, welche in der Nähe eines

Maximums oder Minimums der Sonnenfleckenhäufigkeit
liegen

Zur Beurteilung des Winterabflusses vergleichen wir

das sechsmonatige Wintermittel (Oktober—März) und

das dreimonatige Wintermittel (Dezember, Januar, Fe¬

bruar) mit den entsprechenden durchschnittlichen Wer¬

ten des Zeitabschnittes 1808/09 bis 1943/44. Auf diese

Weise können wir beurteilen, ob ein Winter absolut be¬

trachtet als trocken (unterdurchschnittlich) anzuspre¬
chen sei oder nicht. Wir sind dabei nicht schematisch

vorgegangen, indem bei nur kleinen Abweichungen nach

unten der Winter nicht als absolut trocken klassiert

worden ist. Als nicht absolut trocken wurden z. B. die

Winter 1850/51 oder 1902/03 betrachtet, wo nur das

eine Wintermittel etwas unterdurchschnittlich ist. Be¬

rücksichtigt wurde bei der Beurteilung, ob ein Winter

trocken sei, jeweilen auch die Größe der minimalen

Abflußmenge des betreffenden Winters.

Ferner interessiert uns aber noch, ob ein Winter auch

relativ betrachtet, d. h. im Verhältnis zum durchschnitt¬

lichen Abfluß des vorangehenden Jahres, als trocken

zu gelten hat, ohne daß er absolut besehen trocken ist.

Diese Art der Beurteilung ist interessant für Zeit¬

abschnitte, in welchen die verschiedenen Periodizitäten

sich in der Weise auswirken, daß überdurchschnittlich

große Jahresabflüsse erzeugt werden. Innerhalb eines

solchen Abschnittes betrachtet, ist ein relativ trockener

Winter wegen des großen Unterschiedes gegenüber dem

mittleren Abfluß des vorangehenden Jahres doch eine

wasserwirtschaftlich bedeutsame, in der Regel wohl un¬

angenehme Erscheinung. Wir bilden:

*

D6 = Differenz zwischen durchschnittlicher Abfluß¬

menge eines Jahres und nachfolgendem sechs¬

monatigen Wintermittel.

D3 = Differenz zwischen durchschnittlicher Abfluß¬

menge eines Jahres und nachfolgendem dreimona¬

tigen Wintermittel.

Dann vergleichen wir diese Differenzen mit ihrem lang¬
jährigen Durchschnitt, welcher für den Zeitabschnitt

1808/09 bis 1943/44 beträgt: für D6m = 267 m3/sec und
für D3m = 340 m3/sec. Sind die Werte D6 und D3 eines

Einzeljahres größer als diese Durchschnittswerte, so

bezeichnen wir dieses Einzeljahr als relativ trocken.

Für den Zeitabschnitt von 136 Jahren, für welchen

überhaupt Abflußmengen des Rheins bei Basel vorliegen,
ergibt sich aus Tabelle 19, sowie Tafel XXI für diese

Abflußmengen folgendes:

Die Sonnenfleckenmaxima und -minima sind stets von

einem oder öfters auch zwei Wintern begleitet worden,
ivelche absolut oder doch relativ betrachtet trocken waren.

Der Abstand der trockenen Winter von der Epoche des

betreffenden Sonnenfleckenmaximums oder -minimums

war gleich rund VJ2 Jahre oder kleiner. Als Abstand be¬

zeichnen wir hier die Zeitspanne zwischen dem 1. Januar

(«Mitte des Winters») und der Epoche des Sonnenflecken-

extrems. Wenn zwei Winter trocken waren, so lag mit

nur einer einzigen Ausnahme die Epoche des Sonnen-

fleckenextrems zwischen diesen Wintern. Das Maximum

von 1894,1 war sogar von drei trockenen Wintern be¬

gleitet. Diejenigen Winter, deren Trockenheit sich in

einen Zusammenhang bringen läßt mit trockenen

Jahren, welche einem Sonnenfleckenminimum voran¬

gehen, sind nicht berücksichtigt worden (Tafel XIX und

vorstehender Abschnitt b).

8 107



Sonnen-

fleoken-

Minimum

Maximum

Epoche

Abfluß-Charakter Winte m3/sec

ü3

m3/sec

(D, -267)(D3 ^310)

-Minimum

m3/sec
(Durchschnitt

= 406)

Ahstaiiti^ïfes

Winters(l.I.)\um
Sonnenflecken-

Minimum

bzw. Maximum

1810,6

1816,4

1823,3

1829,9

1833,9

1837,2

1843,5

1848,1

1856,0

1860,1

1867,2

1870,6

1878,9

1883,9

1889,6

1894,1

1901,7

1907,0

1913,6

1917,6

1923,6

1928,4

1933,8

1937,4

1944,2

absolut und relativ trockener Winter

relativ trockener Winter

absolut trockener Winter

relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

1809/10

1815/16

1822/23
1823/24

1828/29
1829/30

absolut und relativ trockener Winter 1834/35

absolut und relativ trockener Winter

relativ trockener Winter

relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

absolut ziemlich trockener Winter . .

absolut und relativ trockener Winter

absolut ziemlich trockener Winter

relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

relativ trockener Winter

absolut ziemlich trockener und relativ trockenerW.

absolut trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

absolut ziemlich trockener und relativ trockenerW.

absolut und relativ trockener Winter

abs. u. rel. trock. W. (in bezug auf Perioden nicht)
absolut und relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

relativ trockener Winter

relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

absolut trockener Winter

abs. u. rel. trock. W. (in bezug auf Perioden nicht)

absolut und relativ trockener Winter

absolut und relativ trockener Winter

1835/36
1837/38

1843/44
1844/45

1847/48
1848/49

1856/57

1858/59

1867/68

1871/72

1877/78
1879/80

1884/85

1888/89
1890/91

1892/93
1893/94
1894/95

1900/01

1906/07
1907/08

1914/15

1917/18

1924/25

1926/27
1929/30

1933/34

1938/39

1941/42

318

390

179

373

416

222

286

195

355

411

413

516

239

334

141

543

415

474

440

278

456

355

327

230

219

389

419

420

524

327

598

435

229

291

309

332

485

438

221

431

500

509

359

435

411

614

670

655

244

385

235

690

534

481

585

332

751

560

524

377

425

419

470

413

571

460

725

539

198

399

387

552

282

|16.1.2.1]

223

|l.II.M|

299

113.-15. II. 45]

252

[27.1.48]

285

[31.XII.71]

295

[29.I.-1.II.85]

292

[28./29.I.89]

292 [5.1.94]

285[9.-ii.m.9S]

406

[27. XII. 38]

Tabelle 19

Winterabfluß in Jahren, welche in der Nähe eines Maximums oder Minimums der Sonnenfleckenhäufigkeit liegen

Ferner ergibt sich in bezug auf die Abflußmengen des liegen deren 27 in einem Abstand vom nächstgelegenen

Rheins bei Basel folgendes: Von den 49 seit 1809/10 Sonnenfleckenextrem, der rund iy2 Jahre beträgt oder

bis 1939 als absolut trocken zu bezeichnenden Wintern kleiner ist. Von den 49 Wintern stehen 14 im Zusammen-

108



hang mit trockenen Jahren, welche einem Sonnenflecken-

minimum vorangehen, und nur 8 Winter sind ohne

zeitlichen Zusammenhang mit den Sonnenflecken-

extremen (vgl. nachstehende Tabelle 20). Das Minimum

vom Jahre 1944 kann dabei, weil die Ergebnisse des

Winters 1945/46 noch nicht vorliegen, noch nicht be¬

rücksichtigt werden.

Absolut trockene Winter, Abstand vom nächsten Sonnen-

fleckenextrem = rund 1,5 Jahr

1809/10, 1822/23, 1828/29, 1829/30, 1834/35, 1835/36,

1844/45, 1847/48, 1848/49, 1856/57, 1858/59, 1871/72,

1879/80, 1884/85, 1888/89, 1890/91, 1892/93, 1893/94,

.1894/95, 1900/01, 1906/07, 1907/08, 1924/25, 1926/27,

1929/30, 1933/34, 1938/39: total 27 Winter

Absolut trockene Winter als Folge des einem Sonnenflecken-
minimum vorangehenden Trockenjahres

1820/21, 1832/33, 1853/54, 1864/65, 1865/66, 1873/74,

1874/75, 1886/87, 1887/88, 1897/98, 1920/21, 1921/22,

1931/32, 1932/33: total 14 Winter

Absolut trockene Winter ohne zeitlichen Zusammenhang
mit Sonnenfleckenextremen

1817/18, 1818/19, 1857/58, 1881/82, 1895/96, 1901/02,

1904/05, 1908/09: total 8 Winter

Tabelle 20

Wir haben also in bezug auf die trockenen Winter, wie

vermutet, einen ähnlichen zeitlichen Zusammenhang mit

den Extremwerten der Sonnenfleckenhäufigkeit gefun¬
den, wie er in bezug auf die kalten Winter bestehen soll.

Es sei betont, daß es sieh hier um eine erste rohe Unter¬

suchung handelt. Bevor eine genauere Untersuchung
durchgeführt werden kann, müßte zuerst die Frage ab¬

geklärt werden, ob noch kurzwelligere Abflußperiodizi-
täten bestehen als diejenigen, welche Gegenstand un¬

serer vorliegenden Arbeit bilden. Auch der offenbar be¬

trächtliche Einfluß, den die Höhe der Seestände zu

Beginn des Winters ausübt, müßte gleichzeitig berück¬

sichtigt werden.

Tabelle 19 kann entnommen werden, daß die absolut

oder in bezug auf vorangehenden Jahresabfluß relativ

trockenen Winter nicht durchwegs zu trocken sind in

bezug auf die Ganglinie, welche sich aus der Zusammen¬

setzung aller hier gefundenen Periodizitäten ergibt.
Außer der zwölfjährigen Abflußperiode scheinen auch

noch andere, hier in den Abschnitten b und c gemachte
Feststellungen auf gemeinsame Ursachen hinzudeuten,
welche einerseits die Größe der Abflußmengen des

Rheins bei Basel beeinflussen und anderseits die Perio¬

dizität der Häufigkeit der Sonnenflecken erzeugen. Wir

haben bereits auf Seite 105 auf die Frage hingewiesen,
über welche Medien sich diese Ursachen auf den Abfluß¬

vorgang auswirken. Die Ursachen, welche in den Jahren
nahe der Extreme der Sonnenfleckentätigkeit die fest¬

gestellten Abflußerscheinungen hervorrufen, dürften

anderer Art sein als jene Ursachen, welche auch dem

Abflußvorgang eine «elfjährige» Periode aufzwingen;
die Ursachen, welche zurzeit der Extreme der Sonnen¬

fleckentätigkeit wirken, dürften über andere oder über

weniger zahlreiche Medien rascher und unmittelbarer

auf den Abfluß wirken als die Ursachen, welche die « elf¬

jährige» Abflußperiodizität bedingen, in bezug aufweiche
wir gesehen haben, daß oft Phasenverschiebungen bis

180° zwischen Sonnenfleckenkurve und zwölfjähriger
Abflußperiodizität vorhanden sind.

Indem zwischen Abfluß und Sonnenfleckenextremen ein

zeitlicher Zusammenhang besteht, ist die von Waldmeier

entdeckte Methode zur Voraussage dieser Extreme auch für
die Voraussage der Abflußmengen von Bedeutung.
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Zusammenfassung und Erörterung der Ergebnisse

I. Periodische Schwankungen der Abflußmengen

J. Statistische Beurteilung der Jahresmittel des

Rheins bei Basel

Bei unserer Untersuchung der Frage, ob mehrjährige

periodische Schwankungen (Wellenlänge größer als vier

Jahre) der Abflußmengen des Rheins bei Basel vor¬

handen seien, haben wir als Unterlage die Jahresmittel

der Abflußmengen verwendet; nur ausnahmsweise haben

wir einmal auch von Vierteljahresmitteln Gebrauch

gemacht. Für eine solche Untersuchung mit Hilfe der

Periodogrammrechnung ist es von Bedeutung, zu wissen,

welche statistischen Eigenschaften dasAusgangsmaterial
hat; dies insbesondere zur Beurteilung der Frage, wie

groß die Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß gefundene
Periodizitäten als reell betrachtet werden dürfen. Die

Untersuchung der Jahresmittel auf ihre statistischen

Eigenschaften hin hat folgendes ergeben :

a) Die mittleren jährlichen Abflußmengen des Rheins

bei Basel bieten als Kollektiv betrachtet vorerst das

gleiche Bild wie eine Reihe zufälliger, voneinander

statistisch unabhängiger Werte mit angenähert nor¬

maler Gauß'scher Verteilung (Abb. 19, Seite 62). Die

Gesamtheit der Werte der Jahresmittel wird somit zu¬

nächst nur durch die Streuung (mittlere quadratische

Abweichung der einzelnen Jahresmittel von ihrem arith¬

metischen Mittel) als einzige statistische Konstante

charakterisiert. Diese Streuung ist für die Jahre 1808

bis 1943 gleich a = ± 164 m3/sec.

b) Eine Erhaltungstendenz, d. h. ein statistischer Zu¬

sammenhang zwischen zeitlich aufeinanderfolgenden
Jahresmitteln ließ sich vorerst nicht erkennen. Bei Vor¬

handensein einer Erhaltungstendenz wäre es z. B. wahr¬

scheinlicher, daß auf ein großes Jahresmittel ebenfalls

ein großes Jahresmittel folgt, als daß ein kleines Jahres¬

mittel sich anschließt, d. h. bei Vorhandensein einer

Erhaltungstendenz würde sich ein mehr oder weniger

glatter Kurvenzug ergeben, wenn man die Jahresmittel

in Funktion der Zeit als Punkte graphisch auftragen und

durch eine Linie verbinden würde. Bei den Jahresmitteln

der Abflußmengen des Rheins bei Basel ist dies aber

nicht der Fall (Tafel XXI).*)

c) Periodizitäten lassen sich aus einer graphischen
Darstellung der Jahresmittel in Funktion der Zeit von

vorneherein nicht feststellen; nur eine säkulare Schwan¬

kung, als Welle p120 bezeichnet, mit einer Periode von

rund 120 Jahren ist von Auge zu erkennen, aber eigent¬
lich auch erst, wenn man von ihrem Vorhandensein auf

Grund weiterer Untersuchungen (Glättung durch über¬

greifende Mittelwerte) schon etwas weiß.

2. Verborgene mehrjährige Periodizitäten

Erst mit Hilfe der Periodogrammrechnung konnte

festgestellt werden, daß in der Reihe der mittleren jähr¬
lichen Abflußmengen des Rheins bei Basel außer der

säkularen Welle sechs Periodizitäten mit Wellenlängen
von mehreren Jahren verborgen sind. Da die Wellen¬

längen dieser Periodizitäten kein rationales Verhältnis

zueinander haben (inkommensurable Perioden), ist der

Vorgang, welcher sich aus der additiven Zusammenset¬

zung aller gefundenen Periodizitäten ergibt, selbst nicht

periodisch. Der Gesamtvorgang setzt sich aber nicht nur

aus den gefundenen Periodizitäten zusammen, sondern

es treten auch noch aperiodische Bestandteile (Störun¬

gen) hinzu. Ob allfällig auch noch Periodizitäten mit kür¬

zeren Wellenlängen (kürzer als vier Jahre) vorhanden

sind und mitwirken, kann nicht gesagt werden, da unsere

Arbeit aus obenangegebenen Gründen nichtaufdieUnter-

suchung solcher kürzerer Wellen ausgedehnt worden ist.

Es sind also mittels der Periodogrammrechnung ver¬

borgene Periodizitäten aus Beobachtungswerten er¬

schlossen worden, die als Kollektiv betrachtet den Cha¬

rakter von zufälligen, voneinander unabhängigen Wer¬

ten von der Art «zufälliger Fehler» haben. Solche Perio¬

dizitäten können mit Hilfe der Schuster''sehen Expektanz-

formeln (Gleichungen 52 und 53) auf ihre Realität über¬

prüft werden, d. h. es kann die theoretische Wahrschein¬

lichkeit (Wahrscheinlichkeit a priori) berechnet werden,

mit welcher angenommen werden darf, daß die gefun¬
denen Periodizitäten reell und nicht vom Zufall bedingt
sind. Diese Berechnung ist auf Seiten 98 bis 101 durch¬

geführt worden.

*) Wir mußten uns, wie am Schlüsse des I. Teiles, Seite 15, dargelegt worden ist, darauf beschränken, eine Untersuchung über

mehrjährige Periodizitäten durchzuführen, weil wir dabei von den Jahresmitteln der Abflußmengen ausgehen konnten. Bei einer

Untersuchung von Periodizitäten mit einer kleineren Wellenlänge als vier Jahre hätten wir Mittelwerte der Abflußmengen für

kürzere Zeitabschnitte als ein Jahr, z. B. für einen Monat oder ein Vierteljahr, benützen müssen, da allermindestens vier Werte

pro Wellenlänge vorhanden sein müssen, um eine Periodizität erfassen zu können. Dann wäre, nebst andern Fragen, insbeson¬

dere auch die Frage der Erhaltungstendenz, welche den Monats- und Vierteljahresmitteln anhaftet, eingehend zu behandeln

gewesen; denn eine solche Erhaltungstendenz muß bei den wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchungen betreffend die Reali¬

tät der gefundenen Periodizitäten berücksichtigt werden. Die Untersuchungen hätten dann aber weit über den Rahmen hinaus¬

geführt, welcher einer Arbeit der vorliegenden Art zukommt.
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3. Beschreibung der gefundenen Periodizitäten

Die nebst der säkularen Welle p120 gefundenen sechs

Periodizitäten sind einfache Sinuslinien oder eine Kom¬

bination von 2—3 solcher Linien. Die Gleichungen dieser

Periodizitäten sind in Tabelle 16 zusammengestellt und

ihr zeitlicher Verlauf ist auf Tafel XIX aufgetragen. In

Tabelle 16 ist auch angegeben, welche Jahre für die

Ermittlung der Gleichungen verwendet worden sind,

d. h. bis zu welchem Jahre sie ohne Extrapolation gültig
sind. Als die Berechnung der Periodizitäten zu Beginn
des Jahres 1945 beendigt werden konnte, standen die

Abflußmengen der Jahre 1945 und 1946 noch nicht

zur Verfügung. Es folgte dann die ebenfalls zeitraubende

Arbeit der Darstellung der Ergebnisse und der Redaktion

der Arbeit, welche hierauf der Eidg. Technischen Hoch¬

schule eingereicht wurde. Inzwischen sind auch noch

die Abflußmengen des Jahres 1945 und teilweise auch

des Jahres 1946 verfügbar geworden, und es konnte

nachträglich noch überprüft werden, ob und welche

Änderungen sich ergeben, wenn die Jahre 1945 und 1946

auch noch verwendet werden. Es ergab sich, daß nur

die Periodizitäten p5 und p6 zum Teil anders berechnet

worden wären, wenn die Jahre 1945 und 1946 bei Ab¬

schluß der Berechnungen schon zur Verfügung gestanden
hätten, worüber nachfolgend noch eingehender berich¬

tet wird.

Es wurden folgende Periodizitäten gefunden:

Welle p5, eine quasiperiodische Welle, deren Periode

von Zeit zu Zeit wechselt und zwischen 4,36 und 5,25

Jahren liegt. Sie ist seit 1910 besonders ausgeprägt vor¬

handen, mit zeitlich veränderlicher Größe derAmplitude.
Gemäß den Ausführungen auf Seite 95 rechts stellte

sich bereits beim Abschluß der Berechnungen anfangs
1945 die Frage, ob nicht erneut im Verhalten der Perio¬

dizität p5 eine Änderung eingetreten sei. Dies konnte

aber damals nicht abgeklärt werden, weil die Beobach¬

tungen der Jahre 1945 und 1946 noch nicht vorlagen.
Wie oben erwähnt, sind nun aber auch die Abfluß¬

mengen des Jahres 1945 und teilweise auch des Jahres

1946 nachträglich noch verwendet worden, und es

konnte festgestellt werden, daß etwa vom Jahre 1933

an die Periodizität p5 tatsächlich erneut eine Änderung
in ihrem Verhalten erfahren hat. Aus Abb. 59, Seite 95,

ist allerdings ersichtlich, daß im Phasendiagramm
immer noch zu wenig Punkte vorliegen, um die Aus¬

gleichsgerade, aus welcher die Frequenz berechnet wird,
sicher ziehen zu können. Es konnte lediglich im Sum-

mationsvektorenzug (Abb. 57, Seite 93) durch die drei

Punkte q* = 10 bis 12 ein Kreis gezogen und dessen

Radius gemessen werden. Aus der Länge des Radius,

welche gleich - -
• R ist, wurde nach Gleichung 51 die

Frequenz a und aus dieser die Wellenlänge berechnet.

Durch die Frequenz a ist dann auch die Richtung der

im Phasendiagramm (Abb. 59) eingetragenen Ausgleichs¬
geraden bestimmt, und durch die Ausgleichsgerade wird

weiter die Anfangsphase ß festgelegt. Aus dem Ampli¬
tudendiagramm (Abb. 59) kann der Wert E (x) entnom¬

men und daraus in bekannter Weise die Amplitude c

berechnet werden. Da aber, wie erwähnt, noch zu wenig
Punkte vorliegen, ist die Berechnung der numerischen

Werte für die Konstanten der Periodizität nur eine an¬

genäherte. Angenähert ergibt sich für die Zeit seit

1933,125:

^
(JB)

y =
272sinr70,80t+800l=272sin t + 80° inm3/sec

J L J
[5,09 J

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

Der Verlauf dieser Welle ist auf Tafel XIX als fein

ausgezogene Linie dargestellt, wobei der extrapolierte
Verlauf gestrichelt ist.

Die Amplitude der Periodizität p5 kann also Werte

bis rund 270 m3/sec annehmen. Diese Periodizität darf

auf Grund einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Unter¬

suchung (a priori) als reell angesehen werden.

Welle p6. Auf Grund der Abflußmengen der Jahre,

welche bis zur Beendigung der Berechnungen anfangs
1945 zur Verfügung standen, wurde eine persistente
Periodizität mit einer Wellenlänge von 5,95 Jahren und

einer Amplitude von 31 m3/sec erhalten. Wie bereits in

der Fußnote auf Seite 77 angegeben wurde, war jedoch
im Phasendiagramm (Abb. 33, Seite 77) ab q = 78 eine

Neigung zu einer leichten Richtungsanderung erkenn¬

bar; auch beim Summationsvektorenzug (Abb. 31,

Seite 76) mußte man sich fragen, ob von Punkt

q* = 13 an nicht eine Richtungsänderung eingesetzt
hat. Wie oben erwähnt, konnte dann nachträglich
auch noch das Jahr 1945 verwendet werden, und es

wurde noch je ein weiterer Punkt des Phasendiagramms
und des Summationsvektorenzuges (Punkte q* = 22

und Punkt bei q = 114) berechnet. Es ließ sich mit Hilfe

dieser neuen Punkte nachträglich erkennen, daß vom

Jahre 1886 an die Periodizität p6 eine leichte Änderung
erfahren hat, indem die Ausgleichung des gesamten

Phasendiagramms durch eine Gerade nicht mehr ge¬

geben erscheint. Besser erscheint der Ausgleich durch

zwei Geraden. Die zweite Gerade ist in Abb. 33, Seite

77, ebenfalls eingetragen worden. Sie ist allerdings noch

durch relativ wenig Punkte belegt, und die Konstante

der Welle p6 kann aus ihr für die Zeit nach 1886 nur an¬

genähert berechnet werden. Aus der zweiten Geraden

ergibt sich mit einer Versuchswellenlänge p' = 6 Jahre

und einer Versuchsfrequenz x = 60° auf bekannte Weise

eine Frequenz <x = rund 58°, eine Wellenlänge p = 6,21

Jahre und eine Phasenkonstante ß = 50°. Die Amplitude
wird angenähert gleich derjenigen vor 1886 zu c = 31

m3/sec angenommen; zu einer genauem Bestimmung

liegen zu wenig Punkte im Amplitudendiagramm vor.

Aus diesen Werten wurde der Radius des Summations¬

vektorenzuges der Abb. 31 berechnet. Es ergab sich

- -
• R = 436. Zieht man im Summationsvektorenzug

einen Kreis mit diesem Radius, so sieht man, daß sich

die Punkte q* = 13 bis q* = 22 mit ziemlich großer
Streuung um die Kreislinie anordnen. Man erhält an¬

genähert für die Zeit seit 1886:

r In

y=31sinr580t+50°l = 31sin t+50n
[6,21

wobei für das Jahr 1808: t = 0 ist.

in m' /see

Der Verlauf dieser Welle ist auf Tafel XIX als fein

ausgezogene Linie dargestellt, wobei der extrapolierte
Verlauf gestrichelt ist. Bei der Welle p6 handelt es sich

also nicht um eine persistente Welle, wie auf Grund der

Abflußmengen der Jahre, welche bei Abschluß der
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Berechnungen anfangs 1945 zur Verfügung standen,

berechnet wurde; die Welle p6 erleidet vielmehr im

Jahre 1886 eine Änderung in ihrem Verhalten. Ab 1886

ist also nicht mehr die Gleichung 61, sondern angenähert
die Gleichung 84 gültig. Wir hatten für die Berechnung
verschiedener Periodizitäten Abflußmengenwerte ver¬

wendet, aus welchen wir nebst andern Wellen ebenfalls

die Welle p6 nach Gleichung 61 ausgeschaltet hatten, und

zwar auch für die Jahre seit 1886 (vgl. Tafeln IV und

XVIII, XI bis XIV, sowie XVI und XVII). In Anbe¬

tracht einerseits der außerordentlich großen Arbeit für

die Berechnungen und anderseits des sehr kleinen Ein¬

flusses der Welle p6 (vgl. auchVerlauf der neuberechneten
Welle im Vergleich zu der zuerst berechneten auf Tafel

XIX) konnte es aber nicht verantwortet werden, nach¬

träglich noch einmal alle Berechnungen für die Zeit seit

1886 zu wiederholen; man würde für die Konstanten der

andern Wellen keine nennenswert andern Werte erhalten.

Die Welle pe darf auf Grund der wahrscheinlichkeits¬

theoretischen Untersuchungen (a priori) nicht als reell

angesehen werden ; die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sie

kein Zufallsprodukt sei, ist zu klein befunden worden.

Welle p7, eine quasiperiodische Welle, deren Periode

im Jahre 1894/95 von 7,39 Jahren auf 6,54 Jahre ge¬

wechselt hat. Die Welle ist bei den Untersuchungen sehr

deutlich und kräftig in Erscheinung getreten, mit einer

Amplitude, welche bis 1894 86 m3/sec und seit 1895

77 m3/sec betragen hat. Die Welle darf auf Grund der

wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchungen (a

priori) als reell angesehen werden. Streiff (Lit. 29) und

von Keßlitz (Lit. 16) haben bereits Spuren einer rund

siebenjährigen Periodizität im Abflußvorgang auf¬

gedeckt.
Welle p9, eine persistente Periodizität mit einer

Wellenlänge von 8,89 Jahren. Die Amplitude beträgt
50 m3/sec, ist aber zu wenig groß, als daß die Welle

mit genügend großer Wahrscheinlichkeit als reell be¬

trachtet werden darf.

Welle p]2, eine quasiperiodische Welle, deren Periode

im Jahre 1842/43 eine Änderung von 12,5 auf 12,2

Jahre erfahren hat. Die Amplitude ist seit 1843 zeitlich

veränderlich und erreicht Werte bis rund 120 m3/sec.
Es darf angenommen werden, daß die Welle reell und

letzten Endes auf die gleichen Ursachen zurückzuführen

sei, welche die bekannten «elfjährigen» Temperatur- und

Niederschlagswellen erzeugen und welche auch in der

«elfjährigen» Sonnenfleckenperiode zum Ausdruck kom¬

men. Zwischen letzterer und unserer Abflußperiodizität
besteht aber keine feste zeitliche Koppelung in dem

Sinne, daß beide Periodizitäten in Phase verlaufen. Eine

zwölfjährige Periodizität im Abflußvorgang ist bereits

durch von Keßlitz (Lit. 16) für die Mur in Osterreich

gefunden worden; einen Nachweis für deren Realität

auf Grund der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat er

jedoch nicht erbracht.

Welle p30, eine quasiperiodische Welle mit einer

Periode von 31,2 Jahren, deren Amplitude sich seit 1847

als zeitlich variabel erwiesen hat und Werte bis zu rund

80 m3/sec annehmen kann. Die Periodizität darf auf

Grund der wahrscheinlichkeitstheoretischen Unter¬

suchungen (a priori) als reell und identisch mit der be¬

kannten Brücknerperiode angesehen werden.

Die säkulare Welle p120 ist ohne Untersuchungen mit

Hilfe der Periodogrammrechnung als reale Tatsache

erkennbar. Sie ist auf Tafel XIX und XX graphisch
dargestellt. Sie konnte durch Glättung mittels über¬

greifenden Intervallen genügend genau herausgearbeitet
werden. Eine Erfassung dieser Welle durch eine Formel

hätte keinen Sinn gehabt. Von einem Maximum etwa

im Jahre 1805 strebte sie über ein Minimum im Jahre

1873 wiederum einem Maximum im Jahre 1925 zu; seit

1925 befindet sie sich erneut in absteigender Linie. Der

Unterschied zwischen dem Minimalwert im Jahre 1873

und dem Maximalwert im Jahre 1925 beträgt 80 m3/sec.

4. Zusammensetzung der gefundenen Periodizitäten

Alle sechs Periodizitäten, welche auf Grund der Ab¬

flußmengen der Jahre berechnet worden sind, die bis

zum Abschluß der Berechnungen anfangs 1945 zur Ver¬

fügung standen, und die säkulare Welle sind zu einer

Ganglinie zusammengesetzt worden, die in der Folge als

«normaler Verlauf» der jährlichen Abflußmengen bezeich¬

net wird. Vergleicht man diesen «normalen Verlauf» mit

dem Verlauf der tatsächlich festgestellten Jahresmittel

M Q (vgl- Tafel XIX), so ergibt sich folgendes :

a) Die Stufenlinie der gemessenen jährlichen Abfluß¬

mengen wird durch den «normalen Verlauf» gut aus¬

geglichen. Dies kommt darin zum Ausdruck, daß die

«Wasserbilanz» gut stimmt und ferner die Abweichungen

(entsprechend den Fehlern bei der Ausgleichungsrech¬
nung) zwischen dem «normalen Verlauf» und den ge¬

messenen Jahresmitteln in bezug auf die Verteilung nach

ihrer Größe das Bild einer zufälligen Fehlerreihe bieten.

Wasserbilanz für die Jahre 1808—1943: Der Unter¬

schied zwischen der Gesamtabflußmenge, berechnet aus

den gemessenen Abflußmengen und der Gesamtabfluß¬

menge, ermittelt aus dem « normalen Verlauf», also aus

der Summe der Periodizitäten, beträgt nur l,6°/00 dieser

Gesamtabflußmenge, das sind auf ein Jahr umgerechnet
nur 1,7 m3/sec.

Abweichung zwischen dem «normalen Verlauf» und den

gemessenen Jahresmitteln M Q : Aus dem « normalen Ver¬

lauf» wurden die Jahresmittel MQb berechnet, das sind

also die Jahresmittel der Abflußmenge, welche sich aus

der Summe aller gefundenen Periodizitäten ergeben.
Ferner wurden die Abweichungen («Fehler») X = (MQ
— MQb) berechnet und in bezug auf ihre Verteilung,
sowie auf die Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens unter¬

sucht (vgl. Seite 22).

Effektiv

ausgezählteWerfe
Normale Gauss'sche

Verfeilungskurve

(Md-Md,,)

g X=(MQ-Mag
<° m'/sec

Abb. 60. Verteilung der Abweichungen der gemessenen mitt¬

leren jährlichen Abflußmengen MQ der Jahre 1808-1943 von

den berechneten Werten M Qb, welche sich aus der Summe aller

gefundenen Periodizitäten ergeben
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Abb. 60 zeigt, daß sich die Abweichungen A angenähert
nach einer normalen Gauß'schen Fehlerkurve verteilen.

Die Summenkurve (entsprechend dem Gauß'schen

Fehlerintegral), welche sich aus der Verteilungskurve

ergibt, ist als Abb. 61 dargestellt wordçn. Eine kleine

Tabelle gibt für einige runde Werte der Abweichung
Â = (MQ—MQb) an, wie groß die Wahrscheinlichkeit

dafür ist, daß diese Werte überschritten werden; z. B.

ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine Abweichung

von 150 m3/sec überschritten wird, gleich 19%, d. h. es

ist zu erwarten, daß sie unter fünf Fällen einmal über¬

schritten wird. Diese Summenkurve ergibt aber ein zu

günstiges Bild im Hinblick auf eine Prognose mit Hilfe

einer Extrapolation des normalen Verlaufs in die Zu¬

kunft. Sie trägt dem Umstand nicht Rechnung, daß die

gefundenen Periodizitäten, mit Ausnahme der Welle p8,

nicht persistent sind, d. h. von Zeit zu Zeit ihr Verhalten

ändern. Um eine solche Veränderung einwandfrei fest¬

stellen zu können, braucht es eine längere Reihe von

Jahren, z. B. bei der kürzesten Welle p5 mindestens

etwa rund 15 Jahre. Ändert sich also eine Welle zufällig

gerade zu nahe gegen das Ende der gesamten zur

Verfügung stehenden Beobachtungszeit, so kann die

Veränderung der Periodizität nicht mehr erfaßt werden.

Dieser Fall ist bei unseren zu Beginn des Jahres 1945

abgeschlossenen Berechnungen, wie oben dargelegt wor¬

den ist, bei den Wellen p5 und p6 eingetreten. Bei der

Extrapolation zwecks Aufstellung einer Prognose be¬

nützen wir in seinem solchen Falle noch die unverän¬

derte Periodizität, deren Veränderung wir ja noch gar

nicht erkennen konnten, während wir in Wirklichkeit

die veränderte Periodizität verwenden sollten; der in

einem solchen Fall auf Grund der Berechnungen extra¬

polierte «normale Verlauf» wird deshalb vom wirklichen

zukünftigen « normalen Verlauf» entsprechend abweichen

und die Prognose ist entsprechend unsicher. Wir werden

auf diesen Punkt noch zurückkommen und ihn im Hin¬

blick auf die Zuverlässigkeit von Prognosen noch weiter

erörtern: Zu diesem Zwecke ist auf Tafel XIX als fein

ausgezogene Linie auch der «normale Verlauf» dar¬

gestellt, welcher sich ergibt, wenn für die Wellen p5 und

pg nicht der Verlauf nach den Gleichungen verwendet

wird, die auf Grund der Abflußmengen ermittelt wurden,

welche beim Abschluß der Berechnungen zu Beginn des

Jahres 1945 zur Verfügung standen, sondern nach den

nachträglich, kurz vor der Drucklegung noch ermittelten

Gleichungen 83 und 84.

b) In bezug auf die zeitliche Reihenfolge der Ab¬

weichungen A nach ihrer Größe besteht die Neigung, daß

eine größere Abweichung bei einem bestimmten Jahr

durch eine größere, entgegengesetzte Abweichung im

vorangehenden oder nachfolgenden Jahr ausgeglichen
wird. Der Ausgleich kann sich auch über mehr als ein

Jahr erstrecken (vgl. z.B. Jahre 1824-1827; 1831,

1832 und 1833 ; 1842 und 1843 ; 1860,1861 und 1862 ( 1910

und 1911; 1920, 1921 und 1922; 1937 und 1938). Es

besteht übrigens auch eine Neigung zum Ausgleich inner¬

halb eines einzelnen Jahres (vgl. Tafel XX).
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Abb. 61. Wahrscheinlichkeit W (A) dafür, daß die Abweichun¬

gen der gemessenen Jahresmittel MQ von den berechneten

Jahresmitteln MQb, welche sich aus der Summe aller gefun¬

denen Periodizitäten ergeben, den Betrag |/. | überschreiten

II. Häufigkeit der Sonnenflecken und Abflußmengen des Rheins bei Basel

Aus unsern Untersuchungen über zeitliche Zusammen¬

hänge zwischen der Häufigkeit der Sonnenflecken und den

Abflußmengen des Rheins ließen sich die im folgenden

angegebenen Regeln erkennen, welche in nützlicher

Weise bei der Voraussage der Abflußmengen des Rheins

bei Basel verwendet werden können. Damit erwächst

der von Waldmeier gefundenen Methode zur Voraus¬

sage der Sonnenfleckentätigkeit auch für die Voraussage
der Abflußmengen des Rheins bei Basel eine große

Bedeutung.

1. Sonnenfleckenminimum und trockene Jahre

(vgl. Tabelle 18 und Tafel XIX)

Dem Sonnenfleckenminimum geht seit Beginn der

Abflußbeobachtungen in Basel, also seit dem Jahre

1808, durchwegs ein in bezug auf den «normalen Verlauf»
zu trockenes Jahr voraus. Meistens ist es das erste oder

zweite Jahr, welches dem Fleckenminimum vorangeht.
Bei einem langen flachen Sonnenfleckenminimum kann

es sogar das dritte oder, wie beim Minimum von 1878,9,

sogar das vierte Jahr des Abflusses sein, das dem

Fleckenminimum vorangeht.
Da, wie aus obigen Darlegungen folgt, in bezug auf

den «normalen Verlauf» in den Jahren 1942 und 1943

noch eine gewisse Unsicherheit herrscht, welche durch

die gegenseitige Lage der beiden auf Tafel XIX dar¬

gestellten Verlaufslinien, nämlich der stark ausgezogenen

und der fein ausgezogenen, zum Ausdruck kommt, so

ergibt sich ebenfalls eine Unsicherheit in bezug auf die

Beurteilung der effektiven Abflußmengen der Jahre 1942

und 1943 im Vergleich zum «normalen Verlauf». Den

Angaben der Tabelle 18 liegt noch die stark ausgezogene
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Verlaufslinie der Tafel XIX zugrunde, also derjenigen,
welche sich aus den zu Beginn des Jahres 1945 abge¬
schlossenenBerechnungen ergeben hat. Geht manvon der

nachträglich ermittelten fein ausgezogenen Verlaufslinie

aus, so wird man das Jahr 1942 als das dem Sonnen-

fleckenminimum vorangehende Trockenjahr bezeichnen.

Die oben unter Ziffer 4 b erwähnte Neigung zum Aus¬

gleich unter aufeinanderfolgenden Jahren besteht auch

für diese Abweichung, welche im Zusammenhang mit

dem Sonnenfleckenminimum auftritt (vgl. Jahre 1831,

1832, 1833; 1920, 1921, 1922; 1842, 1843; 1854, 1855;

1887, 1888; 1910, 1911; 1932, 1933.

2. Extreme der Sonnenfleckenhäufigkeit und trockene

Winter

(vgl. Tabelle 19 und Tafel XXI)

a) Die Sonnenfleckenmaxima und -minima sind stets

von einem oder öfters auch zwei Wintern begleitet
worden, welche absolut in bezug auf die durchschnitt¬

lichen drei- und sechsmonatigen Wintermittel der Jahre

1808/09 bis 1943/44 oder doch relativ in bezug auf den

Abfluß des vorangehenden Jahres betrachtet, trocken

waren. Der Abstand der trockenen Winter von der

Epoche des betreffenden Sonnenfleckenmaximums oder

-minimums war gleich rund 1% Jahre oder kleiner. Als

Abstand wird hier die Zeitspanne zwischen dem 1. Ja¬

nuar («Mitte des Winters») und der Epoche des Sonnen-

fleckenextrems bezeichnet.

Auch hier besteht in bezug auf die Jahre 1941— 1943

aus den im obigen Abschnitt erwähnten Gründen eine

Unsicherheit. Der Tabelle 19 liegt die stark ausgezogene
Linie zugrunde, infolgedessen ist der Winter 1941/42
als der relativ und absolut trockene Winter bezeichnet

worden, der aber 2,2 Jahre vom Sonnenfleckenminimum

des Jahres 1944 entfernt liegt. Auch der Winter 1943/44
war ein absolut und relativ trockener Winter; geht man
jedoch von der stark ausgezogenen normalen Verlaufs¬

linie aus, so darf dieser Winter nicht gemäß Tabelle 19

in Beziehung zum Sonnenfleckenminimum gebracht
werden, da er nach Tabelle 18 zu einem Trockenjahr

1. Mittlere jährliche Abflußmengen

Jede einzelne Periodizität, sowie die säkulare Welle

wurden je für sich in die Zukunft extrapoliert, was leicht

möglich und auf Tafel XIX dargestellt ist. Die einzelnen

extrapolierten Wellenstücke wurden zusammengesetzt,
woraus sich ein extrapoliertes Stück des «normalen

Verlaufes» der Jahresmittel der künftigen Abflußmengen
und damit ein Anhaltspunkt zu deren Beurteilung ergibt.
Aus der festgestellten Regel, nach welcher einem Sonnen¬

fleckenminimum ein in bezug auf den « normalen Verlauf»

zu trockenes Jahr voranzugehen pflegt, ergibt sich ein

weiterer Anhaltspunkt für eine Voraussage in Zeiten vor

einem Sonnenfleckenminimum.

Würden einzelne Periodizitäten nicht von Zeit zu Zeit

eine Änderung in ihrem Verhalten erleiden, so könnte

vor dem Sonnenfleckenminimum gehört und in diesem

Zusammenhang betrachtet werden müßte. Geht man

dagegen von der zuverlässigeren fein ausgezogenen Ver¬

laufslinie aus, so wäre der Winter 1943/44 in Tabelle 19

aufzunehmen. Der Abstand vom Sonnenfleckenmini¬

mum würde dann 0,2 Jahre betragen. Die fein ausgezo¬

gene Verlaufslinie gibt also in bezug auf den Zusammen¬

hang mit der Sonnenfleckenhäufigkeit die Verhältnisse

besser wieder.

b) In bezug auf die vorstehenden Ausführungen unter

Ziffer II 1 und II 2 a sei zur Verdeutlichung noch

erwähnt :

Von den 49 seit 1809/10 bis 1938/39 als absolut trocken,
d. h. nennenswert unterdurchschnittlich zu bezeichnen¬

den Wintern liegen deren 27 in einem Abstand vom

nächstgelegenen Sonnenfleckenextrem, der rund 1%
Jahre beträgt oder kleiner ist. Von den 49 ' Wintern

stehen ferner 14 im Zusammenhang mit trockenen

Jahren, welche einem Sonnenfleckenminimum voran¬

gehen, und nur 8 dieser 49 Winter sind ohne zeitlichen

Zusammenhang mit den Sonnenfleckenextremen (vgl.
Tafel XXI).

3. Sonnenfleckenminimum und Wechsel im Verhalten der

Periodizitäten

Bei den Periodizitäten, welche auf Grund der Abfluß¬

mengen der bis zum Abschluß der Berechnungen zur

Verfügung stehenden Jahre gefunden wurden, sind ins¬

gesamt sechs Wechsel im Verhalten bestimmter Perio¬

dizitäten festgestellt worden (vgl. Tafel XIX). Davon

fallen vier Wechsel in Jahre des Sonnenfleckenmini-

mums oder auf Jahre, die einem solchen Minimum kurz

vorangehen. Berücksichtigen wir auch die beiden

Wechsel, welche nachträglich kurz vor der Drucklegung
unter Verwendung der Jahre 1945 und 1946 noch fest¬

gestellt worden sind, so entfallen von insgesamt acht

Wechseln deren fünf auf Jahre des Sonnenflecken-

minimums oder auf Jahre, die einem solchen Minimum

kurz vorangehen. Diese Jahre scheinen also mit einer

Neigung zu Störungen behaftet zu sein.

man der Summenkurve W (A) der Abb. 61 die Wahr¬

scheinlichkeit dafür entnehmen, daß die Abweichung der

zukünftigen Jahresmittel von den Jahresmitteln, welche

sich aus dem extrapolierten «normalen Verlauf» (Pro¬
gnose) ergeben, einen bestimmten Betrag überschreitet.

Wie aber auf Seite 113 bereits ausgeführt worden ist,

ergibt sich aus der Verwendung der Abb. 61 allein ein

zu günstiges Bild. Es ist bei der Voraussage noch zu

berücksichtigen, daß die berechneten Periodizitäten (mit
Ausnahme von Welle p9) von Zeit zu Zeit eine Änderung
in ihrem Verhalten erleiden. Auf Grund der Abfluß¬

mengen der Jahre, welche bei Abschluß der Berech¬

nungen zu Beginn des Jahres 1945 zur Verfügung stan¬

den, konnte, wie dargelegt, noch nicht festgestellt wer¬

den, daß die Welle p5 im Jahre 1933 und die Welle p6
im Jahre 1886 eine Veränderung erlitten haben. Der

III. Möglichkeiten der Voraussage der Abflußmengen des Rheins bei Basel
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«normale Verlauf» wurde daher ohne Kenntnis dieser

Änderungen auf Tafel XIX extrapoliert. Nachträglich,
als noch die Jahre 1945 und 1946 (teilweise) zurVerfügung
standen, konnten dann kurz vor der Drucklegung diese

Änderungen festgestellt und die zuletzt gültigen Formeln
für die Wellen p5 und p6 angenähert ermittelt werden.

Wie bereits erwähnt, ist auf Tafel XIX als fein aus¬

gezogene Linie auch der «normale Verlauf» aufgetragen
und extrapoliert worden, wie er sich unter Berücksichti¬

gung der nachträglich festgestellten Änderung der

Wellen p5 und p6 ergibt. Aus dem Vergleich (siehe Tafel

XIX) des zuerst ermittelten «normalenVerlaufes» (starke
Linie) mit dem nachträglich ermittelten (feine Linie)
kann man nun den Grad der Unsicherheit erkennen,
welcher einer Voraussage anhaften kann. Der allgemeine
Verlauf der starken Linie und jener der feinen Linie

sind einander ähnlich. Beide zeigen z. B. das Heran¬

nahen einer Trockenheit an, in bezug auf den Zeitpunkt
des Auftretens dieser Trockenheit besteht aber ein

Unterschied von 1 bis 1% Jahren.

Die größte Unsicherheit in bezug auf die Prognose
ergibt sich aus der Periodizität p5, welche seit 1888 im

Durchschnitt rund alle 22 Jahre ihr Verhalten geändert
hat; bessere Prognosen wären möglich, wenn p5 wieder

einmal ein ruhigeres Verhalten zeigen würde wie in den

Jahren 1823-1887.

Immerhin können aus dem extrapolierten «nor¬

malen Verlauf» doch nützliche Anhaltspunkte für den

kommenden Abflußcharakter erhalten werden. In Zu¬

kunft, wenn eine viel größere Erfahrung in der An¬

wendung der Periodogrammrechnung auf die Abfluß¬

mengen des Rheins vorliegt, dürften vielleicht Verän¬

derungen im Verhalten der Periodizitäten noch besser

erkannt werden, was noch bessere Prognosen ermög¬
lichen würde.

2. Verteilung der Abflußmengen innerhalb des Verlaufes
eines bestimmten Jahres

Darüber kann wenig ausgesagt werden, weil unsere

Untersuchung aus oben angegebenen Gründen auf das

Vorhandensein von kurzwelligen Periodizitäten nicht

ausgedehnt wurde. Immerhin haben wir nach Tafel XX

eine Neigung zum Ausgleich innerhalb eines Jahres

festgestellt. Wenn somit für ein Jahr eine Voraussage
des Jahresmittels der Abflußmenge vorliegt und der

Verlauf der Abflußmengen während eines längern
Teiles dieses Jahres (Vierteljahr bis halbes Jahr und

länger) bereits bekannt ist, so ergibt sich ein Anhalts¬

punkt für den Abflußcharakter des restlichen Teiles des

Jahres.

Ein weiterer Anhaltspunkt ergibt sich in der Nähe

von Sonnenfleckenextremen aus der festgestellten
Regel, daß die Sonnenfleckenmaxima und -minima von

einem oder öfters auch zwei Wintern begleitet werden,
welche absolut oder relativ betrachtet trocken sind.

3. Vergleich der effektiv eingetretenen Wasserführung der

Jahre 1944, 1945 und 1946 mit derjenigen, welche auf
Grund der Periodizitäten zu erwarten war

Zur Ermittlung der verschiedenen Periodizitäten

hatten wir die Jahre vor 1944 benützt, aber ohne 1944

(mit Ausnahme für die Welle p5). Seit Abschluß der

Berechnungen zu Beginn des Jahres 1945 wurden bis

zum Zeitpunkt der Drucklegung auch noch die mittleren

jährlichen Abflußmengen der Jahre 1944 und 1945,

sowie die mittleren Abflußmengen der Monate Januar

bis Oktober des Jahres 1946 ermittelt und erlaubten

bereits einen Vergleich mit einer Voraussage auf Grund

unserer Ergebnisse, d. h. auf Grund einer Extrapolation
des stark ausgezogenen «normalen Verlaufes» der Tafel

XIX, sowie mit dem nachträglich ermittelten, fein aus¬

gezogenen « normalen Verlauf» der Tafel XIX.

a) Jahr 1944

Die stark ausgezogene Verlaufslinie ist für das Jahr

1944 bereits als extrapoliert zu betrachten. Die fein

ausgezogene, normale Verlaufslinie wurde dagegen unter

Verwendung des Jahres 1944 berechnet, jedoch war,

wie oben ausgeführt wurde, die Berechnung nur an¬

genähert möglich. Diese angenähert berechnete Ver¬

laufslinie ist somit für das Jahr 1944 nicht extrapoliert.
Der Verlauf der extrapolierten stark ausgezogenen

Linie ließ für das Jahr 1944 einen kräftigen Anstieg aus

der vorangehenden Trockenperiode der Jahre 1942 und

1943 erwarten. Dieser Anstieg ist eingetroffen, ist aber

nicht ganz bis zu dem zu erwartenden Wert erfolgt.
Zu erwarten war ein Jahresmittel von 1205 m3/sec; ein¬

getreten sind 1092 m3/sec; das effektiv eingetretene
Jahresmittel blieb also um 113 m3/sec unter der Er¬

wartung. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine Ab¬

weichung von X = 113 m3/sec erreicht oder überschritten

wird, ist nach Abb. 61 W (A) = 33%, kann also z. B.

unter drei Jahren einmal erwartet werden. Die auf¬

getretene Abweichung von 113 m3/sec zwischen Er¬

wartung und effektiv aufgetretenem Wert war also an

und für sich nicht außergewöhnlich groß; wir wissen

aber, daß die stark ausgezogene Verlaufslinie nur noch

angenähert gültig ist, weil die Periodizitäten p5 und p6

ihr Verhalten geändert haben und die Abweichung von

113 m3/sec daher rühren könnte.

Wir ziehen auch einen Vergleich mit derfein ausgezoge¬
nen Linie. Der Vergleich mit der effektiv aufgetretenen
Abflußmenge hat keine Bedeutung im Sinne einer Über¬

prüfung einer Voraussage für das Jahr 1944 auf Grund

dieser Linie, er ist aber wertvoll zur Beurteilung der

fein ausgezogenen Linie selbst, d. h. der Frage, mit

welcher Genauigkeit aus dem extrapolierten Verlauf

dieser Linie (von Ende 1946 an) auf die zu erwartenden

Abflüsse geschlossen werden darf. Die fein ausgezogene

Linie ergibt nur eine Abflußmenge von 965 m3/sec, das

effektiv eingetretene Jahresmittel von 1092 m3/sec er¬

reichte also einen um 127 m3/sec höhern Wert.

Der effektiv eingetretene Wert von 1092 m3/sec für

die mittlere Abflußmenge des Jahres 1944 liegt also

zwischen den Werten, welche aus der stark ausgezogenen
Linie (1205 m3/sec) und der fein ausgezogenen Linie

(965 m3/sec) sich ergeben und entspricht ziemlich genau
dem arithmetischen Mittel (1085 m3/sec) aus den Werten

der beiden Linien.

b) Jahr 1945

Auch bei diesem Jahr müssen wir unterscheiden

zwischen dem extrapolierten Verlauf der stark aus¬

gezogenen Linie und dem nicht extrapolierten Verlauf

der fein ausgezogenen Linie.
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Auf Grund der stark ausgezogenen Linie war für das

Jahr 1945 eine Abflußmenge von 952 m3/sec zu erwarten.

Eingetroffen ist dann eine mittlere jährliche Abfluß¬

menge von 1074 m3/sec, welche also die erwartete Ab¬

flußmenge um 122 m3/sec übertroffen hat.

Aus der fein ausgezogenen normalen Verlaufslinie er¬

gibt sich ein mittlerer Jahresabfluß für 1945 von 1135

m3/sec, welcher 61 m3/sec größer ist als die effektiv ein¬

getroffene Abflußmenge.
Der effektiv eingetroffene Wert für die mittlereAbfluß¬

menge des Jahres 1945 liegt also ebenfalls, wie jener
des Jahres 1944, zwischen den Werten, welche aus der

stark ausgezogenen Linie und der fein ausgezogenen

Linie sich ergeben. Der effektive Wert von 1074 m3/sec

liegt jedoch näher dem Wert der fein gestrichelten Linie

(1135 m3/sec) als jenem der stark ausgezogenen

(952 m3/sec).

c) Jahr 1946

Die Abflußmengen dieses Jahres lagen im Zeitpunkt,
wo die Arbeit zum Drucken gegeben wurde, nur bis und

mit dem Monat Oktober vor. Unter der Annahme, daß

sich bis zum Jahresende nicht noch überraschend große
Niederschläge einstellen, konnte, ausgehend von den

bereits vorhandenen Abflußmengen der Monate Januar

bis und mit Oktober, der mittlere Jahresabfluß für 1946

auf 1020 bis 1060 m3/sec geschätzt werden. Aus der

stark ausgezogenen, extrapolierten Verlaufslinie ergibt
sich ein Abfluß von nur rund 700 m3/sec, aus der fein

ausgezogenen, erst vom 4. Vierteljahre des Jahres 1946

an extrapolierten Verlaufslinie dagegen ein solcher von

rund 1070 m3/sec. Der effektive mittlere Jahresabfluß

dürfte also auch beim Jahr 1946 zwischen den Werten

liegen, welche aus den beiden « normalen Verlaufslinien»

ermittelt worden sind, jedoch viel näher beim Wert aus

der fein ausgezogenen «normalen Verlaufslinie».

d) Zusammenfassung und Ausblick auf die

Jahre 1947, 1948 und 1949

aa) Wir wissen, daß die stark ausgezogene extra¬

polierte «normale Verlaufslinie» (Tafel XIX) nur an¬

genäherte Werte liefern kann, weil sie die Änderung im

Verhalten der Periodizitäten p5 bzw. p6 in den Jahren

1933 bzw. 1886 nicht berücksichtigt. Die fein ausgezo¬

gene «normale Verlaufslinie» (Tafel XIX) berücksichtigt
die genannte Änderung im Verhalten der Periodizitäten

p5 und p6; sie wurde erst nachträglich nach Abschluß

der Berechnungen zur Ermittlung der Periodizitäten und

kurz vor der Drucklegung noch ermittelt, da inzwischen

auch die Abflußmengen des Jahres 1945 und teilweise

auch des Jahres 1946 ermittelt worden sind. Die Be¬

nützung der Abflußmengen dieser beiden Jahre genügte

jedoch nur, um die fein ausgezogene Linie angenähert
zu erfassen. Aus dem Vergleich der effektiv eingetretenen

Abflußmengen der Jahre 1944, 1945 und 1946 mit den¬

jenigen, welche der stark ausgezogenen « normalen Ver¬

laufslinie» und der fein ausgezogenen «normalen Ver¬

laufslinie» entnommen werden können, läßt sich er¬

kennen, daß die effektiv aufgetretenen Werte zwischen

diesen beiden Verlaufslinien liegen, jedoch näher der fein

ausgezogenen Verlaufslinie. Obwohl also auch letztere

nur angenähert berechnet worden ist, so dürfte sie doch

zuverlässigere Werte ergeben als die stark ausgezogene

Linie.

bb) Sowohl die stark ausgezogene « normale Verlaufs¬

linie» wie auch die fein ausgezogene zeigen das Heran¬

nahen eines trockenen Zeitabschnittes mit einem nach¬

folgenden nassen Zeitabschnitt an. Nach der fein aus¬

gezogenen Verlaufslinie, welche zuverlässigere Werte

liefert, wäre zu erwarten, daß die Jahre 1947 und 1948

mit weit unterdurchschnittlichen Jahresabflußmengen
trocken sein werden; erst im Jahr 1949 wäre wiederum

ein durchschnittlicher bis überdurchschnittlicher Jahres¬

abfluß zu erwarten, wobei die Wendung von der Trok-

kenheit zu größeren Abflüssen allfällig schon Ende 1948

eintreten könnte, ähnlich wie dies 1944 der Fall war.

Wenn dann auch die Abflußmengen des Jahres 1947

vorliegen werden, wobei vielleicht schon die Kenntnis

für einen Teil des Jahres genügen kann, so wird man die

fein ausgezogene Verlaufslinie unter Verwendung dieser

Abflußmengen überprüfen und gegebenenfalls durch

eine genauer berechnete Linie ersetzen können.

Wie aus dem bisherigen Verhalten der Welle p5 her¬

vorgeht, könnte sie etwa im Jahre 1955 wiederum eine

Veränderung in ihrem periodischen Verhalten erfahren.

Wenn bis dahin keine der andern Wellen eine solche

Veränderung von wesentlichem Ausmaße erfährt, so

sollte es voraussichtlich möglich sein, die «normale Ver¬

laufslinie» für etwa die Jahre 1949—1954 ziemlich genau

zu berechnen. Zu bedenken ist dabei aber immer, mit

welchen Abweichungen vom «normalen Verlauf», auch

wenn dieser genau ermittelt werden könnte, gemäß
Abb. 61, Seite 113, zu rechnen ist.

Es sei noch darauf hingewiesen, daß das nächste

Sonnenfleckenmaximum voraussichtlich Ende 1947 zu

erwarten ist (gemäß einer freundlichen Angabe des Herrn

Prof. Dr. Waldmeier). Auf Grund der festgestellten Regel
(vgl. Seite 113) würde also mit einer Trockenheit in einem

der beiden Winter 1946/47 und 1947/48 oder eventuell

in beiden der genannten Winter zu rechnen sein.

cc) Wir konnten vorerst nur auf Grund von wahr¬

scheinlichkeitstheoretischen Untersuchungen mit Hilfe

der Schuster'schen Expektanzformeln die Wahrschein¬

lichkeit (a priori) angeben, welche dafür besteht, daß

unsere Periodizitäten reell seien. Erst eine längere Er¬

fahrung, gewonnen durch Vergleiche extrapolierter
Werte mit späteren Beobachtungen, kann endgültig

zeigen, mit welcher Zuverlässigkeit (Wahrscheinlichkeit
a posteriori) eine Voraussage möglich ist. Da es sich um

quasiperiodische Wellen handelt, also immer damit

gerechnet werden muß, daß das Verhalten der einen

oder andern Periodizität eine Änderung erfährt, so

bleibt stets eine Unsicherheit bestehen, und es ist in¬

folgedessen mit größeren Abweichungen zu rechnen,

als gemäß Abb. 61 erwartet werden könnte. Wir haben

gerade bei unsern Untersuchungen gesehen, wie ins¬

besondere eine Änderung im Verhalten der Welle p5,

welche gegen das Ende der verfügbaren Beobachtungs¬
reihe aufgetreten ist, noch nicht erkannt und erfaßt

werden konnte, als wir unsere Berechnungen zu Beginn
des Jahres 1945 abschlössen. Es ergab sich die stark

ausgezogene «normale Verlaufslinie» (Summen aller

Periodizitäten) der Tafel XIX. Erst auf Grund nach¬

träglicher, kurz vor der Drucklegung noch erfolgter Be¬

rechnungen mit Hilfe der Abflußmengen der Jahre 1945

und 1946 war es möglich, die «normale Verlaufslinie»

genauer, wenn auch immer erst noch angenähert zu

erfassen. Dadurch ergab sich die fein ausgezogene
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«normale Verlaufslinie» der Tafel XIX. Die beiden Ver¬

laufslinien, die stark ausgezogene und die fein ausgezo¬

gene, zeigen, wie erwähnt, einen ähnlichen allgemeinen
Charakter. Die fein ausgezogene Verlaufslinie ist aber

als die zuverlässigere zu betrachten. In den Schluß¬

folgerungen, welche aus dem Verlauf dieser Linie in

bezug auf den Abflußcharakter der Jahre 1947— 1949

gezogen worden sind, soll jedoch nur eine Voraussage
erblickt werden, die lediglich zu dem Zwecke gemacht
worden ist, daß sie durch Vergleich mit den effektiv

eintretenden Verhältnissen auf ihre Zuverlässigkeit

geprüft werden kann. Sollte sich diese Voraussage,
sowie spätere in ähnlicher Weise für weitere Jahre durch¬

zuführende Voraussagen innerhalb der zu erwartenden

Unsicherheitsgrenzen als zuverlässig erweisen, so würde

sich aus der Berechnung der Periodizitäten des Abflusses

des Rheins bei Basel ein großer praktischer Nutzen für

Wasserbau und Wasserwirtschaft und ein Beitrag zur

Schließung einer großen Lücke ergeben, welche auf dem

Gebiete der wasserwirtschaftlichen Planung schon lange
sehr unangenehm empfunden worden ist. Aus obigem

geht aber auch hervor, daß dabei die Untersuchung der

Periodizitäten eine ständige Aufgabe bleiben würde, da

jeweilen sofort, wenn neue Werte der Abflußmengen
für einen genügend langen Zeitabschnitt (mindestens ein

Jahr) verfügbar werden, die frühern Berechnungen
wiederum zu überprüfen und gegebenenfalls die frühern

Ergebnisse zu verbessern sind.

Bern, November 1946.
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TaPeI I

tTU/UfoxA JJaZuJUtJks. À&MàAWA4A*xw<i M Q, Am §JUaàw% foi fycuve£ **. m/sec

y Jahr mfcec y Jahr m)sec y Jahr m'/sec y Jahr m3/sec y Jahr rrf/sec

ii 1830 968 52 1860 1314 82 1890 1001 m 1920 1041

23 1 1341 53 1 931 83 1 991 113 1 606

24 2 695 54 2 873 84 2 1061 114 2 1304

25 3 1027 65 3 920 85 3 754 115 3 1098

26 4 865 56 4 884 86 4 816 116 4 1178

21 36 895 57 65 768 87 95 8m 117 25 816

28 G 990 58 6 1023 88 6 1272 118 6 1163

29 7 1059 59 7 1292 89 1 1252 119 7 1260

0 1808 954 30 8 1004 60 8 1036 SO 8 964 120 8 965

1 9 939 31 9 1039 C1 9 971 91 9 933 121 9 842

2 1810 925 32 1840 996 62 1870 839 92 1900 965 122 1930 1212

3 1 955 33 1 1056 63 1 886 93 1 1051 123 1 1250

4 2 1215 34 2 870 64 2 1013 94 2 1052 124 2 995

5 3 1088 35 3 1202 65 3 911 95 î 996 125 3 914

6 4 918 36 U 1126 66 4 174 96 U 968 126 U. 809

7 15 1170 37 45 1067 <•! 15 1006 V 05 1122 127 35 1201

8 6 mon 38 6 U09 6« 6 12U0 98 6 965 128 6 1289

9 7 1375 Î9 7 1096 69 7 1142 99 7 990 129 7 1187

10 8 945 M-0 8 884 70 8 1204 100 8 940 130 8 958

11 3 862 41 9 1000 11 9 1131 101 9 895 131 9 1344

12 1820 923 42 18S0 112« 12 1880 1035 102 1910 1439 132 1940 1287

13 1 1172 4Î 1 1153 13 1 1051 103 1 866 133 1 1078

14 2 828 44 2 1130 14 2 1085 104 1 1129 134 2 908

15 3 1098 45 3 1119 15 3 1091 105 3 1048 135 3 761

1G * 1325 46 U 884 16 4 807 106 4 1276 136 »4 1092

17 25 390 47 56 1181 11 85 B43 107 15 1147 137 45

18 6 801 4t 6 954 1« 6 883 108 6 1254

19 7 mt «5 7 707 19 7 827 109 7 1123

20 8 987 50 8 760 80 8 1235 110 8 920

21 9 980 51 9 897 81 9 1024 m 9 1110

X^vo^txivw^voL. -cU*. 121 /v^aÀMmu***, Aja-vw&clvavi. jAftffiWyvtq^vtiieyi M Gl /wvt 1808" 1928

O 1 2 3

Summ

4-

en s p
5

al t-e

G 7 8 9 10

Y MQi Y M<* Y Ma Y Ma Y Ma Y Ma Y Ma Y MOL Y Ma Y Ma Y Ma

0 954 3 355 9 1375 ii» 828 20 987 25 1027 31 1039 36 1126 42 1128 47 1181 53 931

1 939 4 1215 10 945 15 1038 21 980 26 865 32 996 37 1067 43 1153 48 954 54 873

2 925 5 1088 11 862 16 1325 22 968 27 895 33 1056 38 1209 44 1130 49 701 55 920

58 1023 6 918 12 923 17 990 23 1341 28 990 34 870 39 1036 45 1129 50 160 56 884

59 1292 7 1120 13 1122 18 801 24 695 23 1059 35 1202 40 884 46 884 51 897 57 768

60 1036 8 1404 69 1142 19 1124 80 1235 30 1004 91 933 41 1000 102 1439 52 1314 113 60C

61 977 64 1023 70 1204 75 1091 81 1024 86 816 92 965 37 1122 103 866 108 1254 114 1304

62 839 65 977 71 1131 76 807 82 1001 87 814 93 1051 98 966 104 1129 103 1123 115 1098

63 886 66 774 12 1035 77 843 83 991 88 1272 9» 1052 99 990 105 1048 110 320 116 1178

119 1260 67 1006 73 1051 78 883 84 1061 69 1252 95 996 100 940 106 1216 111 1110 117 816

120 965 68 1240 74 1085 79 827 85 15M 90 964 96 968 101 896 107 1147 112 1041 118 1163

Y« 11096 vT] 11720 M 11875 %| 10617 VU] 11037 ~H 10958 Y* 11128 y7 11294 Ys 12329 Y9 11261 Yio 10541



xle*. ^wiMttWH Ac&xtve&e-vi GUyffUww.e*va6vi xIm MvvteWi /&ei yaw, -fwi /die 3xw*i, 1808~1928.

Summen-

Spalte
0 1 1 3 If 5 G 7 8 9 10

Argumtnf« 0°

2T

= 32,73°

,,2ir

= 65,4.5° = 98,18°

4.-|£
= 130,91°

«"TT"
= 163,64°

c.-LL
= 196,36°

7.13-
=229,09°

fl
2TT

=261,82°

Q 21t
3°

11

=294,55 = 327,27«

COS + 1.000 + 0.84-1 + 0.4-15 -o.i«rt -0.655 -0.959 -0.959 -0.655 -0.142 + 0.4-15 + 0.841

sin ±0.000 + 0.541 + 0.910 + O.990 + 0.756 + 0.282 -0.282 -0.756 -O.990 -0.910 -0.54.1

Welle yu
1

Yo Yi Y2 Y3 Ym- Y5 Ye Y7 Ya Y3 Y10

11458 11920 10 673 11618 1124-6 10 698 11199 10882 10873 11362 11927

2 11096 11720 11875 10 617 11037 10 958 11128 11 294 12329 11251 10 541

3 11 063 11217 11881 10 5U5 11 188 10 916 11343 10 96+ 11962 11233 11554

4 10835 10868 11244 12685 11108 11864 11544 10 618 11 374 10171 11545

5 10 417 10368 11464 10 815 11 841 11839 10 765 11 297 10 975 •i1 915 12160

G 10 912 11135 11328 10 738 12 439 11332 11323 11 054 11 056 11 069 11470

7 10 838 11849 11567 11298 10 931 12082 10310 11 534 11 239 10 348 11800

8 11189 11189 1084-2. 11029 10 913 11400 12 046 11220 10 430 11 586 12 012

? 11039 11577 11506 11436 10 548 11295 11781 11724 10 707 10 986 11267

10 10715 10 247 10711 11219 11 093 11176 11204 11834 12 016 11289 12 292

11 10 689 11277 10 563 11495 11 854 11670 11035 10 800 11 849 12 026 10 598

12 10GT7 11140 10 661 11919 10 930 11330 1O303 10 577 12 073 11788 11918

13 11 963 10 638 10 372 10 736 11 207 12 173 11323 11615 11 743 11321 10 765

14 11 84-2 10 467 11867 11451 11 144 11702 11018 10 635 11 228 11486 11 016

15 11 310 11194 10711 11 219 11 425 11 829 10 728 11726 10 759 11329 11626

16 11 942 11672 11052 10 888 10 501 10 584 11053 11499 11695 11462 11308

17 11071 11301 11173 12 933 11 823 10 474 11502 11233 11 180 10 684 10 482

18 11352 11539- 11902 11232 11 306 11132 11104 10852 11 907 10 582 10 948

11 12442 11252 11221 11273 10 335 11 585 11511 12186 10 142 11 112 10 799

10 10 437 10 528 11513 10 823 11 415 11 135 11802 11261 11 636 12 504 10 802

21 11 731 11037 10 970 12 020 11 403 11332 10 781 11032 11204 11 958 10 388

22 10 689 11035 11277 10 800 10 563 11 849 11495 12 026 11854 10 598 11670

23 11239 11113 11662 '10 602 11 945 10 603 10 711 11322 11967 10 745 11947

24 11 526 10m 11058 11 146 11 356 11 065 11984- 12038 11011 11 103 11U42

25. 10C54 11723 11329 11632 10 509 11537 11194 11 332 11472 11 324 11150

25

ry 279126 278 333 280412 282 163 280 060 283558 280 847 282555 284681 281 242 283417

WUvmt - 3 C<J6 400 ,
VMAct 1<}08~ 1928 = 1023,60

jjtgwjg/wvuuwtA d**- tovuvUa.—Avvvpfoivucl&vi h
,
/W^lc&e oXa Q.n>dlvwq/ie*\ À&> yowwkm^wa cIUm&h.

Welle ju 4 i; a^ fy-Va^b; Welle/i 4 $ 3/j+fyi h^Va^
1 1062.8 16.0 1078.8 32.8 14- 29.2 196.0 225.2 15.0
2 33.6 148.8 182.4 13.5 15 19.4 17.6 37.0 6.1
3 151.3 246.5 397.8 19 .9 16 1592.0 841.0 2433.0 49.3
4 635.0 1536.6 2171.6 46.6 17 353.4 2116.0 2469.4 49.7
5 201.6 185.0 386.6 19 -7 18 60.8 396.0 - 456.8 21.4
6 269.0 171.6 440.6 21 .0

19 27.0 2.0 29.0 5.4
7

8

65.6

0.1

416.2

242.4

481.8

242.5

22.0
15.G

20 784.0 1011.2 1795.2 42.4

7 22.1 32.5 54.6 7.4
21 1.2 132.3 133.5 11.6

10 292.4 2470.1 2762.5 52.6
22 645.2 858.5 15,03.7 38.8

11 58, .6 31.4 617.0 24.8 23 299.3 75.7 375.0 19.4

12 72.3 408.0 480.3 21.9 24 800.9 529.0 1329.9 36.5

13 795.2 1089.0 1884.2 43.U 25 2.6 0.8 3.4 1.8
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Tafel w

Zeih mQ*r mc|* lyts-io)
d* Zeih mQlp mq* Iyfe-50)

d5 Zeih mQ*r fl$, d5 Zeih mQ*r mq* $dd*
1900,125 890 1220 94-7 4 273 1916.125 793 1123 1175 -52 1W0.125 595 925 1089 -164

,375 1202 978 933 4 45 ,375 1545 1322 1183 4139 ,375 1414 1190 1092 4 98

.625 1137 830 924. - 94 ,625 1362 1055 1188 -133 ,625 1494 1187 1092 + 95

,875 631 832 919 - 87 .875 870 1071 1189 -118 ,875 1327 1528 1088 4 440

1901,125 570 850 911 - 61 1916,125 917 1247 1188* 4 S9 TO1.1» 101M 135« 1082 +272

,375 1515 1291 931 4360 ,375 1457 1733 1182 4 51 ,375 151C 1307 1073 + 219

,625 140« 1097 943 4 154 ,625 1546 1233 1171 + 68 ,615 1710 140} 10(1 +342

.875 757 S58 958 0 ,81S 1031 1292 1158 + 13» 717 978 1047 -119

1982,125 713 1043 375 4 68 1917,125 753 1083 11U1 - 52 1932,125 610 950 1031 - 81

,375 1450 1226 993 4233 ,375 137« 1146 112J + 23 .375 1KC 9«! 1013 - 71

,625 1305 998 1012 - 14 ,625 137» 1071 1103 - 32 ,625 1418 1121 99« +117

.875 730 931 1029 - 98 .875 3(3 1170 107« + 32 ,875 753 95* 977 - 23

1888.125 C26 956 587 - S1 1593,125 711 1047 1042 4 5 1918,125 (77 951 1054 -102 1933,125 5(0 890 962 - 72

.375 (506 1282 101"; +268 .375 1051 821 1054 -227 ,375 9(4 740 1029 -289 ,375 1155 931 952 - 21

,675 1748 mm 1039 4U02 ,625 133) 1086 10(1 4 25 .625 119) 8g( 1005 -119 ,625 17)6 929 943 - 14

,875 1049 1250 1062 4188 .875 812 1013 10(2 - 49 ,875 its 1013 982 + 107 ,875 637 898 939 - D1

1889,«5 510 8«0 1080 -240 1980.125 727 1057 1058 - 1 1919,125 SUS 1275 9(3 + 312 1931,125 5«8 %-.l 9«0 - 62

,37» 1395 1172 1097 4 7S .375 1568 13UU 10S1 4733 .375 1481 1257 947 + 310 ,375 760 Sit 949 -413

,6« 1299 391 1110 -118 .625 91*7 6C7 1041 -375 ,t« 1187 880 93« - S» ,025 1110 313 961 - 48

,875 812 108) 1115 - 32 .875 605 806 1031 -225 ,875 822 1013 924 4 93 .875 (98 899 976 - 77

1890,125 555 881 111» -227 1905,125 537 867 1016 -149 1920,125 1008 1338 917 +«21 1935,125 85« 11Ü4 399 4185

,375 31<> (90 1106 - U16 ,375 mn 1203 1000 4203 .375 1320 1036 9K + 180 ,375 1576 1352 1023 4 329

.MS imc 133J 1091 + ms ,625 1151 1145 983 4162 .125 1296 989 919 + 70 .C25 1101 895 1049 -154

,875 873 1080 1071 + » ,875 1069 1270 9(8 4302 ,875 536 737 324 -187 .87S 117« 1375 1077 + 298

1891,125 413 7«) 10U0 -297 1981,125 760 1090 956 413U 1921,125 33» 724 932 -208 1936,125 1111 1UU 1106 4336

.Î75 uv 10)0 1009 + 21 ,375 1107 1183 948 4235 ,375 779 505 943 -438 375 1181 1057 1131 - 74

,625 1X85 1178 917 4 701 ,625 1716 919 943 - 24 ,525 785 478 957 -479 .625 17(( 1H59 1158 4301

.875 79« 995 91(1 4 53 ,875 »18 6(9 940 -271 ,875 514 715 976 -261 ,875 991 1192 118« 4 8

1893,115 873 1103 907 4 796 1907,125 625 35S 9»3 4 12 1922,125 847 1177 395 +181 1937,125 33« 1328 120« +124

,375 12(1 1043 871 4171 ,375 1515 1311 950 4361 ,375 1(65 1441 101S + 426 376 1636 1417 1719 4193

,625 1252 945 BW 4105 ,625 1747 935 9(0 - 29 .C25 1586 1279 1034 4245 ,C25 1)41 1039 1129 -190

.875 8U7 laug 613 4 235 ,875 557 7S8 974 -216 ,875 1109 1310 1053 4257 ,875 710 911 1135 -264

185-3,125 610 950 79» 4156 1988,125 583 913 989 - 76 1923,125 933 12(9 1068 4101 1938,125 7«« 107« 12)6 -162

.375 831 614 182 -I6S .375 1405 1181 1008 4173 .375 1)0( 1082 1081 4 1 .375 103t 81« 123« -420

.«5 919 612 777 -165 ,625 1253 946 1017 - 81 .6« 10(7 7(0 1091 -3)1 ,C25 1411 11)1 1227 - 96

,875 638 839 780 4 59 .875 510 721 1045 -324 ,875 1078 1273 1099 +180 .875 (07 801 1218 -410

18911,125 mo 7«0 793 - 53 19M.12S Uli 742 10(2 -320 19211,125 713 1053 1104 - 51 1939,125 690 1020 1207 -187

.375 9U5 711 812 - 91 .375 914 760 1077 -317 ,375 1719 1505 1106 +399 .375 1505 1ÎS1 119« 4 87

.CK 120) 89t 83S 4 61 .625 1310 1055 1091 - 38 .C25 15)5 121g 1105 4123 .525 1569 1262 1181 4 81

,875 C98 893 867 4 32 .»75 815 1026 1101 - 76 ,875 717 918 1101 -183 ,875 159» 179S 1K5 4626

1895,125 496 815 892 -66 1910,125 1115 1455 1103 43U6 1925,125 it! 772 10« -322 1910,125 887 1717 1158 4 53

,375 127t 1052 931 4121 .375 1S71 1348 1112 4236 .575 9(9 745 «85 -340 375 1)6) 11)9 1150 - 11

,«5 918 611 969 -358 .MS 1959 1652 1113 4539 .C25 1058 751 1075 -324 ,C25 17«) 1«1( 114« 4292

.875 55( 757 1003 -252 ,875 1100 1301 1112 4189 .876 788 989 1063 - 7tt J76 1152 1353 1140 4213

1898,125 785 1115 10M9 4 66 1911,125 701 1032 1109 - 77 1926,125 941
'

«71 1051 +220 1911,1*5 916 1l«l 1133 4107

.375 tuet 12U2 1081 4161 ,375 1181 958 1106 -148 .375 14Î7 12)3 1040 +193 .375 1777 105J 1100 -87

,C25 1715 mos 1113 4M5 .«5 314 C07 1103 -436 ,625 15)( 1229 103« + 199 .C25 1311 101« 11«3 -119

,875 1111 1312 11V7 4175 .875 667 868 1099 -231 ,875 712 913 1073 -110 ,875 785 9J( 1145 -159

1897,12* 9«7 1277 1156 4 121 1912,125 785 1116 1015 4 21 1927,125 743 1078 1017 + 56 19W,125 708 1038 1147 -103

.375 1435 1171 11C6 4105 ,375 1306 1081 1091 - 10 .375 1633 11)15 1014 +401 ,375 11(5 9M 1149 -208

fin 18CC 1559 1167 4 392 ,525 1510 1213 1090 4123 ,C25 1741 14)5 1013 +422 .525 10K 718 11«! -430

,875 715 915 1161 -2« ,875 90C 1107 1091 4 15 ,875 90t 1103 1014 + 89 ,875 7» 915 1144 -219

1898,125 507 837 11« -311 4313.125 7« 1072 109( - 24 1928,125 7(3 1093 1018 + 15 1943.125 (1) 9«) 11)7 -194

.375 1451 1219 1130 4 98 ,375 1161 937 1101 -165 .375 11)1 908 1073 -115 375 10(5 8»1 1175 -28«

,«s 1217 910 1105 -195 ,W5 1HC4 1157 1110 4 47 .6« 980 673 1031 -3S8 625 841 51« 1107 -573

,875 671 872 1076 -204 ,875 816 1027 1110 - 93 376 989 1190 1039 + 151 875 511 728 1086 -358

1899,125 811 11« 1019 4 93 «W.125 1017 1347 1130 4217 1929,125 5(9 899 1050 -151 1914,125 598 928 10(7 -134

,3« I2ÎÎ 1015 1020 - 5 ,375 160) 1379 11« 4237 ,•575 1159 935 1011 -127 .375 171) 989 103U - 45

.«* 1101 795 992 -197 ,625 177« 1467 11S3 4314 ,625 1000 693 107J |-380 .625 113« 811 1O0( -175

,875 673 77U 967 -193 ,875 111 912 11(5 -253 875 630 831 1082 ,-251
1

,875 1474 1(75 37U 4651
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Tafel HI

Mjen>lc>d^y<vvvvm^c<>vi^^ a(X,q)/*i*idb(x,q) |**x Q= 0^12,2t,...120 Mml TlfafrùcEifrwelfe p =12loW

MQi.cosxi
A(x,q)=
q+11 lAlx,q)|

a(x,qh
i = q40 q+1 q42 q+3 q4i+ q45 q46 q+7 q48 q+9 q4l0 q+11

x; =. 0° 30" 60° 90" 120' 150» 180» 210» 240" 270" 300° 330" iMItyasxi 2H(x,q)
COSXT. = 1,000 0,868 0,500 0,000 -0,500 -0,866 -1,000 -0,866 -0,500 0,000 40,500 40,866 l=q

?• q Jahre

0 0 1808-19 954 813 462 0 -508 -942 -918 -970 -702 0 un 746 -693 -693 -116

1 1? 10-31 923 972 mu 0 -662 -857 -801 -973 -494 0 484 11C1 + 167 -51t 4 28

2 24 32-«3 695 889 432 0 -495 -917 -1001 -900 -498 0 435 1041 -322 -848 - 54

3 3t HU-55 112t 324 C04 0 -442 -866 =1128 -998 -565 0 442 107.3 + 120 - 728 + 20

4- 48 56-67 954 (12 380 0 -657 -806 -873 -797 -442 0 512 1119 + 2 - 726 4 0

5 60 68-79 1036 846 420 0 -512 -806 -774 -871 -620 0 602 979 4 260 - 466 4 4Ï

6 72 80-91 1035 910 542 0 -401 -730 -883 -716 -618 0 500 858 + U94 + 28 + 83

7 84 97-03 1061 653 408 0 -C36 -108t -964 -808 -182 0 526 863 - U63 - 435 - 77

8 SC 1904-15 968 971 482 0 -470 -775 -14« -750 -564 0 638 993 4 55 - 380 + 9

9 108 16-27 1254 973 460 0 -520 -525 -130« -951 -589 0 582 1091 4 471 + 91 4 79

10 120 28-39

40-43

965

1287

729

933

C06

454

0

0

-497 -792 -809 -1010 -eus 0 479 1167 4 163 + 254 + 27

Kor troll
10

10971 9293 5210 0 -5903 -9i«o -10857 -977« -6219 0 5672 110*1 + 254 4 42

_4254

MGU.sin xi
B(x,q)=
q+ii

ÏMftjsinxi
IB(x,q)ç*

b(x,q)=

|Blx,q)

i =

x i =

q+0
0°

q+1
30"

q+2

60"

q43

90"

q+H-

120"

q45
150»

q+6

180"

q+7

210"

q48

2U0"

q+9
270"

q4io
300"

q4ii

330°

sinxi = O.000 •0,500 0,866 1,000 40,866 0,500 0,000 -0,500 -0,866 -1,000 -0,866 -0,500 i=<j

Ç* q Jahre

0 0 1808-19 0 470 801 955 1052 544 0 -560 -1216 -1375 -818 -431 -578 -578 - 96

1 12 20-31 0 561 717 1098 1147 495 0 -562 - 8SS -980 -838 -670 + 113 -465 4 19

2 24 32-43 0 514 749 89S 857 530 0 - 520 -863 -1056 -753 -601 - 248 - 713 - 41

3 36 44-55 0 534 1047 1096 766 500 0 -576 -979 -1129 -766 -590 - 97 - 810 - 16

4 48 56-67 0 354 658 897 1138 466 0 -460 -766 - 768 -886 -646 - 13 - 823 - 2

5 50 68-79 0 488 727 886 886 488 0 -503 -107« -11«2 -10«3 -566 - 853 -1676 - 142

6 72 80-91 0 526 940 1091 699 422 0 -414 -1070 -102« - 867 -496 - 193 -1869 - 32

7 84 92-03 0 377 707 814 1102 C26 0 -466 - 836 -10S1 -911 -498 - 136 -2005 - 23

8 96 1904-15 0 561 836 990 814 448 0 -433 - 978 -10US -1105 -574 - 489 -249» - 82

9 108 16-27 0 562 797 1110 902 303 0 -549 -1020 - 816 -1007 -630 - 3«8 -2842 - 58

10 120 20-39

40-43

0

0

421

539

1019

786

12S0

761

862 457 0 -600 -1116 -1187 - 830 -672 - 366 -3208 - 61

Konh-oll £ 0 5368 9028 11082 10225 5279 0 -56« -10773 11576 -9824 -6374 -3208 -534

--•32.08

6



Q*>qA&vvlo >cLa6 jtuwiftvt. ^jeAÄ<c>»i^vubvuwa^i^^e6
Tafel

ÀZwwkZâxjA. y(5),yffl1y(l2><wvcl y(30) xle*. *ÎWvo<>Ua^4*à/4g/M, p5,p7,p19 wuJ p30, /yawn«.

G&ft/vie, Gt' /cUa. /Vciy^tvv^OLn^v-. Qcut^Cj/Vivuve. p<gp -ICw. 4&clfc Jct&W'&vwviie, jcUx lo^te 1808-1941

Periodizihäh P5 P7 P12 P30 P120 Periodizihäh PS P7 P12 P30 P120

MGl y(5) y
(7)

y
(12)

y
(30) Gl1 MQl y

15) yU) y
(12)

y
(30) OL1

t Jahre beob. nach nach nach nach nach t Jahre beob. nach nach nach nach nach

61.58 Gl. 57 61.59 61.60 Tafel XIX 61.58 61.57 Gl. 59 61.60 Tafel XIX

mV«c m3/*« mV*« my%K mVssc mtyset mJ/sec m^/sec m^/set rrvtyset m^/sec nVtysec
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1808 954 +• 85 +• 84 - 80 - 13 1048 70 78 1204 + 13 - 79 4 66 + 53 996

1 9 939 -107 + 69 - 68 . 6 1047 71 9 1131 - 47 - 80 4 23 4 47 996

2 1810 925 -131 + 5 - 39 4 2 101+6 72 1880 1035 - 48 - 27 - 1* 4 39 997

3 1 95B + 51 - 61 - 0 4 10 1046 13 1 1051 + 12 4 44 - 47 4 29 997

4 2 1215 + 153 - 87 4 39 + 17 1045 74 2 1085 + 57 4 86 - 67 4 19 998

5 3 1083 r 15 - 53 + 68 4 24 1044 75 3 1091 4 29 4 69 - 69 4 7 998

e 4 918 - 147 + 16 4 83 4 30 1043 76 4 807 - 35 + 5 - 54 - 4 999

7 15 1120 - 77 + 75 + 78 4 35 1042 77 85 843 - 55 - 61 - 26 - 14 999

6 6 1404 + 114 :- 82 + 54 t 38 1041 78 6 883 - 5 - 87 4 6 - 23 1000

9 7 1375 + 125 + 34 4- 20 + 40 1040 79 7 827 4 52 - 53 4 35 - 30 1000

10 3 945 - 60 - 37 - 19 + 40 1039 80 8 1735 4 42 4 16 4 %4 - 37 1001

11 9 862 - 151 - 84 - 51 4 38 1038 81 9 1024 - 21 4 75 4 59 -.41 1001

12 1820 923 - 4 - 73 - 68 4- 35 1038 82 1890 1001 - 57 4 70 4 48 - 43 1002

13 - 1 1122 4 150 - 13 - 71 4 23 1037 83 1 991 - 22 4 24 + 77 - 43 IC 02

14 2 826 + 68 4 56 - 57 4 23 1036 84 2 1061 + 42 - 17 0 - 42 4003

15 3 1098 - 6 + 87 - 31 4 4t 1035 85 3 754 4 14 - 73 - 25 - 38 1003

16 4 1325 + 5< + 59 - 0 4 5 1034 86 4 816 - 58 - 46 - 44 - 34 4004

17 25 990 + 43 - 9 + 26 - 5 1033 87 95 814 - 41 4 18 - 50 - 27 1004

18 6 801 - 20 - 71 + 42 - 15 1037 88 6 1272 4 36 4 67 - 4* - 20 4005

19 7 112*. - 57 - 85 + 48 - 25 1031 89 7 1252 4 60 + 63 - 77 - 12 4005

20 8 987 - 22 - 41 + 42 - 34 1030 90 6 961» - 5 4 7 - 5 - 4 4006

7.1 9 980 + "»1 + 31 + 28 - 42 1029 91 9 933 - 62 - 54 4 <8 + 5 1006

22 1830 968 + 52 + 82 + 10* - 48 1028 92 1900 965 - 28 - 72 4 35 4 42 «007

21 1 1341 - 3 + 77 - 9 - 53 1077 93 1 1051 4 48 - 31 4 It* 4 49 1008

2U 2 635 - 55 + 20 - 24 - 55 1026 94 7 1052 4 53 + 34 4 41 + 25 (009

75 3 1027 - 37 - 50 - 32 - 55 1026 95 3 996 - 20 4 72 + 78 + 30 1041

26 4 865 + 28 - 86 - 34 - 52 1025 96 4 968 - 63 4 52 * 8 + 33 4 043

27 35 895 + 57 - 64 - 28 - 46 1024 97 05 1177 - 14 - 10 - 13 + 35 4 044

28 6 990 + 14 + 2 - 16 - 38 1023 98 6 965 4 56 - 64 - 31 + 36 4 016.

29 7 1059 - 47 -t- 66 - 1 - 28 1022 99 7 990 + 43 - 66 - 41 + 35 4 049

30 8 100* - 1.8 + 86 + 14 - 17 1021 100 8 940 - 34 - 15 - 44 + 32 107Ï

31 9 1039 + 12 + 47 + 25 - 4 1020 101 9 895 - 61 4 48 - 31 + 28 4 027

32 1840 996 + 57 - 24 + 30 + 9 1019 102 1910 4 439 * 2 4 73 - 13 4 23 1031

33 1 1056 + 30 - 79 4 29 4 23 1018 103 1 866 4 62 4 38 10 + 47 1036

34 2 870 - 35 - 80 + -21 4 35 1017 104 2 1179 + 30 - 27 4 34 4 31 1042

35 3 1202 - 55 - 27 8 4 46 4 016 105 3 4 OU - 46 - 70 4 45 4 36 1048

36 4 1176 - 5 + 44 - 7 4 56 4 016 106 4 1276 - 64 - 57 48 4 38 4 054

37 45 1067 52 4 85 - 20 + 63 4 015 107 15 1447 + 17 4 2 4 fco 4 37 4 059

38 6 1209 + 43 + 69 - 28 4 68 1014 108 6 1754 4 63 4 fco 4 Î0 * 34 4 063

39 7 1096 - 20 + 5 - 30 4 69 1013 109 7 1173 4 16 4 63 - 6 4 77 4 066

40 8 881) - 57 - 61 - 26 4 67 1012 110 8 970 - 65 4 23 - 34 + 49 1069

m 9 1000 - 22 - 87 - 15 + 62 1011 111 9 1110 - 45 - 42 - 56 4 8 1074

42 1850 1128 + 42 - S3 - 1 4 54 1010 112, 1920 4041 4 31 - 71 - 66 - 4 1072

f3 1 1163 + 52 4 16 4 15 + 43 1009 113 1 606 4 61 - 45 - 59 - 46 1 073
UH 2 1130 - 3 75 + 27 + 30 1008 114 2 4 304 4 1 + 19 - 36 - 27 1074

45 3 1129 - 55 + 82 + 35 + 17 1007 115 3 4098 - 64 4 68 4 i - 36 1075
46 4 881. - 36 + 34 4 34 + 2 1006 116 4 4(78 - 33 4 62 4 i»3

•
- 43 1075

47 55 1 181 * 28 - 37 + 25 - 13 1006 117 25 816 4 44 4 6 4 78 - 47 1075

48 6 954 + 57 - 84 + 10 - 28 1005 118 6 4163 4 56 - 55 4 95 - 47 1075

49 7 707 + 14 - 73 - 9 - 42 1004 119 7 1260 - 45 - 71 4 86 - 44 1075

50 8 760 - 47 - 13 - 28 - 53 1003 120 8 365 - 63 - 30 4 »5 - 36 1074

51 9 897 - 48 + 56 - 43 - 62 1002 121 9 842 - 13 * ?5 4 8 - 25 1074

B2 1860 1314 + 12 + 87 - 50 - 67 1001 122 1930 1242 + 54 4 72 - 43 - 43 1073

53 1 931 + 57 + 59 - 46 - 70 1000 123 1 4 250 4 47 4 51 - 85 4 2 4 072

SU 2 873 + 29 - 9 - 30 - 70 1 000 124 2 395 - 29 - 11 -405 4 17 1071

55 3 920 - 35 - 71 - 2 - 67 993 125 3 914 - 67 - 65 -100 + 32 1 070

56 4 884 - 55 - 85 + 31 - 60 998 12C 4 809 - 3 - 66 - 68 4 tiH 1 068

57 65 768 - S - fco + 58 - 51 997 127 35 4 201 4 6o - 14 - 19 + 54 1067

58 6 1023 + 52 + 31 4 74 - 33 997 128 6 1213 + 35 4 1,9 4 35 + 59 1065

59 7 1292 + 43 + 87 4 73 - 27 996 129 7 1187 - 42 4 73 4 78 + 59 1 3 64

60 8 1036 - 20 + 77 4 55 - 13 396 130 8 958 - 57 4 37 4 102 4 56 1 062

61 9 977 - 57 + 70 4 72 + 2 396 131 9 4 34* + 12 - 28 + 100 + 47 1060

62 1870 839 - 22 - 50 - 17 4 16 396 132 1940 1717 * 63 - 71 4 12 + 35 1 0 58

w 1 886 + 42 - 86 - 113 + 28 996 133 1 107« + 21 - 56 4 27 + 19 1 056

64 2 1023 + 52 - 64 - 76 4 39 995 134 2 90g - 52 4 U - 73 4 4 1 054

£5 3 977 - 4 + 2 - 84 + 48 995 135 3 761 - 41 4 61 - 65 - 48 1 052

46 4 771» - 55 4 66 - 71 4 55 995 136 4 109Î

67 75 1006 - 36 4 86 - 42 + 58 996 137 45

63 6 1240 + 28 •+ 47 - 3 + 59 996 138 6

69 7 1 142 + 57 - 24 + 36 4 58 996 139 7
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Tafel I

ffjen/U><io<inx*t*vivi/Wv*v|^^ 3(x,q)tw<l b(x,q) ftU. g = 0,9,... 126 -wd 'fr&'uvvM&yvo-effCe. p =9 3.oft«fc

x i

=

di. cos xi
A(x,q)=
q+8

Idicosxi
IA(x,q)f*

a|x,q)=

|.A(x,q)

q+0
0°

q+1
4o°

q+2

60°

q + 3

120°

q+4
160°

q + 5

2oo°

q+6
240°

q+7
280°

q+8
320°

COSXI = + 1,000 + 0,766 +0,174- -0,500 -0,940 -0,940 -0,500 +0,174 + 0,766 i-q 9

? q Dahi-e

0 0 1808-16 - 98 - 84 - 15 + 15 -205 - 27 + 112 - 13 + 174 - 141 - 141 - 31

1 9 17-25 + 261 - 29 - 7 - 13 -159 + 195 - 4 + 40 - 46 + 258 + 117 + 57

2 18 26-34 -201 + 99 - 8 + 54 + 143 -231 + 164 + 14 - 31 + 2 -+ 119 - 0

3 27 35-43 - 37 - 15 - 5 + 58 + 50 + 27 - 44 - 15 + 157 4 176 + 295 + 39

4 36 44-52 + 73 - 10 + 27 - 54 + 39 - 86 - 86 + 20 + 15 - 62 + 233 - 14

5 45 53-61 + 5 -145 + 33 - 11 + 202 + 190 + 59 + 48 - 63 + 318 + 551 + 71

6 54 62-70 - 86 - 5 - (0 + 124 + 74 -133 + 46 - 11. - 69 - 72 + 479 - 16

7 63 71-79 + 29 + 129 + (1 + 108 + 32 -188 - 67 + 38 + 147 + 239 + 718 + 53

8 72 80-88 + 79 + 4-4 + 12 - 47 + 134 •* 65 + 16 - 27 + 126 + 404 + 1122 + 90

9 81 89-97 -111 - 91 - 11 - 38 + 142 + 92 + 79 + 42 + 162 + 266 + 1388 + 59

10 90 98-06 - 44 - 20 - 1 - 15 + 30 + 108 + 52 + 23 + 34 + 153 + 1547 + 35

11 99 1907- 15 +• 76 - 21 - 26 -174 + 205 - 78 - 12 + 40 + 35 + 47 + 1594 + 10

12 108 16-24 + 111 - 5 - 24 - 68 -102 + 341 -124 - 8 - 2 + 119 + 1713 + 26

13 117 25-33 -543 + 37 + 30 + 67 + 259 -103 -106 + 7 + 7 - 145 + 1568 - 32

14 126 34-42 -125 + 126 + 24 + 14 + 228 -199 -114 + 9 - 97 - 132 + 143G

<OntrollX

- 2.9

+ 318
_

+ ms

x i

-

di. sin xi
B(Xlq)=

q+8

Idi.sinxi IB(x,q)^
b(x,q)=

f-B^q)
q+o
0°

q+1

40°

q+2
80°

q+3
120°

q + 4

160°

q + 5

200°

q+6

240°

V
280°

0| + 8

320°

sinx i =•' 0,000 +0,643 +0,985 +0,866 +0,342 -0,342 -0,866 -0,985 -0,643
i=q

0

q
0

Dahre

1808-16 0 - 70 - 36 - 26 + 75 - 10 +194 + 74 -t46 + 5 + 5 + 1

i 9 17-25 0 - 24 - 40 + 23 + 58 + 71 - 6 -229 + 39 - 108 - 103 - 24

2 18 26-34 0 + 84 - 43 - 94 - 52 - 84 + 283 - 82 + 26 + 38 - 65 + 8

3 27 35-43 0 - 12 - 28 -101 - 18 + 10 - 76 + 87 -132 - 270 - 335 - 60

4 36 44-52 0 - 8 + IS2 + 94 - 14 - 31 -149 -111 - 13 - 80 - 415 - 18

5 45 53-61 0 -122 + 184 + 20 - 74 + 69 + 102 -272 + 53 - 40 - 455 - 9

6 54 62-70 0 - 4 - 59 -214 - 27 - 48 + 80 + 60 + 58 - 154 - 609 - 34

7 63 71-79 0 + 108 + 63 -187 - 12 - 68 -116 -218 -123 - 553 -1162 -123

B 72 80-88 0 + 37 + 67 +- 80 - 49 + 24 + 31 + 153 -105 + 238 - 924. + 53

9 81 89-97 0 - 77 - 61 + 65 - 52 + 34 + 137 -240 -136 - 330 -1254 - 73

10 90 98-06 0 - 24 - 5 + 26 - 11 + 39 + 91 -129 - 28 - 41 -1295 - 9

11 99 1907-15 0 - 17 -147 + 301 - 75 - 28 - 22 -228 - 30 - 246 -1541 - 55

12 I0B 16-24 0 - 4 -136 + 119 + 37 + 124 -214 + 45 + 1 - 28 -1569 - 6

13 117 25-33 0 + 31 + 168 -116 - 94 - 38 -194 - 33 - 6 - 278 -1847 - 62

14 126 34-42 0 + 107 + 138 - 24 - 83 - 73 -137 - 50 + 82 - 100 -1947 - 22

Konl-roll r

fyfivwjg^ : dj = MQj - ( Qj + yi(7)+yi(1«)

-433
--19H7
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q
„

1808-1887 W^ä&vuU thJ^XX^y
d

iÄA/u><Ao<i^u>*vi*vvfe<^^ 9(x,q)*md b(x,q)^!^ q=0,5,10,... 130 v*«l1W^X**vaE£ep
= §JjcJknA

I =

d i. cosxi A(x,q)=

!R(x,q)?*
3(x,q) =

q+O q + 1 q+2 q+3 q+M-
x i = 0° 72° nW 216° 288° Idjcosxi |.A(x,q)

cosxi - 1,000 0,309 -0.809 -0.809 0.309 i=q

s* S ûahre

0 0 1808-17 - 128 - 31 + 4-1 1 + 67 - 52 - 52 - 21

1 5 13-17 0 - 81 + 91 - 147 + 67 - 70 - 122 - 28

2 10 18-22 - 111 - 30 - 12 - 163 - 53 - 369 - 491 - 148

3 15 23-27 + 1 + 54 + 104 + 186 + 52 + 397 - 94 + 159

4 20 28-32 + 44 4 + 70 - 231 - 91 - 212 - 306 - 85

5 25 33-37 + 126 + 2 + 5 + 1 2 + 132 - t74 + 53

6 30 38-42 - 73 + 1 2 - 49 - 53 - 176 - 350 - 70

7 35 43-47 + 100 3 + 44 - 107 + 22 + 56 - 294 + 22

8 40 48-52 - 104 + 5 - 88 - 57 4 - 248 - 542 - 99

9 45 53-57 - 35 - 69 - 152 - 65 - 35 - 356 - 898 - 142

10 50 58-62 - 102 - 18 - 233 + 63 - 15 - 305 -1203 - 122

11 55 63-67 + 83 + 15 + 126 + 24 + 49 + 297 - 306 + 119

12 60 68-72 - 91 - 22 + 97 + 20 + 32 + 36 - 870 + 14

13 65 73-77 + 18 - 71 + 27 - 142 + 17 - 151 - 1021 - 60

14 70 78-82 + 105 + 27 - 21 - 50 + 31 + 92 - 929 + 37

15 75 83-87 + 116 - 44 + 57 + 18 - 39 + 108 - 821 + 43

16 80 88-92 + 192 - 29 + 94 + 24 + 55 + 336 - 485 + 134

17 85 93-97 - 44 2 + 85 - 185 + 47 - 99 - 584 - 40

18 90 98-02 - 92 - 12 - 25 - 55 8 - 192 - 776 - 77

19 95 03-07 - 150 - 50 - 54 + 15 + 7 - 232 - 100B - 93

20 100 08-12 - 64 - 48 - 299 + 154 + 21 - 236 - 1244 - 94

21 105 13-17 - 41 + 42 + 31 -. 57 0 - 25 - 1269 - 10

22 110 18-22 - 112 + 48 - 91 + 293 + 80 + 218 - 1051 + 87

23 115 23-27 - 20 + 9 + 252 - 70 + 70 + 241 - 810 + 96

24 120 28-32 - 66 - 66 - 112 - 158 4 - 406 - 1216 - 162

25 125 33-37 - 58 - 58 - 93 - 79 - 17 - 305 - 1521 - 122

28 130 1938-42 - 263 + 60 - 155 + 11 - 61 - 40S - 1929

KonVrollI

- 163

-772

°-W-

di . sinx-
•

B(x,q)=
q+4

b(x,q)=i = q+0 1*1 q+2 q+3 q+M- *B(x,q)fx i 0° 72° 14i+° 216° 288° Idi.sinx i |-B(x,q)
Sin xi 0,000 0 951 0,588 -0.588 -0.951 i=q

A*
<\ Jahre

0 0 1808-12 0 - 95 - 30 1 - 207 - 333 - 333 - 133

1 5 13-17 0 - 750 - 67 - 107 - 207 - 631 - 964 - 252

2 10 18-22 0 - 92 + 9 - 118 + 165 - 36 -1000 - 14

3 15 23-27 0 + 166 - 76 + 135 - 160 + 65 - 935 + 26

4 20 28-12 0 - 13 - 51 - 168 + 280 + 48 - 887 + 19

5 25 33-37 0 + 5 4 + 1 + 6 + 8 - 879 + 3

6 30 38-42 0 + 2 + 1 - 35 + 1C5 + 133 - 746 + 53

7 35 43-47 0 3 - 32 - 78 - 68 - 187 - 933 - 75

8 40 48-52 0 + 14 + 64 - 42 + 13 + 49 - 884 + 20

9 45 53-57 0 - 714 + 111 - 47 + 107 - 43 - 927 - 17

10 50 58-62 0 - 56 + 169 + 46 + 46 + 205 - 722 + 82

11 55 63-67 0 + 47 - 92 + 18 - 1U9 - 176 - 898 - 70

12 60 68-72 0 - 68 - 71 + 15 - 98 - 222 - 1120 - 89

13 65 73-77 0 - 218 - 19 - 103 - 52 - 392 -1512 - 157

14 70 78-82 0 + 82 + 16 - 36 - 94 - 33 - 1545 - 13

15 75 83-87 0 - 135 - 42 + 13 + 119 - 45 - 1590 - 18

16 80 88-92 0 - 89 - 68 + 18 - 168 - 307 - 1837 - 123

17 85 93-97 0 5 - 62 - 134 - 144 - 3U5 - 2242 - 138

18 90 98-02 0 - 38 + 18 - 40 + 26 - 34 -2 276 - 14

19 95 03-07 0 - 155 + 39 + 11 - 22 - 127 -7403 - 51

20 100 08-12 0 - 148 + 218 + 112 - 64 + 118 - 2 285 + 47

21 105 13-17 0 + 129 - 22 - 42 + 1 + 66 - 2219 + 26

22 110 18-22 0 + 148 - 66 + 213 - 246 + 181 - 2 038 + 72

23 115 23-27 0 + 28 - 183 - 51 - 214 - 420 - 2458 - 16«

24 120 28-32 0 - 204 + 81 - 115 + 11 - 227 - 2 685 - 91

25 125 33-37 0 - 178 + 68 - 58 + 53 - 115 - 7800 - 45

26 130 1938- 42 0 + 184 + 112 + 8 + 188 + 492 - 2 308

Konh-ollX

+ 197

- 921+

^jO/VWOv(t«m
^

: di - MGU-(<*Wi'^hyi30))_ (y.(6)+>,17, + yX9> ) _
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Tafel 211

*\&u*y<h(>wv<xw*^^ a(x.,q) Hwd b(x,q) Ewa = 0,12,24....120 wmJ iW

d i. cosxi
A(x,q)=
q+11 XAIxfl)^

a(x,q)=i q+o C|+1 q+2 q+3 q+4 q4-5 q+6 q+7 q+8 q+9 q+10 q+11
X 1 = 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 2U0° 270° 300° 330° Edjcosxi ^Alxfll

COSXl = 1,000 +0,866 4 0,500 0,000 -0,500 -0,866 -1,000 -0,866 -0,500 0,000 + 0,500 +0,866 i-q

s* q Jahre

0 0 1808 -M -340 - 49 + 36 0 - 38 - 76 - 5 4- 5 -30 0 + 14 - 27 -510 -510 -85

1 12 20-31 -179 - 16 - 72 0 - 59 4-129 4-164 -242 -54 0 -67 4-243 -155 -665 -26

a 24 12-43 -259 + 115 - 30 0 + 16 - 39 4- 7 - 11 + 15 0 -56 + 145 - 97 -762 -16

3 36 «HI-55 - 11
•

-113 4- 26 0 4- 34 - 21 - 63 - 25 - 8 0 -76 + 158 - 97 -859 - 16

II U8 56-67 + 17 -119 - 40 0 -113 4-161 4-111 -103 -70 0 - 6 +164 + 12 -847 4- 2

5 60 68-7» - 15 + 11 - 56 0 + 16 + 55 +242 4- 29 -72 'o + 77 4-138 + 425 -im + 71

6 72 80-31 4- 66 + 3 - 15 0 4- 80 4- 31 +• 7 4-125 -88 0 + 12 - 16 4-205 -217 + 34

7 84 92-03 + 79 - 80 4- 20 0 - 59 - 35 4- 64 - 65 -35 0 -15 - 38 -164 -381 -27

8 96 04*15 - 81 + 4 - 71 0 + 3 4-138 -470 +209 -80 0 +78 - 83 -153 -534 -26

9 108 16-27 + 81 + 75 -149 0 - 97 -+320 - 89 + 93 -91 0 +52 + 148 + 343 -191 + 57

10 120 28-33

19 U0-i+3

+ Î9

+ 114

- 48

+ 21

+ 48

- 34

0

0

4- 79 + 16 4-175 + 19 -10 0 -13 +211 + 506 + 315

KonbollI

+ 84

+ 52
+ 315

di.sinxi
BlXflh
q+11

Idi.sinxi
i-q

IB(x,q^
b(x,q)=•

x i -

q+O
0°

q+1
30°

q+2
60°

q+3
90°

q+4
120°

q+5
150°

q+6
180°

q+7
210°

q+8
2H-00

q+9
170°

q+10
300°

q+11
330°

Sinx\ =

0,000 + 0,500 +0,866 1,000 +0,866 + 0,500 0,000 -0.500 -0,666 -1,000 - 0,866 -0,500

<?' q Jahre

0 0 1808-19 0 -28 + 62 - 57 -+ 67 + 44 0 + 3 - 51 -162 -24 + 16 -mo - 140 - 23

i (2 20-31 0 -11 -124 - 26 + 102 - 74 0 -140 - 93 + 33 +116 -140 -357 - 497 - 60

2 24 32-43 0 + 66 - 53 - 96 - 27 + 22 0 - 6 + 26 - 57 + 9B -84 -111 - 608 - 18

3 36 44-55 0 -65 + 49 + 64 - 58 + 12 0 - 14 - 15 - 60 +131 - 92 - 48 - 656 - 8

4 48 56-67 0 -69 - 68 - 49 + 196 - 93 0 - 60 -122 + 91 + 10 - 95 -259 - 915 - 43

5 60 68-79 0 + 7 - 97 -122 - 27 - 32 0 + 17 -124 - 28 -133 -80 -619 -1534 -103

6 72 80-91 0 + 2 - 26 + 12 -139 - 18 0 + 73 -152 - 17 - 21 + 10 -276 -1810 - U6

7 84 92-03 0 -46 + 35 - 97 + 102 + 20 0 - 38 - 61 - 17 + 25 + 22 - 55 -1865 - 9

8 96 Oll-15 0 + 3 -123 - 6 - 16 - 80 0 +120 -139 - 90 -134 + 48 -407 -2272 - 68

9 108 16-27 0 + 44 -258 + 88 + 168 -184 0 + 54 -15B + 115 -89 - 85 -305 -2577 - 51

10 120 58-39

1940-W

0

0

-28

+ 12

+ 83

- 60

- 40

-353

-138 - 10 0 + 11 - 18 -109 + 23 -122 -348 -2925

KonlrollI

- 58

-487
_-292S

Ves+wJk^^ : dj - MGtj - ( Q\+ y*30) ) - (y^ + y^-t-y^ + yi"»)
"VÜT 2V



Tafel W

ä s:

et»

1

CX

1

MT

1

lO

1

or

CC
»-x

1

00

1

CD

a-

LA

1

o

en

T
o
c

CT" u» lO

1

t—

to

1

LO

LO

1

CM

in

1

c
o

di.

cos
xi

«3- rO

«a r—

ex

+

CO

1—

+

en

+

o

CX

+

S to
a- in

5»
r—
ex

1

ex

T +

LO

1

Er "*»
* et

s r—

lO
c»
t-»

T

CA
f-

1

ex

co

T

i£) o

a- m

s

4-

m

1

t—

+

in

+ -h

ex o

er* io

un

O*
•*-

u-i

LA

+

CM

CM

+

LO

1

C3

LO

1

* to

CT ex

S «O

OO

1

eo

in

i

LO

+

LO
tn

+

rO o

ex 10

«r- r—

O- Cx

«=>

CD"

ex

+

•*»

CM

1 1 1

«o

a- ex
5*

C*

+

ex
cx

1 +

cx

1

ex cm

* u->

CT- ex

on

car

O

+

oo

+
CH

+

U1

1

? 3
a- ex

eo u-ï

1

3
+

en

1

a-
cx

~— CO

T3- ex

cr>
tO
to

ex
-n

T

cx
a*

+

ex
cx

7

if
ao

1

CO o

^— lO

O" ex

3
S-

P

+

f/l

Cx

1 +

on

QO

1

C= Vf
x> o

a- ex

en

in

+

ut

u»

1

ex

1 +

s- £
cO t—

.-»

1

en

m eo

+

C3

LO

T
LCJ O

? °

a- 2

co

eo..

cr»

rO

1 \

•O

oO

1 1

U3

's» >

a- £

cO

in

+ +

o

to

T

S-
lO

+

cx
LA

1 \

\o

T
at

1

CM o

cV 1
er»

«T*

CO

+ 1 1

«O

«a

T

CM

u-»

1

cr £

en
u>

o 1

r—

CM

1 1

cx

1

11 un

LO

ex

1

U»

+

rn

\n

1

lO

T
LO

+

•" *^i

a- 2

er\

•p

o

1

ut

1 1

«3

7
CX

lO

1

* l£)

O" en

u-»

1
1

CO

CM

1

LO

+

tn

1

CT oo

HT» f*»

1

CM

+ + +

CO

CO

+

a- i- 1

en

fO

+

in

1

ex

+

en

1

lO o

O

rj- «fi

et»

u-»_

«o

4

in

»o

7

a-

+ +

«o
LO

+

è- 3
or»

O*
+

«o

1

r-

+ 1

cx

1

Kl o

4- lO

cr*
»o

1

ut

+

a-

1

LO

+

n

cx

+

CM o

o- S
CM

CM

T

•0

1

•o

in

1

en
ex

+

LO

CO

+

Ô-'si
»—•

S*
-*> + 1

Kl

1

ex
ex

+

in

ex

T

â-o
I o

7

ut

1

co

1 T

ce

en

1

u n

X

|

cosxi=
Jahre 1806-37

VO

i

CO

m

r—

en

1

oO

LO

ex

CO

en

K»

1

cO

en

CT o
O O

<0

O

en

*ty o - d rO

cr x^
x cû
-o cxlS + +

en

+ +

en r-

r-. u)

»-ex

cr*
ex
r-

+

to

en

r;

+

CX
in

CN

+-

r-

oo
to

c«

+

w

cr

ex

r-.

+

en
lO

o

+

LO

m

r-

+

eo
in

+

'

c
o

X

C

•

en •

O* CD

C3- fO T"

LO

1 i

cx

1 1

°0 e

CM LO

cr rr>

3
CX

+

in

in

+

m
ZS

1

LD

+

«ï eî
cr »o

co

f"

en

+

rn

ex

+"
in

+

ex
rn

lO e

or »c i

LO

»O

+

3
1

rn

1

tO
CO

1

in o.

-f- o

ta- m

vO
lO

in

T

co

1

C3

tO

+

LO

3 îo
à- s

LÖ
en

co
1

CX

5 -F

CO

z±
en

T

CM (O
+ r-

er C4

c*
o-».

si-
ex
ex

ça
CD

+

LO

5
CM O'

er cm

LO

CT*

5
co

CM

1

2C-
•o

+

C«
iT»

«r

5 -

cr S 1

in
ex

+ +

CX

f—

+

o

T
O o

CM «9

S- a
lO
CO

en

1

o

+

in
CO

1

3±

à- S f

r—

ja*

T

<M

CO

4

LO
rn en

1

s •

cr éx

S3

«7s"

LO

CX

"+

iO

1 +

in

lO

1

LO

+

rn

1

in ex

+

uc* o

•— CM

Ô- 2
a
*7*

rO

1

m

+

co

+

m

1

O
C=»

O C3 o C3 o

a,
*

C*

1

tn

1

in

+

in
+ 1

•xi •>
i—

3 s
+

O p-

+•

en

T

cx

+

S-f
cm

«o

1

en
cx

+

m

ex

+

CM

in
eo
rn

+

w- O

i-S
*-*

+

C3

m

+

CX

CO

+

•r*

T

m

+

O o

s- §
s ex

zt

+

C3

1

ex
en

+

CM

+

tn
LO

1

°2 "eo
o- 2

lo
o^. I

+

m

in

+

o>

+

ir»

in

+

r—

en

+

+ LO

or en

4cTt in

m

+

o

en

+

CX

+

r—
»n

1 +

es- «o
er»

CO)

•2

1

to

+

in

+

ça

o

+"

tn
co

+

LO o

* SI

er f

Cn
or».

1

cx

T +

in »

*
°

O" LO
i- o

co

+

lO

+

eo

+

s

-* O

co

r—

+
en

1

co

+ 1

cX

+

PO
+ 10

en

1 +

es

1 +

CO

+

er cm

s. ir> K-l

1

10

CX

1

m

+

CO

m

+

S- 2

«O C3 CO

1 1

tn

+

r-
ex

1

I*
co

a O O "3 o

Il II

X

II

X

C

ta E
*- •

J= co

o S
n £

r^-

LO

1

CO
rO

i

eo
LO

r-»
CX

1

OO
en

m

a-
i

eo
CX

o>

cr o
O

rO
O

lO

o

01

*Q« o - c« tO

H

+

+

+

!

&

II

if

ï

<^



t
o

-
^
O

ix>oo^jff
>tn*=,tA'
KJ-*0i

ÄO»
^(P
inp
WM

-
*
O

u
>

0
0

-
t
<
n

*
n

•
*
=
0
*
m

-
*
O

i
P

c
o

-
*

<
P

t
n
p
v
m
-
*

O
-
*

-
T

-
0

3
*

S
*

C
O

G
O

»
4

«
r
i
t
n

<D«r*,<Pen
cncn<ncT»t
jTtfi

O
i
f
)
O
O

Jtfl
Uljr
^JM^
otDO
»«

J
(
T
>

m
<
:

(
^

K

»

-

'

o
^

o
>

C
O

*
»

j
r

j
r

j
:
p
p

4
:
P

t
^

(
J

-
J

<
n

1
/
1

-
p
1
u
i
m
^
0

u
>
0
0

C
O

CJCJO
iOJOJ
OJOIO
JN)I

O

*
J

0
1
U
1

«

(

«

I

K
)

-
>
0

u

i

o

o

C
D

*

4

<

n

m

^

w

M

•
*
o
t
f

°
°

C
O

0
0

-
J
t
n

Ul
Jr
OJ
KÎ

—

O
u
O
C
O

f
0

3
-
s

1
1

t

+
-
*
-
!

1
1

4
-

-
f

4
-

I
|

M
O
M

j
:
y
i

f
f
i
G
*
o
*

<
r
»

-
*
a
i
i
n

o
i

o
J
—

-*cr>-
J-*ooo
JrotOo
J-*

4
-
+

-
+

1
|

1
-
f
+

|
(

-
»
o
>
o
*
r
a
i

a
i

«
p

?
o

f
f
>

e
n
O
*
O
o
^

-
t

-
J

U
)

f
:
O
J

1
-
4

-
•

1
1

1
4
-

4
-
+

1

(
J
«
i
n

f
f
î
o
i

W
<
n

•
*

i
n

to-j
cnmo
Loro
to<

P
m

I
+

+
+

1
1

1
-
1
-

4
-

1

i
n
-
>
m

o
)
o
j

<
n

u
i
<
t
t
o

M
C

M

M

U

)

OV
Is
is
J

t
o

1
1

4
-

4
-

1
J

4
-

4
-

1
1

e
n

i
O

4
=
*
U
l

o
O

u
i
w

-
*

«
^

4
-
-

1
I

1
4
-

+
-

1
I
+

^
j

vjwc
Dro0
0<r»

ff
>-
»O
J

m

*

j

<

p

ü
i
0

0
0
0

»
j
-
w

o
*

e
n

3

—

0

)

^
L

-
a

t
o

t
o

O
r
O

O
k
)

»
J
O

t
o

c
r
»
-
j
-
*

vi-^i
Os>st
>*^a>
h3oo

1+
4-
4-
1

1
1

+
+

+

r
o

t
o

t
o

t
o

t
o

t
o
t
o

<
p
O
J
C
O
m

o
i

c
o
i
n

{r
tp
-f
r

1
1

1
4
-

4
-

4
-

1
t

1
4
-

l
O
I
O

l

O

t

O

W
O

,

4
-

4
*

1
1

1
+

4
-

4
-

t
1

o
j
t
o
M

O
J
K
>

^

C

O

I

O

—
O
J

14
-4
-4
-1

1
1
+
+

+

r
o
—
o
j

K
)
-
*
O
J

-
*

-
-
o
j
—

e
>
0

-
*
e
»

-
*

-
»
i
p
r
O

-
*
C
D

1
1

1
+

+
+

1
1

1
+

JO
t-
*-
*

W
*

-
*

0
1
-
*
-
*

O
J
—

0
0
C
J
—

-
J

J
=

-*
ff
»c
n

4
=

e
n

8
-
^

3
-

e
n

-
a

j
r
m
^

o
f
>
3
c

C

O

0

)

c
r
»
O
»
a
i

-
*

1
1

1
+
+
+

4
\

l
\

»
4
C
O
O
J

o
*
C
D
-
J

-
*

e
n
o
o
i
n

+
+

+
+

1
1

1

1
4
-
4
-

tOtOoJC
OCJ»s>W
l«4fO0>

4
-
1

1
I

!
4
-

4
-

4
-

4
-

I

<
n

<r»oo
j=K>-
J^J»o
*7

•Au
iCB
inJ
:»

J

1
0
O
O
O
I

«
J

1
1

1
4
-

4
-

4
-

t
|

1
|

0
0
e
n

0
*
»
0
0

j
=

k
j

*
j
0
0
C
J

+
«
•

4
-
-

t
1

I
4
-

4
-

4
-

j
r
0
0
-
J

wioo«
Jl-**
JJÇO

_
•
4
r
0

0
0
u
s

«
>
e
n

-
P
c
J
M

t
n

O
J

3
-
5
.

3-
S

-
0

+

4

-

4

-

1
1
1

!
+
+

+
+
+

1

O
*

C
P
—

_
*
C
M

O
J

t
O

W
O
J

O
l

-
*

-
*

1
1

1
+
+
+
+
+

I
1

O
J

O
J

(
O

t
O
O
J

O
*

-
>

O
J

win-
Wifl
<noü
><n

o
j

1
1
+
+
+

1
1

1
l

I

O

J

l

O

M
o
j
t
o

-
*
O
J
O
J

t
*-

4
H
-

-
*
-

4
-

1
I

1
1

-
»
w
w
w

-*
oj
oj
-*

COt71-4
a>O0^J0
3J=jrC0

4-4
-4-
4-4
-1

1
1

1
+

r
o

o
J
O

-
*
0
*
C
J

—
.

*-<C©0">
-JUll©4=
OJ-JC0

+
4
-
-

f
1

1
1
!
+

+

W
O
J

t
o

t

O

O

J

O
J

-
*

o
i

uxn
in-
pov
ici

f
f
>
t
f

0

a
»

2 a
*

»
0

S-
S

1
1

+
4
-

4
-
+

4
-

4
-

4
-

1
1

1
1

j
r
t
o

M

jr
^4
TK
3

fO-
p-i
sij
r

c
n

c
t
>

-
*

'j-J
tNio
oNJi
nw

*
:
u
>

I
1

+
+
+
+
+
+

I
I

0
J

r
o

4
=
i
n

«
s
i
o
j

r
o
^
r

-
*
m

r
o

c
p
o
w
o
o
o

»
o

1
1

1
1
+

t
f
t

a

|

O

i

—
-
»

t
H

-
*
e
n
0

-
^

-
j

e
n

0
0

«
o

r
"

•
X
J

4-
4-
4-

4
-

t

i

l

l

4-
4-
4-

r
o
W
o
i

t
O

to
oJ
of
rO
tO
OJ
o*
*

k
>

<
r
»
a
>

K30h3
(nff>
K)ow<
n<n+

I
1

I
1

1
+

+
+

+

t
O

M

W

W

K

)

t
O
O
J
O
i

po^^
<no-
*-*w
<7i

<
n

4
-

1
I

1
I

1
0

t
o
o
j

o
j

—
-
»
4
r
^
4

<
r
>

G
O

i
n
3
N

|
3-

s
S

r
o

o
J

O

J

f

J

t
o

-
-
»

-
r
J
W

W

Û
0
Q
O
K
)

0i03Qn0
JO-*-P'
^JtJl00

1
1

1
+

+
+

+
+

+
+

O
J
t
o

t
o
O
J
O
J
O
J
O
J

_
»

,
£
•
O
J
C
O
C
O
—

K
>
-
J

-
*
J
O

"
-
J

4
-

1
1

1
1

-
.

|
s
>

O
J
O
J

(
O

j
z

<
r
>
e
n

v
j

U
3

2 O

3
n

s
-

n
d

C
X
.

3
"

a
i

t
o

-
^

3

I
+

+

•

*

-

*

+
+
+
.

1
1

I
1

o
j

-
*
>
c
i

C
D
O
O
0
1

j
r

-
*

(
j

i

r

o

n

a
i

»
O

0
0
C
0

h)C7lO0
0GDt0<0
U7tt»f-
A1

1
I
+
+
+

+
+

+
+

j=ro-*-*
-oJer»-j
en.i=-

»

»
1

1
1

1

+

+

t

+

+

oJ<noD<t
0uv£?o">
0"tjrio

^<n*r
»roa»
a»roi
o*4—

1
1

1
1

1
1
+
+
+
+

—.4=t
na»*r
tto

o
*
m

c
o

4
-

4
-

4
-

1
1

1
1

1
1

4
-

m
o
j

roai
cnen
^r—-
*

cnini7
t~J-»o
JO-*ro
co4

-
+

4
-

4
-
+

1
1

1
1

|

a-t
tOt
o-4
o

w

-

*

0
4
?
r
o

O

-
-
-
1

K
3
5
g
5

1
1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
i

i
I

1

I
O
—

t

o

o

l

*
r

_
*

-
k

C
T

4
=

3-cL
-i.S

<
o

1
—

-
0

0

I
I

1
1

1
l

1
1

i
1
+

+

-
•

-
*

t
o

o
>
*
C
J
o
j
i
o

k
>
—

—

o
o

t
j
>

cn-*oJt
Ou>to-f
?incnJ7

+
+

+
-

^
t
o

O
J

M
C
O
t
O

»
o

a
t

3
i
l
l

3
^
0
.
3

«
3

(
O

1

I
I

1
i

l
1

l
1

l
l

l
l

l

t
o
o
J

t
n
e
n

*
j

*
-
J
*
J
o
n

t
r
t
*
r

c

j

-

*

-
*
•
-
-

o
o

ojcnoju
icncooo
cn-^cn

+
+
+
+
+
+
+
+

+

-
*
t
o

-*o
J*r
*ri
no

O(n
eo^
<0O
ou>

0
^
o

+
+
+

+
+
+
+
+

+
1

c
f
>
o
"
*
i
n
e
n

a
r
o
j
t
o
-
—

-
*

r«»-*co
oJcntf»
cnJ=-*

-
»

1
1

1
1

f
1

1
1

1
1

tooJ4=
cntncp
o*>cnc
ne

n

ojj=j=
-**J-*
»o-*-j

—
.

1
1

1
1

4
-
+

+
+
+

+

j
r
o
j

r
o

-
*

r
O
o
»

*
r
e
n

K
j

WMl
OWU
l*J
»-J

-
F

+

4-
4-
4-

+
t
+

4
+

4
-

*Ji<Pcn
tf»tnjr
«»Jt

o

-

*

cor
oto
oai
ooo
?to
<^
ic
n

C
J

3 «- 2 ^
-
»

f
f
>

g
î

O
l

ô
â

-
•

C
T

1
^
i

g

7

-

a

i

5



Forteeteung der Tafel W

Peric di-zihäh Ps P* P7 P9 P 12 P30

y
15)

y
(6) yl7) y(9) Z<I2) Nebenperioden y(l2) Zl30) ZW) yl30)

Y Jahre
nach HaupS

— 110) z05)
1808- 42 HaupK- Neben¬ 1808-54

Gl.64 periode nach6I.G7 periode periode nach 61.73

und rlach n«ch nach nach nach nach 1843-WJ nach nach 1855-1943

61.65 61.61 61.63 Gl. 62 Gl. 68 61.69 61.70 nachGl.72 61.71 61.75 nach 61.76

1 2 3 H 5 & 7 8 9 10 ii 12 13

63 1871 + 44 + 2 - 85 + 23 - 54 0 - 23 - 77 + 8 + 9 4 17

4 a + 58 + 28 - 66 0 - 48 - 22 - 34 -104 + 17 + 18 + 35

5 73 - 2 + 26 - 3 - 23 - 30 - 36 - 38 - 104 + 25 + 25 + 50

C n - 59 - 2 4 63 - 3G - 3 - 36 - 3G - 75 + 32 + 30 4 62

7 75 - 42 - 28 + 86 - 31 + 24 - 22 - 28 - 26 4 38 + 33 4 71

8 TS + 29 - 25 4 50 - 12 4 44 4 1 - 1« + 29 4 42 + 32 4 7H

9 77 + 53 + 3 - 19 4 13 4 54 4 23 0 + 77 4 45 4 29 + 74

70 78 4 17 4 28 - 7G + 32 4 19 4 36 1- 16 + 101 + 46 4 24 4 70

1 73 - 50 + 25 - 81 4 35 4 32 4 36 4 28 + 96 + 45 4 1G 4 61

2 1880 - 54 - 4 - 31 + 22 4 6 4 22 4 35 + 63 + 42 4 7 4 49

3 81 + 11 — 29 + 40 - 1 - 21 - 1 4 38 4 16 4 38 • - 3 + 35

4 82 + G2 - 24 + 84 - 24 - 43 - 23 4 33 - 33 4 32 - 12 + 20

6 83 + 35 + 5 + 70 - 36 - S3 - 36 4 22 - 67 4 24 - 21 + 3

6 84 - 36 + 29 + 9 - 30 - 50 - 36 4 8 - 78 4 1G - 27 - 11

7 85 - 61 + 2« - 58 - 11 - 34 - 21 - 8 - 63 4 7 - 32 - 25

8 86 - 9 - 6 - 86 + 14 - 9 4 1 - 21 - 29 - 2 - 33 - 35

9 87 + 55 - 29 - 56 + 32 4 18 4 23 - 3i + 8 - 11 - 31 - 42

80 86 + 71 _ 23 + 13 4 35 4 41 4 37 - 38 4 40 - 20 - 27 - 47

1 89 - 52 + G + 72 + 21 4 53 4 3G - 37 + 52 - 27 - 21 - 48

2 1890 - 92 + 30 4 83 - 3 + 51 4 21 - 26 4 46 - 34 - 13 - 47

3 31 + 16 + 23 + 37 - 25 4 36 - 1 - 16 4 19 - 40 - 3 - 43

4 32 + 98 _ 7 - 34 - 36 + 12 - 24 - 1 - 13 - 43 4 6 - 37
S 93 + 23 — 30 - 82 - 30 - 16 - 37 4 15 - 38 - 46 4 16 - 30
6 94 - 89 - 22 - 74 - 9 - 39 - 35 4 27 - 47 - 46 + 24 - 22

7 35 - 58 + 8 - 31 4 15 - 52 - 21 + 36 - 37 - 44 4 29 - 15

8 96 + CG + 30 4 40 4 33 - 52 4 2 4 38 - 12 - 41 4 32 - S

9 37 + 84 + 22 + 77 + 35 - 38 + 24 + 34 4 20 - 3G 4 33 - 3

90 98 - 33 _ 9 +• 48 4 20 - 14 4 37 4 23 4 46 - 29 + 30 + 1

1 39 - 97 - 30 - 22 - tt + 13 4 35 4 9 4 57 - 22 .+ 25 + 3

2 1900 - 5 - 21 - 73 - 26 4 37 4 21 - 7 4 51 - 13 + 18 + 5

3 01 + 95 + 10 - 62 - 36 + 52 - 2 - 21 4 29 - 4 + 9 + 5

4 02 + 43 4 30 + 3 - 29 + 53 - 24 - 3? - 3 4 5 - 2 + 3

5 03 - 78 4 20 + 65 - 8 4 40 - 37 - 38 - 35 4 14 - 10 4 4

6 04 - 7» - 10 4 71 + 16 4 17 - 35 - 37 - 55 + 23 - 19 4 4

7 OS 4 49 - 31 4 17 + 33 - 10 - 20 - 30 - 60 4 30- - 26 + 4

8 06 4 93 - 20 - 52 + 34 - 35 4 3 - 17 - 49 4 37 - 31 + 6
9 07 - 12 4 11 - 76 + 19 - 51 t 24 - 2 - 29 + 41 - 33 + 8

100 08 - 98 + 31 - 36 - 5 - S3 + 37 + 14 - 2 + 44 - 32 + 12

1 09 - 27 + 19 + 35 - 27 - 42 4 35 + 27 + 20 + 46 - 29 + 17

2 1910 + 87 - 12 + 76 - 36 - 20 + 20 4 35 + 35 + 46 - 23 + 23

3 11 t 61 - 31 + 52 - 28 4 8 - 3 + 38 4 43 4 43 - 15 4 28
4 12 - 63 - 19 - 16 - 7 4 33 - 25 + 35 + 43 + 39 - 6 + 33
5 13 - 86 4 13 - 71 + 18 + 50 - 37 + 25 4 38 + 34 + 5 + 39
6 14 + 29 + 31 - 65 + 34 4 54 - 35 + 10 4 29 + 27 + 14 + 41

7 15 + 98 + 18 - 3 + 34 4 44 - 20 - 5 4 19 + 19 + 22 4 41
8 16 + 10 - 13 + 61 + 18 4 22 + 3 - 20 + 5 + 10 + 28 4- 38

9 17 - 94 - 31 + 74 - 6 - 5 4 25 - 31 - 11 + 1 + 32 + 33

110 18 + 15! - 17 + 23 - 28 - 31 + 37 - 38 - 32 - 9 + 33 + 24
1 19 + 12 4 14 - 47 - 36 - 49 4 35 - 37 - 51 - 17 + 31 + 14
2 1920 - 148 4 31 - 77 - 27 - 54 4 19 - 29 - 64 - 25 + 27 4 2

3 21 - 52 4 17 - 41 - 6 - 45 - 3 - 19 - 67 - 33 4 20 - 13
4 22 + 134 - 15 + 30 4 19 - 25 - 25 - 3 - 53 - 38 + 11 - 27
5 23 + 89 - 31 + 75 + 34 + 2 - 37 + 12 - 23 - 43 + 2 - 41

6 2» - 110 - 16 + 57 4 33 + 28 - 35 + 27 4 20 - 45 - 8 - 53
7 25 - 119 4 15 - 10 + 17 + 47 - 19 + 35 4 G3 - 46 - 17 - 63
8 2G + 78 4 31 - 69 - 8 4 54 + 4 + 37 + 95 - 45 - 25 - 70
9 27 4 140 4 15 - 68 - 29 + 47 + 25 + 35 4 107 - 42 - 30 - 72

120 28 - 40 - IC - 10 - 36 + 27 + 37 + 25 + 89 - 37 - 33 - 70
1 29 - 151 - 31 + 57 - 26 + 1 + 35 + 11 4 47 - 31 - 33 - 64
2 1930 1 - 14 + 75 - 4 - 26 + 19 - 4 - 11 - 24 - 30 - 54

3 31 + 150 4 17 + 29 + 20 - 46 - 4 - 19 - 69 - 16 - 24 - 40
4 32 4 42 4 31 - 42 + 35 - 54 - 26 - 30 - 110 - 7 - 17 - 24
5 33 - 139 4 14 - 77 + 33 - '48 - 37 - 38 - 123 + 2 - 7 - 5
6 34 - 80 - 18 - 4G + 16 - 30 - 35 - 36 - 101 + 12 + 2 + 14

7 35 + 118 - 31 + 24 - 9 - 3 - 19 - 30 - 52 + 20 4 12 + 32
8 3t 4 112 - 13 + 74 - 29 + 24 4 4 - 13 4 9 + 28 4 20 + 48

9 37 - 87 + 18 + 60 - 36 + 44 + 26 - 4 4 66 + 35 4 27 + 62

130 38 - 135 4 31 - 4 - 26 + 54 + 37 + 12 + 103 + 40 + 31 + 71

1 39 + 50 4 12 - 66 - 3 + 49 4 34 4 26 -r 109 + 44 + 33 + 77

2 1940 + 149 - 19 - 71 4 21 + 32 + 18 4 35 + 85 + 46 4 32 + 78

3 Kl - 10 - 31 - 15 + 35 + 6 - 5 4 38 + 39 + 46 + 28 + 74

4 42 - 152 - 11 + 53 + 32 - 21 - 26 + 34 - 13 + 44 + 21 + 65

5 43 - 31 + 20 + 76 4 15 - 43 - 37 + 25 - 55 + 40 4 13 4 53



Tafel 3YL

^W^KJoqnjcmvmÂo^^aovi^^vi 3(x^cj)vtwJb[x,q) ftU 0=0,9,18,...126 vnvd T]fe*wc£iyvi>el6&p=93-oW

1 -

X 1

cosxi

di.cosxi

q+o

1,000

S41
40°

0,766

q+2
80°

0,174

q+3
120°

-0.500

q+4
160°

-0.940

q+5
200°

-0.940

q+6
WO9

-0.500

q+7
280°

0.174

q+8
320°

0.7G6

A(x,q)=
q+8

Idi cosxi
i»q

EA(x,q)f
a(x,q)=

|A(x,q)

t «1
0 0

1 9

2 13

3 27

4 36

5 45

6 54

7 G3

8 7Z

9 81

10 90

11 99

12 108

13 117

14- 126

Jahre

1808-15

17-25

26-34

35-43

44-52

53-61

62-70

71-79

80-88

89-97

98-06

1907-15

16-24

25-33

1934-42

-177

4 116

- 153

- 12

4 C3

4 8

- 117

4 33

- 5

4 a

4 189

+ 8

- 46

- 155

86

18

55

22

99

172

22

42

85

14

- 5

4 35

- 18

4 94

4 11

4 59

4 16

- 8

4 7

4 6

4 19

4 ao

4 6

4 8

- 3

- u

4 1

- 39

- 43

4 13

4 11

4 44

4 87

4 54

+ 34

- 43

4 9

4 109

4 87

- 13

- 15

4 30

- 80

- 75

+ 18

- SO

- 21

- 7

4 178

4 68

4 64

+ 138

4 113

- 3

4 m

4115

+ 89

4-352

-245

4 59

4 54

- 16

4 91

-253

4 107

- 4

4 45

-127

-154

- 1

- 39

4 70

- 43

+ 282

- 152

-200

4 34

- 20

4 109

4 1

- 16

- 5

- 2

- 22

- 20

+ 33

+ 36

- 2

- 73

- 47

- 50

- 12

4 32

4 37

- 23

- 2

4 50

4 18

4 30

- 17

4 29

4 8

4 19

- 14

4 3

4 5

4 7

- 77

4 29

4172

- 22

-110

4 19

4 138

4 156

4 61

- 72

- 83

4128

4 129

- 41

230

226

197

361

13

0

C1

2 02

331

185

142

128

153

138

2.34

230

4

193

554

567

567

C28

830

4 1161

4 1346

4 1488

4 1616

4 1769

+ 1631

4 1397

Konrroll I

51

50

44

80

3

0

14

45

74

41

32

28

34

31

52

+ 311

•

x i

sinxi

di. sinxi
Blx,q)«

Edisinxi l&W\)j

b(x,q)-

f-B(x,qï
q+0
0°

0,000

q+1

0,643

q+2
80°

0,985

q+3
120°

0.866

q+H-
160°

0.343

q+5
200°

-0.343

q+6
2i*Q°

-0.866

q+7
280°

-0.985

q+8
320°

-0.643

0 0

Jahre

1808-16 0 - 4 4 89 - 76 + 8 - 6 4 59 + 68 - 6 4 132 4 132 4 29

1 9 17-25 0 4 2 - 44 -151 4 2 4 33 - 36 -183 4 64 - 313 - 181 - 70

2 18 26-34 0 4 153 4 1+2 - 94 - 65 - 92 4-189 -211 - 24 - 96 - 277 - 21

3 27 35-43 0 4 6 4- 32 - 59 - 25 4 39 4 1 4 129 -144 - 21 - 298 - S

1* 36 44-52 0 - 39 4 107 4 75 - 23 - 1 - 28 4 8 + 19 4 118 - 180 4 26

5 45 53-61 0 - 130 + 111 - 16 - 50 + 15 - 8 -286 4 93 - 270 - 450 - 60

6 54 62-70 0 + 35 4 31 - 189 - 41 - 46 - 3 - 100 - 16 - 329 - 779 - 73

7 63 71-79 0 4- 71 + 43 - 151 4 1 - 56 - 39 - 170 -116 - 417 -1196 - 93

8 72 80-83 0 4- 12 - 19 4- 22 - 47 0 - 34 4 97 -131 - 100 - 1296 - 22

9 81 89-97 0 - 4 - 67 + 25 - 42 - 14 + 57 -163 - 51 - 259 - 1555 - 58

10 90 38-05 0 4 29 4 8 - 52 - 33 4 26 4 62 - 43 4 60 + 57 - 1U98 4 13

11 39 1907-15 0 - 15 -222 4-139 -128 - 16 - 4 -107 + 69 - 284 - 1782 - 63

12 108 16-24 0 4 79 - 2H2 4 130 4 90 4 103 -126 4 79 -107 + 6 - 1776 4 1

13 117 25-33 0 4 10 4 711 - 32 - 22 - 56 - 82 - 19 -108 - 235 - 2011 - 52

14 126 1934-42 0 4 49 + 60 4 87 - 20 - 73 - 87 - 29 4 35 4 22 - 1989 + 5

VvWEUuW. 1808 - IBM 6\ = MQp Gl-- (yfl+yJsUyW+yW )

Konrroll I

,wo*&<euf*£ W

18W- 19W di=MQrGli- (y{5,+y{6+yf+ z^+z*0) -

yic

- v<30)
Y

nitlir wiedergtgebene
Zwischenrechnung

-WS

_

- 1989

.(30)



Tafel TOT

TU/<U/vi/pgA/i<Ki& p2Q,xie^UvUWe ^gxi/clvvwuvi/CL

d,.cosx.i
A(x,q)=
q+19 ÏA&fll|

a(Xfl)-
i = q+0 q+1 q+2 q+3 q+4 q+5 q+6 q+7 q+8 q+9Îq+10lq+11 q+12 q+13 q+14 q+15 q+16!q+17 q+18 q+19

X 1 = 0° 18° 36" 54° 72° 90° 108° 126° 144° 162° 180° 198° 216° 234° 252' 270° 288° 306° 324° 342° Idicosxi âflw
cosxi =

+

1,CC0 C,951
+-

0.809
+

0.568
+

O.309 0 O.309 0.588 0.809 0.951 1.000 0.951 O.809 0.588 O.309 0

+

O.309

+

0.588

+

O.809

+•

0.951

i=q

*

9 P Jahre

0 0 1808-27 -306 -15 + 35 -32 + 18 0 + 22 + 56 + 22 -92 + 5 + 27 +im -24 + 22 0 + H9 -81 -1«6 +228 - 4-8 - 48 - 4,8

1 20 28-47 + 61 -70 -125 +U9 -70 0 - 1 + 23 - 4 -49 + 34 + 37 + 78 + 5 + 49 0 +23 -24 +105 + 96 + 337 + 289 + 33,7

1 40 48-67 -71 -15 0 -23 -14 0 + 52 -108 -33 +109 + 51 + 21 -201 +102 + 36 0 +26 -100 -82 +102 - 148 + 141 -14,8

3 60 68-87 - 68 + 8 -51 -15 +79 0 + 45 - 8 -106 + 34 -60 -62 0 + 12 + 3 0 -32 + 4 + 1 -IM -430 -289 -43,0

4 80 88-07 +118 -47 -15 -24 +29 0 -31 + 25 -122 -43 + 85 -43 -36 - 6 + 2 0 -5 + 41 -76 + 16 -142 -431 -14,2

5 100 1908-17 - 17 -188 +171 -181 +34 0 - M + 57 -81 -118 +2J8 -156 -226 +168 -47 0 +51 -105 + 5 + 59 -379 -810 -37,9

1378-43 -59 -31 + 95 + 7.8 - 8 0 + 15 -58 -55 -6+ + 115 -151 - 15 + 25 +51 0

Konhroll I -81,0
_
-810

10

d\- sin x\

B(x,q)=
«1+19

Öisinxi
£B(x,q)?.

II

IIX

q+0

0°

q+1

18°

q+2

36°

q+3 q+4

72°

q+5

90°

q+6

108°

q+7

125'

q+8

m°

q+9

162.°

q+10

180°

q+11

198°

q+12

215°

q+13

234°

q+14

2S2°

q+15

270'

q+16

288°

q+17

30G°

q+18

324°

q+19

342°

sin xi = 0

+

0,509
+

0,588

+

0,809
+

0,951
+

1,000
+

0,951
+

0,809
+

0,588
+

0,509 O 0,309 0,588 0,809 0,951 1,000 0,951 0,809 0,588 0,509

*

P Jahre

0 O 1808-Z7 0 - 5 + 62 -HH + 55 + 37 -68 -77 -1G + 30 0 + 9 + 83 -33 +68 -3S -151 + 111 +107 -74 + 58 + 58 + 5,8

1 20 28-41 0 -23 -91 +232 -2« + 187 + 2 -37 + 3 + 16 0 + 12 + 57 + G 152 -224 - 70 + 32 -76 -31 - G2 - 4 - 6,2

2 40 48-67 0 - 5 O -32 - 47 + 19 -161 + 149 +24 -36 0 + 7 -146 +140 +110 -90 -80 +138 + 60 -33 + 22 + 18 + 2,2

3 G0 58-87 0 2 -37 -20 + 90 + 63 -137 + 11 + 77 -11 0 -20 0 + 17 + 10 - 62 + 97 - 5 - 1 + 53 + 127 +•145 + 12,7

4- 80 88-07 0 -15 -18 - 33 + 88 -46 + 9* - 35 + 89 + 14 0 -m -26 - 9 + 6 - 7 + 15 -57 + 55 - 5 + 96 + 241 + 9,6

5 100 1908-27 0 -61 +125 -2S1 + 105 + 54 +130 - 78 + 59 + 58 0 -51 -164 +231 -145 + 78 -155 +175 - 4 -19 + 36 + 277 + 3,6

1928-43 0 -30 + 69 + 38 -24 +134 -40 + 52 + 25 + 21 0 -43 -11 + 34 + 94 +356

1808-1651+ : di= MQr &!- (yf'+yf+yi7)+y{9>+y*,21+y<1<»)

Konlroll I +27,7
_+-Z77

10

y^aud, ftdfrZ ym 32

1855 - m0 : di= MGtr Ql\- (yf'+yf+yf^yfUyfUzD



Tafel

d5.cosxi
A(x,q)=
q+>7

Id5coyci
lAlxfl)^

a(x,q)-

f8R(x,q)

i =

x i =

q+0

0°

q+1

20°

q+2

40°

q+3

60°

q+4

80°

q+5

100°

q+6

120°

q+7

140°

q+8
160°

q+9

180°

q+10

200°

q+11

220*

q+12

240°

q+13

260°

q+14

280°

q+15

300°

q+16

320°

q+17

340°

cosxi =

+

1,000
+

0,940

+

0,76«

+

0,500

+

0,174 o.nt O.500 0,766 0,940 1,000 0,940 0,766 0,500 0,174

+

o,nn

+

0,500 0,766
+

0,940

"1

5*
> q Vierteljahre

) 0 1888,115-94.375 - 31 +252 +308 + 94 - 42 - 13 + 59 + 24 + 213 +416 -230 - 7 +148 - 4 + 35 + 26 +227 +161 + 1636 + 1636 + 182

I 18 32,425-95,875 + 105 +221 +119 - 84 -29 -10 + 26 + 70 - 57 - 32 + 62 - 93 +179 + 44 + 11 + 81 Î26 +165 + 1004 + 2640 + 112

\ 36 97,125-01.315 + 121 + 99 +300 -122 - 54 - 17 + 98 + 156 - 87 + 5 + 185 + 148 -136 - 8 - 16 - 44 - 47 + 338 + 919 + 3559 + 102

s 54 01,675-05,875 + 15H 0 + 52 + 116 - 2 + 17 - 2 + 174 - 24 + 49 + 1 -224 + 188 + 39 - 26 + 102 124 + 284 + 1022 + 4581 + 113

4 72 05,125-10.375 + 131. + 221 - 18 -136 + 2 -63 12 165 + 71 -173 + 76 +248 + 160 + 55 - 7 - 38 +265 222 + 1196 + 5777 + 133

5 90 10,625-14,875 + 533 + 178 - 59 - 74 - 86 + 40 - 10 + 8 -116 - 15 + ?} + 126 - 24 + 16 + 38 + 118 + 240 -238 + 704 + 6481 + 78

b 108 15,125-19,375 - 52 + 131 -102 - 59 + 10 - 9 - 34 -103 49 - 23 + 30 - 70 + 51 + 50 - 21 + 54 239 +291 + 4 32 + 6913 + 48

7 126 19,525-23375 - SV + 93 + 322 90 + 12 + 33 104 335 450 + 261 -171 -326 -122 -45 + 35 + 0 -254 + 169 + 932 + 7845 -+ 103

a 144 24,125-28,375 - S1 +375 + 94 - 91 - 56 59 162 * 57 -207 -193 -187 * 84 - 28 - 70 + 73 + 45 57 -108 + 15 + 7860 + 2

9 162 28,625-32,875 -358 14? -116 - 64 - 66 + 44 8? - 75 - 89 -440 -256 -175 -171 + 21 - 14 - 35 97 - 22 - 1495 + 6365 - 166

0 180 33,125-37,375 - 72 - 20 - 11 - 20 - 11 + 72 24 + 59 -174 -329 + 145 -228 -168 + 13 + 52 + 4 + 95 + 181 - 388 + 5977 - 43

1 198 37,625-41,875 -190 -248 -124 -210 - 17 71 94 - 67 - 76 -626 - 55 + 8 -146 -37 + 19 - 44 - 91 -149 - 1888 + 4089 -210

1942,125-44,875 -109 -195 -329 -110 - 34 + 49 286 + 274 126 45 + 165 -498

Konrroll I + 454
+H-089

9

d5.sinxi
B(x,q)=
q+17 IB(x,q)s*

b(x,q)=
1 = q+o q+1 q+2 q+3 q+4 q+5 q+6 q+7 q+8 q+9 q+10 q+11 q+12 q+13 q+14 q+15 q+16 q+17

X \ - 0° 20° 40° 60° 80° 100° 120° litt' 160° 180° 200° 220' 240' 260" 280° 300° Î20* 340° Idçsinxi *Blx,q)

sinxi -

0,000
+

0,312

+

0,643

+

0,8«

+

0,385

+

0.385

+

0.8«

+

0.643

+

0.341 0.000 03« 0,643 0.866 0.386 0.985 0.8CC 0.6U3 0.347

.»<,

?• «I Vierteljahre

D O 1888,175-92,375 O + 92 259 +157. -236 + 74 -Ul - 21 - 78 0 - 84 - 6 + 257 - 21 -198 -46 -190 -59 - 196 - 196 - 22

1 18 9?,*2S-36,«1S 0 + 80 100 -145 -163 + 58 - 46 - 59 21 0 + 23 - 78 + 310 +248 - 65 -139 -190 - .60 - 105 - 301 - 12

2 36 97,125 -01,375 0 + 36 252 -212 -306 + 97 -169 -131 + 32 0 + 67 124 -236 - 44 + 93 + 75 + 39 -123 - 406 - 707 - 45

3 54 01,(23-05,875 0 0 + 64 +202 - 14 - 97 + 4 -146 9 0 + 0 -189 325 222 + 147 -176 -104 -10J + 124 - 583 + 14

14 72 06,125-10,375 0 + 80 - 15 -235 12 +356 - 22 -133 - 26 0 * 28 +209 +277 312 + 37 66 -223 - 81 + 636 + 53 + 71

B 90 10,625-14,875 0 + 65 - so -128 -488 -228 + 18 - 6 + 42 0 + 8 +106 - 41 + 92 -214 -205 -202 + 87 - 1144 -1091 - 127

& 108 15,175-19,315 0 * 48 - 86 -10? 5» SO * 59 + 86 - 18 0 + 11 - 59 + 88 285 + 117 - 93 -201 -106 + 137 - 954 + 15

7 126 19,625-23,875 0 + 34 + 271 +156 69 -184 -180 -282 -164 0 - 62 -274 -212 -253 -198 - 1 + 2I3 -62 - 1129 -2083 - 125

8 144 24,125-28,315 0 + 136 + 73 -158 -317 -335 -281 - 48 + 75 0 - 68 71 - 61 -395 -!»16 - 77 - 48 + 39 -1791 -3874 - 199

9 162 28,(25-37,875 0 52 - V -110 -374 -267 -142 + 63 + 32 0 - 93 -147 -296 117 + 80 + 61 - 82 + 8 -1175 -5049 - 131

0 180 33,128-37,375 0 - 7 - 9 - 36 - 61 -407 - 42 - 50 + 63 0 + 53 -192 -291 + 73 -297 - 7 - 80 - 66 -1356 -6405 - 151

1 198 37,625-41,87! 0 - 90 -104 -364 - 95 -404 -162 + 5t + 28 0 - 20 + 7 -253 -210 -105 + 75 77 54 -1510 -7915 - 168

13M,W5-U«JBJ5 0 - 71 -277 -190 -191 -280 -497 -230 - 46 0 + 60 -419

<wwitwyg '• (Ùj&Àe. G5 -WCUC&. 'safyZ W
Kontroll I - 880

_

-7915
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Vorlage > A3
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*VORLAGE-GROSS-ETH*

Vorlage > A3

* V 0 LAGE-GROSS-ET H *


