Ueber Invarianten von
Punktsystemen

.......

Von der

EldgenOSSlSChen Technischen Hochschule
in Ziirich
zur Erlangung der
Wiirde eines Doktors der Mathematik
genehmigte
Promotionsarbeit
vorgelegt von

Rudolf Hiltbrunner, dipl. Fachlehrer
aus Wyssachen (Bern)

Referent:  Herr Prof. Dr. Hurwitz
Korreferent: Herr Prof. Dr. Hirsch

—_———.t

221

Ziirich 1919
Fachschriften-Verlag § Buchdruckerei A.-G.



Leer - Vide - Empty



Einleitung.

Die vorliegende Arbeit behandelt eine Frage aus der Theorie der
Invarianten von Punktsystemen. Wir bezeichnen mit x;®, X, . . .. x,,
X2, 52 . ... %52 0 x4 %", .. .. x" die homogenen Koor-
dinaten von n Punkten in einem r-1-dimensionalen Raume. Im Folgenden
kiirzen wir die Koordinaten eines Punktes durch eine einzige Ziffer ab;
1, 2, ....n bedeuten also die angegebenen n Reihen von je r Koor-
dinaten, die wir zu der Matrix

Xl(i) Xg(l) X3(1) ..... X, ®

x® x,@ X3(2) ..... x@
)

‘ X, Xg(") X Xr(n)

zusammenstellen. Unter den Invarianten eines Systemes von n Punkten
verstehen wir ganze rationale Funktionen der Variabeln (1), welche bei
einer linearen Transformation

P = XYaux'® i=1,2,....n; k=12,....1 (2
1=1
nur eine Potenz der Transformationsdeterminante A = | 4, | als Faktor
aufnehmen,
J(x) = A J (x/9), 3)

oder wie wir auch schreiben werden
J(1,2,....n)=A”’J(1’,2’,....n’). (3a)

Die Theorie der Invarianten von Punktsystemén ist identisch mit
der Invariantentheorie linearer Formensysteme. Denn wihlen wir die
Grossen der Matrix (1) als Koeffizienten eines Systemes linearer Formen

= 1
A=x"8 4 %0 & + xgP kg ...+ X8,
fQE)ﬁ(z) 5 +X2(2)’C:2+X3(2) Eg ..., +X,(2)E,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, (4)
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und unterwerfen wir deren Variabeln ¢ der zu (2) kontragredienten
Transformation

2l

2 )

WY

wo A,, die Unterdeterminante von «,, in A bedeutet, so werden durch
die Formen (4) gerade die Transformationen (2) induziert. Als Invarianten
des Formensystemes (4) bezeichnet man nun ganze rationale Funktionen
der Koeffizienten, welche durch die induzierten Transformationen nur
einen konstanten Faktor aufnehmen, also auch Funktionen, die der
Bedingungsgleichung (3) geniigen.

Im ersten Kapitel werden zwei Beweise des Satzes angegeben,
dass jede Invariante von Punktsystemen durch die Determinanten r-ten
Grades der Matrix (1) ganz rational dargestellt werden kdnnen. Der
Satz ist bereits von Clebsch!) und Mertens?) bewiesen worden. Er
bildet die Grundlage der Clebsch-Aronhold’schen symbolischen Dar-
stellungen der Invarianten. Wir treten hier der Vollstindigkeit wegen
noch einmal darauf ein. Der erste Beweis gelangt durch einfache Ueber-
legungen von einem Reduktionssatze von Mertens zu dem Satze, den
wir als ersten Hauptsatz bezeichnen. Der zweite Beweis gibt die Ueber-
legungen von Clebsch und Mertens wieder, fiir die wir durch Verwendung
der Symbole fiir die Differentialoperationen eine wesentlich kiirzere und
libersichtlichere Darstellung gewinnen.

Die Determinanten r-Grades der Matrix (1), durch die alle In-
varianten dargestellt werden kénnen, sind selbst Invarianten, die wir
als Fundamentalinvarianten bezeichnen wollen. Zwischen diesen Eun-
damentalinvarianten bestehen identisch erfiillte Relationen, die im zweiten
Kapitel nidher untersucht werden. Behandeln wir die Fundamentalin-
varianten als Variable, so hingen diese von den Gréssen (1) in para-
metrischer Weise ab, sodass durch sie ein algebraisches Gebilde in
einem héhern Raume definiert ist. Die Relationen sind Gleichungen
algebraischer Flidchen, welche dieses Gebilde enthalten. Es erhebt sich
nun die Frage nach einem solchen Systeme von Flichen, durch die
dieses Gebilde vollstindig bestimmt ist. Dasselbe Problem kann auch
anders formuliert werden. Die Gesamtheit der linken Seiten der Re-
lationen bildet ein Formensystem. Nach einem Hilbert’schen Satze %)

Y Clebsch nUeber symbolische Darstellung algebraischer Formen*
Journal v. Crelle, Bd. 59 (1861) pg. 14.

%) Mertens: ,Ueber invariante Gebilde ternirer Formen“, Sitz. ber. d.
Ak. d. Wiss., Wien, Bd. 95, II. Abt., pg. 958, No. 8, I.

°) Hilbert: ,Ueber algebraische Formen“, Math. Ann., Bd. 36.
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existiert zu jedem Formensystem eine algebraische Basis, d. h. durch
eine endliche Anzahl von Formen des Systems kénnen alle tibrigen in
linearer Weise dargestellt werden. Wir stellen uns die Aufgabe eine
Basis der Relationen zu finden. Dazu geben wir eine Methode zur
Ableitung von Relationen zweiter Ordnung an. Diese Relationen zweiter
Ordnung fassen wir zu einem Systeme R zusammen, von dem wir
nachweisen werden, dass es eine Basis der Relationen bildet. Formen,
deren Produkt mit jedem Potenzprodukt Xy, dessen Grad u eine gewisse
Zahl y-1 fibersteigt, einem Modul (R) angehoren nennt Herr Prof.
Hurwitz Tragheitsformen v-ter Stufe dieses Moduls, und einen Modul
zu dem nur Trigheitsformen nullter Stufe existieren, nennt er abge-
schlossen. Wir zeigen nun, dass die linken Seiten der Relationen Trag-
heitsformen des Moduls der Formen zweiten Grades R sind. Wenn
wir beweisen, dass dieser Modul (R) abgeschlossen ist, so ist damit
auch gezeigt, dass die Formen R eine Basis der Relationen bilden. Herr
Prof. Hurwitz teilte mir einen Induktionsbeweis des Satzes mit, nach
dem im Falle bindrer Variabelnsysteme der Modul (R) abgeschlossen ist.
Diesen Beweis reproduziere ich und verallgemeinere ihn zunichst auf
ternire Variabelnsysteme. In einem folgenden Paragraphen gelingt der
Beweis, dass ganz allgemein im Systeme R eine Basis der Relationen
gewonnen ist.

Meinem hochverehrten Lehrer Herrn Prof. Hurwitz méchte ich auch
an dieser Stelle fiir die Mitteilung des Beweises fiir die Abgeschlossen-
heit des Moduls (R) im Falle bindrer Variabelnsysteme, sowie fiir seine
weitern wertvollen Ratschlige meinen herzlichsten Dank aussprechen.
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Kapitel L

Invarianten von Punktsystemen.

§1. Invarianten eines Systemes von r Punkten im
(r-1) -dimensionalen Raume.

Fiihren wir in der Bedingungsgleichung fiir die Invarianten eines
Systemes von r Punkten

J(,2,....0=|a,J(@, 2, ... (1

die Substitution x,/® =0, 7=£ k und x/“ =1 durch, d. h. wihlen wir
die Punkte in den Ecken des Koordinatentetraeders im transformierten
System, so reduziert sich J (1, 2/, ... .r") auf eine konstante C, namlich

1 o O,
auf den Koeffizienten des Gliedes x’l‘”g x,@F . x97 . Aus den
Transformationsgleichungen folgt bei dieser Festsetzung

,
k gk
Xi()zz‘aizl\/()— Qirs

17

wodurch (1) die Form

J(w)=la. " C (2)

annimmt. Setzen wir darin a;, = x®, so geht die linke Seite von (2)
wieder in die urspriingliche Form zuriick, und wir erhalten

J(1,2,....0=C|x®|" . 3

Indem wir fiir die Determinante aus.den Koordinaten des Punktsystemes
die Bezeichnung (1 2 . ... r) einfithren, knnen wir unser Resultat in
dem Satze zusammenfassen:

Satz 1: Fine Invariante eines Systemes von r Punkten unter-
scheidet sich nur durch einen konstanten Faktor von einer Potenz der
Determinante (I 2 .. .. r).
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Die Konstante C ist nicht immer null, weil (1 2. ... r)* wirklich
eine Invariante ist, was mit Hilfe des Multiplikationstheorems der
Determinanten bewiesen werden kann.

Die Ueberlegungen, welche auf Gleichung (2) fiihrten, lassen sich
auch durchfithren wenn J von weniger als r Variabelnsystemen abhingt.
Dann enthilt aber die linke Seite dieser Gleichung a;,, a,,, .. .. a,,
nicht mehr, wihrend die rechte Seite in diesem System homogen vom
Grade ) ist. Eine Gleichheit ist also nur moglich, wenn beide Seiten
identisch null sind,

Satz 2: Von weniger als r Systemen zu r Variabeln gibt es
keine Invarianten.

Als einfachste Invariante ergibt sich somit J (1,2,...r) = (1 2...r).
Durch solche Invarianten konnen alle iibrigen ganz rational dargestelit
werden, was im Folgenden bewiesen werden soll. Wir fithren fiir sie
deshalb einen eigenen Namen ein.

Definition 1: Die Determinanten aus den Koordinaten von r
Punkten, z.B. (1 2. ... r), nennen wir Fundamentalinvarianten.

§ 2. Rationale Darstellung aller Invarianten durch Fundamental-
invarianten.

In den Siitzen 1 und 2 haben wir gezeigt, dass es keine Invarianten
von Punktsystemen mit weniger als r Punkten gibt und dass die In-
varianten ‘von r Punkten die Form C.(1 2....r)" haben. Um die
Invarianten von mehr als r Punkten zu untersuchen, setzen wir die
Transformationskoeffizienten ¢;, = x/, wodurch die Transformations-
gleichungen die Form

,
X,-"":le,-(’)x’,"", i=1,2,....r; k=1,2,...n; (4)
[=

annehmen. Durch Aufldsung dieses Gleichungssystems nach den x,/®
erhalten wir

A TP S A (5)

Substituieren wir diese Werte fiir die x’® in der Bedingungsgleichung
fiir Invarianten von Punktsystemen :



J(....x"2....)y=]| (zikiAJ(....x’,‘k’...,),

sob ergibt sich
J(.xP..)=(12...n" J(...(12...I~—1kl—§—1...r)...) , (6)

wobei v den Gesamtgrad von J bezeichnet. Da —;—— y = _(_r_:r_llz

negativ ist, haben wir auf der rechten Seite von (6) den Nenner
(r—1)v .

t2....n ~

Satz 3: Die Invarianten von Punktsystemen lassen sich durch
die Fundamentalinvarianten rational darstellen, wobei als Nenner nur
eine Potenz von (1 2...r) auftritt.

Bevor wir auf die Beweise, dass diese Darstellungen nicht nur
rational, sondern ganz rational moglich sind, eingehen, miissen wir einige
Sitze iiber invariante Differentialoperationen zusammenstellen.

§ 3. Invariante Differentialoperationen.

Definition 2: Unter dem Aronholdschen- oder Polarenprozess
verstehen wir die Differentialoperationen

DW= j f’,
Yy T Vi
i=1 0 X;

i

Wenn die Variabelnsysteme x und y der linearen Transformation
A = (4;,) unterworfen werden, ergibt sich

R N A

P y’,-—a— =Xy — Xy U (7

i=1 8X/i i=1 lk:.—l 0 Xy o x'; _k=1 0 Xpi=1
3yl so D. =D
= — also , =
k=1yk o, ¥ y

Wenden wir nun die Operationen D{° auf eine Invariante J (...x...)
an, welche das Variabelnsystem x enthilt, so ergibt sich wegen (7)

DOJ(ox )=y DI (X ) ®)
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Satz 4: Durch den Polarenprozess werden aus Invarianten wieder
Invarianten erzeugt.

Im Folgenden werden wir den Polarenprozess auf ein Produkt von
Fundamentalinvarianten anzuwenden haben. Untersuchen wir daher
d1e erkung des Prozesses D{ auf das Determinantenprodukt

11 (kY. k"), In

ron 0 L2
O G o (k" k" .. k) (9)
ALz m—1,m41.. L l
= J { Jis ( kO kY. kD) X XD ™ fe k)
m=1 ! h=1 (3 l

ist die innere Summe null, wenn die Determinante (k" A, ... k") k
nicht enthilt, im andern Falle ist sie gleich der Determinante, in der k&
durch 7 ersetzt wurde. Die rechte Seite von (9) ist somit eine Summe
von Determinantenprodukten.

Satz 5: Durch den Polarenprozess wird aus einem Produkt von
Fundamentalinvarianten eine Summe solcher Produkte erzeugt.

Der einfacheren Schreibweise wegen beschrinken wir uns im
Folgenden auf ternire Variabelnsysteme. Da wir aber nirgends von der
Anzahl drei Gebrauch machen ist sofort ersichtlich, dass die entwickelten
Sétze auch bei beliebiger Variabelnzahl gelten.

Definition 3: Unter dem Caleyschen L -prozess verstehen wir
die Operation

6 0 0
ox" " 5 x"
Digg= A .
22 xmP Hx®
0 0 0

P X1(3) 2 ‘(2(3) 5X3(3) i

Bei emer linearen Transformatlon A == (4;;) der Variabeln gilt

¢ ¢ OX; ¢ T
e = 2‘ - = 2 Oy , weshalb aus dem Multipli-
(Xk i=1 ¢ X X Q= 0 X;

kationstheorem der Determmanten



N ¢ |
b X1m Pl Xg(l) 2 Xsmé

\ |
o ¢ 0 L 0 o |
— s s 5 Uoy (lyo Ogs | * | = — 5 ——a (10
¥ X/1(2> 2 x's" ) 5 X/3<2>; L 22 Mes w! P X1(2> P X2(2> 3X3(2>: ( )
|
0 e 0 U g e 8 0
X/] @ 0 X12(3) 0x' 3) 31 32 33 P Xl(s P! X‘z(a) P Xa(s)i
oder @' = | a,, | 2 folgt. Wenden wir den Q- prozess auf eine Invariante
an, so ergibt sich
G QJ(1,2,...0m) = |a, " 2T, 2,...0). (11)

Satz 6: Der O -prozess ist eine Operation, welche die Invarianten-
eigenschaft nicht aufhebt.

Wegen der Sitze 4 und 6 heissen die Operationen D{” und £
invariante - Differentialoperationen.

Bezeichnen wir mit a, b, ¢, . . . die Koeffizientensysteme von Formen,
deren Variabeln der Transformation x = (@) x' unterworfen werden,
mit &', &', ¢/, ... die Koeffizienten der transformierten Formen, so liegt
die Bedeutung des Q-prozesses fiir die Invariantentheorie in dem

Satze 7: Wenden wir den £ - prozesses -;-Z-- , den wir mit
0 Gir

Q4 bezeichnen wollen, so oft auf die beliebige ganze rationale Form
G, b, c,..) an, bis alle Transformationskoeffizienten @, ver-
schwunden sind, so ist die entstehende Funktion H(a, b,¢c,...) eine
Invariante oder sie verschwindet identisch.’)

Umgekehrt kann jede Invariante mit Hilfe des R -prozesses erzeugt
werden, wie sich durch p-malige Anwendung des Qq-prozesses auf
die Gleichung

J@, b, cy.. )= u "Jla,b,c,..) (12)

ergibt.
Wenn wir die beiden Seiten vertauschen, entsteht namlich

MJ(a bc,..)=8"J@b,c . .), (13)

da J(a b,c,...) die a; nicht enthilt und der {-prozess aus . !
eine von null verschiedene reine Zahl M erzeugt.

R 1) Ueber den Beweis siehe A. Hurwitz: ,Zur Invariantentheorie, Math.
Ann,, Bd. 45, pg. 381.
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§ 4. Die Invarianten von Punktsystemen als ganze rationale
Funktionen der Fundamentalinvarianten.

I. Hauptsatz: Jede Invariante eines Punktsystemes lisst sich als
ganze rationale, homogene Funktion von Fundamentalinvarianten dar-
stellen.

Ein erster Beweis dieses Satzes erfolgt mit Hilfe von allgemeinen
Polarenoperationen /\, d.h. mit ganzen rationalen Funktionen der
Operationen D;” und stiitzt sich auf den

Reduktionssatz: Jede Form F von beliebig vielen Reihen zu je
r Variabeln ldsst sich darstellen als Summe von Polaren A D, von
Formen @;, die nur r feste Reihen enthalten und ihrerseits aus der
Ausgangsform durch Polarenprozesse /\; abgeleitet sind

F=2 0/ F.) (14)

Wenden wir den Reduktionssatz auf Invarianten an, so sind die
Formen ®;= /\,F als Polaren der Ausgangsform selbst wieder In-
varianten, da nach Satz 4 durch Polarenprozesse die Invarianteneigen-
schaft nicht zerstrt wird. Fir Invarianten von r Reihen gilt aber nach
Satz 1 der Hauptsatz. Durch die Polarenbildiingen /., gehen diese
Ausdriicke in solche von derselben Form iiber (Satz 5). Die Summe
in (14) ist also in diesem Falle eine ganze rationale Funktion von
Fundamentalinvarianten, womit der erste Hauptsatz bewiesen ist.

Die Umkehrung des Satzes 7 zeigte, dass jede Invariante mit Hilfe
des £ -prozesses erzeugt werden kann. Indem wir diese Erzeugungs-
weise durchfiihren, erhalten wir einen zweiten Beweis des ersten Haupt-
satzes. Auf diesem Wege haben Clebsch und Mertens ?) den Hauptsatz
bewiesen, jedoch ohne von dem Symbole © Gebrauch zu machen.

Wir wollen die Rechnung fiir den terniren Fall durchfiihren. Die
p-malige Anwendung des O, - prozesses auf die Definitionsgleichung

J(1,2,...m)= a, " J(1,2,...0), (15)
') Ueber den Beweis siehe F. Mertens: ,Ueber eine Formel der Deter-
minantentheorie, (Formel 5) Sitz. ber. d. Ak. d. Wiss. Wien, Bd. 91, Abt.Hl (1885)
pag. 622 und Emmy Noether: ,Ueber ganze rationale Darstellung der Invarianten
eines Systemes von beliebig vielen Grundformen.® Math. Ann. Bd. 77 (1915),
pag. 93,
?) Siehe Fussnote pag. 4.
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ergibt auf der rechten Seite MJ (1,2, .. .n"y, wo M eine von null
verschiedene numerische Konstante bedeutet. Wir fithren nun ein
Vorzeichensymbol ein (r, ra, r3), in dem r;, ry, ry die Ziffern 1,2, 3
in irgend einer Reihenfolge bedeuten und das den Wert +- 1 oder — 1
hat, je nachdem durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Trans-
positionen die natiirliche Reihenfolge der Ziffern hergestellt werden

3
kann. Substituieren wir in J(1,2,...n) x = Xa,x"”, so wird
11

2% J

O, J(,2,...m=2 (r,r, : S
A ) 1 (r 3) B s lyry By, (16)

wo die Summationsbuchstaben ry, r,, r; alle Permutationen von 1,2, 3
3

durchlaufen. Aus den Transformationsgleichungen x{’ = X ., x'/”
I=1

folgt Z =Y X”’Uax”"’ was zur Umformung von (16) benutzt
oMkl =1 i
) .QU_J(I,Z,...H)
. *dJ . k) kD k)
=¥ Silny, ray 1) X0 X X (17

0 Xl”‘]) axe(kz) 0 Xg(ka'

ergibt, wo ¥, eine unabhingige Summation iiber die Indizes &, ks, k3
. . : (k k) (k)
von 1 bis n bedeutet. Die Summe X, (ry, ra, 13) x’(,“) x’(,;') x’(,;) ist

gleich der Fundamentalinvariante (k'; &’y k's), wihrend

A

S )
5 X gk 5 gtk = Gl tyky (- XxP. .0

eine ganze rationale Funktion der x® von einem um drei niedrigeren
Grade als J (1, 2, . .. n) ist. Bei Wiederholung des £ - prozesses bezieht
sich dieser nur noch auf die Gy, 4, (. - - x/¥...) und erzeugt aus diesen
auch wieder Summen von Fundamentalinvarianten in den gestrichenen
Koordinaten multipliziert mit entsprechenden Funktionen G, deren Grad
sich abermals um drei erniedrigt hat. Nach p-maliger Wiederholung
dieser Operation reduzieren sich diese Funktionen G auf Konstante, so
dass MJ(1’,2'...n") gleich einer Summe von mit Konstanten C multi-
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1...p
plizierten Produkten aus Fundamentalinvarianten C II (k" k'y'" k'5™)
l

wird. Da wir nur noch gestrichene Variabeln haben, kdnnen wir die
Akzente wieder weglassen. Wenn wir noch durch M dividieren, erhalten
wir die Gleichung

1...
J(1,2,...0)=3C Il (k" k" k") (18)
1

Ww.Zz.b. w.



Kapitel 1I.

Identische Relationen zwischen den
Fundamentalinvarianten.

§ 1. Funktionen mit der Grundeigenschaft.

Die ganze rationale Darstellung der Invarianten von Punktsystemen
durch Fundamentalinvarianten, deren Existenz im ersten Kapitel bewiesen
wurde, ist nicht eindeutig, da zwischen den Fundamentalinvarianten
identisch erfiillte Relationen bestehen, mit deren Hilfe eine gegebene
Darstellung umgeformt werden kann. Diese Relationen wollen wir
untersuchen, indem wir uns der bestimmtern Vorstellungs- und Schreib-
weise wegen auf ternire Variabelnsysteme beschrinken und nur da,
wo die Verallgemeinerung Schwierigkeiten bietet, auf diese eintreten.

Wir bezeichnen mit [/ k7], wo i, k, / von einander verschiedene
der Ziffern 1, 2, 3, ... n bedeuten, die Variabeln eines Systemes u.
Die aus denselben Ziffern, nur in einer andern Reihenfolge gebildeten
Variabeln setzen wir einander gleich oder entgegengesetzt gleich, je
nachdem sie durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Transposi-
tionen in einander iibergefithrt werden kénnen. Wenn wir diese (%)
Variabeln als homogene Punktkoordinaten in einem (5) — 1 dimensionalen
Raum auffassen, entspricht einer ganzen rationalen Gleichung G (0)=20
eine algebraische Fliche dieses Raumes.

Bezeichnen wir mit (7 k/) die Fundamentalinvarianten der Matrix

X0 x? @ . xn®
10 %2 %9 ... x| = (x¥),
x50 %32 %, ... ™

so werden durch die Festsetzung

“Xl/i) X" Xl(l)g\
[I'kl] = (ik]) = “Xg'i/ Xg(k) X.zl,/ (])

D () g (6 5 (U
| X3 Xg T Xgo

die Variabeln z von den Variabeln x7/ abhingig gemacht. Die
Gleichung (1) definiert in parametrischer Form ein algebraisches Gebilde.
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Definition 1: Einer ganzen rationalen, homogenen Funktion G (),
welche nach der Substitution [/ &k /] == (i k /) in den Variabeln x¥ iden-
tisch verschwindet, schreiben wir die , Grundeigenschaft® zu.

Die geometrische Bedeutung dieser Definition ist die folgende:
G (u) hat die Grundeigenschaft, wenn die algebraische Fliche G ()=0
das durch (1) definierte algebraische Gebilde enthilt.

Der Zusammenhang der Funktionen mit der Grundeigenschaft
mit der Invariantentheorie ist leicht ersichtlich. Indem wir die Variabeln
u durch die Fundamentalinvarianten ersetzen, erhalten wir eine in den
Variabeln der Matrix (x%) identisch erfiillte Relation zwischen den
Fundamentalinvarianten G (...(ik/)...) = 0. Den Begriff der Relation
zwischen Fundamentalinvarianten wollen wir genauer fassen durch die

Definition 2: Unter einer ,Relation“ verstehen wir eine ganze
rationale, homogene Gleichung zwischen Fundamentalinvarianten, welche
in den Variabeln x? identisch erfillt ist.

Es entspricht also jeder Funktion mit der Grundeigenschaft eine
Relation, die aus ihr erzeugt werden kann und umgekehrt gehort zu
jeder Relation eine Funktion mit der Grundeigenschaft, sodass der Satz gilt:

Satz 2: Die Gesamtheit der Relationen erhilt man aus der
- Gesamtheit der Funktionen mit der Grundeigenschaft, indem man nach
der Substitution |7 &k /} = (7 k& /) die Funktion G (. .. (7k1)...)=0 setzt.

Das Variabelnsystem « gliedern wir in Teilsysteme vy, u,, ;. .. u,,
indem wir in u; alle Variabeln aufnehmen, welche die Ziffer i ent-
halten. Diese Teilsysteme sind nicht vollstindig von einander ver-
schieden, sondern jede Variable kommt in drei Systemen vor, namlich
[/ k1] in u;, u, und u,. Durch die Substitution X7 = tx'V, k=1,2,3
nehmen die Variabeln u; des algebraischen Gebildes (1) den Faktor ¢
auf. Die Gleichung G (u) = 0 einer algebraischen Fliche, die durch
das Gebilde hindurchgeht, muss dann in ¢ identisch erfiillt sein, d. h.
die Koeffizienten der nach Potenzen von ¢ geordneten Gleichung, die
in den «; homogen sind, miissen einzeln verschwinden. Da dies fiir
jedes der Systeme u,, u,, wus,...u, der Fall ist, gilt der

Satz 3: Jede Funktion mit der Grundeigenschaft G (i) ist ein
Aggregat von in den einzelnen Variabelnreihen , homogenen Funk-
tionen g(u), denen wieder die Grundeigenschaft zukommt.

Es geniigt daher, soiche in den u;, und auch in z homogenen
Funktionen zu untersuchen, um die Gesamtheit der Funktionen mit
der Grundeigenschaft und der ihnen entsprechenden Relationen zu
iiberblicken.
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Die Formen G (u), welche die Grundeigenschaft besitzen, bilden
ein Formensystem. Nun gilt der Satz von Hilbert!), dass jedes Formen-
system aus einer endlichen Anzahl seiner Formen in linearer Weise

abgeleitet werden kann. Es sind in G (u) = X h; (u) & (u) alle Formen
- ‘

i=

mit der Grundeigenschaft enthalten, wenn g (1), g (), ... & (u) ein
geeignet gewihltes System von Formen mit der Grundeigenschaft und
h (W), h.(d),...hH,(u) beliebige Formen der u sind.

Definition 3: Ein System von Formen mit der Grundeigen-

schaft g,(v), g.(4),...8,(u) nennen wir ein , Basissystem*, wenn
alle Formen mit der Grundeigenschaft eine Darstellung

G (LI) - hl (U) g1 (U) + hZ (u)gZ (U) + L “7 hm (U) gm (I,l)
zulassen.

Unser Ziel wird sein, ein solches Basissystem anzugeben. Zu-
nichst besprechen wir aber eine Methode zur Erzeugung von Relationen
und hernach eine rationale Darstellung der Funktionen mit der Grund-
eigenschaft.

§ 2. Eine Methode zur Erzeugung von Relationen.

3
Durch die Substitution x% = X x¥ x¥ wird ein Zusammenhang
=1
der Matrizes

5V " 100X, x\™... x’l(”']
(x7) = | % %% 6™ und (') =10 1.0 X" X" x4 @)
14 12 /3 fnj 1 (4) 4 (5 / rni
x5V x,% x™¥ .. Xy 001 X'y x'y™ ... x,

hergestellt. Zwischen den Fundamentalinvarianten, die aus ihnen ge-
bildet werden kdénnen, besteht die Beziehung

Gkl)=(123)@KTI). 3)

Erteilen wir den Ziffern 7, k, / zum Teil die Werte 1, 2, 3, so erhalten
wir aus (3) die Gleichungen

(12k= (123)x","
(13K =—(123)x"y" (4)
. 23k = (123)x" "
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und . ) Xlgm X/2/k)§
(1 7 k) == (1 2 3) X13/i/ Xlsrk);
. X/ln', Xlllk)i
=—(123 ;
(2ik) (123) X!,/ X/3/k' | (5)
. . X/I(i/ lelk/i
(3ik)= (123) X0 x5 :

Aus diesen Gleichungen ergeben sich leicht zwei Arten von Relationen,
namlich eine erste, indem (1/k) nach (5) durch die x’ ausgedriickt
und dann diese gestrichenen Variabeln mit Hilfe der Gleichungen (4)
wieder eliminiert werden. Sie lautet

(137) (124)

(123)(1:‘1{):_’(]3[() (124 (6)

Eine zweite Art von Relationen erhalten wir, indem wir die Determi-
nante (/4 /) nach den Koordinaten von / entwickeln; multiplizieren
wir die so entstehende Gleichung mit (1 2 3), so erhalten wir unter
Verwendung der Gleichungen (4) und (5)

(123) (k) =(1i0QE3N—QiHNA3D+@Eik(2). (7)

Fir die auf der linken Seite vereinigten Glieder wollen wir die ab-
kiirzende Bezeichnung R(,-lkz,.3,) einfithren, so dass die Relation in der
Form R (,—';3,.3/) = 0 geschrieben werden kann,

Die Relationen erster Art sind als Spezialfall unter denen der
zweiten Art enthalten. Identifizieren wir namlich in (7) die Ziffer 7 mit
1, so entsteht eine Relation erster Art, die vollstindig mit (6) fiber-
einstimmt, wenn wir noch an Stelle von k, I resp. 7, k setzen. Ent
sprechende Relationen erhalten wir durch Identifikation irgend einer
der Ziffern der Gruppe 7, k mit irgend einer aus 1,2,3,/, wihrend
die Gleichsetzung von zwei Ziffern der ersten Gruppe alle Glieder
zum Verschwinden bringt und die von zweien aus der zweiten ein
triviales Resultat ergibt, nimlich nur zwei Glieder fibrig ldsst, die bis
auf die Ordnung der Ziffern innerhalb der einzelnen Determinanten
iibereinstimmen. Aus den letzten Bemerkungen folgt, dass die Ver-
tauschung von zwei Ziffern innerhalb derselben Gruppe nur einen
Wechsel der Vorzeichen der einzelnen Glieder einer Relation zur Jolge
hat. Die Vertauschung von zwei Ziffern aus verschiedenen Gruppen
liefert aber wesentlich verschiedene Relationen, indem nur die Teil-
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gruppen, in die die Ziffern der untern Zeile durch das Semikolon ge-
teilt werden, immer in einer Determinante vereinigt sind. Fiir die
Relationen erster Art, d.h. solche, fiir die eine Ziffer sich in beiden
Gruppen vorfindet, modifizieren sich diese Bemerkungen, indem natiir-
lich diese zweifach auftretende Ziffer eine Sonderstellung einnimmt.
Fine Vertauschung dieser Ziffer mit irgend einer andern liefert eine
neue Relation, da sie in den betreffenden Koordinaten vom zweiten
Grade ist, wihrend die andern nur linear vorkommen. Die Identifikation
der zweiten Ziffer der ersten Gruppe mit einer aus der zweiten gibt
das triviale Resultat, sodass auch die entsprechende Vertauschung nur
einen Vorzeichenwechsel bei allen Gliedern zur Folge hat. Aus diesen
Untersuchungen folgt, dass es so viele wesentlich verschiedene, in den
Koordinaten derselben sechs Punkte lineare Relationen gibt, als ver-
schiedene Kombinationen zu der ersten Teilgruppe der untern Zeile ver-
einigt werden kénnen, also (§) = 15 und fiir die Koordinaten von fiinf
Punkten gibt es 5 wesentlich verschiedene Relationen, ndmlich die, welche
die beiden Koordinaten von je einem im zweiten Grade enthalten.
Die Verallgemeinerung auf Variabelnsysteme von r >3 Variabein
erzeugt eine noch grissere Mannigfaltigkeit von Relationen, indem wir
verschiedene Arten zu unterscheiden haben, ohne dass wir Variabeln
aus verschiedenen Gruppen identifizieren. Durch eine entsprechende
Transformation erhalten wir auch allgemein einen Zusammenhang
zwischen der Matrix (x7/) und einer andern (x'%), bei der die ersten
r Systeme gleich x"/ = {1 ’ j:,:lli . Aus der Transformation ergibt sich

fiir die Invarianten aus beiden Matrizes die Beziehung
Wiy .. Ly=(2...001s... 1), (8)

aus der durch Spezialisierung der /; weitere gewonnen werden kdnnen.
Wihlen wir niamlich fiir /4, 1., . ../, Ziffern aus der Gruppe 1,2,...r
etwa a,;?,...., wo diese letztern eine geordnete Kombination bilden

sollen, wahrend die geordnete Ergidnzungskombination mit (z,,-;;, R ¢
bezeichnet werden soll, so ergibt sich aus (8)

(aﬂ...},lh+1lh+.2...lr)
' x

(he2) (1)

—
o v o

e — 1), Unyo) (1)
=@,y d, B, (12,0 | XF T X X

/
‘a("“)x

% % e %
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worin durch die Kommas ein Vorzeichensymbol von den Fundamental-
invarianten unterschieden wird, das positiv oder negativ sein soll, je
nachdem durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Transpositionen
die natiirliche Reihenfolge der Ziffern hergestellt werden kann. Wir
bilden nun noch die entsprechende Gleichung

@B...x I dy...1y)

,a>(mm&w{
/ (ll) / (1‘2) / (’iz) !
=(a,8,. 2, a,8,..0)(12..0 7P TP T (10)

Wenn wir beachten, dass

(ayﬂ) .. )\1&»5; . .;) == (_ 1)“77“}1(&)[5?1 ";!a!ﬁl .l)
und dass das Quadrat des Vorzeichensymbols gleich + 1 ist, ergibt
sich durch Multiplikation von (9) und (10)

(@B Xl ) (@3 A dyy i dyyn.. L) = (—1)C—DA.

(/1) 2) ' X’u(lh) X/.E(]h +1) ,th + 2). 3 X’i(lr)

X’ﬁ( 1 X/ﬁ(lg) o X,B(lh) Xﬁ(lh + 1) /ﬁ(lh + 2)' ..X'F(I’) (] 2 ”_r)z_ (1 1)

Multiplizieren wir diese Gleichung mit (a, 3, .. A, a, E, .. 97) und sum-
mieren wir iiber alle geordneten Kombinationen von a,B8,...h, s0O
ergibt die rechte Seite nach dem Determinantensatze von Laplace
(==Y 2.0 I,..I'). Eliminieren wir unter Verwendung
von (8) die gestrichenen Variabeln und sammeln die Glieder auf einer
Seite, so kommen wir zu folgender Relation

12......... r
RQ“MhH“»=UZWAMQmm 2

— 3,8, .. %,0,8, . 0(a 8. AL Ly ) @B Ay 1 By 2. 1)=0.

Fiir quaterndre Variabelnsysteme sind hierin als Fille # =1 und # = 2
die beiden Relationen enthalten
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R (5‘;22748 — (1234) (5678) - (2345) (1678) — (1345) (2678)
1 (1245) (3678) — (1235) (4678) =0 (13)
R (5162;3748) — (1234) (5678) — (3456) (1278) - (2456) (1378) — (2356) (1478)
— (1456) (2378) - (1356) (2478) — (1256) (3478) =0 .

Es gibt somit so viele Arten von Relationen als man die Ziffern der
untern Zeile in Teilgruppen zerlegen kann. Wesentlich verschiedene
Arten geben dabei nur die Zerlegungen, bei denen die Anzahlen der
Ziffern in den beiden Teilgruppen andere sind, wobei es nicht darauf
ankommt, welche der Teilgruppen die erste und welche die zweite ist,
da die Relationen, bei denen die Anzahlen der Ziffern in den beiden
Teilgruppen nur vertauscht sind, durch eine gewisse Permutation der
Ziffern, abgesehen vom Vorzeichen in einander iibergefithrt werden
konnen. Entspricht aber die Zerlegung in Teilgruppen den obigen An-
forderungen, so sind die Relationen wirklich verschieden, da nur diese
Teilgruppen immer in derselben Determinante vereinigt sind. Demnach

ist die grosste ganze Zahl in % gleich der Anzahl der Arten von Re-

lationen, die ohne Identifikation von zwei Ziffern gewonnen werden
konnen, z.B. gibt es im Falle r =3 eine, im Falle r = 4 zwei Arten.
Untersuchen wir nun das Verhalten dieser Relationen, wenn wir zwei
der Ziffern einander gleich setzen. Identifizieren wir zwei Ziffern aus
der obern oder aus derselben Teilgruppe der untern Zeile, so ver-
schwinden entweder alle Glieder identisch oder die iibrig bleibenden
kommen doppelt, jedoch mit verschiedenen Vorzeichen vor, so dass
man nicht mehr von einer Relation sprechen kann. Eine Vertauschung
der entsprechenden Ziffern zieht einen Vorzeichenwechsel nach sich.
Bei der Identifikation einer Ziffer der untern mit einer aus der obern
Zeile kénnen wir uns auf die gréssere Teilgruppe beschrinken und Rela-
tionen mit gleichen Teilgruppen iibergehen, wie aus dem Folgenden
hervorgeht. Es ist

12.0.......... r
=2...0 ... 1] R A
R<11..1,1;1/h+2..1r> ( R

X B B NV b L) (@B g s

:R(lz ........... r>’ (14)

ll--/h];lh+2-~lr

wobei die Gleichheit der Relationen gliedweise zu verstehen ist. Man
kann also die Ziffer, welche einer aus der ersten Zeile gleichgesetzt
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worden ist, jeder der beiden Teilgruppen zurechnen, wenn nicht gerade
die Teilgruppe aus dieser Ziffer allein bestand. Im letztern Falle fiihrt
aber die Gleichsetzung auf eine triviale Gleichung und die entsprechende
Vertauschung von Ziffern hat nur einen Vorzeichenwechsel zur Folge.
Aus derselben Ueberlegung folgt, dass man sich fiir die weitern Iden-
tifikation an dieselbe Teilgruppe halten kann. Wenn alle Ziffern der
Teilgruppe solchen der ersten Zeile gleichgesetzt werden, stossen wir
wieder auf eine triviale Gleichung. Eigentliche Relationen erhalten wir
nur so lange, als mindestens eine Ziffer der Teilgruppe von denen der
ersten Zeile verschieden ist, und die Vertauschung dieser letzten Ziffer
mit einer aus der ersten Zeile zieht nur einen Vorzeichenwechsel nach
sich. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich, dass wir im Falle von
quaterndren Variabelnsystemen durch Identifikation noch die folgenden
zwei Arten von Relationen erhalten kénnen

R (i) = (1234) (5671) — (1345) (2671) -+ (1245) (3671) — (1235) (4671) =0
(15)

R (5‘_22142) = (1234) (5612) + (1245) (3612) — (1235) (4612)— 0 .

§ 3. Rationale Darstellung der Funktionen mit der
Grundeigenschaft.

In dem algebraischen Gebilde [/ k /] = (i k /) sind die Variabeln
u von den Elementen der Matrix (x’/) abhingig gemacht worden. Im
vorigen Paragraphen haben wir aber die Determinanten (k7)) durch
eine Transformation auf eine noch geringere Anzahl von Variabeln
zuriickgefiihrt, nimlich auf die Transformationsdeterminante /\ und
die Gréssen der Matrix (x*7), die nur noch 3. (s — 3) Variable ent-
hilt. Die Variabeln u hingen also nur von 3 (7 — 3)— 1 Verinder-
lichen ab. Dass diese aber nun unabhingig sind, sieht man folgender-
massen ein. Wir kbnnen fiir die Variabeln [1 23], [127], [13 /], [23/]
belicbige Werte vorgeben und aus den Gleichungen {(123]=/,
[(12/]=AXxY, [13i]1= - AXY, [23/1=Ax?,i=4,5...n,
die 3 (7 — 3)+ 1 Gréssen /\, x? so berechnen, dass die vorge-
gebenen Werte wirklich angenommen werden, wenn nicht [123]=0
gesetzt wurde. Es muss deshalb (5) ~ 3 (» — 3) — 1 Gleichungen

geben, aus denen die Werte der iibrigen Variabeln & berechnet werden
konnen. Bezeichnen wir mit /\)(152 ‘g) die zu der Relation # (152, 2) == 0

gehdrige Funktion mit der Grundgemeinschaft, so bilden
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~(123\ 123\ 5123 .
R(u,-k)_o' R(zi,-k>*0’ R(si,-k)’ I<k=45...n

7?(}53,):0, i< k< I=45...n (16)
ein System von 3 (" P 3) + (" 3 3)———(37 - B)é"Z' o) :(g)— 3(n—3)—1

Gleichungen, das den obigen Anforderungen geniigt. Die Funktionen,
welche die linken Seiten der Gleichungen (16) bilden, fassen wir zu
einem System R,,3; zusammen.

Satz 4: Jede Funktion mit der Grundeigenschaft ldsst sich durch
die Funktionen 1_?0,23 rational darstellen, wobei als Nenner nur eine
Potenz von [1 2 3] auftritt.

Zum Beweise dieses Satzes bilden wir die folgenden Kongruenzen

(23] [ik1=[23/[1ik)—[1371[2ikK1+[12/][3ik] (mod. Ryss)
(23| [Fk/1=—[13/[2k1]+-[12i][3k1]  (mod.R,s)
(123][ik2] =[23/][1 k2] +-[12/][3k2]  (mod. R,s)
[123][i 431 =[23/1[1k3] —[137][2k3] (mod. Rss) ,

(17)

mit deren Hilfe wir aus jeder mit einer geniigend hohen Potenz von [1 2 3]
multiplizierten Funktion mit der Grundeigenschaft G (u) die Variabeln
[ik1}, [17k), [27Kk], [37K] eliminieren konnen. ~Wir erhalten so

[123]"G(a) =G () (mod R,23), (18)

wo C'(u) eine Funktion mit der Grundeigenschaft ist, welche nur
noch die Variabeln enthilt, die als frei verdnderlich angenommen
werden konnen. Diese muss deshalb identisch verschwinden und es ist

[123]"G(u)=0 (mod R,.5), (19)

was zu beweisen war.
Zur Verallgemeinerung des Satzes 4 fassen wir die Funktionen

R<12 ........ r> L Lh<....<lh—2a=1,2....... n
1112...1,._1;1,, /,~_2<I,~_,1; I,_1<I,:l‘+1,....ﬂ

zu einem System R,  , zusammen. Wir bilden nun die Kongruenzen

r

02 Al J=Z (01,2, i — 1, i 1,..0
i=1
Ul dy Q12 i—1i-+1...r1)  (mod. Rio....),

die sich aus den obigen Funktionen ergeben. Mit ihrer Hilfe konnen wir
aus einer Funktion mit der Grundeigenschaft G (z) , die mit einer geniigend



24 —

hohen Potenz von [12..r] multipliziert ist, alle Variabeln bis auf
H2..7und [1..i—V1ki4t..r] i=1,2...r, k=r-+1,...n
eliminieren. Wir erhalten so [12..r]” G (u) = 6(11) (mod Rlz..r).
Da nun in G(u) nur noch willkiirlich Verinderliche vorkommen, was
sich auf entsprechende Weise wie im terniren Falle ergibt, folgt, dass
G (u) identisch verschwinden muss, also allgemein

(12...r]" G(u) =0 (mod. Ry, )
gilt.

§ 4. Funktionen mit der Grundeigenschaft als
Tragheitsformen eines Moduls.

Herr Prof. Hurwitz hat den Begriff der Tragheitsformen in die
Formentheorie eingefiihrt.!) Es seien 7,, f,, ... f, Formen des Variabeln-
systemes x;, x,,...x, und mit X, werde ein Potenzprodukt u-ten
Grades dieser Variabeln bezeichnet. Fine Trigheitsform 7 des Moduls
(i, £, ... f) hat dann die Eigenschaft, dass ihr Produkt mit jedem
Potenzprodukt X, dessen Grad einen bestimmten Wert v — 1 iiber-
steigt, diesem Modul angehért, Xy 7’'=0 mod (£, f,,...f). Die
kleinste der Zahlen v, fiir die das der Fall ist, heisst die Stufe der
Tragheitsform 7. :

Wir vereinigen nun alle Funktionen mit der Grundeigenschalt,
die den Relationen entsprechen, weiche durch die Methode des § 2
gewonnen werden kénnen, zu einem System R.

Satz 5: Alle Funktionen mit der Grundeigenschaft sind Trag-
heitsformen des Moduls (R) .

In l?sind alle Systeme R,-,c, enthalten und es lidsst sich dem-
nach fiir jede Funktion mit der Grundeigenschaft G (z) und zu jeder
Variabeln |/ k /] ein Exponent m finden, so dass [7 k11" G(a) dem Modul
(R« /) und damit auch (R) angehdrt. Bezeichnen wir mit M den gréssten
dieser Exponenten m und wahlen wir v so gross, dass X mindestens eine
der Variabeln in der M-ten Potenz enthalten muss, also v > (5) (M — 1),
so ist sicher Xy G (¢)==0 mod (f\;), was in Satz 5 behauptet wurde.

Wenn ein Modul nur Trigheitsformen nullter Stufe, die ‘man auch
uneigentliche Tragheitsformen nennt, enthilt, so heisst er abgeschlossen.
Die Tragheitsformen eines abgeschlossenen Moduls sind also selbst
Formen des Moduls. Unser Ziel wird sein, zu beweisen, dass der

Modul (R) abgeschlossen ist.

1) Av._-lq;rwitz: »Ueber die Trigheitsformen eines algebraischen Moduls.*
Annali di matematica pura ed applicata, Tomo XX della Serie 1ll, pag. 113.
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§ 5. Abgeschlossenheit des Moduls (R_) im Falle von
bindren Variabelnsystemen.

Im Falle von bindren Variabelnsystemen kdnnen wir durch unsere
Substitutionsmethode nur eine Art von Relationen erzeugen, ndmlich

RN =029+ —(13)2a=0. (0

Mit R(;i) bezeichnen wir die Funktion mit der Grundeigenschaft,
welche dieser Relation entspricht und E bedeute das System von
Formen, die aus R (; i) hervorgehen, indem 1, 2, 3, 4 durch die
geordneten Kombinationen von 1, 2, . . . nn ersetzt wird. Es geniigt die
geordneten Kombinationen heranzuziehen, da eine Permutation der Ziffern
hochstens eine Funktion mit einem verschiedenen Vorzeichen erzeugt.

Satz 6: Im Falle von bindren Variabelnsystemen ist der Modul
(7?) abgeschlossen, d. h. alle Funktionen mit der Grundeigenschaft sind
in ihm enthalten.

Da wir fiir die Abgeschlossenheit des Moduls (ﬁ) einen Induktions-
beweis durchfithren wollen, miissen wir vorerst die einfachsten Fille
untersuchen. Fiir n = 2, 3 gibt es nur so viele Fundamentalinvarianten
wie unabhingige Verinderliche, es konnen daher keine Relationen und
damit auch keine Funktionen mit der Grundeigenschaft, die ihnen ent-

— /12
sprechen, existieren. Fiir n == 4 bildet R(; ;) die Basis, denn es ist
sicher [12]VG(u)= A R (;i
der Grundeigenschaft und A eine in den Systemen u; homogene Funk-

tion bedeuten. Da R '2) hicht durch [1 2] teilbar ist, muss A [1 2]
34

als Faktor enthalten, Dieser Schluss kann /Y-mal wiederholt werden,

) , wo G (u) eine beliebige Funktion mit

so dass wir auf die Gleichung kommen G (u) = ARC3 i) . Der ein-

2
gliedrige Modul (R(; ;)) ist also abgeschlossen.

Das Rekursionsverfahren, durch das wir die hoheren Fille auf
die niedrigeren zuriickfithren, stiitzt sich auf eine Verallgemeinerung
einer Formel von Clebsch {iber invariante Differentialoperationen. Sie
lautet mit den Operationssymbolen, die wir im ersten Kapitel benutzt

haben, die aber zum Teil etwas anders normiert sind, als die von Clebsch :
(g¢:+ g GxP) =DV DY G(x?) +(12)2,G(xY),Y) (1)

wo gy und g, die Grade von G in den Variabeln 1 und 2 bedeuten. Der
inhalt dieser Formel ist auch in der Gleichung von Differentialoperationen

i) Clebsch: ,Theorie der biniren Formen, Teubner, Leipzig 1872, pg. 15
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(2) D (1 ’

H=(12) 2, :1 D‘z’ D")

(22)
enthalten, in der die Polarenoperationen der hintern Kolonnen zuerst
ausgefithrt werden miissen. Die Bedeutung dieser Gleichung gegeniiber
(21) liegt darin, dass in dieser Form die Verallgemeinerung auf
Systeme von beliebig vielen Variabeln gelingt.

Wenden wir die Operationen D7 auf eine Funktion G () an,
deren Variabeln z durch die Substitution [7 k] = (i k) parametrisch
von den x7/ abhingig gemacht wurden, so ist

I=1...n
, oG
DY G —
v G () woy o7 /]
wo bei der Summation die Ziffern 7 und k iibersprungen werden.
Ebenso ergibt sich

(k) ,

P (l(u)

Y G ) = 2 ]

(U —+222 80
wo bei der Summation die Glieder weggelassen werden miissen, die
in derselben Determinante zwei gleiche Ziffern vereinigen. Wir defi-
nieren nun die Differentialoperationen D% und Q. , die auf Funktionen
G (u) der Variabeln u = [/ k] angewendet werden sollen, durch die
folgenden Gleichungen :

I=1...n
DY G () —(Uzm ‘}G[(,l]’) k1] (23)
_ _1...n 3 G (u) aG(u)
..QMG(u)— 2 [l/]d[kh][ h+2—= T Al (24)

Diese Definitionen sind so gewahlt, dass die Substitution [/# /] -= (4 /)
die Funktionen D7 G (.. [h/]..)und 2,, G (..[h1}..)in DY G(..(h1)..)
respektiv £, G (.. (#/)..) iiberfiihren. Da die Operationen D und
0,, aus in den x% identisch verschwindenden Funktionen G(..(nDh..)
wieder identisch verschwindende erzeugen, folgt aus dem obigen Zu-
sammenhang der fiberstrichenen und nicht iiberstrichenen Operationen

Satz 7: Mit G (u) sind auch D'? G (4) und ©,, G (1) Funktionen
mit der Grundeigenschaft.

Wir bilden nun

14D, Dy

F(u) =112] 5, G (u) — D& Do G(u). (25)
; 1 1 |
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Diese Funktion F(x), der nach Satz 7 die Grundeigenschaft zukommt,
wollen wir berechnen. Es ist

) "8G (1)
DG () = & S (2K
@ . _3"'n ZG(U) "0 G (u)
D,® Dy G (u) YRRV [z/J[ZkJ[' J+z:- il /] [1/]
%y aG(u)
DG (u) = % S A [1 &)
. — 1...n
9 G (u) 0G (u)
_f 2 [1 k] (1A= *5{1’2]”[] ]
"-;" 2* G (u) oG (w
[12] Q5 G(u) = ‘/ le]i)lZ/][k j1121+2 —5[142]-‘“ 2]
also
F(u) = [12] 245G (w) — (1-+D,®) D," G () + Di® D, G (u)
C3gro 12\ FG(w)
=R <k1>a[1k1am (26)

F(u) gehort also dem Modul (R) an. Aus Gleichung (26) folgt

(1 +D,®) D" G (u) = (g2 +1)g G =1 2] 2, G (u)
+ Dy? D" G (u) (mod. R), (27)

wo nun g; den Grad von G (u) in u;, g, den Grad in u bedeutet.
Diese Kongruenz kénnen wir nun zu einem Induktionsbeweise fiir die
Abgeschlossenheit des Moduls (f?) verwenden. Nach Satz 7 sind
DY G (1) und @, , G (u) wieder Funktionen mit der Grundeigenschaft,
aber solche deren Grad in u;, um eins erniedrigt ist. Nehmen wir fiir
solche Funktionen als schon bewiesen an, dass sie dem Modul (;?)
angehoren, so existieren Darstellungen

D,"Gu)=2XA 7?(“) und 2, G W) = B R(;{,) .

Nun werden durch Polarenprozesse aus Funktionen des Moduls wieder
solche erzeugt, denn die Operation D7 kann auf Summen gliedweise
angewendet werden und es ist

e (1) o ) o ()
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D" A liefert aber nach der Definitionsgleichung (23) wieder eine
ij
.94
i, j, k, I von p verschieden sind, wihrend im andern Falle die mit

p zusammenfallende durch ¢ ersetzt wird. Es ist also

7,/)) > R ij = AR ij
b3 ‘AR<1(1) _AR(I(I) '

Funktion der Variabeln u: A und D7/ R( )ist null, wenn die Ziffern

Aus unserer Voraussetzung ergibt sich somit in Verbindung mit der
Kongruenz (27), dass G(z)=0 (mod R). Die vollstédndige Induktion
ist nun moglich. Die Wiederholung desselben Verfahrens fiihrt auf
Funktionen, welche die Variabeln z;, nicht mehr enthalten. FEbenso
kdnnen weitere Variabelnsysteme eliminiert werden und fiir vier Systeme
haben wir den Satz als richtig erkannt, so dass er allgemein gilt

§ 6. Abgeschlossenheit des Moduls (R) im Falle von
terndren Variabelnsystemen.

Der Beweis fiir die Abgeschlossenheit des Moduls (R) nahm im
Falle von bindren Variabeln seinen Ausgang von einer Clebsch’schen
Formel, die sich auch darin ausdriickte, dass eine Differentialoperation
H sich auf zwei Weisen, einmal durch den Q-Prozess und zweitens
durch eine Determinante von Polarenprozessen ausdriicken liess. Wir
hatten dann eine Uebertragung der Polaren- und Q-Prozesse auf die
Variabeln & vorgenommen. Nach dieser Verallgemeinerung waren die
beiden Ausdriicke ftir // nicht mehr identisch, sie gaben vielmehr auf

eine Funktion G (4) angewendet zwei Funktionen, deren Differenz wir
gleich If(u) gesetzt hatten und von der wir bewiesen, dass sie dem

Modul (I?) angehorte. Fiir den Induktionsbeweis geniigte aber die ent-
standene Kongruenz. Genau derselbe Gedankengang lisst sich auch
in hoheren Fillen durchfiihren, nur wird die direkte Berechnung der
Determinante von Polarenprozessen sehr uniibersichtlich, so dass wir
versuchen miissen, diese auf einem andern Wege zu gewinnen. Wir
wollen zunichst den bestimmten Fall der terniiren Variabeln mit dieser
allgemeinern Methode erledigen und die Verallgemeinerung in einem
eigenen Paragraphen durchfiihren,

Den Ausgangspunkt bildet wieder die Identitit zweier Differential-
operationen, welche eine Verallgemeinerung der Gleichung (22) bildet.
Diese Gleichung und ihre Verallgemeinerung riihren von Capelli her.
Fiir terndre Variabeln lautet sie
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) -} 03(3) Ds(z) D3(l)
H=(123) Ql” — ‘ D,® 1+ D D [ -, (28)
| Dlm D.(Z’ Dl“’ I

Wir definieren nun die Operation

2+ D® D& DO
H=| D® 1+D® DY (29)

3, 2 1
Di( ) D‘( ) Dl()

wo DV = % —ii [f41], in welcher Summe die Summationsbuch-
/ P [ik1)
staben &k und / die geordneten Kombinationen von 1,2,...7—1,

i+1...7—1,j+1,...n durchlaufen. Zur Rechnung wollen wir
fiir diese Operation H eine andere Form gewinnen und verwenden
dazu die Uebertragung der Methode, welche Capelli zur Ableitung der
Gleichung (28) verwendet hatte. Vorerst miissen wir aber noch eine
Verabredung iiber die Bezeichnungen treffen. Wie bisher bezeichnen
wir mit u; die Variabeln [7 k /], welche die Ziffer 7 enthalten, wahrend
k, ! unter einander und von 7 verschiedene der Ziffern 1, 2,...n
bedeuten. Im folgenden werden wir ofters nach [7 & /] differenzieren und
den Differentialquotienten mit [/ & /] multiplizieren und diese Produkte
{iber alle geordneten Kombinationen der k, / summieren. Dies werden

wir nun symbolisch durch 2’ —;

u; andeuten. Ganz entsprechende

Abkiirzungen fiithren wir fiir Summen {iber hohere Differentialquotienten
ein, z.B. setzen wir

P 2
L — 2311[1 h1) =2 ———— w31, und
3[121],9[3/112][ 11 h] dmzous

2

i L0
e 24 L) 350 =2 s,
AT R pwowm

¥

wobei also die Variabeln, nach denen differenziert wird und die mul-
tiplikativ hinzutretenden einander der Reihe nach zugeordnet werden
und auch im letzten Beispiel die Summationsbuchstaben /, /; in der
ersten Variabeln unabhingig von denen in der zweiten /5, /, die ge-
ordneten Kombinationen von 1, 2, ...n durchlaufen. Wenn dabei in
einer der Variabeln, nach der differenziert oder mit der multipliziert

1) Capelli: ,Ueber die Zuriickfiihrung der Cayley’schen Operation Q
auf gewdhnliche Polar-Operationen®, Math. Ann. Bd. 29 (1887) und ,,Sur les
Opérations dans les théorie des formes algebriques”, Math. Ann. Bd. 37 (1890).
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werden soll, zwei gleiche Ziffern auftreten, so sollen diese Glieder
weggelassen werden, da wir solche Variabeln nicht zu dem Systeme
u rechnen. Wenn auch andere Werte iibersprungen werden sollen,
deuten wir dies durch einklammern der betreffenden Ziffern unter
0
dem Summenzeichen an, so soll in 2 v u, der Wert 2 ausgelassen
(2y oty
werden. Es gelten nun die folgenden Gleichungen (30):

— 2
DODM— 3 9h -ty 1y - 277?)”” s (30)
ol ous ol - -
2 D(3)D(l)_D(l)D(3):O
D, (')D G ¥ A Uy iy 3 0 iy, 4+ L2 2 Ly
8 u a us a Ugs
_ — 82
DODO =X u, Us
oot () . N.OPD.M
2 D3 DZ - Dz D3 == 0
DO DO — 5 9 0, 1y
0 U o U

0
D (2) D (!) Z e oo u3 U3
mou

? ‘af z D2 D — DO D, —
DOD® =5 4 4,
oy ouy
e 7 2° o 0
DO DO — ¥ oy — X%y
' ’ 0t 0 s o 9 ths - YOI YE) N3 .M .3
P 2 DD — D DY = D,f
DOD® =3 ¢ -
duim TS
. . 2
DO DY = X u, u
1 2 0t o N .M DO M N.M
2 Dg D] - D| Dz == Dz
D (ﬂD(i) 2_ - Uy U .+_. 2—__ u,
o u 3 1
DI(Z) DI(” == 2 ” Ul ll1
620 th DOPG _ HATHO 7A@
- 32 s . D; D( - D: D‘ == D]
DPDP®P =23 - uu 2—-u
1 1 8 uz a ) 1 1 + a u 1
— 32
D D" = X = Uyt + 2*“ u,
g d Ug @ 0 U @pm Hp@_ PO _P@
R - P DD - DD =D — D,
DDP = ¥ —u u 2—u
2 s TG T

Wir bilden ein erweitertes Variabelsystem z, dessen Variabeln {7 k1]
nicht nur aus den Ziffern 1,2,...n gebildet sind, sondern auch
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noch von ihnen verschiedene Ziffern z, w, v enthalten. Der Differen-
tialquotient einer Funktion G (u) der Variabeln u nach einer Variabeln
u hat nur dann einen Sinn, wenn diese Variable auch zu u gehért,
wenn sie hingegen 7, «, vy enthilt setzen wir den betreffenden Dif-
ferentialquotienten null. Wir beweisen nun, dass die Operation

'D'<T3> DB po
H— 51(") bz(n) 53(1) 5(3) 5;3) bq) (31)

mit der durch Gleichung (29) definierten iibereinstimmt, wenn wir
sie nur auf Funktionen G (v) anwenden, wenn also die Differential-
quotienten nach w,, u,, u, null zu setzen sind. Nehmen wir nidmlich

die Operation BEI) in die Determinante hinein und vertauschen sie

gerade mit der ersten Kolonne, so ergibt sich mit Hilfe der Ver-
tauschungsformeln (30)

1)@= )

NN GO UR | 7

‘DS_) D(T)D NT) iDT 3 Y D, l
— = = ) = —@ =0
A= 0Dy D DYDY Dy - | Dby D, D,

R A

Durch weitere Vertauschung von D' 7 erhalten wir, wenn wir beachten,

dass die Unterdeterminante von DT Differentiationen nach u, verlangt,
die null sind, weshalb bf) durch null ersetzt werden kann, fiir die
erste Determinante

i @) )
0 D5 Dj l

=@ =@ =) |

| D,u D‘u,A D,u } .
—@ =@
D, D, D, ‘

Hierin kann die Null wieder durch D$® ersetzt werden, wenn wir das
entsprechende Glied aus der zweiten Determinante heriibernehmen,
so dass sich fiir diese nach der ersten Kolonne entwickelte zweite
Determinante ergibt

I —-(2) **(1) (2) —(2) —(1) —(2) —(1)
b, D, ;' by D, D, D, D,
_pm “ap (v)! 7 = 2| M
T | = (') ” l—@) —) Vo ——(2) ——D—(n )
v D v, iy D, | {D u D ,u | D,
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!
o

da das erste Glied null wird und die beiden andern dasselbe Resultat

liefern, wenn D™ in die Unterdeterminanten hinein genommen und
mit den andern Polarenprozessen vertauscht werden. Zusammengefasst
erhalten wir

e O
2+ D, Dy D, |
= = )R @ o
#=p"p" Db, D D, .
—® @ —d
50 0% 0|

Dieselben Ueberlegungen fiithren wir mit l_)g“) durch und erhalten

@ ]

=) 5
”2 -+ D Dy " Dy D, =@ =)
- ,; (3»

) @ .G

D g/t) Dy D, — D, (32) —?1)
@ () @ () D, D,
. oY D) Db,

Fiir die Unterdeterminante von 2 -+ 5‘3’ ergibt sich

)55 ] (1) =D o) =(h )
py"p, o, |b, DY'b, | |D] —0y' b)) 14D D)
D — " =@ - - i -

1o\ py Du)i \D(Z) b D)) | o pUT p? pY

! |

und ein letzter Schritt liefert uns
PN SRS C) BN () 3 /O RO
2+ D, Dy D, ‘2—}—D3 D, D,
NG NG NG PGS
by 1+b0Y DV |=| DY 1+DY D

i
—) —) | Ee NP (1)
. D, D, D, - Dy D, Dy

1

i Bl

was zu beweisen war,

Aus (3_1) erhalten wir die fiir die Rechnung bequeme Form der
Operation A, indem wir darin fiir die Polarenprozesse ihre Ausdriicke
durch Summen einzetzen. Fiir die Determinante erhalten wir so

d 0

@) @) ) o 0 7 -9
(v, u,v) D, D,/ D, =2(,u,v2& " urfauz u, X o u,

k)

wobei sich die erste Summe iiber alle Permutationen von z, u, v
zu erstrecken hat. Diese Summe ldsst sich umformen, indem wir
beachten, dass sich die spiteren Differentiationen auf die Difterential-
quotienten und die Multiplikatoren beziehen. Wir erhalten so, wenn
wir noch die Reihenfolge der Summationen vertauschen
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2 X, pn,v)u, u, u, —Y— 2, u, M u, u,,
0 U3 0 Uy 0y (*, py 0 Uz QU @ u,7) M

2

. o2
- P X% S(,u,

2(m vy, .
911123 ri THY

(32)
Die Durchfiihrung der Operationen Z)gﬂ,ﬁyc),ﬁ(:') hat nur noch eine

Vertauschung von v und 1, & und 2,7 und 3 zur Folge, da die
Variabeln u;, u,, u), nur linear vorkommen. Wir finden

. 88 82
H=2- 1,2,3)usu, Y 2(1,2,3) u3
9"391123”1 = ) bt 1y ty - 0 Us 0 Uy ( )t thz
PO 5 '
—2(1,2,3)u,u —{—2-—7 1,2,3) uyyu
™ 0Uz 0 U3 , ) a2 ths ougUzs ( ) i tes
+ 2(1 2, 3 11123 (33)

3”12

Um die Uebertragung des {2-Prozesses zu finden, multiplizieren
wir diesen zunichst mit der Determinante (vu 7) und setzen dabei
nicht mehr voraus, dass die Ziffern v, 4,z von 1,2,... n ver-

schieden sind, behalten uns aber die Verfiigung iiber sie noch vor.
Es ist dann

0 0 0

S x5 () ( n o 1) @

2 x{H o X5 2x{P D'f/ D;) D(r { _D D'r) D" )

0 0 0 @, @ @] @) @
(vu) 2xP 5 x@ degZ) = D, D Dr ’ { Du D D, e
2 (3) (3) 3) (3) (2) )
? G ] D, b, D, ' D, D, D, |
P X%a) BX(Zs) 8X§3) '

Da wir diese Operation nur auf ganze rationale Funktionen von Funda-
mentalinvarianten G (... (7 k/)...) anwenden wollen, kdnnen wir hierin

die Polaren in die Form D}’ = Y (k1 I,) setzen. So bekommen

o 1 Iy)
wir eine (32) ganz entsprechende Entwicklung, in der nur die Substitution
[i k1] = (i k1) vorgenommen worden ist. Die innern Summen dieser
Entwicklung, 2 (v, u,v) (vl le) (u I 1) (v ki 1), 2 (7, e, v) (Ths 1) (1 v 1),

CIRCINCR

.Y (t,u,v)(tuv) sind in den Variabelnreihen x p
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XE/"’], x(zm, X[sm; XET), Xg[), Xgr) je linear und homogen und sie wechseln
das Vorzeichen bei einer Vertauschung der Reihen. Daraus folgt, dass
jede dieser Summen (v st T) als Faktor enthilt?!). Um auf den Q-prozess
zu gelangen, haben wir diesen Faktor (v . 1) wieder wegzudividieren.
Da der Faktor in jeder der obigen Summen enthalten ist, diirfen wir
zu dieser Division die Variabeln v, «, 7 bei jeder Summe nach unserm
Belieben spezialisieren. Bei der ersten Summe setzen wir v =1, u =1,
T=1, und haben dann durch (1/ /) zu dividieren. Es ergibt
sich so X (1,4, L) (LEL) (WD) (VL) (VL) = (Li1) (15 1)
— (L L 1) (L[5 1s). Bei der zweiten Summe setzen wir v =1, u = 2,
T==/und erhalten X' (1,2,7) (/151 (211): (12/)= — 2(/I51;). Ent-
sprechend ergibt sich bei den zwei foigenden Gliedern 2 (14, 1,), — 2 (/ 1 1)
und beim letzten 6. Fiir den Q-prozess erhalten wir so die Entwicklung

, 0
Qiog = X Glaly oy iy (1 1y s 1) (l s 1) — (1 5 1) (1 Js 1))
?? . PY
T2 hiatzn B T 2 gEhysasn U
2
42y 0 (Ih5) 46—

a(1h1) 5(231) 3(123)

Den dieser Operation entsprechenden Q-prozess definieren wir durch
die Gleichung

_ 58

125 = 3 [31)a[2h 1) a1 4 1] {15 1) [ Is 1) — Tk 15 1) (4 15 15)}
8' 82

T2 nnaerizn U — 22 spiaran VA

i 0

T2 e U 6 sy T123] -

(34)
Wir erreichen so, dass 2G(.... [/k1]....) bei der Substitution
[fk1] = (ikl) auf dieselbe Funktion fithrt wie QG (...(7k/l)..),
wo erst die Substitution vorgenommen und dann der £-prozess durch-
gefithrt wurde,

Wir bilden nun die Funktion F (4) = [123] 2,55 G (u) — HG (u),
von der wir nachweisen konnen, dass sie dem Modul (R) angehort.
Es ist namlich

') Vergl. Weierstrass, Gesammelte Werke, Bd. I, ,,Zur Determinanten-
theorie", S. 271 {f.
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F(u) = [123] 8,5 G (u) — HG (1) = (35)
¥ 16]:3;507;(74_)]@[ 7 g L0231 (s 1] Uads o] = [ 1) [h s )
— X (1,2,3) [1h B (24 1) (345 1)}
?* G (u)

+“am12[]{ 2[123]{115/6]—2(1,2,3)[315/6][121]}
, G u

+>a[218314];[) ]{—2[123][11314]_2(1,2,3)[213/4][13/]}
G

+28[”?[2]8(1E)231]{ 2[123) [/ 1) — X (1,2,3) [1 4 k] 231} .

In dieser Gleichung ist aber der Koeffizient der Differentialquotienten

dritter Ordnung gleich [, /s /] R (I‘ i?’) Ui 7 1) R(/1 33/) +

[1/314];?(]:1;336) 2L L] R ([:1 1,53) +[BLLIR ([ 1]2]),w1e31ch

aus folgender Rechnung ergibt. Es ist

(11 R (I‘ ?}3/> [123) [h b 1) U s 1) — (12 1] [37s 16 [Fs /s 1]

3R 25 L] s ds 1] — (23 K11 75 1] (s 1o /4]

— IR (11 33) (1231 [l s £3) s s 1) -1 2 1) [31s 23] [ s 1)
- [1 3L) (24 L] [ ds 1) - [23 ) [1 1 1] [ 15 1]

+[14L] R (/ )= [ L1 [23 0 U b o] — [ 4y 1] (23 5] [ s 1]
LI 241 Bl de) — (14 1] [3 4 1) [2 s 1]

— 261 R (1 )5)=— @A [l ]+ (24 41113 4] T4 15 4]
— 2L 1) (V4 L) [31s ) 4[24 L} [3 4 1] [1 75 1]

+BLIER (1 f 1) — BLLI 21] [ 15 1) — [3 45 1] [1 2051 [ 15 1]
BRI LB (2051 — (3 1) [24 5] [1 1 4] -

Die geschweiften Klammern der drei letzten Glieder von (35) sind

s (123 — /123 123) , .
resp. gleich ZR(I; 1516),—2R<i; i3l,> 2R</ / 12) ). Damit

erweist sich F(1)=0 (mod. R) und durch Umformung ergibt sich

1) Vergl. S. 20, Formel 12.
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(&+2) (& +1) 8 G)=[123] Q5 G (u) — DY DY DY G (u)
— D DY DY G () + D (1 + DY) DY’ G(w)+DY DY D" G (u)
+ @+ DYDY DY G () (mod. R). (36)

Diese Kongruenz kdénnen wir nun ganz analog wie im Falle von biniren
Variabelnsystemen zu einem Induktionsbeweise fiir die Abgeschlossenheit
des Moduls (E) verwenden. Es ldsst sich leicht iiberlegen, dass auch
im Falle terndrer Variabelnsysteme mit G (#) auch die Funktionen

Dy G (u) und Q G (u) die Grundeigenschaft besitzen und dass die
Anwendung des Polarenprozesses aus einer Summe X AR eine dhnliche
Summe X AR erzeugt. Die Induktion erfolgt nun in der Weise, dass
wir annchmen, der Satz sei schon bewiesen fiir Funktionen, welche ein
Variabelnsystem z; weniger enthalten. Wenn der Grad in «, der erste
ist, so enthalten die Funktionen ,,; G (), 59’ G (u) und DY’ G ()
dieses System nicht mehr und gehoren zufolge obiger Annahme dem
Modul (E) an. Aber nicht nur diese Funktionen, sondern auch ihre Polaren
sind mod. (I_?) kongruent null, so dass fiir diesen Fall die Kongruenz (36)

sich auf (g, + 2) (g:+1) G (u) == DY’ DY D‘;”G(u) mod. (R) reduziert,
D!" G (u) ist wieder die urspriingliche Funktion und in DY D" G (u)
ist der Grad in w, um eins erniedrigt. Fithren wir mit dieser letztern
Funktion dieselben Operationen wiederholt durch, so gelangen wir auf
Funktionen, welche das System u, nicht mehr enthalten und demnach
dem Modul (E) angehoren, so dass fiir Funktionen die in #, vom ersten
Grade sind G () =0 mod. (R) gilt. Nun betrachten wir Funktionen,
welche die u; im zweiten Grade enthalten. Die Operationen der Kon-
gruenz (36) fithren diese zuriick auf solche, die in &#; vom ersten Grade
sind oder die u, in einem niedrigeren Grade enthalten, so dass durch
Wiederholung der Operationen wieder G (#) =0 mod. (7?) entsteht. In
dieser Weise konnen wir fortfahren, bis wir in u, einen beliebig hohen
Grad erreicht haben, womit die Abgeschlossenheit des Moduls (7?) auch
fiir terndre Variabelnsysteme bewiesen ist, da es fiir Variable, die nur
aus vier Ziffern aufgebaut sind, nur identisch verschwindende Funktionen
mit der Grundeigenschaft gibt.

§ 7. Die Basis der Funktionen mit der Grundeigenschaft.

Die Verallgemeinerung der Untersuchungen des letzten Paragraphen
auf Systeme von beliebig vielen Variabeln fiithrt uns auf den
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Hauptsatz 2 : Der Modul (7?) ist abgeschlossen, d. h. die Funktionen
mit der Grundeigenschaft sind in ihm enthalten und die Formen (R) bilden
eine Basis.

Zum Beweise benutzen wir die Verallgemeinerungen der friither
eingefiihrten Operationen H und 2. Die Operation H wird definiert
durch

(r—1)-+ D p" ... D¥ DY
DY, (r—24-DiV... D, DY,
FIm | (37)
B per—Y 14 B? DY
D D=V Y BV

Mit Hilfe der Vertauschﬁngsgesetze (30) ldsst sich wieder zeigen, dass
diese Operation auf Funktionen G (#) angewendet zu demselben Resultate
fiihrt wie

o piY DY
. . ) "(.r~1) ~)

H = D" Dy ... pi/ Diy Di_y e Diy (38)
Bf‘f) Dq —1) Dgxl)

wenn 7, i», ... 7, Ziffern bedeuten, die nicht in den Variabeln u vor-
kommen. Indem wir in der Determinante von (38) fiir die Polaren-
prozesse deren Summenausdriicke einsetzen, kommen wir zu folgender
Entwicklung

0 0 - 0
Sy, dgy i) Sy X > 2
(11)12; lr) uj aug

]
ha X% u (39
ou, T our_y i aulu‘( )

ll,'r*] e i

o
s o]
+ 2,7 i) 2 - u Ui i, ... U
( )y 2 :) &ur auik P Ir ;K 1
e e e
o2



, ar——Z
2 (i, 1, i) 2 - e Ui ... Ui, i . U,
+ (1: 29 r) 8ur---8ufk/--.8u1 Ir Iplg 1y 121
+, ...........................................................................................................................
62
R R R L L
@Uaf /auaﬂ i
_+_ .................................................................................................................
., Ny 0
+ 2 dyy i) iy,
oUz. . .~

Die Operationen 5?0 , l—)g"’) , ._.Df"’ haben, da Gleichung (39) in
Ui, Wiy, ...u;, linear ist, nur eine Vertauschung der Ziffern iy und 1,
iy und 2, .../, und r zur Folge, so dass wir fiir die Operation H
nach Vertauschung der Summationen finden

H—=2 o .

e e e
b o (1
+ SUr-.-au/m---a_l_lik”:-u“- u'l' ( )2) !‘) Ur Uim Uik uy
e e
x o2 X,z
+ aur au’kl dul (, 3 I‘)llf...ll,k/...lll
+ ..........................................................................................................................
0
—+ X — 21,2, ru ~u
QUG g Olyg. G B
+ .......................................................................................................................
+2 3,2 Hu..,
uIZ...r

Zur Uebertragung des {2-prozesses multiplizieren wir diesen zuerst
mit (44 /o ... 1), da

‘21 ¢ P
PR B R
oxoxy o xy
I 9

ity i) GxPox® ox®
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D(l) D(Z) D('r) i D(‘r) D('r—l) D(-])

i iy iy ip ip ip

‘D(l) D(.2>. D(.'") D(r) D(r—]) D(.') 1

i i . i : .
= 2 1 P = 1 Ir—1 r—1'

p® p® .p?| |pP DY V.. DY
r

in ip iy i i

Diese Determinante gibt eine der Gleichung (39) analoge Entwicklung,
wir haben in derselben nur die Substitution [/k.../]= (i k...[) vor-
zunehmen. Um auf den @-prozess zu gelangen, haben wir diese Ope-
ration wieder von dem Faktor (7 /... 7,) zu befreien. Da sich mit
Hilfe des Weierstrass’schen!) Determinantentheorems leicht iiberlegen
lasst, dass jedes Glied der (39) entsprechenden Gleichung (i 7y ... /)
als Faktor enthilt, diirffen wir zu dieser Division die Hilfsvariabeln-
systeme 7, , i, ... bei jedem Gliede nach unserm Belieben speziali-
sieren. Z.B. setzen wir bei dem Gliede

o2
D (1D 19 o (Um 1P 19) o (TkI9 . 19) ..o (11D . 1)
ST AO) i 19 AO) G R 1919 (G 9., 1)

Z(il’i‘z"-'ir)z

iy, iy =19, iy =1, ...i, = [/, haben nun durch (7 /2 19...19)
zu dividieren und erhalten so, wenn wir noch die Summationen ver-
tauschen

o2
pa S .
1S T o (UmIP . 9) . (k1 .09 (19 .. 1)

L X, 19,0 O 1Y D) (P IDIL DY (PP I 1D) L (P )

Entsprechend ergibt sich fiir das Glied

, *
T/, . NS - —
P (7, fa, - l'r) ((l ‘3 1(2) ](2)) 2 (u /t ]2)+] 19))
. ( iy ﬂ (2) X (2)) (,{L - 12)Jr e /(rl))

durch die Spezialisation 7u = jy, ig=1ip, ... hH="11, Ta = l',)ﬂ_ .
i, =1), wenn wir beachten, dass nur die Summationsbuchstaben

) Vergl. S, 34,
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iy, ig, ... H unter sich und die /}7’)[ . I“)”, .../ unter sich ver-

tauscht werden diirfen, da sonst verschwindende Determinanten entstehen

82
@ TP IP) o (a. AL )

1 2, 2 2
AR PP

(@,B,..4,a,B, .. X)h! (r—h)! >
RUTRRIS

Wir erhalten somit fiir den 2-prozess die Entwicklung

al‘
Q=2
o(riy .. I0) .. 5219 .. ID) (11D 1)

XL, AN LI 1) U9 IS (P 1D . 1)

-
oY . IO) L GKID . IO A (11D, 1)

NV O N (A R o) W 1420 L L [ N (L - S 19)

+ 2

o2
¥ B
I T o Um0 ) s KT TO)

2D, AP UDTD L ADY (TP TP 1O (O IO 19 L 1D

al‘—z
o(rlY 1Y GRITD..TDY . (119 ... [D)

2D, DY UL TY DY IR P IO TP 10 LRI 1)

4+

22
A . (1) ](') I(l) /(2) ‘1(2) 1(2))
et _— — 1 2 ees Y
@ ...y 1%2).../},2))8((1.../1/2)+ /m) h'H Atz tr :

P
“o(12...n0 "

Wir definieren nun die Operation 2, welche der Operation £ in dem
Sinne entspricht, dass wir zu demselben Resultate gelangen, indem wir
in 0G (u) die Substitution [/ k... == (ik...]) vornehmen, oder wenn
wir schon in G (u) substituieren und dann die Operationen © anwenden,
durch die Gleichung
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. o (41)
0=y .0 S
G112 1 a1 i1
NV LI DU VI L P V0 I )

. P
A
Rt 7Y O IO Y73 N NPT ED LI

OB U 1 L) B 10 I ) O VLD LI o)

ar~2
S T Um0 0] g TR .10 ..
C XL, OO OV D TD TP L O) IO 101D 1
+ E U R TPOT PP PRUPPPP PPN
ar—Z
YT N T Y 17 30 0 FU I T S W U
N OSSN (O /S0 I L) I VAL A £ L ) IO U LY SO [

+

+2

A (a, By Ay, B VR (r—h)!

. i
P U @
olag...x 1?12 0a... A/;;?H...li”] 75

m e 2)
IR A

“ol12...1"
Wir bilden wieder die Funktion
F)=012...1] 2....,G () — HG (u), (42)

die nach den Differentialquotienten geordnet werden soll. Der Nachweis,
dass die Koeffizienten dieser Differentialquotienten dem Modul (E) an-
gehdren, bietet im allgemeinen Falle einige Schwierigkeiten und wird im
folgenden durch einen Induktionsbeweis erbracht. Die Koeffizienten
der Differentialquotienten erster Ordnung sind null und die der zweiten
S 2

sind die Funktionen R. z. B. hat Sl fon P @ T 1% ]

den Koeffizienten

; - 12 .0 .. r
(a,p’,.../\,a,p’...1’)17!(r—h)!R< >

[ 1 2 2
YR A B
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Die bisherigen Resultate geniigen bereits zum Nachweis, dass die
Funktionen mit der Grundeigenschaft, die den zweiten Grad nicht iiber-
steigen, dem Modul (E) angehoren. Denn fiir solche Funktionen sind
die Differentialquotienten hoherer als zweiter Ordnung gleich null. Aus
dem obigen folgt nun, dass die mit einer solchen Funktion G (u) ge-
bildete Funktion F{z)==0 mod. (R). Wir ordnen nun die Variabeln u
in die Teilsysteme in der bestimmten Reihenfolge o, us, ... u,. G (1)
sei in diesen resp. von den Graden g, g»,...4&,, wo also g, < 2.
Nehmen wir nun an, es sei bewiesen, dass die Funktionen G’ (z) von
hochstens zweitem Grade und den Graden g’,, g%, ...g’, in den ein-
zelnen Teilsystemen dem Modul (i\;) angehoren, wenn die erste von
null verschiedene der Differenzen gy — g, g, — g% ... g, — &', positiv
ist. Dann gehdrt Qy;.., G (#) zu den Funktionen G’ () und lidsst daher
eine Darstellung ..612,,_,0(11) = 3 AR zu. Betrachten wir weiter ein

Glied aus HG (). Es seien i, /,, ... . die untern Indizes der nach-
einander auszufiihrenden Polarenoperationen. 7. — & sei die erste von
null verschiedene der Differenzen 7, — 1,7, —2,...i.— r, die nun

positiv sein muss. Wir fassen dieses Glied als Polare der Funktion

DY (k—2+Dy "y (k—3+DY"2)...(1+DP)D G () aut.

k

Diese gehért nun aber zu den Funktionen G’(u) und ldsst eine Dar-
stellung X BR zu. Die noch folgenden Polarenoperationen erzeugen
daraus wieder Darstellungen ¥ BR. Die Kongruenz F(u) =0 reduziert
sich daher auf (g, +r — 1) (g1 —+r — 2)...g G (u) =0 (mod. R),
G (u) ist also auch im Modul (R) enthalten. Wenn die Variabeln & nur
aus r+ 1 Ziffern aufgebaut sind, folgt durch Zhnliche Betrachtungen
wie im bindren Falle '), dass sie auch nach der Substitution [7k...J]
= (fk...[]) von einander unabhingig sind. Es kénnen daher keine
Relationen und keine ihnen entsprechende Funktionen mit der Grund-
eigenschaft existieren. Da demnach fir g,,2=g,13...8, =0 die
Funktionen mit der Grundeigenschaft identisch null sind, gilt fiir sie
der in den obigen Betrachtungen vorausgesetzte Satz. Es sind daher
alle Funktionen mit der Grundeigenschaft, die den zweiten Grad nicht
iibersteigen, im Modul (R) enthalten. g

Wir nehmen nun als nachgewiesen an, dass die Koeffizienten der
halten seien. Dann lisst sich auf dieselbe Weise wie oben zeigen, dass
alle Funktionen mit der Grundeigenschaft, deren Grad (k — 1) nicht
iibersteigt, dem Modul angehéren. Auf Grund dieser Annahme haben

7‘) Vergi. S. 22,
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wir zu beweisen, dass auch die Koeffizienten der Differentialquotienten
k-ter Ordnung kongruent null mod. (R) sind. Bevor wir dies nach-
weisen, wollen wir zeigen, dass sie mindestens Funktionen mit der Grund-
eigenschaft sind, Fiihren wir in der Definitionsgleichung (42) der
Funktion F(u) die Substitution [/ k.../]= (/k...]) durch, so ist die
rechte Seite nach der Capelli’schen Gleichung (28) gleich null. F(u)
kommt somit die Grundeigenschaft zu. Wihlen wir als Funktion G ()
das Produkt aus den k& Varjabeln

Ky )Ry o) R [7k—1) jk—1)  jtk—1) Jtk—1 tk—1
[0 70 I,LH...I,][II AL Iﬁﬂ_])...lr ...

A A7) 70) (1)
S DALLD L 4 ").+1“-Ir]'

wo a—+ f~...4i=r, die i die Ziffern 1,2, ... r in der Anordnung,
dass die Gruppen mit demselben obern Index geordnete Kombinationen
bilden. Sind die /™ mit demselben obern Index wieder geordnete
Kombinationen von Ziffern, die aber grosser als r seien, so verschwinden
alle Differentialquotienten von héherer als k-ter Ordnung und die &-ter
Ordnung mit Ausnahme von

7 G () #3)

P . & ik — ek — k—1) Srk—1n 71 . {
G T T o 0 [V A=V 1 =) 1Y) [ iV 10 1Y)

der fiir diese Funktion G (z) gleich 1 ist. Sein Koeffizient lautet
K(u) = A1V, o iV, i, i@, I, i) 12 ] (44)
- X (1%1 o I (V10 1] [lgliu_’f”H LIV lg‘:l') . 11
e G 1Y, Iiljr] 1Y)
— 2,2, L N U lg‘;”... 10=V]

IO AL i
B VA Oy S

Da die ganze Funktion F(u) die Grundeigenschaft besitzt, von den
Koeffizienten der Differentialquotienten niedrigerer als k-ter Ordnung
aber dasselbe vorausgesetzt wurde, folgt, dass dem allein iibrig bleibenden
Koeffizienten von (43) K (z) auch die Grundeigenschaft zukommt. Indem
wir nachtriglich einzelne der Ziffern 1™ mit solchen der Reihe 1,2, ...r
zusammenfallen lassen folgt dass alle Koeffizienten dieselbe Eigenschaft
haben. Bevor wir beweisen, dass der Koeffizient des Differentialquotienten
k-ter Ordnung (43) dem Modul (E) angehort, {iberlegen wir uns, dass
alle Differentialquotienten, welche aus diesem durch eine Permutation
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(,\,11 ,i ) hervorgehen, Koeffizienten haben die s1ch héchstens durch

das Vorzelchen unterscheiden. Nehmen wir diese Permutation in den
Gleichungen (39) und (40) vor, so kénnen wir die Glieder der zweiten
Summen unverdndert lassen und nur die Ziffern des Vorzeichensymbols
permutieren. Die Glieder der Koeffizienten zweier solcher Differential-
quotienten haben also dasselbe oder entgegengesetzte Vorzeichen je
nachdem (4, k., ... k) positiv oder negativ ist. Nun wihlen wir als
Funktion G (u) den Koeffizienten K (u) des Differentialquotienten (43).
Da diese Funktion vom k-ten Grade ist, verschwinden alle héheren
Differentalquotienten und von denen k- ter Ordnung bleibt nur (43) und

1 2
die aus diesem durch Permutationen < hervorgehenden. Diese

klk,...k>

letztern sind gleich — 1 oder 4+ 1 je nachdem (k,, ks, ... k) positiv
oder negativ ist. Wenn wir nun beachten, dass diese Differential-
quotienten alle denselben Koeffizienten mit dem Faktor (&, k,,...k,)
haben und die Annahme zu Nutze ziehen, dass fiir die Koeffizienten

der niedrigeren Differentialquotienten deren Zugehérigkeit zum Modul (7?)
schon nachgewiesen sei, so ergibt sich die rechte Seite der Definitions-
—r/
al Br... Al
suchen wir Df’ K(u). Der erste Teil dieser Funktion wird null wegen
des Faktors [1 2... k... k...r]= 0. Vom zweiten Teil verschwinden
die Glieder welche 7 und k& in derselben Variabeln enthalten, die andern
kommen aber nur mit Vertauschung von 7 und k jedoch mit ver-
schiedenen Vorzeichen doppelt vor, so dass sich Dk K(u) = 0 ergibt

wenn /=4 k. Es ist daher

gleichung (42) von F(u) als kongruent K(u). Unter-

HK ()= (r—1+D") (r— 2+ DDy . (14 DY) D" K (u) = r! K(a)
und wir finden

r!

{r/ ~ a//),/.'“/{/}K(u)EU2...r]!),2~__rl((u) mod. (R). (45)
.612,“,/(' () ist aber eine Funktion mit der Grundeigenschaft vom
k-1-ten Grade, deren Zugehorigkeit zum Modul (R) als bewiesen vor-
ausgesetzt wurde, womit aus (45) folgt, dass K (v) == 0 (mod. (R). Nach-
traglich konnen die Ziffern /™ auch wieder mit solchen der Reihe 1,2,..r
identifiziert werden. Es gehoren somit alle Faktoren der Differential-
quotienten k-ter Ordnung dem Modul (E) an, da dies fiir k = 2 der
Fall ist. Der Beweis versagt fiir X == r, da dann der Faktor
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/
{ rl —— I —1 = 0 wird. Zu den Differentialquotienten r-ter

al pr... Al

Ordnung gehdren Faktoren von der Form

K =12 SUY, e 1§, IO [IO 19 O] L [19 1D 1)
(1,2, DI 1) 21D KD VL (46)

17919
Diese formen wir mit Hilfe der aus den Funktionen R <2;ZZ’...II‘,;’)

abgeleiteten Kongruenzen

(1) IV (21D 1P =219 IOV 11 1)
- r : R
+i§ 2(-_ 0 =AY 1 1Y 10 2 1Y 1P 1P (mod. R)

um und bilden (47)

K@) =K(w) =1 2..6] 2 (5, 190, .. 1) U 15 10 [0 1) 1)
— I(1,2, D) (1P 1) (B IO (U1 AP) (205 1Y)

+ (- 1y =L 0 1) I 2] [0 1Y) D]} (mod. R)

Die zur Bildung von F(u) benutzte Funktion G (u) setzen wir nun
gleich K (u). Dain den r Variabeln, nach denen bei den Differential-
quotienten r-ter Ordnung differenziert wird, je eine Ziffer der Reihe
1,2, ...r enthalten ist, entsprechen nur den r/ Gliedern von

N2, D[ 1] LB IO] [11RI9) (219 1)

solche Differentialquotienten. Diese haben den Wert -1 oder — 1,
je nachdem sie einem Gliede entsprechen, das aus dem anfgeschriebenen

durch eine Permutation< ! ) hervorgeht, die aus einer geraden

ky k2

oder ungeraden Anzahi von Transpos1ti0nen besteht. Die zugehdrigen
Faktoren sind aber gleich der mit (k;, ks, ... k,) multiplizierten Funktion
K (o), die in Gleichung (46) angegeben wurde. Die leferentlalquotlenten
niedrigerer Ordnung haben Faktoren die dem Modul (R) angehdren.
Da sich HK (u) wieder auf r/K(u) reduziert und ,, . K(u) dem
Modul (R) angehort, ergibt sich nun 2r/ K(u)==0 und damit auch
K(uy==0 (mod. R). Es ist also unter allen Umstinden F(u)=0
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(mod. 1?) . Aus dieser Kongruenz ergibt sich in gleicher Weise wie
friiher fiir die Funktionen G (u) von héchstens zweitem Grade, dass
auch Funktionen mit der Grundeigenschaft von beliebig hohem Grade

dem Modul (R) angehdren. Damit ist aber der zweite Hauptsatz bewiesen.

Ziirich, im Februar 1919,
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Lebenslauf.

Ich, Rudolf Hiltbrunner von Wyssachen (Bern), wurde am 15.
Januar 1892 in Glarus geboren. Da meine Eltern bald darauf nach
Ziirich {ibersiedelten, durchlief ich dort die Primar- und Sekundarschule,
um hierauf das staatliche Lehrerseminar in Kiisnacht zu absolvieren,
wo ich 1911 das Primarlehrerpatent erwarb. Angeregt durch den Unter-
richt von Herrn Prof. Gerlach wandte ich mich dem Studium der
Mathematik zu, welchem ich in den Jahren 1911—15 an der Eidg.
Tech. Hochschule oblag. Im Juli 1915 bestand ich die Diplompriifung.
Nachdem ich im Sommer 1916 im Auslande als Lehrer gewirkt, kehrte
ich im Herbste gleichen Jahres als Assistent fiir héhere Mathematik
bei Herrn Prof. Hirsch an die Tech. Hochschule zuriick, in welcher
Eigenschaft ich bis zu meiner Wahl zum Mathematiklehrer an der
Kantonsschule Schaffhausen im Frithling 1919 tatig war.

Meinen hochverehrten Lehrern, insbesondere den Herren Prof.
Hurwitz, Prof. Hirsch, Prof. Grossmann und Prof. Weyl mdchte ich
hiermit fiir ihre Férderung meiner Bildung meinen herzlichsten Dank
aussprechen.



