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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit behandelt eine Frage aus der Theorie der

Invarianten von Punktsystemen. Wir bezeichnen mit x^, x^l\ .... xrm,

,, (2)
Y

(2)
.x;

(2)
X\ , X% , . . xrin) die homogenen Koor¬

dinaten von n Punkten in einem r-1-dimensionalen Räume. Im Folgenden

kürzen wir die Koordinaten eines Punktes durch eine einzige Ziffer ab ;

1, 2, ....
n bedeuten also die angegebenen n Reihen von je r Koor¬

dinaten, die wir zu der Matrix

„ (1)
v

(1) v
(1)

Xi x^ x.à

v
(2)

y
(2) „ (2)

Xl A2 XB .

X?

x;
(2)

v
(") v

(«)
y

{")
*M ^2 ^3 . . X?

(1)

zusammenstellen. Unter den Invarianten eines Systèmes von n Punkten

verstehen wir ganze rationale Funktionen der Variabein (1), welche bei

einer linearen Transformation

Eaux'}'\ /=l,2,....ii; A=1,2, r, (2)

nur eine Potenz der Transformationsdeterminante A — \ alk | als Faktor

aufnehmen,

J (*/->) = ,4" J(VW), (3)

oder wie wir auch schreiben werden

J(1, 2 ri) =ApJ{\', 2', (3a)

Die Theorie der Invarianten von Punktsystemen ist identisch mit

der Invariantentheorie linearer Formensysteme. Denn wählen wir die

Grössen der Matrix (1) als Koeffizienten eines Systèmes linearer Formen

/, = x^ 5, + xf> U + V2) £„ + ....+ *,<2) Ï,

/„ = Ai<"> C, + X2("> 5j2 + *3W £„ + ....+ JfrW E,

(4)
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und unterwerfen wir deren Variabein \ der zu (2) kontragredienten
Transformation

\k -= S
Ah'

£,' , (5)

wo Ak, die Unterdeterminante von akl in >4 bedeutet, so werden durch

die Formen (4) gerade die Transformationen (2) induziert. Als Invarianten

des Formensystemes (4) bezeichnet man nun ganze rationale Funktionen

der Koeffizienten, welche durch die induzierten Transformationen nur

einen konstanten Faktor aufnehmen, also auch Funktionen, die der

Bedingungsgleichung (3) genügen.
Im ersten Kapitel werden zwei Beweise des Satzes angegeben,

dass jede Invariante von Punktsystemen durch die Determinanten r-ten

Grades der Matrix (1) ganz rational dargestellt werden können. Der

Satz ist bereits von Clebsch1) und Mertens2) bewiesen worden. Er

bildet die Grundlage der Clebsch-Aronhold'schen symbolischen Dar¬

stellungen der Invarianten. Wir treten hier der Vollständigkeit wegen
noch einmal darauf ein. Der erste Beweis gelangt durch einfache Ueber-

legungen von einem Reduktionssatze von Mertens zu dem Satze, den

wir als ersten Hauptsatz bezeichnen. Der zweite Beweis gibt die Ueber-

legungen von Clebsch und Mertens wieder, für die wir durch Verwendung
der Symbole für die Differentialoperationen eine wesentlich kürzere und

übersichtlichere Darstellung gewinnen.

Die Determinanten r-Grades der Matrix (1), durch die alle In¬

varianten dargestellt werden können, sind selbst Invarianten, die wir

als Fundamentalinvarianten bezeichnen wollen. Zwischen diesen Fun¬

damentalinvarianten bestehen identisch erfüllte Relationen, die im zweiten

Kapitel näher untersucht werden. Behandeln wir die Fundamentalin¬

varianten als Variable, so hängen diese von den Grössen (1) in para¬

metrischer Weise ab, sodass durch sie ein algebraisches Gebilde in

einem höhern Räume definiert ist. Die Relationen sind Gleichungen
algebraischer Flächen, welche dieses Gebilde enthalten. Es erhebt sich

nun die Frage nach einem solchen Systeme von Flächen, durch die

dieses Gebilde vollständig bestimmt ist. Dasselbe Problem kann auch

anders formuliert werden. Die Gesamtheit der linken Seiten der Re¬
lationen bildet ein Formensystem. Nach einem Hilbert'schen Satzes)

') Clebsch: „lieber symbolische Darstellung algebraischer Formen"
Journal v. Crelle, Bd. 59 (1861) pg. 14.

2) Mertens: „Ueber invariante Gebilde ternärer Formen", Sitz. ber. d.
Ak. d. Wiss., Wien, Bd. 95, II. Abt., pg. 958, No. 8,1.

3) Hubert: „Ueber algebraische Formen", Math. Ann., Bd. 36.
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existiert zu jedem Formensystem eine algebraische Basis, d. h. durch

eine endliche Anzahl von Formen des Systems können alle übrigen in

linearer Weise dargestellt werden. Wir stellen uns die Aufgabe eine

Basis der Relationen zu finden. Dazu geben wir eine Methode zur

Ableitung von Relationen zweiter Ordnung an. Diese Relationen zweiter

Ordnung fassen wir zu einem Systeme /? zusammen, von dem wir

nachweisen werden, dass es eine Basis der Relationen bildet. Formen,

deren Produkt mit jedem Potenzprodukt Xu, dessen Grad p. eine gewisse

Zahl v-1 übersteigt, einem Modul (/?) angehören nennt Herr Prof.

Hurwitz Trägheitsformen v-ter Stufe dieses Moduls, und einen Modul

zu dem nur Trägheitsformen nullter Stufe existieren, nennt er abge¬

schlossen. Wir zeigen nun, dass die linken Seiten der Relationen Träg¬

heitsformen des Moduls der Formen zweiten Grades R sind. Wenn

wir beweisen, dass dieser Modul (/?) abgeschlossen ist, so ist damit

auch gezeigt, dass die Formen /? eine Basis der Relationen bilden. Herr

Prof. Hurwitz teilte mir einen Induktionsbeweis des Satzes mit, nach

dem im Falle binärer Variabeinsysteme der Modul (R) abgeschlossen ist.

Diesen Beweis reproduziere ich und verallgemeinere ihn zunächst auf

ternäre Variabeinsysteme. In einem folgenden Paragraphen gelingt der

Beweis, dass ganz allgemein im Systeme R eine Basis der Relationen

gewonnen ist.

Meinem hochverehrten Lehrer Herrn Prof. Hurwitz möchte ich auch

an dieser Stelle für die Mitteilung des Beweises für die Abgeschlossen¬

heit des Moduls (/?) im Falle binärer Variabeinsysteme, sowie für seine

weitern wertvollen Ratschläge meinen herzlichsten Dank aussprechen.



Leer - Vide - Empty



Kapitel I.

Invarianten von Punktsystemen.

§ 1. Invarianten eines Systèmes von r Punkten im

(r-l)-dimensionalen Räume.

Führen wir in der Bedingungsgleichung für die Invarianten eines

Systèmes von r Punkten

J(1, 2, r)= | a,kf J{\',2< r') (1)

die Substitution x,'w = 0
, i=/= k und x,'{,) — 1 durch, d. h. wählen wir

die Punkte in den Ecken des Koordinatentetraeders im transformierten

System, so reduziert sich J (1', 2', . . . ./•') auf eine konstante C, nämlich

gl & ör

auf den Koeffizienten des Gliedes x\m x'^2) .... x'r{r) .
Aus den

Transformationsgleichungen folgt bei dieser Festsetzung

wodurch (1) die Form

J («,*) =\a,k' C (2)

annimmt. Setzen wir darin aik = x{k\ so geht die linke Seite von (2)

wieder in die ursprüngliche Form zurück, und wir erhalten

J(1, 2,.... r) = C | *,W|A . (3)

Indem wir für die Determinante aus den Koordinaten des Punktsystemes

die Bezeichnung (1 2
.... r) einführen, können wir unser Resultat in

dem Satze zusammenfassen :

Satz / : Eine Invariante eines Systèmes von r Punkten unter¬

scheidet sich nur durch einen konstanten Faktor von einer Potenz der

Determinante (I 2
. . . . r).
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Die Konstante C ist nicht immer null, weil (1 2
. . . . r)k wirklich

eine Invariante ist, was mit Hilfe des Multiplikationstheorems der

Determinanten bewiesen werden kann.

Die Ueberlegungen, welche auf Gleichung (2) führten, lassen sich

auch durchführen wenn J von weniger als r Variabeinsystemen abhängt.
Dann enthält aber die linke Seite dieser Gleichung alr, a2r, .. .. arr

nicht mehr, während die rechte Seite in diesem System homogen vom

Grade À ist. Eine Gleichheit ist also nur möglich, wenn beide Seiten

identisch null sind.

Satz 2 : Von weniger als r Systemen zu r Variabein gibt es

keine Invarianten.

Als einfachste Invariante ergibt sich somit /(l,2,...r) = (l 2,..r).
Durch solche Invarianten können alle übrigen ganz rational dargestellt
werden, was im Folgenden bewiesen werden soll. Wir führen für sie

deshalb einen eigenen Namen ein.

Definition 1: Die Determinanten aus den Koordinaten von r

Punkten, z.B. (1 2
.... r), nennen wir Fundamentalinvarianten.

§2. Rationale Darstellung aller Invarianten durch Fundamental'
invarianten.

In den Sätzen 1 und 2 haben wir gezeigt, dass es keine Invarianten

von Punktsystemen mit weniger als r Punkten gibt und dass die In¬

varianten von r Punkten die Form C-(\ 2
. . . . r)1 haben. Um die

Invarianten von mehr als r Punkten zu untersuchen, setzen wir die

Transformationskoeffizienten aik = xP, wodurch die Transformations¬

gleichungen die Form

xj» = S xP x'lk\ / = 1, 2, . . . r ; k .= 1, 2, . . . n ; (4)

annehmen. Durch Auflösung dieses Gleichungssystems nach den x/(k)
erhalten wir

_(1_2..../~1 A/+1[_. ...r)
'

"~(f 2 3 ".
. .

; r)
' ( '

,/(*)

Substituieren wir diese Werte für die x'/*' in der Bedingungsgleichung
für Invarianten von Punktsystemen
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J(.... */*»....)= I alklÂJ(....x'r....),

so ergibt sich

J(...x/*>...) = (1 2...r)r './(...(12.../-1A/+1.../•)...) , (6)

wobei i/ den Gesamtgrad von J bezeichnet. Da v = —

negativ ist, haben wir auf der rechten Seite von (6) den Nenner

(r-l)v

(12....7-)
'

.

Satz 3 : Die Invarianten von Punktsystemen lassen sich durch

die Fundamentalinvarianten rational darstellen, wobei als Menner nur

eine Potenz von (1 2
.

. . r) auftritt.

Bevor wir auf die Beweise, dass diese Darstellungen nicht nur

rational, sondern ganz rational möglich sind, eingehen, müssen wir einige

Sätze über invariante Differentialoperationen zusammenstellen.

§ 3. Invariante Differentialoperationen.

Definition 2 : Unter dem Aronholdschen- oder Polarenprozess

verstehen wir die Differentialoperationen

i=\ ex,

Wenn die Variabeinsysteme x und y der linearen Transformation

A = («,•*) unterworfen werden, ergibt sich

Zy',-?T=Zy'lZ f- -aJ?=i d- Sy',atl (7)
i = 1 O X ; i = \ k=\ 0 Xk (j X i k=\()Xki=\

= I yk
—

-,
also D

,
= D

.

Wenden wir nun die Operationen Dff1 auf eine Invariante J (...x...)

an, welche das Variabeinsystem x enthält, so ergibt sich wegen (7)

Z#> 3 (... . x . . ..) = | uUi ; D^ J{....x' ....). (8)
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Satz 4 : Durch den Polarenprozess werden aus Invarianten wieder

Invarianten erzeugt.

Im Folgenden werden wir den Polarenprozess auf ein Produkt von

Fundamentalinvarianten anzuwenden haben. Untersuchen wir daher

die Wirkung des Prozesses Df} auf das Determinantenprodukt

2^ T^'2n\kS>
kl»... k?>) (9)

*-i
"

ex?
i

J- (i,2...m — \,m+\...i. r % \
= s \ H (A,w kall> ... k,y}) E yA'> -Zn. (Vn) A2<'">... Â<"<>)
m= ' l ; a=i dxy )

ist die innere Summe null, wenn die Determinante (kx ('") k2(m). . .kr{m)) k

nicht enthält, im andern Falle ist sie gleich der Determinante, in der k

durch / ersetzt wurde. Die rechte Seite von (9) ist somit eine Summe

von Determinantenprodukten.

Satz 5 : Durch den Polarenprozess wird aus einem Produkt von

Fundamentalinvarianten eine Summe solcher Produkte erzeugt.

Der einfacheren Schreibweise wegen beschränken wir uns im

Folgenden auf ternäre Variabeinsysteme. Da wir aber nirgends von der

Anzahl drei Gebrauch machen ist sofort ersichtlich, dass die entwickelten

Sätze auch bei beliebiger Variabeinzahl gelten.

Definition 3 : Unter dem Caleyschen Ü prozess verstehen wir

die Operation

dx^ dxf* dx^

-fA23 =
d

dx^2)
d

dx^

d

dx^
d d d

ix d x;<3> fl
x

<3)
o x3

Bei einer linearen Transformation A -=- ((/.,„) der Variabein gilt
3 3 <-

.

= E '. = E «, ,t ,
weshalb aus dem Multipli-

( xk 1=i r x, < x'k ,=i r> x,

kationstheorem der Determinanten



1 __?__ d_

àx\m dx'/ ëx'am'

d c d

c yi(2) dx'/ d x72>

— 11

an a12 «13

-= «>L «22 «2

t/si Uai) Uo

a

2 V" dx,m dx3m

d
-

'
(10)

(2) 3 „ (2) a v
(2) V » «I

_0_
_

d d

dx/' dx/ dx/

oder il' = | alk \ ii folgt. Wenden wir den ß-prozess auf eine Invariante

an, so ergibt sich

a,t ÜJ(\,2,...n)^\alk\ASi'J(]',2',...n'). (11)

Satz 6: Der ü - prozess ist eine Operation, welche die Invarianten¬

eigenschaft nicht aufhebt.

Wegen der Sätze 4 und 6 heissen die Operationen D^ und Li

invariante Differentialoperationen.

Bezeichnen wir mit a, b, c,.. .
die Koeffizientensysteme von Formen,

deren Variabein der Transformation x = (alt)xJ unterworfen werden,

mit a', b', c',.. .
die Koeffizienten der transformierten Formen, so liegt

die Bedeutung des ß-prozesses für die Invariantentheorie in dem

Satze 7: Wenden wir den ß-prozesses
da,k

den wir mit

iia bezeichnen wollen, so oft auf die beliebige ganze rationale Form

G (a',b',c',. . .) an, bis alle Transformationskoeffizienten a,k ver¬

schwunden sind, so ist die entstehende Funktion H (a, b, c, . . .) eine

Invariante oder sie verschwindet identisch.1)

Umgekehrt kann jede Invariante mit Hilfe des ii - prozesses erzeugt

werden, wie sich durch p-malige Anwendung des iia-prozesses auf

die Gleichung

J(a',b',c',...) = ,«,„
"

J{a,b,c,...) (12)

ergibt.

Wenn wir die beiden Seiten vertauschen, entsteht nämlich

MJ(a,b,c, ...)=QpaJ(a',b',&, . . .). (13)

da J (a, b, c, . . .) die a, k
nicht enthält und der ü - prozess aus «, k

eine von null verschiedene reine Zahl M erzeugt.

') Ueber den Beweis siehe A. Hurwitz: „Zur Invariantentheorie", Math.

Ann., Bd. 45, pg. 381.



— 12 —

§ 4. Die Invarianten von Punktsystemen als ganze rationale
Funktionen der Fundamentalinvarianten.

/. Hauptsatz: Jede Invariante eines Punktsystemes lässt sich als

ganze rationale, homogene Funktion von Fundamentalinvarianten dar¬

stellen.

Ein erster Beweis dieses Satzes erfolgt mit Hilfe von allgemeinen
Polarenoperationen /\ ,

d. h. mit ganzen rationalen Funktionen der

Operationen D'yx) und stützt sich auf den

Reduktionssatz : Jede Form F von beliebig vielen Reihen zu je
r Variabein lässt sich darstellen als Summe von Polaren /y, <I>, von

Formen i\, die nur r feste Reihen enthalten und ihrerseits aus der

Ausgangsform durch Polarenprozesse /\t abgeleitet sind

F^l^'./X.F.1) (14)

Wenden wir den Reduktionssatz auf Invarianten an, so sind die

Formen &,—- l\tF als Polaren der Ausgangsform selbst wieder In¬

varianten, da nach Satz 4 durch Polarenprozesse die Invarianteneigen¬
schaft nicht zerstört wird. Für Invarianten von r Reihen gilt aber nach

Satz 1 der Hauptsatz. Durch die Polarenbiidungen £\f, gehen diese

Ausdrücke in solche von derselben Form über (Satz 5). Die Summe

in (14) ist also in diesem Falle eine ganze rationale Funktion von

Fundamentalinvarianten, womit der erste Hauptsatz bewiesen ist.

Die Umkehrung des Satzes 7 zeigte, dass jede Invariante mit Hilfe

des Q' prozesses erzeugt werden kann. Indem wir diese Erzeugungs¬
weise durchführen, erhalten wir einen zweiten Beweis des ersten Haupt¬
satzes. Auf diesem Wege haben Clebsch und Mertens2) den Hauptsatz
bewiesen, jedoch ohne von dem Symbole ii Gebrauch zu machen.

Wir wollen die Rechnung für den ternären Fall durchführen. Die

p- malige Anwendung des üa - prozesses auf die Definitionsgleichung

J(1,2,.../i)= a,k
"

J{\',2',...n') , (15)

1) Ueber den Beweis siehe F. Mertens : „Ueber eine Formel der Deter-
minantentheorie'', (Formel 5) Sitz. ber. d. Ak. d. Wiss. Wien, Bd. 91, Abt. II (1885)
pag. 622 und Emmy Noether: „Ueber ganze rationale Darstellung der Invarianten
eines Systèmes von beliebig vielen Grundformen." Math. Ann. Bd. 77 (1915),
pag. 93.

2) Siehe Fussnote pag. 4.
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ergibt auf der rechten Seite MJ(\',2',...n'), wo M eine von null

verschiedene numerische Konstante bedeutet. Wir führen nun ein

Vorzeichensymbol ein (rL, r2, r3), in dem rl, r2, rs die Ziffern 1,2,3

in irgend einer Reihenfolge bedeuten und das den Wert + 1 oder — 1

hat, je nachdem durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Trans¬

positionen die natürliche Reihenfolge der Ziffern hergestellt werden

3

kann. Substituieren wir in J (1, 2,. . . n) x'^ = 1 akl x"t", so wird
/ i

ii,,J(\t2,...„) = !, (A.r,,^) fJ~ f (16)

wo die Summationsbuchstaben a , r2, r3 alle Permutationen von 1, 2, 3

3

durchlaufen. Aus den Transformationsgleichungen x£J = ^ «k, x","

folgt = Ix","
, ,

was zur Umformung von (16) benutzt

d«-kl <=l d Xk

n„J(\,2,...n)

Ïi(r1)r„/-K"<'< (17)
dsJ „/(*.) v/l*2> „/(W

,(*) „ x^ a x.M
"u'"','':" " '2 "

ergibt, wo 12 eine unabhängige Summation über die Indizes kx, kit k3

von 1 bis n bedeutet. Die Summe ü, (rx , /•_>, /-3) xAnt] x'l/1 x'lf ist

gleich der Fundamentalinvariante (k\ k'2 k'3), während

d .xi(*i> d x^] d x^k'-]
= 0*. *,*,(... *,<«...)

eine ganze rationale Funktion der xlk) von einem um drei niedrigeren

Grade als J (1, 2,... n) ist. Bei Wiederholung des ii(, - prozesses bezieht

sich dieser nur noch auf die G^,^ (• • • x^...) und erzeugt aus diesen

auch wieder Summen von Fundamentalinvarianten in den gestrichenen

Koordinaten multipliziert mit entsprechenden Funktionen G, deren Grad

sich abermals um drei erniedrigt hat. Nach p- maliger Wiederholung

dieser Operation reduzieren sich diese Funktionen G auf Konstante, so

dass MJ(V,2'... n') gleich einer Summe von mit Konstanten C multi-
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i...p

plizierten Produkten aus Fundamentalinvarianten C II (k\"> k'J" k'3'")
i

wird. Da wir nur noch gestrichene Variabein haben, können wir die

Akzente wieder weglassen. Wenn wir noch durch M dividieren, erhalten

wir die Gleichung

J(\,2,...n)=IC ïl\kx"> V" VO (18)

w. z. b. w.



Kapitel II.

Identische Relationen zwischen den

Fundamentalinvarianten.

§ 1. Funktionen mit der Grundeigenschaft.

Die ganze rationale Darstellung der Invarianten von Punktsystemen

durch Fundamentalinvarianten, deren Existenz im ersten Kapitel bewiesen

wurde, ist nicht eindeutig, da zwischen den Fundamentalinvarianten

identisch erfüllte Relationen bestehen, mit deren Hilfe eine gegebene

Darstellung umgeformt werden kann. Diese Relationen wollen wir

untersuchen, indem wir uns der bestimmtem Vorstellungs- und Schreib¬

weise wegen auf ternäre Variabeinsysteme beschränken und nur da,

wo die Verallgemeinerung Schwierigkeiten bietet, auf diese eintreten.

Wir bezeichnen mit [f k I], wo /, k, 1 von einander verschiedene

der Ziffern 1, 2, 3, ...
n bedeuten, die Variabein eines Systèmes u.

Die aus denselben Ziffern, nur in einer andern Reihenfolge gebildeten

Variabein setzen wir einander gleich oder entgegengesetzt gleich, je

nachdem sie durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Transposi¬

tionen in einander übergeführt werden können. Wenn wir diese (?)

Variabein als homogene Punktkoordinaten in einem (3) — 1 dimensionalen

Raum auffassen, entspricht einer ganzen rationalen Gleichung G(u) = 0

eine algebraische Fläche dieses Raumes.

Bezeichnen wir mit (i kl) die Fundamentalinvarianten der Matrix

y
(I)

j,
(2) „ (3)

xi xi xi

X% Atj A<j

(1) (2) (3)
x9 x3 xi •

xl
<«>

in)

= W)

so werden durch die Festsetzung

„ II) y
lilJ

Y '0
H X\ Xl

f/A/] = (1kl) = xt'u xi x2" (1)

X.

die Variabein u von den Variabein x'% abhängig gemacht. Die

Gleichung (1) definiert in parametrischer Form ein algebraisches Gebilde.
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Definition / : Einer ganzen rationalen, homogenen Funktion G(u),
welche nach der Substitution [i k I] = (/' k 1) in den Variabein x'll iden¬

tisch verschwindet, schreiben wir die „Grundeigenschaft" zu.

Die geometrische Bedeutung dieser Definition ist die folgende:
G (u) hat die Grundeigenschaft, wenn die algebraische Fläche G (u) = 0

das durch (1) definierte algebraische Gebilde enthält.

Der Zusammenhang der Funktionen mit der Grundeigenschaft
mit der Invariantentheorie ist leicht ersichtlich. Indem wir die Variabein

u durch die Fundamentalinvarianten ersetzen, erhalten wir eine in den

Variabeln der Matrix {xfH) identisch erfüllte Relation zwischen den

Fundamentalinvarianten G (...(/ A /)...) = 0. Den Begriff der Relation

zwischen Fundamentalinvarianten wollen wir genauer fassen durch die

Definition 2: Unter einer „Relation" verstehen wir eine ganze

rationale, homogene Gleichung zwischen Fundamentalinvarianten, welche

in den Variabein xf'Ü identisch erfüllt ist.

Es entspricht also jeder Funktion mit der Grundeigenschaft eine

Relation, die aus ihr erzeugt werden kann und umgekehrt gehört zu

jeder Relation eine Funktion mit der Grundeigenschaft, sodass der Satz gilt:

Satz 2: Die Gesamtheit der Relationen erhält man aus der

Gesamtheit der Funktionen mit der Grundeigenschaft, indem man nach

der Substitution [/ k 1} = (/' k 1) die Funktion G (...(/ k /)...) = 0 setzt.

Das Variabeinsystem u gliedern wir in Teilsysteme uu u2, u3. . . «„,

indem wir in u, alle Variabein aufnehmen, welche die Ziffer / ent¬

halten. Diese Teilsysteme sind nicht vollständig von einander ver¬

schieden, sondern jede Variable kommt in drei Systemen vor, nämlich

[ikl} in u,, uk und ut. Durch die Substitution xfy — tx'^, k= 1, 2, 3

nehmen die Variabein uL des algebraischen Gebildes (1) den Faktor t

auf. Die Gleichung G (u) = 0 einer algebraischen Fläche, die durch

das Gebilde hindurchgeht, muss dann in t identisch erfüllt sein, d. h.

die Koeffizienten der nach Potenzen von t geordneten Gleichung, die

in den ü, homogen sind, müssen einzeln verschwinden. Da dies für

jedes der Systeme u,, u2, u3,.. . u„ der Fall ist, gilt der

Satz 3: Jede Funktion mit der Grundeigenschaft G(u) ist ein

Aggregat von in den einzelnen Variabeinreihen ü, homogenen Funk¬

tionen g(u), denen wieder die Grundeigenschaft zukommt.

Es genügt daher, solche in den u, und auch in u homogenen
Funktionen zu untersuchen, um die Gesamtheit der Funktionen mit

der Grundeigenschaft und der ihnen entsprechenden Relationen zu

überblicken.
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Die Formen G (u), welche die Grundeigenschaft besitzen, bilden

ein Formensystem. Nun gilt der Satz von Hubert1), dass jedes Formen¬

system aus einer endlichen Anzahl seiner Formen in linearer Weise

m

abgeleitet werden kann. Es sind in G (u) = ü //, (u) gt (u) alle Formen

/=i

mit der Grundeigenschaft enthalten, wenn gi(u), g2{u),. ..gm(u) ein

geeignet gewähltes System von Formen mit der Grundeigenschaft und

A, (u), h2(u), .. . hm (u) beliebige Formen der u sind,

Definition 3: Ein System von Formen mit der Grundeigen¬

schaft g{ (u), g2 (ü) ,... gm (u) nennen wir ein „Basissystem", wenn

alle Formen mit der Grundeigenschaft eine Darstellung

G (u) = A, (u) gt (u) + h2 (u) g2(u) + ... r h,„ (u) gm (u)

zulassen.

Unser Ziel wird sein, ein solches Basissystem anzugeben. Zu¬

nächst besprechen wir aber eine Methode zur Erzeugung von Relationen

und hernach eine rationale Darstellung der Funktionen mit der Grund¬

eigenschaft.

§ 2. Eine Methode zur Erzeugung von Relationen.

3

Durch die Substitution xrl> = 2 xfH x'n/ wird ein Zusammenhang
/=1

der Matrizes

(A°)

V xf> xi'3'

xf> x42> x/3>

..X,

(n)

r\j fty „ Inj
? • • • A3

undU'i/'

1 0 0x'/4J x\^..

0 1 0 xY4y x'^'..

0 0 1 x\{i) x'^>..

x 1

/ Inj
X 2

„' mt
A

3

(2)

hergestellt. Zwischen den Fundamentalinvarianten, die aus ihnen ge¬

bildet werden können, besteht die Beziehung

(ikl) = (1 2 3) (/'A'/') • (3)

Erteilen wir den Ziffern i, k, 1 zum Teil die Werte 1
,
2

, 3, so erhalten

wir aus (3) die Gleichungen

(12*)= (1 2 3)*'/k'

(t 3 Ar) = — (1 2 3)xyk;

(2 3A)= {\2Z)x\'k>

(4)

') Hubert: „Ueber algebraische Formen", Math. Ann., Band 36.
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und
(\ik) =

(2/A) = -

(3/*)--=

(12 3)

-(12 3)

(1 2 3)

/ fil I fV.)
X 1 X 2

/ fil i rk;
A

3 -*
3

/ tii I fn.)
X i X i

3^3

„/ Hi yj rki
X i X\

I (i) i fki I
X 2 X 2 .

(5)

Aus diesen Gleichungen ergeben sich leicht zwei Arten von Relationen,
nämlich eine erste, indem (1 ik) nach (5) durch die x' ausgedrückt
und dann diese gestrichenen Variabein mit Hilfe der Gleichungen (4)
wieder eliminiert werden. Sie lautet

(1 2 3) (1 ik) = —
(13/) (12/)

(1 3A) (1 2 k)
(6)

Eine zweite Art von Relationen erhalten wir, indem wir die Determi¬

nante {ikt) nach den Koordinaten von / entwickeln; multiplizieren
wir die so entstehende Gleichung mit (12 3), so erhalten wir unter

Verwendung der Gleichungen (4) und (5)

(1 2 3) (ik/) = (1 ik) (2 3/)- (2 ik) (13/) + (3 ik) (12/). (7)

Für die auf der linken Seite vereinigten Glieder wollen wir die ab¬

kürzende Bezeichnung /?(,*,/) einführen, sodass die Relation in der

Form R (/*,/) = 0 geschrieben werden kann.

Die Relationen erster Art sind als Spezialfall unter denen der

zweiten Art enthalten. Identifizieren wir nämlich in (7) die Ziffer / mit

1
,
so entsteht eine Relation erster Art, die vollständig mit (6) über¬

einstimmt, wenn wir noch an Stelle von k, I resp. i, k setzen. Ent¬

sprechende Relationen erhalten wir durch Identifikation irgend einer

der Ziffern der Gruppe /, k mit irgend einer aus 1,2,3,/, während
die Gleichsetzung von zwei Ziffern der ersten Gruppe alle Glieder

zum Verschwinden bringt und die von zweien aus der zweiten ein

triviales Resultat ergibt, nämlich nur zwei Glieder übrig lässt, die bis

auf die Ordnung der Ziffern innerhalb der einzelnen Determinanten

übereinstimmen. Aus den letzten Bemerkungen folgt, dass die Ver¬

tauschung von zwei Ziffern innerhalb derselben Gruppe nur einen

Wechsel der Vorzeichen der einzelnen Glieder einer Relation zur .Folge
hat. Die Vertauschung von zwei Ziffern aus verschiedenen Gruppen
liefert aber wesentlich verschiedene Relationen, indem nur die Teil-
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gruppen, in die die Ziffern der untern Zeile durch das Semikolon ge¬

teilt werden, immer in einer Determinante vereinigt sind. Für die

Relationen erster Art, d. h. solche, für die eine Ziffer sich in beiden

Gruppen vorfindet, modifizieren sich diese Bemerkungen, indem natür¬

lich diese zweifach auftretende Ziffer eine Sonderstellung einnimmt.

Eine Vertauschung dieser Ziffer mit irgend einer andern liefert eine

neue Relation, da sie in den betreffenden Koordinaten vom zweiten

Grade ist, während die andern nur linear vorkommen. Die Identifikation

der zweiten Ziffer der ersten Gruppe mit einer aus der zweiten gibt

das triviale Resultat, sodass auch die entsprechende Vertauschung nur

einen Vorzeichenwechsel bei allen Gliedern zur Folge hat. Aus diesen

Untersuchungen folgt, dass es so viele wesentlich verschiedene, in den

Koordinaten derselben sechs Punkte lineare Relationen gibt, als ver¬

schiedene Kombinationen zu der ersten Teilgruppe der untern Zeile ver¬

einigt werden können, also (2) = 15 und für die Koordinaten von fünf

Punkten gibt es 5 wesentlich verschiedene Relationen, nämlich die, welche

die beiden Koordinaten von je einem im zweiten Grade enthalten.

Die Verallgemeinerung auf Variabeinsysteme von r>3 Variabein

erzeugt eine noch grössere Mannigfaltigkeit von Relationen, indem wir

verschiedene Arten zu unterscheiden haben, ohne dass wir Variabein

aus verschiedenen Gruppen identifizieren. Durch eine entsprechende

Transformation erhalten wir auch allgemein einen Zusammenhang

zwischen der Matrix (x^) und einer andern (x'r%), bei der die ersten

(1 /' = k
r Systeme gleich x'n{ — \n • / u' Aus der Transformation ergibt sich

für die Invarianten aus beiden Matrizes die Beziehung

(/,/2.../r) = (1 2 .../•)(/',/'2 .../',.) , (8)

aus der durch Spezialisierung der /, weitere gewonnen werden können.

Wählen wir nämlich für /,, /2, . . . 4 Ziffern aus der Gruppe 1
,
2

, . .
.
r

etwa a, ß, . . . X, wo diese letztern eine geordnete Kombination bilden

sollen, während die geordnete Ergänzungskombination mit a, ti, . . .
x

bezeichnet werden soll, so ergibt sich aus (8)

{aß...llh + \lh + 2. lr)

I ,J4 + i) ,(A + 2) ,_(/,-)
x a x a .. . x a

= (a,ß,../L,a,ß,..x)(\2..r)\*ß xß xß
, (9)

(4 + i) / (A + 2) / _{lr)
, X v . . .

X
L i
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worin durch die Kommas ein Vorzeichensymbol von den Fundamental-

invarianten unterschieden wird, das positiv oder negativ sein soll, je
nachdem durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Transpositionen
die natürliche Reihenfolge der Ziffern hergestellt werden kann. Wir

bilden nun noch die entsprechende Gleichung

--{a,ß~,..x, a,ß,..X)(\ 2..r)

L(A)y(A) ,(A)
i x a x a • —ï a

. (A) . (A) y (A)
X ß X ß .. .

X ß

*P*F>...*tu\

(10)

Wenn wir beachten, dass

(a, ß, . .
I ,~ä,ß~, . .1) = (— l)<r- ])h (ä, ß~, .

.~x
, a, ß, .. X)

und dass das Quadrat des Vorzeichensymbols gleich -j- 1 ist, ergibt
sich durch Multiplikation von (9) und (10)

(aß... x /, k 4) (a ß... X h + , h + 2... /,) = (- 1)fr- 0* .

x, (A) . (A) x, (A)
x a x a ... x a

, (A) - (A) . (A)
X ß X ß . . . X ß

Y,
Ah + i) ,_(A + 2) , (A)

x a x a • x a

V/-(A + i) ,(h + 2) . (/,)
X ß X ß . ..X ß

y(A)y(A) -(A)
x i x i ...

x i
v,_(A + >) ,

(A + 2) , (A)

(12...r)2.(ll)

Multiplizieren wir diese Gleichung mit (a, ß, .. X,a, ß, . . x) und sum¬

mieren wir über alle geordneten Kombinationen von u,ß,...\, so

ergibt die rechte Seite nach dem Determinantensatze von Laplace

(— 1)(r -l);' (12.. r)2 (/', /'2 .. /',.). Eliminieren wir unter Verwendung
von (8) die gestrichenen Variabein und sammeln die Glieder auf einer

Seite, so kommen wir zu folgender Relation

/?(!2y; r\ = (\2...r){hk...ir) (i2)
\h h ; 'h + 1 .

• h]

— l(a/ß,..7,a,ß,..\)(aff.Jl1h..//l){aß..X/h , , Ih + 2. ./,-)=-0.

Für quaternäre Variabeinsysteme sind hierin als Fälle h = 1 und fi = 2

die beiden Relationen enthalten
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Q(J?b7&) = (1234) (5678) + (2345) (1678) ~ (1345) (2678)

+ (1245) (3678) - (1235) (4678) = 0 (13)

/? (5623748) = (1234) (5678) - (3456) (1278) + (2456) (1378) - (2356) (1478)

- (1456) (2378) + (1356) (2478) - (1256) (3478) = 0
.

Es gibt somit so viele Arten von Relationen als man die Ziffern der

untern Zeile in Teilgruppen zerlegen kann. Wesentlich verschiedene

Arten geben dabei nur die Zerlegungen, bei denen die Anzahlen der

Ziffern in den beiden Teilgruppen andere sind, wobei es nicht darauf

ankommt, welche der Teilgruppen die erste und welche die zweite ist,

da die Relationen, bei denen die Anzahlen der Ziffern in den beiden

Teilgruppen nur vertauscht sind, durch eine gewisse Permutation der

Ziffern, abgesehen vom Vorzeichen in einander übergeführt werden

können. Entspricht aber die Zerlegung in Teilgruppen den obigen An¬

forderungen, so sind die Relationen wirklich verschieden, da nur diese

Teilgruppen immer in derselben Determinante vereinigt sind. Demnach

ist die grösste ganze Zahl in — gleich der Anzahl der Arten von Re¬

lationen, die ohne Identifikation von zwei Ziffern gewonnen werden

können, z.B. gibt es im Falle r=3 eine, im Falle /•= 4 zwei Arten.

Untersuchen wir nun das Verhalten dieser Relationen, wenn wir zwei

der Ziffern einander gleich setzen. Identifizieren wir zwei Ziffern aus

der obern oder aus derselben Teilgruppe der untern Zeile, so ver¬

schwinden entweder alle Glieder identisch oder die übrig bleibenden

kommen doppelt, jedoch mit verschiedenen Vorzeichen vor, so dass

man nicht mehr von einer Relation sprechen kann. Eine Vertauschung

der entsprechenden Ziffern zieht einen Vorzeichenwechsel nach sich.

Bei der Identifikation einer Ziffer der untern mit einer aus der obern

Zeile können wir uns auf die grössere Teilgruppe beschränken und Rela¬

tionen mit gleichen Teilgruppen übergehen, wie aus dem Folgenden

hervorgeht. Es ist

M) 2
','

' '

", r\-={\2...r){ll...l„\lh + 2... /,.)
\A •. 4 ; ' 4 + 2 • irJ

— 2(1 ,/*,...*,«,,*,...X)0i*...-i' A ../„) (aß...). lA + i •••/,-

=*(I2.4ïï/;-;,':.-/0' (,4)

wobei die Gleichheit der Relationen gliedweise zu verstehen ist. Man

kann also die Ziffer, welche einer aus der ersten Zeile gleichgesetzt
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worden ist, jeder der beiden Teilgruppen zurechnen, wenn nicht gerade
die Teilgruppe aus dieser Ziffer allein bestand. Im letztern Falle führt

aber die Gleichsetzung auf eine triviale Gleichung und die entsprechende

Vertauschung von Ziffern hat nur einen Vorzeichenwechsel zur Folge.
Aus derselben Ueberlegung folgt, dass man sich für die weitern Iden¬

tifikation an dieselbe Teilgruppe halten kann. Wenn alle Ziffern der

Teilgruppe solchen der ersten Zeile gleichgesetzt werden, stossen wir

wieder auf eine triviale Gleichung. Eigentliche Relationen erhalten wir

nur so lange, als mindestens eine Ziffer der Teilgruppe von denen der

ersten Zeile verschieden ist, und die Vertauschung dieser letzten Ziffer

mit einer aus der ersten Zeile zieht nur einen Vorzeichenwechsel nach

sich. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich, dass wir im Falle von

quaternären Variabeinsystemen durch Identifikation noch die folgenden
zwei Arten von Relationen erhalten können

R(J^^\ = (\2U)(5b7\)- (1345)(2671) + (1245)(3671) - (1235)(4671) = 0

(15)

R (512^]42) = (1234) (5612) + (1245) (3612) - (1235) (4612) = 0
.

§ 3. Rationale Darstellung der Funktionen mit der

Grundeigenschaft.

In dem algebraischen Gebilde [/' k /] = (f k I) sind die Variabein

u von den Elementen der Matrix (x"£) abhängig gemacht worden. Im

vorigen Paragraphen haben wir aber die Determinanten (/Ar/) durch

eine Transformation auf eine noch geringere Anzahl von Variabein

zurückgeführt, nämlich auf die Transformationsdeterminante A ur>d

die Grössen der Matrix {x"'£), die nur noch 3 • (n — 3) Variable ent¬

hält. Die Variabein u hängen also nur von 3 (/7 — 3) —f- 1 Veränder¬

lichen ab. Dass diese aber nun unabhängig sind, sieht man folgender-
massen ein. Wir können für die Variabein [1 2 3], [ 1 2 /], [ 1 3 /], [2 3 /']
beliebige Werte vorgeben und aus den Gleichungen fl23] = /\,
\\2i] = f\x'%\ [13/]= - A*"!\ [2 3/] = [\xl(i{, / = 4,5 ...n,

die 3 (n — 3) ~\- 1 Grössen l\, x'r'^ so berechnen, dass die vorge¬

gebenen Werte wirklich angenommen werden, wenn nicht [1 2 3] = 0

gesetzt wurde. Es muss deshalb &) — 3 (n — 3) - 1 Gleichungen
geben, aus denen die Werte der übrigen Variabein u berechnet werden

können. Bezeichnen wir mit ^(\^.t) die zu der Relation /? (i5. &) -= 0

gehörige Funktion mit der Grundgemeinschaft, so bilden
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Kits-* «d?iï=°> ^")- '<*=*.*•»

*(/"/) = 0' '<A</=4>5...,
06)

einSyStemvon3("-23) + ("33)=(/'-3)f-16)==ß)_3(/7_3)-_l
Gleichungen, das den obigen Anforderungen genügt. Die Funktionen,

welche die linken Seiten der Gleichungen (16) bilden, fassen wir zu

einem System /?123 zusammen.

Satz 4: jede Funktion mit der Grundeigenschaft lässt sich durch

die Funktionen Rl23 rational darstellen, wobei als Nenner nur eine

Potenz von [12 3] auftritt.

Zum Beweise dieses Satzes bilden wir die folgenden Kongruenzen

[12 3][/*/]E[2 3/][l/Ä]-[13/][2//r] + [l2/][3//r] (mod./?,„)

[1 2 3] [/A-/] = — [1 3 /] [2 Jt 1] + [1 2 /J [3 A-1] (mod.^123)

[1 2 3] [/'A-2J = [2 3/][1 *2] + [12/J[3#2] (mod. Rli3)

[12 3][/*3]E[2 3/][l*3]-[13/][2*3] (mod. Rli3) ,

mit deren Hilfe wir aus jeder mit einer genügend hohen Potenz von [12 3]

multiplizierten Funktion mit der Grundeigenschaft G (u) die Variabein

[ikl], [1 ik], [2ik], [3/A] eliminieren können. Wir erhalten so

[1 2 3]"1G(ü) = G(t/)(mod^123), (18)

wo G (u) eine Funktion mit der Grundeigenschaft ist, welche nur

noch die Variabein enthält, die als frei veränderlich angenommen

werden können. Diese muss deshalb identisch verschwinden und es ist

[1 2 3]"G(o) = 0 (mod/?123), (19)

was zu beweisen war.

Zur Verallgemeinerung des Satzes 4 fassen wir die Funktionen

/l 2 r\ h < h < < h- 2
= 1

,
2 n

\/,/2...lr-r,/J h-2<lr-\\ lr-^</r = r+\ tl

zu einem System RX2..r zusammen. Wir bilden nun die Kongruenzen

[1 2
. . . r] [h h • /,-] = Jit, 1

, 2,. ..
/ - 1

,
/+ 1

, ... r) •

[//, .../,_, ][1 2...1- 1 y+1 ...r/r] (mod. RX2. ...r),

die sich aus den obigen Funktionen ergeben. Mit ihrer Hilfe können wir

aus einer Funktion mit der Grundeigenschaft G (u), die mit einer genügend
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hohen Potenz von [1 2
. . r] multipliziert ist, alle Variabein bis auf

[I 2 ..r] und [1 ../- 1 A/+ I ../] /-= 1
, 2...T-, /r = r+1,.../7

eliminieren. Wir erhalten so [12.. r]'" G (u) = G(ü) (mod /?,2 r).
Da nun in G(u) nur noch willkürlich Veränderliche vorkommen, was

sich auf entsprechende Weise wie im ternären Falle ergibt, folgt, dass

G (u) identisch verschwinden muss, also allgemein

[1 2...r\"'G(ü) =0 (mod. Rl2 r)

gilt.

§ 4. Funktionen mit der Grundeigenschaft als

Trägheitsformen eines Moduls.

Herr Prof. Hurwitz hat den Begriff der Trägheitsformen in die

Formentheorie eingeführt. *) Es seien /,, f2, . . . /k Formen des Variabeln-

systemes xt, x2, ... x„ und mit Xu werde ein Potenzprodukt ^-ten
Grades dieser Variabein bezeichnet. Eine Trägheitsform T des Moduls

(/,, f2, . . . fk) hat dann die Eigenschaft, dass ihr Produkt mit jedem
Potenzprodukt Xß, dessen Grad einen bestimmten Wert v — 1 über¬

steigt, diesem Modul angehört, X/i T~0 mod (/,, f2, . .. 4). Die

kleinste der Zahlen v, für die das der Fall ist, heisst die Stufe der

Trägheitsform T.

Wir vereinigen nun alle Funktionen mit der Grundeigenschaft,
die den Relationen entsprechen, welche durch die Methode des § 2

gewonnen werden können, zu einem System /?.

Satz 5: Alle Funktionen mit der Grundeigenschaft sind Träg¬
heitsformen des Moduls (/?).

In /? sind alle Systeme Rlh, enthalten und es lässt sich dem¬

nach für jede Funktion mit der Grundeigenschaft G (u) und zu jeder
Variabein [f k/] ein Exponent m finden, so dass [i k l]m G(u) dem Modul

(/?,k/) und damit auch (/?) angehört. Be7eichnen wir mit M den grössten
dieser Exponenten m und wählen wir !/ so gross, dass X/i mindestens eine

der Variabein in der M-ten Potenz enthalten muss, also v ^ {l)(M — 1 ) >

so ist sicher Xu G(u) = 0 mod (/?), was in Satz 5 behauptet wurde.

Wenn ein Modul nur Trägheitsformen nullter Stufe, die man auch

uneigentliche Trägheitsformen nennt, enthält, so heisst er abgeschlossen.
Die Trägheitsformen eines abgeschlossenen Moduls sind also selbst

Formen des Moduls. Unser Ziel wird sein, zu beweisen, dass der

Modul (/?) abgeschlossen ist.

') A. Hurwitz: „Ueber die Trägheitsformen eines algebraischen Moduls."
Annali di matematica pura ed applicata, Tomo XX della Serie HI, pag. 113.
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§ 5. Abgeschlossenheit des Moduls (R) im Falle von

binären Variabeinsystemen.

Im Falle von binären Variabelnsystemen können wir durch unsere

Substitutionsmethode nur eine Art von Relationen erzeugen, nämlich

^(34) =0 2) (3 4)+ (2 3)(i 4)-(13)(24) = 0. (20)

Mit ./?( j bezeichnen wir die Funktion mit der Grundeigenschaft,

welche dieser Relation entspricht und R bedeute das System von

Formen, die aus R\nA hervorgehen, indem 1,2,3,4 durch die

geordneten Kombinationen von 1
,
2

,
. .

.
n ersetzt wird. Es genügt die

geordneten Kombinationen heranzuziehen, da eine Permutation der Ziffern

höchstens eine Funktion mit einem verschiedenen Vorzeichen erzeugt.

Satz 6: Im Falle von binären Variabelnsystemen ist der Modul

(/?) abgeschlossen, d. h. alle Funktionen mit der Grundeigenschaft sind

in ihm enthalten.

Da wir für die Abgeschlossenheit des Moduls (/?) einen Induktions¬

beweis durchführen wollen, müssen wir vorerst die einfachsten Fälle

untersuchen. Für « = 2,3 gibt es nur so viele Fundamentalinvarianten

wie unabhängige Veränderliche, es können daher keine Relationen und

damit auch keine Funktionen mit der Grundeigenschaft, die ihnen ent¬

sprechen, existieren. Für n = 4 bildet 7\M "jdie Basis, denn es ist

sicher [1 2]N G (u) = A /? ([ 2\
,
wo G(u) eine beliebige Funktion mit

der Grundeigenschaft und A eine in den Systemen u, homogene Funk¬

tion bedeuten. Da /? ( J nicht durch [1 2] teilbar ist, muss A [1 2]

als Faktor enthalten. Dieser Schluss kann TY-mal wiederholt werden,

sodass wir auf die Gleichung kommen G (u) = Afti 1
.

Der ein¬

gliedrige Modul l/?(j ) ist also abgeschlossen.

Das Rekursionsverfahren, durch das wir die höheren Fälle auf

die niedrigeren zurückführen, stützt sich auf eine Verallgemeinerung

einer Formel von Clebsch über invariante Differentialoperationen. Sie

lautet mit den Operationssymbolen, die wir im ersten Kapitel benutzt

haben, die aber zum Teil etwas anders normiert sind, als die von Clebsch :

(ft^-1) g G (*?) = D'V ûV G (x'ï) +- ( 1 2) ß,2 G (x'V) ,l) (>])

wo gi und gz die Grade von G in den Variabein 1 und 2 bedeuten. Der

Inhalt dieser Formel ist auch in der Gleichung von Differentialoperationen

') Clebsch: „Theorie der binären Formen", Teubner, Leipzig 1872, pg. 15
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1 _i_ n <2> A) (i) i

^=('2)ûI2 = !1J(f £J (22)

enthalten, in der die Polarenoperationen der hintern Kolonnen zuerst

ausgeführt werden müssen. Die Bedeutung dieser Gleichung gegenüber
(21) liegt darin, dass in dieser Form die Verallgemeinerung auf

Systeme von beliebig vielen Variabein gelingt.
Wenden wir die Operationen Dh,> auf eine Funktion G (u) an,

deren Variabein u durch die Substitution [i k] = (i k) parametrisch
von den x^ abhängig gemacht wurden, so ist

wo bei der Summation die Ziffern / und k übersprungen werden.

Ebenso ergibt sich

i,h d[/ßd[khy
y

d['k]

wo bei der Summation die Glieder weggelassen werden müssen, die

in derselben Determinante zwei gleiche Ziffern vereinigen. Wir defi¬

nieren nun die Differentialoperationen Dr'£ und ~iilh
,
die auf Funktionen

G (u) der Variabein u = [ik\ angewendet werden sollen, durch die

folgenden Gleichungen :

(ijnc, o\tl\
(23)

ö rs »
Uy" S'G(u)

r dG(u)
ülkG(u)=

Z -'
[//?] + 2——^,- .

/ h à[il] è[khy d[i k]

(24)

Diese Definitionen sind so gewählt, dass die Substitution [h 1] — (h /)
die Funktionen Zty G (..[/?/]..) und îï,, G (.. [h 1\..) in D%> G (..(hl)..)
respektiv iilkG( . . {h 1). .) überführen. Da die Operationen Dl' und

ült aus in den x"i identisch verschwindenden Funktionen G (..{hl)..)
wieder identisch verschwindende erzeugen, folgt aus dem obigen Zu¬

sammenhang der überstrichenen und nicht überstrichenen Operationen
Satz 7: Mit G (u) sind auch D''i G (u) und ]J, * G {«) Funktionen

mit der Grundeigenschaft.

Wir bilden nun

1 + Z),<2) Zp

or a
F(u) = [\2]üxiG(u)- n(2; --(1) G(u). (25)
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Diese Funktion F{u), der nach Satz 7 die Grundeigenschaft zukommt,

wollen wir berechnen. Es ist

ii2]^wJ!ÄH|,!|+! w]l,2]
also

F(u) = [\2]Q1%G(a) — (\+ Z)2(2)) Z),
"' G fw) + A(2) ZV'> G (u)

-3z"r(]2\ **G(u) (26Ï

-?.,R\ki)wk\d\m
• (26)

/^(w) gehört also dem Modul (/?) an. Aus Gleichung (26) folgt

(1 + zv2>) ä<" g (u)j= (g, -+- i)5l g r«; = [i 2] öls g r«;

+ D1mDi")G(u) (mod./?), (27)

wo nun gi den Grad von G («) in w,, g2 den Grad in u2 bedeutet.

Diese Kongruenz können wir nun zu einem Induktionsbeweise für die

Abgeschlossenheit des Moduls (/?) verwenden. Nach Satz 7 sind

D^ G (u) und Si, z
G (u) wieder Funktionen mit der Grundeigenschaft,

aber solche deren Grad in ux um eins erniedrigt ist. Nehmen wir für

solche Funktionen als schon bewiesen an, dass sie dem Modul (/?)

angehören, so existieren Darstellungen

D,(l) G{u) = lA r('A und üy .2 G (u) = ÏB~ft

Nun werden durch Polarenprozesse aus Funktionen des Moduls wieder

solche erzeugt, denn die Operation Dr"j kann auf Summen gliedweise

angewendet werden und es ist

~D'"' f/4 r( !)V = ' D"IJ A ' ~r( 'J Vf A
' D(l" r{ ' '

V
"

\ \kl)\ \
*

\ \kl) iA\u" *\kl))
'
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Dr,',{ A liefert aber nach der Definitionsgleichung (23) wieder eine

Funktion der Variabein u: A und Df"<{ Ry l ist null, wenn die Ziffern

/, /, k, I von p verschieden sind, während im andern Falle die mit

p zusammenfallende durch q ersetzt wird. Es ist also

^-^*(jK) = -**("/)•
Aus unserer Voraussetzung ergibt sich somit in Verbindung mit der

Kongruenz (27), dass G(u) = 0 (mod /?). Die vollständige Induktion

ist nun möglich. Die Wiederholung desselben Verfahrens führt auf

Funktionen, welche die Variabein u, nicht mehr enthalten. Ebenso

können weitere Variabeinsysteme eliminiert werden und für vier Systeme
haben wir den Satz als richtig erkannt, so dass er allgemein gilt

§ 6. Abgeschlossenheit des Moduls (R) im Falle von

ternären Variabeinsystemen.

Der Beweis für die Abgeschlossenheit des Moduls (/?) nahm im

Falle von binären Variabein seinen Ausgang von einer Clebsch'schen

Formel, die sich auch darin ausdrückte, dass eine Differentialoperation
H sich auf zwei Weisen, einmal durch den i2-Prozess und zweitens

durch eine Determinante von Polarenprozessen ausdrücken Hess. Wir

hatten dann eine Uebertragung der Polaren- und Ö-Prozesse auf die

Variabein u vorgenommen. Nach dieser Verallgemeinerung waren die

beiden Ausdrücke für H nicht mehr identisch, sie gaben vielmehr auf

eine Funktion G (u) angewendet zwei Funktionen, deren Differenz wir

gleich F(u) gesetzt hatten und von der wir bewiesen, dass sie dem

Modul (/?) angehörte. Für den Induktionsbeweis genügte aber die ent¬

standene Kongruenz. Genau derselbe Gedankengang lässt sich auch

in höheren Fällen durchführen, nur wird die direkte Berechnung der

Determinante von Polarenprozessen sehr unübersichtlich, so dass wir

versuchen müssen, diese auf einem andern Wege zu gewinnen. Wir

wollen zunächst den bestimmten Fall der ternären Variabein mit dieser

allgemeinern Methode erledigen und die Verallgemeinerung in einem

eigenen Paragraphen durchführen.

Den Ausgangspunkt bildet wieder die Identität zweier Differential¬

operationen, welche eine Verallgemeinerung der Gleichung (22) bildet.

Diese Gleichung und ihre Verallgemeinerung rühren von Capelli her.

Für ternäre Variabein lautet sie
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i 2 -f- D <3> Z)<2) Ö(,)

//= (1 2 3) Ii123 =
'

Df> 1 + ß/> /)*«>
f
) . (28)

0,(3) A(2) A(1)

Wir definieren nun die Operation

M =

2 + £>3,3) A(2) £>3(1>

A,(3> l + Z)2(2) Z)2<»

A(3) A<2) Ä0)
(29)

wo D(" = Z -

r,, t1 [/A7], in welcher Summe die Summationsbuch-

staben k und / die geordneten Kombinationen von 1,2,.../ — 1
,

/'+ 1
. . ./ — 1

, /+ i
, . ..

n durchlaufen. Zur Rechnung wollen wir

für diese Operation H eine andere Form gewinnen und verwenden

dazu die Uebertragung der Methode, welche Capelli zur Ableitung der

Gleichung (28) verwendet hatte. Vorerst müssen wir aber noch eine

Verabredung über die Bezeichnungen treffen. Wie bisher bezeichnen

wir mit ut die Variabein [/kl], welche die Ziffer / enthalten, während

k, I unter einander und von / verschiedene der Ziffern 1
, 2,...n

bedeuten. Im folgenden werden wir öfters nach [i k /] differenzieren und

den Differentialquotienten mit [/kl] multiplizieren und diese Produkte

über alle geordneten Kombinationen der k, 1 summieren. Dies werden

wir nun symbolisch durch 2' — u, andeuten. Ganz entsprechende

Abkürzungen führen wir für Summen über höhere Differentialquotienten

ein, z.B. setzen wir

1
wm» [37. a

i" '"' « 4i=-' ,-éïi.-- """

wobei also die Variabein, nach denen differenziert wird und die mul-

tiplikativ hinzutretenden einander der Reihe nach zugeordnet werden

und auch im letzten Beispiel die Summationsbuchstaben /,, 12 in der

ersten Variabein unabhängig von denen in der zweiten J3) U die ge¬

ordneten Kombinationen von 1
, 2, . . .

n durchlaufen. Wenn dabei in

einer der Variabein, nach der differenziert oder mit der multipliziert

') Capelli: „lieber die Zurückführung der Cayley'schen Operation Q

auf gewöhnliche Polar-Operationen", Math. Ann. Bd. 29 (1887) und „Sur les

Opérations dans les théorie des formes algébriques", Math. Ann. Bd. 37 (1890).
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werden soll, zwei gleiche Ziffern auftreten, so sollen diese Glieder

weggelassen werden, da wir solche Variabein nicht zu dem Systeme
u rechnen. Wenn auch andere Werte übersprungen werden sollen,
deuten wir dies durch einklammern der betreffenden Ziffern unter

8
dem Summenzeichen an, so soll in 2 — u, der Wert 2 ausgelassen

{i) o ux

werden. Es gelten nun die folgenden Gleichungen (30) :

DPDP = 2-^-a2u4+2-d u2i
(30)

dUidu3 au, 3
___ _ _

_ _ a» a DPDP-DpDP =0
DPDP = 2-

d
U2UiA-Z J U2i

DpDP = 2—^-u2u3

DpDP = 2 -

u2u3

DP DP = 2- d\ u3u3

DP DP - DPDP =0

2 DpDP—DpDP=Q
DPDP = 2—d~ u3u3

8u,du2

DPDp = 2—il— u2 ux~ 2
d

u, 2
3w, gw3 8w,3

A> A(3) - 2 — - u2 ux + 2
d

u2
dUidUs (i) d u3

~DP DP = 2—?— u2ut

DpDP = 2
d*

-

u2 u, + 2"—- u2

DJ* DP =2
d*

a,ö,

DpDp = 2
a* ai0l+2,-^-a,

du2dUt du2

DPDp - DPDP = D2m

DPDP— D?> DP = DP

DpDP - DP'ÖP-- Dy(2)

DPDP = 2^ d[ -u2at + 2^--ut
_ _

, DPOP-DpDp=DP-DP
DPDP = 2"

*
o2 ÖI + 2" -<L u

d ö, g r/2 (1) a ö2

Wir bilden ein erweitertes Variabelsystem «, dessen Variabein [/ k /]
nicht nur aus den Ziffern 1

, 2, .. . n gebildet sind, sondern auch
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noch von ihnen verschiedene Ziffern t, f.i ,
v enthalten. Der Differen¬

tialquotient einer Funktion G (u) der Variabein u nach einer Variabein

u hat nur dann einen Sinn, wenn diese Variable auch zu u gehört,

wenn sie hingegen t, n
,
v enthält setzen wir den betreffenden Dif¬

ferentialquotienten null. Wir beweisen nun, dass die Operation

«_ 7T(") n(/')7>W
H=D>"D. Dl

Df Df D?

Df D%
Df D? D(!,}

(31)

mit der durch Gleichung (29) definierten übereinstimmt, wenn wir

sie nur auf Funktionen G (u) anwenden, wenn also die Differential¬

quotienten nach uT , ü„ , uv null zu setzen sind. Nehmen wir nämlich

—M

die Operation D3 in die Determinante hinein und vertauschen sie

gerade mit der ersten Kolonne, so ergibt sich mit Hilfe der Ver-

tauschungsformeln (30)

//=û<")^")

(3)
T

(3)

fl

(3) DU

(i)

0)

Diy

—(r) -(3) —(2)

d[;]-d3}dt

DQ)

D(1)

D

D

(i)

T

(')

II

(1)

V

—fr)
Durch weitere Vertauschung von D3 erhalten wir, wenn wir beachten,

-(3)
dass die Unterdeterminante von DT Differentiationen nach uT verlangt,

(3)
die null sind, weshalb DT durch null ersetzt werden kann, für die

erste Determinante

0 0? ßi"

D{3) S? 51"
ö(3) ä? $

Hierin kann die Null wieder durch Df1 ersetzt werden, wenn wir das

entsprechende Glied aus der zweiten Determinante herübernehmen,

so dass sich für diese nach der ersten Kolonne entwickelte zweite

Determinante ergibt

DÏ

D(2) D0)

d{: d«:
+/>' -0

"
I n(2) n0)
\Dß Dß ,

0? b«:



da das erste Glied null wird und die beiden andern dasselbe Resultat

liefern, wenn £)w jn die Unterdeterminanten hinein genommen und

mit den andern Polarenprozessen vertauscht werden. Zusammengefasst
erhalten wir

-(3) ~(2) - (1)
2 + d: d: d\

H^D^'D l/i)
D

D

D
rO

D
(i)

Dieselben Ueberlegungen führen wir mit D2

.

I —(3ï —f „1 —(71 —C.

,(,«)
durch und erhalten

ff=D,
(")

-äf ß1"1 ö'a

U2 LJ3 °';>

K: O« fl',f ""'

<>? o'"1 ïif <>':•

D
(3)

~<2)

^3 k'
D(2) k:

Für die Unterdeterminante von 2 --)- Z)'!' ergibt sich

D{"]D(2)
2 /' 31" D{lt]-D<2) D0) .+/?<

ö^d'* 5',"f ö<2) ^(/"ö(1)
v ^2 v

o!:"1 ß"'
=

o'>?

und ein letzter Schritt liefert uns

2 + Df D? -D0)

//-- à? Df \ + D? Df

d(: »? K'

2 + 43) öf

Df \+5f
D

(i)
D

(2)

was zu beweisen war.

Aus (31) erhalten wir die für die Rechnung bequeme Form der

Operation H, indem wir darin für die Polarenprozesse ihre Ausdrücke

durch Summen einzetzen. Für die Determinante erhalten wir so

vi \ n(3) 77(2) TT(1) vw \ v2
(T,fi, v) DT D„ Dv

— 2
(r, //, v) 2

d

dU3
uTE

du2

6
E — uv

wobei sich die erste Summe über alle Permutationen von r, /u , v

zu erstrecken hat. Diese Summe lässt sich umformen, indem wir

beachten, dass sich die späteren Differentiationen auf die Difterential-

quotienten und die Multiplikatoren beziehen. Wir erhalten so, wenn

wir noch die Reihenfolge der Sumrnationen vertauschen
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2
0tl3dU2dU\

E (r, ft, v)uT u„uv— E
8u38uX2

Z{t,h,v)ut u„v

du2dui3

8

E (t , fx, v) u,( uT v
— 2"

'/I "TV
o U\ 8 Uz 3

2 (t , /j , v) uv u,
V "T/U

S{t,h,v)ut„„ . (32)

Die Durchführung der Operationen D3 ,
Z)!,

, ö, hat nur noch eine

Vertauschung von n und 1
, /.i und 2, r und 3 zur Folge, da die

Variabein uT , ufl, uv nur linear vorkommen. Wir finden

//=2 / 2,(1,2,3)u3o2ö1 + 2'--^---2'(1,2,3)ö3ö.2

2-
8u28u{3

2(1,2, 3)ü2u13 + 2-
1 Hi 3 u23

2(1, 2,3) u, u23

+ -JL_2,(1,2,3)ö12
0 #123

(33)

Um die Uebertragung des .^-Prozesses zu finden, multiplizieren

wir diesen zunächst mit der Determinante (v ii t) und setzen dabei

nicht mehr voraus, dass die Ziffern y, /*, t von 1
, 2, ...

n ver¬

schieden sind, behalten uns aber die Verfügung über sie noch vor.

Es ist dann

(v ju t)

dx\» dxp dx<p

Zx? **? àxt
8 8 8

(2)

I x\3> 8xf 8xf

D0) DW Z)(,)
"i» "a "t

J2) (2)

II
>?

ß O ß">

Di3) D{2) D(X)
uT uT uT

D{3) Di2) D
13) (2) (I)

Da wir diese Operation nur auf ganze rationale Funktionen von Funda¬

mentalinvarianten G (. . . {ikl). . .) anwenden wollen, können wir hierin

die Polaren in die Form D'£ 21
„ (kli /2) setzen. So bekommen
o (i A h)

wir eine (32) ganz entsprechende Entwicklung, in der nur die Substitution

[ikl] = (Ikl) vorgenommen worden ist. Die innern Summen dieser

Entwicklung, I(r,jLt,y) (r/5 /„) (/u J3 74) (c/, I2), 2(r, /t, v) (r/5 J6) (// i'J),

.
E (t,/ii, y) (r/u v) sind in den Variabeinreihen x

<") J") J") .
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x\ , x2' , x3 ; x* ,
x*

, xp je linear und homogen und sie wechseln

das Vorzeichen bei einer Vertauschung der Reihen. Daraus folgt, dass

jede dieser Summen (v // r) als Faktor enthältx). Um auf den ß-prozess
zu gelangen, haben wir diesen Faktor (v/< r) wieder wegzudividieren.
Da der Faktor in jeder der obigen Summen enthalten ist, dürfen wir

zu dieser Division die Variabein v, //, r bei jeder Summe nach unserm

Belieben spezialisieren. Bei der ersten Summe setzen wir v — 1, // = /,,

r = 4 und haben dann durch (1 /, 4) zu dividieren. Es ergibt
sich so S (1 , /,, 4 ) (4 4 /«) (/, 4 h) (1 A 4) : (1 /, 4) = (/, 4 h) (4 h h)
— (4 4 U) (A 4 h) • Bei der zweiten Summe setzen wir v = 1, // = 2,

r= /und erhalten E(1,2, /) (//5/6) (2 1 /) : (1 2/)= - 2(//5/6). Ent¬

sprechend ergibt sich bei den zwei folgenden Gliedern 2 (//3 /4), — 2 (//, 4)
und beim letzten 6. Für den ß-prozess erhalten wir so die Entwicklung

Û.23 = 2
8

(3/5 As) ^ (2 4 4) d (1 /, 4) ^,3 '^ V2 /s /ö) — (/* /3 /4) (/l '5 ^

f) fr
+ 2 2

iT344TiO 2/)
<//5/6) ~ 2 2

8(2/,/4)3(l"37)
(//sA1

,2
g

+ 2 2T777Two-Tn ("'*)+ 6
a(i/,/2)a(23/)v

"

0(123)
•

Den dieser Operation entsprechenden ß-prozess definieren wir durch

die Gleichung

""' = 2
8[3/./JS[2/,4]9 [1 <7J <[' ' « !' '• 'J - f' '• 'J K I' 'J'

+ 2Ia[l/,/ap3;i'//',-1 + 6a-pk- <M)

Wir erreichen so, dass il G (.. .. [ikI] . ...) bei der Substitution

[/£/] = (/*/) auf dieselbe Funktion führt wie Q G {. . .{ikl).. .),
wo erst die Substitution vorgenommen und dann der ß-prozess durch¬

geführt wurde.

Wir bilden nun die Funktion F (a) = [1 2 3]Ï2123 G (u) — HG (u),
von der wir nachweisen können, dass sie dem Modul (Ff) angehört.
Es ist nämlich

') Vergl. Weierstrass, Gesammelte Werke, Bd. III, „Zur Determinanten¬

theorie", S. 271 ff.
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F(u) = l\2 3]S2i23G(u) — HG(u)= (35)

"

43 A 4] 42GaI 8 [1 /, /J ([1 2 3] ([/' 4 /J [/2 's h] ~ {U h /J [/' 4 ^

- 2 (1,2,3) [U 4] [2 4 4] [3 4 4]}

+ ^[3wfl^]( 2[123][//s/.]-2(I,2,3)[3/8/J[l2/]}

+^2W^{-2[l23]L//3A]--(l'2,3)[2/3A][13/]}
+ 24104237]{ 2[123][//l/J-v(1,2,3)[1/1/J[23/]}.

In dieser Gleichung ist aber der Koeffizient der Differentialquotienten

dritter Ordnung gleich [4 4 4] ~R (^ \)) - [A A A] 7? (^ ^J +

L1 '< /J * (/!; Vi) " [2 h /J * (4; 11) + [3 h h] « (/!; /. /J '
WiCSiCh

aus folgender Rechnung ergibt. Es ist

[4 4 4] 7? Q. "J= [1 2 3] [/, 4 4] [12 h /.] - [1 2 /,] [3 k A] [4 4 4]

+ [13 /,] [2 4 4] [4 4 /«] — [2 3/,] [1 /3 U] [4 /5 /6]

- [/1/5/.] ^(,^"3=- [123][/2/3/J[/1/5;4] + [12/J[3/3/4][/I/s/6]

— [1 3 4] [2 /3 4] [/, /5 4] + [2 3 /J [1 /3 41 [/, U 4]

+ [1 4 4] 7? (,''.2 /J = D ^ A] [2 3 /,] [h 15 /6] - [1 /, /4] [2 3 4] [/, /s 7,1

+ [1 A A] [2 /, /J [3 4 h\ — \\ 4 4] [3 /, 4] [2 4 /,]

- [2 73 /4J 7? Q; )53J = - [2 4 /4] [1 3 /,] [4 4 4] + [2 4 4] [ 1 3 4] [/, /5 4]

— [2 4 4] [1 /14] [3 4 4] -+- [2 4 4} [3 /, 4] [1 4 4]

+ [3 4 4] 7? (^ ^J = [34 4] [l 2/,] [4 4 4] - [34 4] [1 24] [/, 4 4]

+ [3 4 4] [l /, 41 [2 4 /«] - [3 4 4] [2 /, 4] [1 4 4] .

Die geschweiften Klammern der drei letzten Glieder von (35) sind

resp. gleich 2 R (/;1
«

) ,
_ 2 * (/;! 23J ,

2 /? (,.'
*

^ «). Damit

erweist sich /^(^^O (mod. 7?) und durch Umformung ergibt sich

») Vergl. S. 20, Formel 12.
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(g3 + 2) (ft + 1 ) gt G (u) = [1 2 3] Qt23 G (a) - öf D? W G (a)

-5i3) $,2) ^1) G (o) + Z)(,3) (1 H- D?) D^ G(u) + D(23) D? d\X) G (u)

+ (2 + D$))D?)DiPG(a) (mod./?). (36)

Diese Kongruenz können wir nun ganz analog wie im Falle von binären

Variabeinsystemen zu einem Induktionsbeweise für die Abgeschlossenheit
des Moduls (/?) verwenden. Es lässt sich leicht überlegen, dass auch

im Falle ternärer Variabeinsysteme mit G (a) auch die Funktionen

D'lJ G (u) und ü G (u) die Grundeigenschaft besitzen und dass die

Anwendung des Polarenprozesses aus einer Summe - AR eine ähnliche

Summe ^ AR erzeugt. Die Induktion erfolgt nun in der Weise, dass

wir annehmen, der Satz sei schon bewiesen für Funktionen, welche ein

Variabeinsystem u, weniger enthalten. Wenn der Grad in ux der erste

ist, so enthalten die Funktionen ilX2i G (u), ù$} G (u) und Z)^ G (u)
dieses System nicht mehr und gehören zufolge obiger Annahme dem

Modul (/?) an. Aber nicht nur diese Funktionen, sondern auch ihre Polaren

sind mod. (/?) kongruent null, so dass für diesen Fall die Kongruenz (36)

sich auf (g3 + 2)(g2+])G (u) ES of> ûf DlP G (a) mod. (^j reduziert.

D\} G (u) ist wieder die ursprüngliche Funktion und in Z)j
' D\) G (u)

ist der Grad in u2 um eins erniedrigt. Führen wir mit dieser letztern

Funktion dieselben Operationen wiederholt durch, so gelangen wir auf

Funktionen, welche das System «2 nicht mehr enthalten und demnach

dem Modul (/?) angehören, so dass für Funktionen die in u, vom ersten

Grade sind G (u) ESE 0 mod. (/?) gilt. Nun betrachten wir Funktionen,
welche die o, im zweiten Grade enthalten. Die Operationen der Kon¬

gruenz (36) führen diese zurück auf solche, die in ut vom ersten Grade

sind oder die u2 in einem niedrigeren Grade enthalten, so dass durch

Wiederholung der Operationen wieder G (u) EEE 0 mod. (/?) entsteht. In

dieser Weise können wir fortfahren, bis wir in ux einen beliebig hohen

Grad erreicht haben, womit die Abgeschlossenheit des Moduls (/?) auch

für ternäre Variabeinsysteme bewiesen ist, da es für Variable, die nur

aus vier Ziffern aufgebaut sind, nur identisch verschwindende Funktionen

mit der Grundeigenschaft gibt.

§ 7. Die Basis der Funktionen mit der Grundeigenschaft.

Die Verallgemeinerung der Untersuchungen des letzten Paragraphen
auf Systeme von beliebig vielen Variabein führt uns auf den
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Hauptsatz 2 : Der Modul (7?) ist abgeschlossen, d. h. die Funktionen

mit der Grundeigenschaft sind in ihm enthalten und die Formen (/?) bilden

eine Basis.

Zum Beweise benutzen wir die Verallgemeinerungen der früher

eingeführten Operationen H und ü
.

Die Operation H wird definiert

durch

(r— \) + D\ f) D
/r-i)

H

Ef,U (r-2) + D(Ul)
(37)

D(rv

1+flf D(2V

b[2) d{v

Mit Hilfe der Vertauschungsgesetze (30) lässt sich wieder zeigen, dass

diese Operation auf Funktionen G (u) angewendet zu demselben Resultate

führt wie

D\/<•) D\,(r-\) D\fl)

fi = D['0O(f) ...ri;' r—l 'r—\

y-U
D\

(V

(38)

DW D\(r-\) Dfl>

wenn i\ , i\, .. ir Ziffern bedeuten, die nicht in den Variabein u vor¬

kommen. Indem wir in der Determinante von (38) für die Polaren¬

prozesse deren Summenausdrücke einsetzen, kommen wir zu folgender

Entwicklung

2(h,i\, .../,.) 2—— u,
0 "r

= 2 Vi,h, ir) 2

8 ur-\
•r-\ U,2 2-

dUr 8 Ur-\ ...8U28U1

8u2 dux

u,, u,ri ... uhu,

öi, (39)

+ 2(/1,/2,.../,)2-
^-1

0Ur . 8 Ulk CU\
u,r . .u,llk... uH

+ 2-(/lf/,,.../,) 2'
y—2

dur..8utm ..8ulk.. 8ux
u,, ..utl,m..u,ilk..uh
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2

+ 27 (i\, i\, . ir) I— —
—

— u,- , ,_ u, i ...,

0*5 TT ,»"«„. .a
" " * «" *

+

Q

+ ^ (A ,h>- >r) Z— "il -2 'r
0 «12 r

Die Operationen d{',} , 2)^, .
..Z/''' haben, da Gleichung (39) in

üVj , w,2, .. . £/,, linear ist, nur eine Vertauschung der Ziffern i\ und 1,

/2 und 2, ... ir und /• zur Folge, so dass wir für die Operation H
nach Vertauschung der Summationen finden

H^S
8

I (1, 2, .. . r) ur ur-1 . . . «! (40)
^«r()//f-l ...dOa d«i

+

+ Z
fl »

"~

» r,
T~TT

^ (1 - 2, .../•) üf ... UM ... «1
tf «y... 8 Uik d "i

dr-2
+ 2" — —— I{\,2,...r)ur...uim...ulk...Ui

dUr...dU,m...dU,k...Ui

dUr ...d Ulki ...(jUi

+

8r~2
I (1, 2, . . . r) ur. .. Uiki . «i

'
9 f,_ _ _ CS »

v > > ' a p. I IL ß ..\du-J.ß
-t eaaß x

__

d
*

^uäß

+

+ ^V^ ^(l,2,...r)ül2 r .

(7 «12 r

Zur Uebertragung des ü prozesses multiplizieren wir diesen zuerst

mit (it 4 ... fr), da

\ c c d

_J'_ J d
-

rfAP^"""^
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'i

û(,) D{2)
.

H 'l
.
D(r)

=

£>(1) D?
.

..Dw
'r 'r 'r

Du) Dlr-l)...D(])

D(P D[r-]) ...£>(,)
= 'r-l 'r-I

£>(.r) O^-1»... ÛW

Diese Determinante gibt eine der Gleichung (39) analoge Entwicklung,

wir haben in derselben nur die Substitution [Ik. .. /] = (/' k. . . I) vor¬

zunehmen. Um auf den Q - prozess zu gelangen, haben wir diese Ope¬

ration wieder von dem Faktor (i\ /2.. . ir) zu befreien. Da sich mit

Hilfe des Weierstrass'sehen ') Determinantentheorems leicht überlegen

lässt, dass jedes Glied der (39) entsprechenden Gleichung (i\ /2... fr)

als Faktor enthält, dürfen wir zu dieser Division die Hilfsvariabeln-

systeme i\ , /2 , ... ir bei jedem Gliede nach unserm Belieben speziali¬

sieren. Z. B. setzen wir bei dem Gliede

2 (h,h, U) 2

a'-2

(r/V.. IV) d (Im If.. If).. d (iklf.. If).. g (1 If.. If)

(/,. lV IV. • • IV) (') 4 If if) (i, 4 If If) (h If /SI»)

/, = /,, /2 = if, /3 = if, . . . /„ = if ,
haben nun durch (/, If If ... If)

zu dividieren und erhalten so, wenn wir noch die Summationen ver¬

tauschen

_

_J"12
_

)(Wf ...IV)...8 (ImIf':..If)...d(iklf ...If)...d(\ If ...If)

I (If, If,.. If) (If IV - IV) - (If If if--If) - (If If If- if) - (If If- IV)

Z

Entsprechend ergibt sich für das Glied

rl2

£{''l,h,-"/r)£~dm.^^'.-^)s(aj../Âîfj..:ë)

.(iai¥...ij?...iv)(iaiß...iyif+v..if)

durch die Spezialisation la — i„ , iß = iß ,.../, = /';. ,
iïr = l'^\ , , • • •

f,-= I(r\ wenn wir beachten, dass nur die Summationsbuchstaben

') Vergl. S, 34,
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ig , iß , ... /) unter sich und die /J>> x , l(^+2 > • • • ^P un^-er SIcn ver'

tauscht werden dürfen, da sonst verschwindende Determinanten entstehen

• (^+1c+2 •../<;'/i2,/f.../f).

Wir erhalten somit für den ß-prozess die Entwicklung

z (if,... /<«>) (/<> /f... /<;>)... (if if... if) (/§> /?>... if)

4-

+ 2"ä(7#\.. ^TTT^TÄTfTTTwT... d (i /§»... /<!>)
• 2- (if,... if) (if if... iV)... (if if if... if) ... (if if... I?)

+

+ 2
ër-2

d (rlV... IV). d (lm If... If) ...d (iklf... If)...

Z (if, ... if) (if IV ... if) - (If if If - If) ... (If If If - If)

+

dr-2
+ 2V(HfKZlV) ..?è(ikl^f...lf) ..TdtjTl^Jf)
z (if,... if) (if iv... iv)... uf if if if... if)... (if if... if)

+

+ (a,ß, ...A,aJ...x)h!(r-h)!

.

^ 1_ I/O) /(I) /(I) /(2) /(2) f<2)\

ë(a...-xlf...if)ë(a...Alf+r..lf)(,h+<,h+ 2-'r
'' '2 "'">

^

d(\2...r)

Wir definieren nun die Operation Si, welche der Operation Si in dem

Sinne entspricht, dass wir zu demselben Resultate gelangen, indem wir

in Si G (u) die Substitution [ik...l] -= (ik...l) vornehmen, oder wenn

wir schon in G (u) substituieren und dann die Operationen Si anwenden,
durch die Gleichung
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Q-S
*

- -

(41)
-

d [rlV ... If] ... d [2 if... if] a [1 /g'... if]

• 21 (/g>,... /<!>) [/<!> /<;>... if]... [if /f... /!3>] • [/g* /?>... if]

+

fl/—i

4-2"
d[r/T... if]... a [/a A"... /<->]... a[i /g>... /?>]

I (If,... /?>) [/?> /£>... /<?] ... [If If If ... If] . • [If If If]

-21-
<[rlf...lf] ... [/m/«.../<',]...g[/AA".../!.°] ...

21 (/g>, ... /<") [If If ... If] ... [If If If ... If]... [If If If ... If]...

+

dr~2
+z
WW. if] ...d JJlT/f... if]... d[\lfWë]

£ (If,... If) [If If ... If]... [/f If If If... If]... [If If. . If]

-\-(u,ß,...k,a,ß... x)h! (r—h)
-.%

. y v_ r/O) /(i) i(2) /(2)i

d[âJ...^lf...If]d[a...Àl^^...lf] V»+i"''
'' '*i

r!

a[12...r]
'

Wir bilden wieder die Funktion

F(u)=--[\2...r]iïi2. rG(u)—HG(u), (42)

die nach den Differentialquotienten geordnet werden soll. Der Nachweis,

dass die Koeffizienten dieser Differentialquotienten dem Modul (R) an¬

gehören, bietet im allgemeinen Falle einige Schwierigkeiten und wird im

folgenden durch einen Induktionsbeweis erbracht. Die Koeffizienten

der Differentialquotienten erster Ordnung sind null und die der zweiten

sind die Funktionen R. z. B. hat
g ^ _ ^^ ^^/% ^ /;„ ]

den Koeffizienten

(a, fl,... X, «, f... i ) h ! (r - h) ! RL~ ^
'

"

^^
"

'^^
' '

)Çj .
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Die bisherigen Resultate genügen bereits zum Nachweis, dass die

Funktionen mit der Grundeigenschaft, die den zweiten Grad nicht über¬

steigen, dem Modul (/?) angehören Denn für solche Funktionen sind

die Differentialquotienten höherer als zweiter Ordnung gleich null. Aus

dem obigen folgt nun, dass die mit einer solchen Funktion G (u) ge¬

bildete Funktion F(u)~0 mod. (/?). Wir ordnen nun die Variabein u

in die Teilsysteme in der bestimmten Reihenfolge alt u2, . . . an. G(u)
sei in diesen resp. von den Graden g1, g%, .. . gn, wo also g, ^L2 .

Nehmen wir nun an, es sei bewiesen, dass die Funktionen G' (u) von

höchstens zweitem Grade und den Graden g', ,g'<i,...g'n in den ein-

zelnen Teilsystemen dem Modul (/?) angehören, wenn die erste von

null verschiedene der Differenzen g1 — g't , g% — g'2. . .g„ — g'n positiv
ist. Dann gehört ii\z .rG («) zu den Funktionen G' (u) und lässt daher

eine Darstellung SÎ12. .rG(u) = E AR zu. Betrachten wir weiter ein

Glied aus HG (u). Es seien i\ , l,, . . . /,. die untern Indizes der nach'

einander auszuführenden Polarenoperationen. /k — A sei die erste von

null verschiedene der Differenzen r\ — 1, i\ — 2
, . . . ir — r, die nun

positiv sein muss. Wir fassen dieses Glied als Polare der Funktion

D {k - 2 + D(kkZl] ) (A - 3 + öfr22) ) •. - (1 + Df ) ü\n G (a) auf.

Diese gehört nun aber zu den Funktionen G' (ü) und lässt eine Dar¬

stellung ^ BR zu. Die noch folgenden Polarenoperationen erzeugen

daraus wieder Darstellungen 1 BR. Die Kongruenz F (w) = 0 reduziert

sich daher auf (gr + r — \){gr—\-\-r— 2)... gt G (w) ^ 0 (mod. ft),
G (u) ist also auch im Modul (/?) enthalten. Wenn die Variabein u nur

aus r -f- 1 Ziffern aufgebaut sind, folgt durch ähnliche Betrachtungen
wie im binären Falle1), dass sie auch nach der Substitution [ik...J]
= (/A.. /) von einander unabhängig sind. Es können daher keine

Relationen und keine ihnen entsprechende Funktionen mit der Grund¬

eigenschaft existieren. Da demnach für gr + 2 = ^r + 3 . • -gn = 0 die

Funktionen mit der Grundeigenschaft identisch null sind, gilt für sie

der in den obigen Betrachtungen vorausgesetzte Satz. Es sind daher

alle Funktionen mit der Grundeigenschaft, die den zweiten Grad nicht

übersteigen, im Modul (R) enthalten.
*

Wir nehmen nun als nachgewiesen an, dass die Koeffizienten der

Differentialquotienten bis zur (k — 1 ) - ten Ordnung im Modul (7?) ent¬

halten seien. Dann lässt sich auf dieselbe Weise wie oben zeigen, dass

alle Funktionen mit der Grundeigenschaft, deren Grad (A— 1) nicht

übersteigt, dem Modul angehören. Auf Grund dieser Annahme haben

') Vergl. S. 22.
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wir zu beweisen, dass auch die Koeffizienten der Differentialquotienten

A-ter Ordnung kongruent null mod. (/?) sind. Bevor wir dies nach¬

weisen, wollen wir zeigen, dass sie mindestens Funktionen mit der Grund¬

eigenschaft sind. Führen wir in der Definitionsgleichung (42) der

Funktion F(u) die Substitution [/'A.../] = (/'A.../) durch, so ist die

rechte Seite nach der Capelli'schen Gleichung (28) gleich null. F(u)

kommt somit die Grundeigenschaft zu. Wählen wir als Funktion G (u)

das Produkt aus den k Variabein

[/<*) /(*) iß) /ß) /(A)l [;(*-!) /(A-l) /{*— 1) /(A—]) /(A-l)l

r/(D/(l) /(l)/(l) /(DI

wo u-\~ ß-i- .../ = /•, die / die Ziffern 1,2,.../- in der Anordnung,

dass die Gruppen mit demselben obern Index geordnete Kombinationen

bilden. Sind die fm> mit demselben obern Index wieder geordnete

Kombinationen von Ziffern, die aber grösser als r seien, so verschwinden

alle Differentialquotienten von höherer als A-ter Ordnung und die A-ter

Ordnung mit Ausnahme von

g [/W... /ß) im^i... /ß>] d [/.*-v... ;ß-v ft*-»... 1(*-v]... d [/(U.. ,w ,ru
(...

/(U]

der für diese Funktion G (ü) gleich 1 ist. Sein Koeffizient lautet

K(u) = X! (/,... i(», i<?>, ... /«/, ... l{k>,... if>) [1 2
... /-J (44)

. y(i(v /^))[/<l) /(v iß) i«<)]l/(i) i<\) iß-\) /ça-in

i/c:; j(v /m /an

_ 2^(1, 2,.../-) [/w... /f /w+1... iß)] [fß~u... /r*-u /<*-»... /ß u]

r/cu yci>»/cu /ein

Da die ganze Funktion F(u) die Grundeigenschaft besitzt, von den

Koeffizienten der Differentialquotienten niedrigerer als A-ter Ordnung

aber dasselbe vorausgesetzt wurde, folgt, dass dem allein übrig bleibenden

Koeffizienten von (43) K(u) auch die Grundeigenschaft zukommt. Indem

wir nachträglich einzelne der Ziffern l(mJ mit solchen der Reihe 1, 2,... r

zusammenfallen lassen folgt dass alle Koeffizienten dieselbe Eigenschaft

haben. Bevor wir beweisen, dass der Koeffizient des Differentialquotienten

A-ter Ordnung (43) dem Modul (/?) angehört, überlegen wir uns, dass

alle Differentialquotienten, welche aus diesem durch eine Permutation
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[k k, k ) hervorgehen, Koeffizienten haben die sich höchstens durch

das Vorzeichen unterscheiden. Nehmen wir diese Permutation in den

Gleichungen (39) und (40) vor, so können wir die Glieder der zweiten

Summen unverändert lassen und nur die Ziffern des Vorzeichensymbols
permutieren. Die Glieder der Koeffizienten zweier solcher Differential-

quotienten haben also dasselbe oder entgegengesetzte Vorzeichen je
nachdem (kx , A2, . .. k,.) positiv oder negativ ist. Nun wählen wir als

Funktion G (u) den Koeffizienten A"(w) des Differentialquotienten (43).
Da diese Funktion vom Â-ten Grade ist, verschwinden alle höheren

Differentalquotienten und von denen k- ter Ordnung bleibt nur (43) und

die aus diesem durch Permutationen (
"

»hervorgehenden. Diese
\k1k,...kr)

letztern sind gleich — 1 oder +1 je nachdem (kj , k%, ...kr) positiv
oder negativ ist. Wenn wir nun beachten, dass diese Differential¬

quotienten alle denselben Koeffizienten mit dem Faktor {kx, k.,,, . . k,)
haben und die Annahme zu Nutze ziehen, dass für die Koeffizienten

der niedrigeren Differentialquotienten deren Zugehörigkeit zum Modul (/?)
schon nachgewiesen sei, so ergibt sich die rechte Seite der Definitions-

r'
gleichung (42) von F{u) als kongruent . K{u). Unter-

(i '.[)!... A !

suchen wir D* K(u). Der erste Teil dieser Funktion wird null wegen

des Faktors [12.../:...Ä... r] — 0. Vom zweiten Teil verschwinden

die Glieder welche / und k in derselben Variabein enthalten, die andern

kommen aber nur mit Vertauschung von / und k jedoch mit ver¬

schiedenen Vorzeichen doppelt vor, so dass sich Dl' f((u) = 0 ergibt
wenn i=f^k. Es ist daher

77/C(u) = (r - 1 + D<rr>) (r- 2 + ZX;i,">)... ( 1 + Df) Df K(u) = rl A»

und wir finden

\r!-a!ßr!'^\lC(u) = [\2...ryJt2...rK(u) mod. (/?). (45)

-~\2...r K(u) ist aber eine Funktion mit der Grundeigenschaft vom

A-1-ten Grade, deren Zugehörigkeit zum Modul (/?) als bewiesen vor¬

ausgesetzt wurde, womit aus (45) folgt, dass %{u) = 0 (mod. {R). Nach¬

träglich können die Ziffern I(mJ auch wieder mit solchen der Reihe 1, 2,.. r

identifiziert werden. Es gehören somit alle Faktoren der Differential¬

quotienten /r-ter Ordnung dem Modul (/?) an, da dies für A = 2 der

Fall ist. Der Beweis versagt für A — r, da dann der Faktor
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f r! )
i r! —

—,-p-j— ~^~,\
= 0 wird. Zu den Differentialquotienten r-ter

Ordnung gehören Faktoren von der Form

K(u) = [l 2
... r] S (KV,... KV,... KV) [Krv i$... K;>]... [KV K» .mJa,]

- I (1, 2, ... r) [r !<{> ... /W] ... [2 /f ... 1<V] [1 /0>... /W] . (46)

/l /(1) /(,)

Diese formen wir mit Hilfe der aus den Funktionen /? | ?,."
' '

\2;/f. ../<*

abgeleiteten Kongruenzen

[1 /^ ... /o>] [2 /« ... /<?] = [2 KV ... /n>] [i ,(V
... /^]

+1(-1K -' [1 /£»... /(u
( /^ i...

/m 2] [/<» im... /^j (mod. ^)

um und bilden , „

(47)

K(u)=K(u) = [ i 2.. r] I (KV, KV,.. KV) [KV Kv.. K;)).. [KV K».. /(»]

- I (1,2, ... r) [rKV ... K/)] ... [3 If... If] {[ 1 /f... /^] [2 /W ... }(V]

+ /(- l)'-''| ! KV... /01{/(V ...
/W 2] [KP If... If}} (mod. /?) .

i = 2

Die zur Bildung von F(u) benutzte Funktion G (u) setzen wir nun

gleich /C(w) •
Da in den r Variabein, nach denen bei den Differential¬

quotienten r-ter Ordnung differenziert wird, je eine Ziffer der Reihe

l,2,...r enthalten ist, entsprechen nur den r! Gliedern von

-

v ( 1, 2, ... r) [rlf ... /?] ... [3 /$> ... /<3>] [1 /<2>
... /?>] [2 /<?>... /<!>]

solche Differentialquotienten. Diese haben den Wert + 1 oder — 1
,

je nachdem sie einem Gliede entsprechen, das aus dem aufgeschriebenen

durch eine Permutation (
"

) hervorgeht, die aus einer geraden

oder ungeraden Anzahl von Transpositionen besteht. Die zugehörigen

Faktoren sind aber gleich der mit (klt k%,... kr) multiplizierten Funktion

rC(w), die in Gleichung (46) angegeben wurde. Die Differentialquotienten

niedrigerer Ordnung haben Faktoren die dem Modul (/?) angehören.

Da sich HK,(u) wieder auf r! K(u) reduziert und iJ,2...rK{u) dem

Modul (7?) angehört, ergibt sich nun 2r/rC(w) = 0 und damit auch

/C(ü) = 0 (mod. /?). Es ist also unter allen Umständen F(u) = Q
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(mod. /?). Aus dieser Kongruenz ergibt sich in gleicher Weise wie

früher für die Funktionen G (u) von höchstens zweitem Grade, dass

auch Funktionen mit der Grundeigenschaft von beliebig hohem Grade
dem Modul (/?) angehören. Damit ist aber der zweite Hauptsatz bewiesen.

Zürich, im Februar 1919.
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Lebenslauf.

Ich, Rudolf Hiltbrunner von Wyssachen (Bern), wurde am 15.

Januar 1892 in Glarus geboren. Da meine Eltern bald darauf nach

Zürich übersiedelten, durchlief ich dort die Primär- und Sekundärschule,

um hierauf das staatliche Lehrerseminar in Küsnacht zu absolvieren,

wo ich 1911 das Primarlehrerpatent erwarb. Angeregt durch den Unter¬

richt von Herrn Prof. Gerlach wandte ich mich dem Studium der

Mathematik zu, welchem ich in den Jahren 1911 —15 an der Eidg.

Tech. Hochschule oblag. Im Juli 1915 bestand ich die Diplomprüfung.

Nachdem ich im Sommer 1916 im Auslande als Lehrer gewirkt, kehrte

ich im Herbste gleichen Jahres als Assistent für höhere Mathematik

bei Herrn Prof. Hirsch an die Tech. Hochschule zurück, in welcher

Eigenschaft ich bis zu meiner Wahl zum Mathematiklehrer an der

Kantonsschule Schaffhausen im Frühling 1919 tätig war.

Meinen hochverehrten Lehrern, insbesondere den Herren Prof.

Hurwitz, Prof. Hirsch, Prof. Grossmann und Prof. Weyl möchte ich

hiermit für ihre Förderung meiner Bildung meinen herzlichsten Dank

aussprechen.


