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Einleitung.

— e vt ——

Von den Begriindern der absoluten Geometrie hat namentlich Johann Bolyai
auch Konstruktionen in den Kreis seiner Betrachtungen gezogen. Diese finden eine Be-
arbeitung in seinem ,Appendix“!), wo in § 34 die Konstruktion des Parallelwinkels
zu einem gegebenen Lot und in § 35 die Konstruktion des Lotes zu einem gegebenen
Parallelwinkel behandelt werden. Seither haben die Konstruktionen der nicht-euklidischen
Geometrie durch folgende Arbeiten eine weitere Entwidklung erfahren;

A) Parallelen-Konstruktionen und Beweise derselben.
Uber die Bestimmung der Parallelen wie sie direkt aus den Resultaten und Dar-

stellungen von Lobatscheiskij lolgte?), erschienen Konstruktionen und Beweise von
Simon?, Engel?) und Liebmann?, ¢).

) Engel und Staeckel: Urkunden zur Geschichte der nicht-euklidishen Geometrie. Bd. 3: Stiicke
aus den Sdiriften der beiden Bolyai. S. 209—210.

%) Engel und Staeckel: Urkunden zur Gesdhichte der nicht-euklidischen Geometrie. Bd. 1. Nikolaj
Iwanowitsch Lobatsdhelskij. S. 15,

8) Simon: Elementar-geometrische Ableitung der Parallelenkonstruktion in der absoluten Geometrie.
Journal f. Math. Bd. 107. S. 84 —86). '

%) Engel und Staeckel: Urkunden etc. Bd. 1. S. 256. ﬂus den Bemerkungen von Lobatschefskij
folgen 2 Parallelenkonstruktionen; die eine hat Johann Bolyai in § 34 des ,Appendix"?, gegeben und analy-
tish bewiesen, liir die andere gab Engel 1807 in den Nadirichten der phys.-math. Gesellschalt an der
Universitat Kasan einen rein geometrishen Beweis. In den Ber. d. Ges. Wiss. Lpz. Bd. 50 gibt Engel
einen rein geometriscien Beweis fiir den ganzen Inhalt der beiden Sitze von Lobatsciefskij, also fiir beide
Konstruktionen. .

%) Liebmann: Elementar-geometrischer Beweis der Parallelenkonstruktion und neue Begriindung der
trigonometrischen Formeln der hyperbolischen Geometrie. Math. Annalen Lpz. Bd. 61. S. 185-199,

¢ Liebmann: Zur nicht-euklidisien Geometrie. Lpz. Ber. Ges. Wiss. Bd. 58. S. 560 —-570. In

dieser Arbeit kritisiert und vervollsténdigt Liebmann den Beweis von Simon 5).
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B) Dreiecks- und andere Konstruktionen.

Uber diesen Gegenstand sind besonders zu nennen die Arbeiten von Simon?,3%,?)
“und Liebmann *°, ).

Alle diese Konstruktionen der nicht-euklidishen Geometrie griinden sich ent-
weder auf elementar-geometrische Betrachiungen, oder sind der Ausdrudk trigonometri-
scher Formeln der nicht-euklidishen Geometrie.

M. Grossmann !?) zeigte, dass die fundamentalen Konstruktionen der nicht-eukli-
dischen Geometrie anschaulih und nach einheitliher Methode durchiiihrbar sind, wenn
man sich auf den Standpunkt der Cayley’schen Massgeometrie stellt. Durch Angabe
des absoluten Kegelschnittes der Ebene sind die Massverhiltnisse fiir alle Konstruktions-
aufgaben geniigend bestimmt, und es gelingt, alle Fundamental-Aufgaben (der hyperbo-
lischen und elliptishen Geometrie) sehr einfach zu Iosen. Beispielsweise ist dann fiir
die Konstruktion des Dreiedkes aus 3 Winkeln nur eine Methode anzugeben, gleichgiiltig
ob unter den gegebenen Winkeln Null und Uberwinkel vorkommen oder nicht. Die
Unterscheidung wie sie Liebmann *°) machen musste, féllt also dahin.

Bei dieser Arbeit!?) war Voraussetzung, dass fiir den Fall der hyperbolischen
Geometrie ein reeller, im Endlichen liegender Kegelschnitt als der absolute Kegelschnitt
der Ebene betrachtet werde, wahrend fiir den Fall der elliptischen Geometrie der
imagindre absolute Kegelschnitt durch den konjugierten reellen vertreten ist. Zu den
Konstruktionen wurde die Bemerkung gemadit '), dass die entstehenden Figuren nur
'Bilder der wirklich auszufithrenden seien, und dass die Einfachheit der Lésungen einge-
biisst werde, wenn man von einer solden »Ubersetzung“ wieder zum ,Urtext“ iibergehe.

) Simon: Zwei Sitze zur nicht-eutklidishen Geometrie. Math. Annalen, Lpz. Bd. 48. S. 607.
Der cine Satz gibt die Konstruktion des rechtwinkligen Dreiecks aus gegebenen spitzen Winkeln, woraus
dann audh die Konstruktion eines Dreieckes aus den 3 Winkeln folgt.

$) Simon: Jahresberichte d. Math. Vereinigung Bd. 3. (1880—82). In dieser Arbeit wird die
Konstruktion der Tangenten an einen Kreis behandelt.

%) Simon: Uber Dreiedskonstruktionen in der nicht-euklidischen Geometrie. Math. Annalen Lpz.
Bd. 61, S. 587—588. Diese Arbeit ist eine nihere Begriindung seiner fritheren Abhandlung?) und die
Anwendung jener Resultate auf Dreiedkskonstruktionen.

10y [ jebmann: Die Konstruktion des geradlinigen Dreiedies der nicht-euklidischen Geometrie aus den
3 Winkeln. Lpz. Ber. Ges. Wiss. 53, S. 477—491.

Bis 1901 war die Aufgabe ein Dreiedk aus den 3 Winkeln zu konstruieren noch nie gelost worden.
Licbmann lost diese Aufgabe mit Hilfe einer Transformation der hyperbolisden Ebene, und behandelt
alle Spezialfille (Uberwinkel, Nullwinkel). )

11) Liebmann: Winkel und Stredeenteilung in der Lobatsch. Geometrie. Arch. Math. Lpz. (3) 5,
S. 213215, :

12) Grossmann, M.: Die fundamentalen Konstruktionen der nicht-euklidischen Geometrie. Beilage
zum Programm der Thurg. Kantonsscule 1904. .

%) Bonola-Liebmann: Die nicht-euklidishe Geometrie. Wissensdhait und Hypthese Bd. 1V, S. 240,
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Es ist in jener Arbeit mit uneigentlihen Elementen konstruiert worden, als ob es
eigentlihe, zugdngliche wiren, weil das Ziel war, geometrishe Figuren zu geben,
deren projektive Bezichungen zu einem gegebenen Kegelschnitt die metrischen Sitze
der hyperbolischen Geometrie veranschaulichen.

Die projektive Natur der Metrik der hyperbolischen Geometrie gestattet dieselbe
auch auf andere Art zu bestimmen, wo dann die gemadchten Verwiirfe nicht mehr Giiltig-
keit haben. Eine diesbeziigliche Arbeit erschien im Jahre 1910 von M. Grossmann '),

Eine solde Bestimmungsart der Metrik ergibt sich auch durch die Untersuchung
der Zentralprojektion in der nicht-euklidischen Geometrie. M. Grossmann ') fiihrte
das in folgender Weise aus: S

»Bekanntlih wird in der Zentralprojektion die Lage des Zentrums gegen die Bild-
ebene bestimmt durch den Distanzkreis. Legt man die euklidische Geometrie zu Grunde,

14) Projektive Konstruktionen in der hyperbolischen Geometrie. Math. Annalen. Bd. 68, S. 141-144.
%) Grossmann, M.: Die Zentralprojektion in der absoluten Geometrie. Vortrag gehalten am Int.
Mathem. Kongress 1912 in Cambridge.
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so spielt dieser Kreis bei den Konstruktionen eine doppelte Rolle: er nimmt die Um-
- legungen des Zentrums mit Ebenen aul, die zur Bildebene normal sind, und er definiert
das Orthogonalsystem des Zentrums, da er konjugiert ist zu dem imagindren Direktrix-
kreis des Polarsystems, welches die Bildebene aus diesem Orthogonalsystem schneidet.
Will man die Methode der Zentralprojektion anwenden auf die beiden nicht-euklidischen
. Geometrien, so hat man zu beaditen, dass dem Distanzkreis diese doppelte Bedeutung
nicht mehr zukommt.

Ist ndmlich (Fig. 1) A O B ein Durchmesser des Distanzkreises, Z das Projektions-
zentrum, so ist

X AZB < 90° im Falle der hyperbolischen Geometrie,

(Geometrie von Lobatschefskij);

X AZB = 90° im Falle der euklidischen Geometrie;

¥ AZB > 90° im Falle der elliptishen Geometrie,
(Geometrie von.Riemann).

Trdgt man also in der Ebene AZB in Z einen halben rechten Winkel an die
Distanz O Z an, so wird dessen zweiter Schenkel die Bildebene ausserhalb oder inner-
halb schneiden, je nachdem hyperbolische oder elliptische Geometrie gilt. Das Ortho-
gonalsystem des Zentrums wird also von der Bildebene in einem Polarsystem ge-
schnitten, fiir welches der reelle Représentant ein dem Distanzkreis konzentrischer Kreis
ist, dessen Radius grosser oder kleiner ist als die Distanz, je nachdem man die Geo-
metrie von Lobatschefskij bezw. von Riemann annimmt. Dieser Kreis moge der Ortho-
gonalkreis des Zentrums genannt werden. _

Die Geometrie des Masses ist bestimmt, wenn man in einer gegebenen Bildebene
den Distanzkreis D und den Orthogonalkreis R eines bestimmten Punktes Z, der nicht
in der Bildebene liegt, als gegeben voraussetzt®.

Um die Konstruktionen der Zentralprojektion zu entwickeln, muss man vorerst
die fundamentalen Konstruktionen in der Ebene ausfiihren, wenn das Absolute in
der Ebene so bestimmt ist, wie angegeben wurde.

Die vorliegende Arbeit beschrdnkt sich darauf fiir den Fall der hyper-
bolischen Geometfrie die fundamentalen Konstruktionen in diesem Sinne zu
entwickeln. _ : ,

Es ist dies also eine Vorarbeit zur Behandlung der Zentralprojektion in nicht-
euklidischer Geomelfrie.

Da alle metrischen Beziehungen einer ebenen Figur nach Cayley und Klein pro-
jektive Beziehungen sind zum absoluten Kegelschnitt, so ist die Metrik bestimmt, sobald
aus den gegebenen Daten der absolute Kegelschnitt bestimmt werden kann.

Fiir unsere Bestimmungsart durch Distanz- und Orthogonalkreis soll dies vorerst
analytisch gezeigt werden.




Die Bestimmung des Absoluten.

In der Bildebene /I sei ein Kreis gegeben (Fig. 2) mit dem Radius 7 = d bezogen
auf zwei zueinander rechtwinklige Achsen durch seinen Mittelpunkt A,, ndmlich A4, A4,
und A, 4.

Dle Gleichung des Kreises hat also die Form

Cx? 4 x,? —mx2:0w0m>oxst

Verbindet man A, mit dem absoluten Pol- der Ebene /7 und trigt man aul dieser
Geraden von A, aus die Linge des Radius dieses Kreises ab, so erhilt man einen
Punkt Z, dessen Distanzkreis der gegebene ist. Das absolute Polarsystem um Z hat
als Schnitt mit /7 ein Polarsystem mit imagindrem Direktrixkegelschnitt, den man repra-
sentieren kann durch den konjugiert reellen. Ware im Fundamentaltetraeder A,4,4,4,,
wobei A, der Pol der Ebene A, A; A, beziiglich der absoluten Fliche bedeutet, die ab-
solute Fldche gegeben durch die Gleichung

D= x12+f22+x3?+1 x42 =0

so konnte man diesen Direkirixkegelschnitt und seinen Représentanten bestimmen.

A

LUy 5.5/
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Es sei zu diesem Zwedke P (yy, Vs, Vi) ein beliebiger Punkt der Bildebene I1.
Die Punkte auf dem Projektionsstrahl ZP haben Koordinaten

pXxi== 2z -+ py

demnach weil Py, ., O, y, = 1) Z(0, 0, Ym, 1)
pxy =LY, p X =Yy pXy = Ym; px, =1+ py, =1+ p (fir y, = 1).
Der Schnittpunkt Q des Projektionssirahles PZ mit der absoluten Polarebene Z
von Z geniigt der Gleichung:
absolute Polarebene Z: Ym - x; + Ax, = o eingesetzt gibt

Ym-ym 4 (14 p) =o
m-4-A-+Ap=o0

m -+ 2
H=— F
Der Schnitipunkt Q hat die Koordinaten:
m -4
pX = - 1 N
m -+ A
p Xy = — 7 Y2
on =y
m -2 A—m— i m
pro=I——7—= 2 =T
Die absolute Polarebene des Punktes  hat also die Gleichung:
m— A m -+ 4 m
— 1% — Yoko + Ym - xg — = - Ax, =0
Jl 1 A
und die Gleichung ihrer Spur mit /7T lautet:
‘ m
X3 =0 .V1x1—t—.}’zxz+m'l'x4=0-

Diese Spur ist Polare von Q beziiglih des Direktrixkegelschnittes, dessen Gleichung

demnach lautet:
A

xlz“*—xzz"i_m._*_}h 2:‘-=0
und dessen reeller Représentant die Gleichung hat:
m A
x12+x22—m+1 x42 =0

oder 24+ x—nx?=o0 n> o.
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Zwischen m, n und A besteht demnach folgende Gleichung:

m - A

T mL i

Dabei haben die 3 Gréssen h, 4, n folgende geometrische Bedeutung:

Yym = Parameter des Distanzkreises,
Y—2 = Parameter des absoluten Kegelschnittes in der Bildebene I7.
Y2 = Parameter des reellen Reprisentanten des Polarsystemes in der Bildebene /I

== Parameter des Orthogonalkreises.

Sind somit 7 und n gegeben, d. h. kennt man ausser dem Distanzkreis von Z
auch den Représentanten seines Polarsystemes so folgt 4

, m-n
A ==
m—n
d. h. der absolute Kegelschnitt & ist bestimmt.
Ist nun: 1. m>n, soist A >o.

Die Metrik ist elliptisch, der Distanzkreis ist grosser als der reelle Reprasentant
(Orthogonalkreis) ; die absolute Fldche ist imagindr.
2. m<n, soist A<o.

Die Metrik ist Ayperbolisch, der Distanzkreis ist kleiner als der Orthogonalkreis,
die absolute Fldche ist reell.

3. m = n, soist 4 = co,

£ wird zu x,2 = 0 in Verbindung mit x,2 4 x,% + x;2 = 0, es liegt die eukli-
dische Geometfrie vor. Die absolute Flidche wird zur unendlih fernen Ebene.

Aufgabe: Man bestimme den absoluten Kegelschnitt £, wenn Distanzkreis D
und Orthogonalkreis R gegeben sind.

Losung: Die Bestimmung von £ folgt aus 2 =

o die Losung werde aus-

gefiihrt fiir die hyperbolische Geometrie, wo R > D. M. Grossmann '®) gab dafiir
folgenden Beweis:

Beweis: (Fig. 3). ,AB und CD seien zwei zu einander rechtwinklige Durch-
messer des Distanzkreises. Der Halbstrahl O C schneide den Orthogonalkreis R in E.
Die Tangenten, die den Distanzkreis in A bezw. in D beriihren, schneiden sich in einem
eigentlihen Punkte F, sofern die Distanz 4, was immer moglich ist, so gewdhlt wird,
dass der Orthogonalkreis ein eigentlicher Kreis ist.



12

Da die Winkel FOD und EBO je gleich ; sind, und da OD = OB =2d, so

sind die redtwinkligen Dreiecke FD O und EO B kongruent.
_ ’ A FDO @ A EOB ‘

also ist auh DF = OFE == a, wenn der Radius des Orthogonalkreises mit a bezeich-
net wird. ’

Da nun das Vieredk A O D F drei rechte Winkel hat, so schneidet der Orthogonal-
kreis, weil OF = DF — nach Lobatschefskij — die Seite AF in einem Punkte G
der Parallelen zu D F durch O, so dass der Schnittpunkt U von OG und DF ein
Punkt des absoluten Kegelschnittes ist. Der Winkel DO G ist daher der zur Distanz 4
gehorige Parallelwinkel 7 (@)“. .

M. Grossmann '¢) hat in den Verhandlungen der Schweiz. naturforschenden Ge-
sellschait in Altdorf im Jahre 1912 fiir diese Parallelenkonstruktion einen einfachen
projektiven Beweis gegeben, der im wesentlichen identisch ist mit demjenigen von Schur'7).

Aus dieser Konstruktion ist ersichilih, dass bei gegebenem absoluten Kegelschnitt
2 jedem Distanzkreis D ein ganz bestimmter Orthogonalkreis R entspricht und umge-
kehrt.

Z
I
2
V4
v/
Z 5 A
/)
4
\" @«
> ] 7z J¥
/:.7 3.

19 Schur: Grundlagen der Geometrie. S. 101.
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Konstruktionen der hyperbolischen Geometrie.

R > D Orthogonalkreis grosser als Distanzkreis.

Es sollen im Folgenden die Fundamentalkonstruktionen in der hyperbolischen
Geometrie ausgefiihrt werden, wenn die Metrik in der Ebene bestimmt ist durch zwei
konzentrische Kreise, den Distanz- und den Orthogonalkreis. :

Einleitend sollen einige Bemerkungen iiber die Abstandslinie vorausgeschlckt werden,
da dieselbe bei den spéteren Konstruktionen wieder verwendet wird.

Es sei (in Fig. 4) £ der absolute Kegelschnitt, A irgend ein eigentlicher Punkt,
k der Kreis mit dem Mittelpunkt A und dem beliebigen Radius 7, und @ die Abstands-
linie zu einem beliegigen Durchmesser, d. h. der Ort aller Punkte, die von x den Ab-
stand 7 haben.

Zwischen den drei Kegelschnitten 2, 2 und a bestehen folgende Beziechungen :'¢)

1. 2 und % sind in doppelter Berithrung in den imagindren Schnittpunkten mit

der absoluten Polaren von A.

2. £ und a sind in doppelter Beruhrung in den Schnittpunkten mit der Fchse x

der Abstandslinie.

g 4.

%) Grossmann, M.: Projektiver Beweis der absoluten Parallelenkonstruktion von Lobatschefskij.
Verhandlungen der Schweiz. naturforsch. Gesellschaft Altdorf 1912,
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3. # und @ sind in doppelter Berithrung in den Sdhnittpunkten mit dem Durch-

messer y, der in A rechtwinklig zu x ist.

S und C sind entsprechende Punkte in der Kollineation Cy, die £ in a {iberliihrt,
den Durdimesser y als Adse und dessen absoluten Pol Y als Zentrum hat.

C und U sind entsprechende Punkte in der Kollineation C,., die @ in £ iiber-
fithrt, den Durchmesser x als Acse und dessen Pol X als Zentrum hat.

S und U sind entsprechende Punkte in der Kollineation C;.., die %2 in £ iiber-
fithrt, A als Zentrum und XY seine absolute Polare als Adise hat.

Das Produkt der Kollineationen Ci, und C, .. ist somit die Kollineation Cz ., da
die beiden Kollineationen Cp, und C,. nicht unabhingig voneinander sind. Denn ein-
mal liegt das Zentrum jeder auf der Achse der andern und dann sind die Charakte-
ristiken beider einander gleich, da

YAS,C, A XAC,U,

1. Aufgabe: Man bestimme die Mittelnormale eines Radius A0 = x.

Losung: Man erricite in O und A die Normalen zu O A und trage auf beiden
die Distanz 4 ab (Fig. 5). Auf OZ ist dies ohne weiteres mdglich, der Punkt Z, der
Schnittpunkt der Normalen mit dem Distanzkreis ist ohne weiteres der Endpunkt. Um
den Endpunkt # des Lotes in A zu ermitteln, muss man von O aus die Linge 4Z
abtragen; zu diesem Zwecke verfahre man folgendermassen: '
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" Man konstruiere die Pérallele zum Lot in F, es sei p, nach der Parallelenkon-
struktion von pag. 12; trage auf p. von O aus x ab, indem man diese Parallele mit
dem hyperbolischen Kreis um O mit dem Radius O A = x schneidet und fille vom
Schnittpunkt P die Normale auf OZ bis G, so dass

FG = OP = 0A = x ist.

Alsdann ist A AOZ L A GFO, weil in den beiden rechtwinkligen Dreiecken
GF =0A =xund OF = OZ = d, demnadh ist OG = AZ.

Durch den Kreis um O kann OH = OG = A Z gemacht werden, AZ und O H
treffen sich in einem Punkte der Mittelnormalen 7, womit letztere bestimmt ist.

Der Punkt H muss -auch geiunden werden konnen als Punkt der Abstandslinie
beziiglih der Geraden O A im Abstande .

Ebenso kann irgend eine Strecke A B eines Radiuses halbiert werden. Man er-
richtet in A und B die Lote zum Radius und trégt auf beiden die gleiche Strecke, z. B.
AH=4d, BG = d ab und erhdlt durh den Schnittpunkt von A G mit BH einen
Punkt der Mittelnormalen.

Um die folgenden HAuigaben zu lésen, muss 2
der Begriff des Parallelwinkels eingefiihrt werden. “ z
Gegeben sei irgend eine Gerade g (Fig. 6) und ein .

Punkt P ausserhalb; von letzterem werde das Lot
auf die Gerade g gefillt.

Alsdann gibt es durth den Punkt P im Falle ~
der hyperbolischen Geometrie zwei Parallelen zur Ge-
raden g, die eine davon sei gezeichnet. Man nennt dann den Winkel den ecine Paral-
lele zu g durch P mit dem Lot einschliesst den Parellwinkel zur Distanz ¢ gehorig und
bezeichnet denselben mit 7 (d). Uber diesen Parallelwinkel 7 (d) werde folgende Hilis-
aufgabe gelost: '

-

7 b 2
6

Hilfsaufgabe: Gegeben sei ein rechtwinkliges Drei-
edc ABC (Fig. 7), der Winkel bei A sei 7 (a‘}, man kon-
struiere die Distanz a’ zu der dieser Parallelwinkel 7 (2!
gehort.

Die Losung dieser Ruigabe gibt Engel in seinem
schon erwéhnten Buche®) in den Anmerkungen pag. 242, )
und zwar folgendermassen: L 5 1,

-
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(Fig. 8). Man errite auf der Hypotenuse AB = ¢ in B die Senkrecite BB’
und ziehe durch A zu dieser die Parallele A A‘, so dass also <X BAA' = 7 (¢) ist.
Endlih mache man A D = b und errichte in D auf der Hypotenuse die Senkredite DE,
- die A A’ notwendig in einem Punkte E scneiden muss. Dann ist AE = a' (nach
Engel?) pag. 17), maht man also AF = AE = a' und errichet man aui AE die
Senkrechte FF‘, so ist FF' parallel zu A B.

Diese Konstruktion ist mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar, sobald man von einem
gegebenen Punkte aus zu einer gegebenen Geraden die Parallelen zeichnen kann, was
nach der Parallelenkonstruktion von Lobatscheiskij pag. 12, miglich ist.

2. Aufgabe: Gegeben sei der Parallelwinkel 7 (x), man bestimme das Lot x, das
zu diesem Parallelwinkel gehort.

Losung: Die Konstruktion ergibt sich aus der vorigen Hilfsaufgabe. Ist 7 (%)
der gegebene Parallelwinkel, so wahlt man B am besten aui dem Distanzkreis D. Man
erricite die Normale BB’ in B zur Hypotenuse A B und ziehe durch A = O zu letzterer
die Parallele A A’ (nach pag. 12). Dann trdgt man 4 = OC = OD auf OB ab und
errichtet in D die Normale D E, so dass A E = x ist. Damit ist die Ldnge des gesuchten
Lotes zum Winkel 7 (%) bestimmt. (Fig. 9).

3. Aufgabe: Umkehrung der zweiten Rufgabe: Gegeben das Lot x, man kon-
struiere den zugehbrigen Parallelwinkel = (x), oder in andern Worten:

Gegeben eine beliebige Gerade g, man konstruiere die Parallelen zu ihr durch
den Hauptpunkt O. :

Losung: Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck mit x als Hypotenuse, dessen
Winkel 7 (d) und dessen Ankathete & sind. Dann enthlt das rechtwinklige Dreied mit
d als Hypotenuse und & als Kathete den Winkel 7(x) als Anwinkel. Es folgt dies un-
mittelbar aus der 2. Ruigabe. (Fig. 1\0.)

.
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Darstellung des Kreises.

4. Rufgabe: Man konstruiere einen Kreis mit gegebenem Mittelpunkt und ge-
gebenem Radius. .

Losung: (Fig. 11). Es sei O* der gegebene Mittelpunkt. Man errichte in O*
die Normale zu OO* und ziehe zu dieser die Parallele p durch O nach Auigabe 3.
Man ziehe nun den Kreis £ um O mit dem gegebenen Radius 7. Im Punkte 7 als
Schnitt von p mit & errichte man das Lot auf OZ und erhiit so den Punkt A*. Dann
ist O*A* = r. Es gibt dann der Schnittpunkt von BA* mit OO* einen Punkt M der
Symmetrieacise 7 der beiden kongruenten Kreise # und 4*. M selbst ist Symmetrie-
zentrum,

Diese Symmetrie liefert zu den Punkien und Tangenten des einen Kreises die
entsprechenden des andern. Das Bild des Kreises wird ein Kegelschnitt (hyperbolischer
Kreis) der den absoluten Kegelschnitt 2 in zwei imaginédren Punkten, den Schnittpunkten
der absoluten Polaren des Mittelpunktes O* mit £ beriihrt.

Zwischen den drei Kegelschnitten £, £* und £ bestehen folgende Bezichungen:

1. £ und £ sind kollinear; diese Kollineation Cp. hat als Zentrum O und als
Kollineationsachse die absolute Polare von O.

2. Die Kollineation Cpr., die zwischen £* und £ besteht, hat als Zentrum O* und

" als Adse die absolute Polare von O*.

3. Die Kollineation Cis die zwischen %2 und £* besteht, hat als Adise 7 und als
Zentrum den Pol M von m beziiglih £. Die Charakteristik /\ dieser Kolli-
neation ist: :

A = (%)M)CIC*) = (%,M,D,D*) = — I,
es besteht also zwisdien £ und %* eine involutorische Kollineation.

Mit Hiille dieser Beziehungen lassen sich sofort eine Reihe von Aufgaben in
einfachster Weise ldsen.

5. Aufgabe: Man errichite in einem Punkte A einer gegebenen Geraden g die
Normale 7 auf dieselbe.

Losung: Man konstruiere m, die Symmetriegerade, d. h. die Mittelnormale
zwischen O und A nach Aufgabe 1, alsdann zeichnet man inbezug auf diese Symmetrie-
achse das symmetrische Bild von g durch O, (Fig. 12) es sei g‘, bei O bleibt der
rechte Winkel erhalten und dadurch ist.n bestimmt, woraus die gesuchte Normale 7
sofort gefunden ist.

6. Rufgabe: Gegeben seien zwei Gerade g und /, man konstruiere ihre Winkel-
halbierenden.

Losung: (Fig. 13). Man konstruiert zuerst die Symmetriegerade 7 beziiglich O A
nach der bekannten Konstruktion. Dann zeichnet man die symmetrishen Geraden durch
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O zu g und !/ beziiglih m. Durch die Winkelhalbierenden w,* und wy* der Geraden
g* und /* erhdlt man sofort die gesuciten Winkelhalbierenden w; und w,.

Die Winkelhalbierenden w;* und w,* von g* und /* werden bestimmt als Dia-
gonalen im vollstindigen Vierseit, dessen Edken die Schnittpunkte von g* und /* mit
dem absoluten Kegelschnitt £ sind. Da g* und /* durch O gehen, so haben diese
beiden Geraden inbezug auf den absoluten Kegelschnitt & und inbezug auf den Distanz-
kreis D die gleichen Pole; deshalb kann letzterer zur Konstruktion verwendet werden.
In den Schnittpunkten von g* und /* mit dem Kreis D bestimmt man die Tangenten
an denselben und deren Schnittpunkt ist ein Punkt der Winkelhalbierenden.

Es ist nun noch der Fall zu untersuchen, wo der Scheitel A auf dem absoluten
Regelschnitt 2 liegt, d. h. wo die beiden Geraden g und / parallel sind, also einen
. Winkel von 0° einschliessen.

Nimmt man an, der absolute Kegelschnitt £ sei gegeben, so ergibt sich die Be-
stimmung der Winkelhalbierenden fiir einen Winkel, dessen Scheitel A im Innern von
2 liegt nach der Konstruktion, wie sie aus Fig. 14 ersichtlich ist.
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Nimmt man z. B. an, der Scheitel A bewege sich auf w; bis zum Schnittpunkt 4,
mit dem absoluten Kegelschnitt und zwar derart, dass G, und L, am Ort bleiben.
Konstruiert man in jedem Moment die Winkelhalbierenden, so bleibt w, fiir alle Lagen -
die eine derselben und w, geht im Momente wo A nach A fillt in die Tangente in A’
an &£ iiber. Demnach kann auch in diesem Falle von einer Winkelhalbierenden geredet
werden und dieselbe kann definiert werden als vierten harmonischer Strahl im Biischel
(@ 1, Y, t zugeordnet. (Fig. 15).
Die Durdtfiihrung der Konstruktion ergibt sich folgendermassen: In Fig. 16 seien
g; und g, die beiden parallelen Geraden, fiir weldhe die Winkelhalbierende zu kon-
struieren ist. (2, £, , w) bilden ein harmonisches Strahlenbiischel, also liegen die Pole
dieser vier Strahlen beziiglich £ auf einer Geraden und bilden eine harmonische Gruppe.
Verbindet man O mit diesen vier Polen, so entsteht um O wieder ein harmonisches
Strahlenbiischel (7,, 7,, ¢, n,); von diesen vier Strahlen kénnen 7, 7, und #; sofort
gezeichnet werden und daraus kann 7, als vierten harmonischen Strahl #; zugeordnet,
konstruiert werden. Die gesuchte Winkelhalbierende w wird nun gefunden als Gerade
die zu 7, normal und zu g, oder g, parallel ist, was nach Aulgabe 2 auszulithren ist.
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. Die absolute Involution eines Punktes.

7. Aufgabe: Man bestimme die absolute Involution in einem Punkte P, oder
m. a. W., man bestimme zu irgend einer Geraden g durch P ijhre Normale 2.

Losung: (Fig. 17). Es sei g irgend eine Gerade durch den gegebenen Punkt P.
Man fille die Normale # = O F von O auf g und konstruiere zu dieser im bstand
x = OF von O verlaufenden Geraden g die Parallele p, durh O. [Dies kann nach
fritheren Konstruktionen ausgefiihrt werden; damit die Figur etwas iibersichtlich wird,
zeichne man den absoluten Kegelschnitt 2 ein, und beniitze denselben zur Konstruktion

der Parallelen].
Man betrachtet nun die Abstandslinie zu & durch den Punkt P und bezeichnet

diesen Abstand PF mit y. Die Abstandslinie wird nach pag. 12 dargestellt durch einen
Kegelschnitt (Ellipse), der in doppelter Berithrung ist mit dem absoluten Kegelschnitt
in den Schnittpunkten von & mit demselben. Man bestimmt die Abstandslinie am ein-
fachsten aus der Kollineation, die besteht zwischen ihr und dem Kreis um O, der die
Abstandslinie in ihren Schnittpunkten mit a /e | & in O] doppelt beriihrt. Zur Be-
stimmung dieses Kreises suce man den entsprechenden Punkt von P, dieser muss
liegen auf der Parallelen zu g durch O, also auf p. und muss ausserdem von O den
Abstand y haben. Er wird also erhalten durch den Schnitt der Normalen durch P zu a
mit p, und werde mit Q bezeichnet. Es besteht also Kollineation zwischen dem Kreis
um O mit dem Radius OQ = y und der Abstandslinie. Kollineationsachse ist @, Kol-
lineationszentrum ist der absolute Pol von . Um nun in P die Normale auf g zu
errichten, beniitzt man diese Kollineation, indem man in Q das Lot auf die entsprechende
Gerade O Q tillt und ihren Schnittpunkt mit @ mit P verbindet. Damit ist die absolute
Involution von P bestimmt.

Da den Punkten A und B, in denen der Kreis die Adse & trifft, in der Kolline-
ation die unendlichiernen Punkte A‘B‘ dieser Achse entsprechen, so hat man zu QA
und QB nur die entsprechenden Geraden zu bestimmen, um die Parallen p; und p,
durch P zu dem beliebigen Durchmesser & zu finden.

Es gestattet uns das auch die Aulgabe zu losen, die Parallelen durch einen
Punkt P zu einer belichigen Geraden zu ziehen; man zieht zuerst die Parallele zu
dieser Geraden durch O und dann durch den Punkt P, die Parallelen zum gefundenen
Durcimesser durch O. _

Man kann nun auch sofort unter Beniitzung der Kollineation das Lot von P auf
irgend eine Gerade / fdllen. Dabei veridhrt man folgendermassen: Zu [ zeichne man
die- entsprechende Gerade /', indem man zu L. den entsprechenden Punkt L' zeichnet.
Man hat nun von Q das Lot auf /* zu fdllen, d. h. @ mit dem Pol von /‘ zu ver-
binden, es geschieht dies mit der bekannten Vierseitkonstruktion. Zur Vervollstdndigung
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ziche man noch die Parallele durch Q. Daraus ergibt sich die einfache Konstruktion:
Verbinde L mit P, den Schnittpunkt mit der Kollineationsachse mit @ bis zum Schnitt
mit dem Kreis O Q, durch diesen die Parallele zu / und dann stellt die Verbindungs-
gerade des zweiten Schnittpunkies mit dem gleichen Kreis mit Q die Normale auf /,
dar und ihre entsprechende Gerade ist das gesuchte Lot auf L

8. Aufgabe: Man ziche durch den Punkt P die Parallelen zu irgend einer
Geraden g. :

Losung: (Fig. 18). Man ziehe zuerst die Parallelen zu dieser Geraden g durch
O, es seien p,; und py, und nachher bestimme man zu jedem dieser Durchmesser die
Parallelen durch den Punkt P; dabei ist zu beachten, dass jeweilen nur eine der Paral-
lelen zu p;; und p,, auch parallel zu g ist. Damit ist die Konstruktion der Parallelen
allgemein geldst.
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9. Rufgabe: Man halbiere eine beliebige Strecke A B.

1. Losung: (Fig. 19). Man betrachtet das Dreiek O AB und beniitzt fiir das-
selbe den Satz, dass sich die drei Mittelnormalen des Dreiedkes in einem Punkte M
treffen. Der Schnittpunkt des Lotes von M auf A B gibt dann den gesuchten Halbierungs-
punkt der Strecke AB. Das Lot m, wird nach Aufgabe 7 bestimmt.

2. Losung: Man denke sich ‘den Kreis mit dem Mittelpunkt A und dem Radius
AB; zu diesem soll ein kongruenter gezeichnet werden mit O als Zentrum. Die beiden
Rreise liegen dann, wie pag. 19 gezeigt wurde, kollinear. Kollineationsachse ist die
Mittelnormale m von OA = A* A, die konstruiert werden kann. Man suche nun zu B
den entsprechenden Punkt B*, dieser liegt auf der entsprechenden Geraden zu A B und
in einem Lot von B auf die Kollineationsachse 7, da ja Kollineationszentrum der ab-
solute Pol von m ist. Dieses Lot wird nach Aufgabe 7 bestimmt. Die Stredte A*B*
kann man nach friiheren Konstruktionen halbieren. Man hat dann zum Punkte M* nur
noch den entsprechenden M zu konstruieren, was mit Beniitzung der Kollineation in
einfacher Weise gesdhieht. (Fig. 20).
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Aufgaben iiber das Abtragen von Strecken.

10. Aufgabe: Man trage die Strede OA = a auf dem Radius O A beliebig
oft ab.

Losung: (Fig. 21). Man denke sich die beiden Kreise mit gleihhem Radius
OA — a und den Zentren O und A. Man beniitze die Kollineation zwischen diesen
kongruenten Kreisen und findet als entsprechenden Punkt von B den Punkt B*, so dass
OA = AB* In gleiher Weise kann die Streke @ noch einmal iiber B* hinaus abge-
tragen werden, indem man sich zum Kreis um O mit dem Radius @ den Kreis um B*
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mit dem gleihen Radius denkt. Kollineationsachse wird dann 7, und man erhilt so
B** so dass B*B** = OA, etc. — —. Die Punkte C,C*C*, ..... liegen auf der
Abstandslinie beziiglih der Geraden O A im Abstande O A4 = a.

11, Aufgabe: Es soll die Streke A B auf dem Radius O A nach beiden Seiten
abgetragen werden.

Losung: (Fig. 22). Man denke sich den Kreis mit dem Mittelpunkt B und dem
Radius BA und den dazu kongruenten Kreis mit dem Mittelpunkt O. Symmetrieachse
ist die Mittelnormale m, zwischen den Zentren O und B. Um den Radius des kon-
gruenten Kreises um O zu bestimmen, ziche man irgend eine Gerade durch O = B*,
es sei B*X, die entsprehende ist XB. In A errihte man die Normale bis zu dem
Schnittpunkt P mit B*X, zu P findet man den entsprechenden, indem man durch P
den Ordnungsstrahl in der Kollineation zieht, d. h. von P auf m, die Normale filit.
Durch den so gefundenen Punkt P* zieht man die Normale auf OB und erhilt so
den Punkt A* der A entspricht. Dadurch ist der kongruente Kreis um O bestimmt.
Man bestimmt nun den entsprehenden Punkt C von C* dann ist AB — BC. Um
AB iiber A hinaus abzutragen, denke man sich die beiden Kreise; %, : Zentrum B
Radius AB und 4, : Zentrum A und Radius 4 B. Symmetriegerade ist m, die Mittel-
normale von AB. Es ist AR = BE und R erhilt man als Punkt der Abstandslinie.
D erhélt man durch Beniitzung der Kollineation, die zwischen #, und k, besteht.

12, Rufgabe: Man trage eine beliebige Stredke A B aui einer anderen Geraden g
von P aus ab.

Lésung: (Fig. 23). Man denke sich zuerst den Kreis # mit dem Mittelpunkt A
und dem Radius AB und suche dazu den kongruenten Kreis #* mit dem Mittelpunkt
in O; diese beiden kongruenten Kreise sind kollinear. Kollineationsachse ist die
Symmetrieachse 72, ihrer Zentren; mit Hiille dieser Kollineation kann der Radius O B*
bestinmt werden. Zum Kreis 4* denke man sich einen kongruenten mit dem Mittel-
punkt P, indem man wieder den kollinearen Zusammenhang dieser beiden Kreise be-
niitzt. Die entsprechende Gerade von g in dieser Kollineation wird g*, 1hre Schnittpunkte
X* und Y* mit dem Kreis #* erfiillen die Bedingung

AB = A'B' = P*X* = P*Y*,
Zu X* und Y* hat man sdiliesslih noch die entsprechenden Punkte auf g zu
konstruieren, was mit Beniitzung der Kollineationsachse 7, geschieht. Es ist dann also:
AB = PX = PY.
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Aufgaben iiber Abtragen von Winkeln.

13. Aufgabe: Ein gegebener Winkel w = (g, 2) soll an einen anderen Schenkel g,
der durch den gleichen Scheitelpunkt geht, in vorgesdhriebenem Sinne angetragen werden.

Losung: (Fig. 24). Man zeichnet zu den gegebenen Geraden g,/ g; die durch
O gehenden Geraden g,* /*, 2,*, die zu den ersteren symmetrisch liegen inbezug auf die
Mittelnormale 7 des Radiuses O P. In O kann man an den Schenkel g,* den Winkel & im
entsprechenden Sinne antragen, indem man die Winkelhalbierende s = s’ von g* und
1,* zeichnet und diese als Fdse einer kollinearen Spiegelung betrachtet, g,* ist dann
das Spiegelbild von /*. Die entsprechende Gerade /, von /* bildet mit £; den vorge-
schriebenen Winkel o. '

. :
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14. Rufgabe: Der Winkel ¢ der beiden Geraden g und / soll im Punkte Q
an den Schenkel g in vorgeschriebenem Sinne angetragen werden. '

Losung: (Fig. 25). Man verschiebt den Winkel ¢ = (2, ) zuerst nach O, indem
man zu ihm beziiglich m,, der Mittelnormalen von O P, den symmetrischen Winkel
¢ = (g% [*) bestimmt. Man zeichnet m, die Mittelnormale von OQ und bestimmt die
symmetrische Gerade g* von g beziiglih m,. Jetzt dreht man den Winkel ¢ = (g* /%)
um O so lange bis g* mit g*' zusammeniillt, /* kommt dadurch in die Lage /*. Durch
den symmetrischen Schenkel /' von /* beziiglich m, ist der gesuchte Winkel ¢ = (g /')
bestimmt. ‘
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15. Aufgabe: Man trage den Winkel ¢, den die beiden Geraden £ und / mit-
cinander bilden, in einem Punkte Q an den Schenkel @ in vorgeschriebenem Sinne ab.

Losung: (Fig. 26). Man bestimme durch den Punkt O die symmetrischen Ge-
raden g*/* zu g und / beziiglih der Mittelnormalen 7, von OP und ebenso die
symmetrische Gerade a* zu a beziiglih der Mittelnormalen 7, von O Q. Alsdann hat
man in O an a* den Winkel ¢ = (g*/*) im richtigen Sinne abzutragen und zum so
erhaltenen Schenkel &* den entsprechenden & beziiglih 7, zu bestimmen.
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16. Aufgabe: Gegeben zwei Gerade g, und g,, man konstruiere die Gerade p,
die zu beiden Geraden g, und g, zugleich parallel ist.

Losung: (Fig. 27). Man zeichne zuerst die Winkelhalbierende von g, und &,
und dann ist das Lot das zum Parallelwinkel 7 (x) gehort, die gesuchte gemeinsame
Parallele. Ausfithrung: (Fig. 28). Man zeichne zu g, und g, die beiden symmetrischen
Geraden g£,* und g,* durch O beziiglih der Mittelnormalen m, von OP. Bestimme
die Winkelhalbierende w* und suche das Lot p* zum Parallelwinkel 7 (x); die entspre-
chende Gerade p beziiglich 7, ist die gesuchte gemeinsame Parallele.

17. Rufgabe:-Man soll durch einen gegebenen Punkt P diejenigen Geraden ziehen,
weldhe eine gegebene Gerade g unter vorgeschriebenem Winkel ¢ treffen. -

K/
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1. Losung: (Fig. 29). Man bestimme die Mittelnormale 7, von O P und zeichne
zu g die symmetrische Gerade g* beziiglich m,. P*¥ = O, Man hat dann durch P* zwei
Gerade /,* und 4* so zu bestimmen, dass sie mit g* einen Winkel ¢ einsdliessen.
Zu diesem Zwedcke bestimme man die Griosse von ¢, wenn der Scheitel in O ist. Dies
wird erreicht durch die Symmetrie beziiglich der Mittelnormalen m,. Man errichtet die
Normale von P* auf g* und trégt an diese Normale in P* den Winkel (90°—¢) ab,
so hat man die beiden Geraden /;* und 4* die mit g* den Winkel ¢ einsdliessen,
gefunden. Die entsprechenden Geraden /; und /, von /* und /,* beziiglih 7, sind die
gesuchten Geraden.

Da sich diese Losung bei den spiteren Dreiedkskonstruktionen nicht verwenden
ldsst, so soll noch eine andere Losung der gleichen Fufgabe entwidelt werden.

2. Losung: Die Enveloppe aller Geraden, die eine gegebene Gerade unter vor-
gescdiricbenem Winkel treffen, ist ein Kegelschnitt, der den absoluten Kegelschnitt in
den unendlich fernen Punkten dieser Geraden doppelt beriihrt.

Denn sind 7,7,73 die Linienkoordinaten der festen Geraden g, &, &,&; die Linien-
koordinaten der variablen Geraden %2 und soll der Winkel ¢ = <X (g, £#) konstant sein,
so muss

cos b A | konstant == 4 sein.

2K Ve ¥

Dabei bedeuten:
Vee = 23 &bk = 0,

Gleichung des absoluten Kegelsdhnittes in Linienkoordinaten

P
1y, &S

und : ?FE? = 19_5[,7‘.

Daraus folgt

C)} = A%. ?p'é-:- . va. (1)

Diese Glexdmng ist quadratisch in & die Enveloppe also zwelter Klasse. Die ge-

meinsamen Tangenten dieses Kegelschnittes K (¢) und des absoluten Kegelschnittes &£
.miissen der Gleichung (1) und der Gleichung

QP'E:- = 0
geniigen. Daraus folgt
U2 5772 = 0

d. h. diese Tangenten sind die Tangenten in den unendlich fernen Punkten der Geraden
an den absoluten Kegelschnitt. Die Losungen werden also dargestellt durch die beiden
Tangenten vom Punkte P an diesen Kegelschnitt K(¢).
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Da fiir unsere Konstruktionen der absolute Kegelschnitt £ nicht bekannt ist, muss
folgendermassen verfahren werden:

" (Fig. 30). Man bestimmt den Kegelsnitt K(¢), indem man noch weitere vier
Geraden zieht, die mit g den vorgeschriebenen Winkel ¢ einschliessen. Hierbei beniitzt
man zwedkmdéssig die Symmetrie beziiglih der Normalen von O auf g. Dann ist der
Kegelsdmitt K(¢) bestimmt durch fiinf Tangenten; die gesuchten Geraden /; und /
sind die Tangenten von P an diesen Kegelschnitt. Um diese zu bestimmen, nimmt
man zwei derselben %, und %; als Trdger # und 4, an, 4, %, und %, schneiden dann

aus ihnen zwei projektive Punktreihen 4, B,C,- - - und A4, B, C, - - - aus. Ver-
bindet man P mit diesen Punkten durch die Strahlen '

a, b6 - - - - - - X ay, by, g =~ - - - - - so ist

(alv b]v 1S S ) K (a2’ b21 Coy =~ == =~ )

Die beiden Strahlenbiischel sind konlokal. Die Doppelstrahlen der Projektivitit
geben die gesuchten Tangenten /; und /, und diese werden erhalten durch Ubertragung
der Projektivitdt auf einen Hiliskreis. )

Dreieckskonstruktionen.

18. Aufgabe: Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck aus zwei spitzen
Winkeln ¢ und 3. ' ,

Losung: Die Schenkel des rechten Winkels seien gegeben, ebenso die beiden
Winkel @ und 8. Es miissen dann diejenigen Geraden bestimmt werden, die mit dem
cinen Schenkel den Winkel ¢ und mit dem anderen Schenkel den Winkel 3 bilden.
Alle Geraden, welche die erste Bedingung erfiillen, umbhiillen einen ersten Kegelschnitt
K (w), alle Geraden, welthe die zweite Bedingung erfiillen, umhiillen einen zweiten
Kegelsdinitt K (). Die gesuchten Geraden sind die gemeinsamen Tangenten der beiden
Kegelschnitte K(2) und K(B). Jeder dieser Kegelschnitte ist bestimmt durch fiin Tan-
genten, ausserdem kennt man eine Ede [der Scheitel des gegebenen rechten Winkels]
und zwei Seiten [die Schenkel des gegebenen rechten Winkels] des gemeinsamen Polar-
dreiedkes der beiden Kegelsdnitte. Daraus kénnen die gemeinsamen Tangenten bestimmt
werden und damit werden die vier rechtwinkligen Dreiecke der gewiinschten Art ge-
funden. ' :

19. Aufgabe: Man konstruiere ein Dreieck aus den drei Winkeln.

Losung: (Fig. 31). Man nehme an, der Winkel 7 sei bei C der Grosse und
Lage nach gegeben, seine beiden Schenkel seien g, und g,. Der Winkel & sei gegeben
_ als Neigungswinkel der Geraden a gegen g, und der Winkel 3 als Neigungswinkel der
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Geraden & gegen g,. Hlle Geraden, welhe mit g; den Winkel ¢ einschliessen, sind
Tangenten eines Kegelsdmittes K(@); alle Geraden, welcie mit g; den Winkel 3 ein-
schliessen, umbhiillen einen Kegelschnitt K (). Die gesuchte dritte Seite ist gemeinsame

#g 37.

Tangente beider Kegelscnitte K (¢) und K(B). Jeder der beiden Kegelschnitte kann
bestimmt werden durch je fiinf Tangenten. Aud in diesem Falle kann das biquadra-
tishe Problem der Bestimmung der vier gemeinsamen Tangenten von K(¢) und K(B)
auf ein quadratisches reduziert werden, da man eine Edke [Schnittpunkt C der beiden
Geraden g, und g,] und die Gegenseite [Polare von C beziiglih K (@) und K(B)] des
gemeinsamen Polardreiecks angeben kann. Ruf dieser Gegenseite bestimmt man die
Doppelpunkte der vereinigten Polareninvolution und bestimmt von diesen die Tangenten

an die Kegelsditte K(a) und K(B).
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