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Einleitung

In seiner Abhandlung ,,Uber endliche Geometrien* (Annales
Academiae Scientiarum Fennicae, Series A, I. Mathematica-Phy-
sica, 72) hat sich R. Stettler (u.a.) mit solchen Geometrien ausein-
andergesetzt, bei denen auler den Hilbertschen Inzidenzaxiomen
noch eine schwichere Fassung des Desarguesschen Satzes gefordert
wird; und zwar handelt es sich um denjenigen Spezialfall dieses
Satzes, bei dem nicht nur die zwei entsprechenden Dreieckseiten,
sondern auch die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken der
Dreiecke einander parallel sind. Eine solche Geometrie wird eine
,,klein-desarguessche’ genannt. Auf diese Geometrien wandte
R. Stettler die Hilbertsche Methode der Einfithrung einer Strecken-
rechnung an (s. Hilbert, Grundlagen der Geometrie). Bei Zugrunde-
legung des Desarguesschen Satzes bilden die Strecken einen Schief-
korper (s. Hilbert, Grundlagen der Geometrie). Bei der erwihnten
schwicheren Fassung trifft dies nicht mehrzu: Beziiglich der Addition
bilden die Strecken ebenfalls eine abelsche Gruppe; dagegen a6t
sich das assoziative Gesetz der Multiplikation und das eine der beiden
distributiven Gesetze nicht beweisen. Nachweisen hingegen lassen
sich die zu Beginn des § 1 dieser Abhandlung aufgefiihrten Eigen-
schaften 1. bis II1.

Ein Beispiel einer solchen nicht-desarguesschen Geometrie wurde
bereits 1907 von O. Veblen und J. H. Maclagan-Wedderburn publi-
ziert (,,Non-Desarguesian and non Pascalian Geometries®, Trans-
actions of the Amer. math. Soec., vol. 8, pp. 379-—388). Dieses Modell
besteht nur aus endlich vielen Elementen.

Bei vorliegender Arbeit handelt es sich darum, obigen Strecken-
kalkiil, wobei wir die Menge der Strecken als endlich voraussetzen
wollen, algebraisch zu untersuchen. Die Gesamtheit der erwéhnten
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Eigenschaften wird hierbei als Axiomensystem aufgefalit. Da auf
die urspriingliche geometrische Bedeutung der Systeme kein Bezug
genommen wird, wollen wir allgemeiner statt von ,,Strecken® von
,,Blementen’* sprechen, und ein solches System werde ,.endliches
klein-desarguessches Zahlsystem‘‘ oder zur Abkiirzung gewohnlich
System Z‘“ genannt und ein beliebiger Vertreter im allgemeinen
mit ,,Z°° bezeichnet.

Die vorliegende Arbeit stiitzt sich im iibrigen auf keine Resul-
tate der Stettlerschen, hingegen wurden in dieser (in § 5) einige
Sitze der ersteren bereits bewiesen.

§ 1. Das Axiomensystem

Die endlichen klein-desarguesschen Zahlsysteme, deren Unter-
suchung der Zweck vorliegender Abhandlung sein soll, weisen fol-
gende Eigenschaften auf:

Sie besitzen zwei Kompositionen, eine Addition und eine Multi-
plikation, die beide immer eindeutig ausfihrbar sind. Zudem sind
folgende Bedingungen erfiillt:

I. Beziiglich der Addition bilden die Elemente eine abelsche
Gruppe.

II. 1. Fir alle a gilt
a0=0a=0
2. Es existiert ein Einselement ¢+0, so daf3 fiir alle a
ca=ae=a

3. Zu jedem a0 und b gibt es ein und nur ein x; bzw. y,
derart, daB3
axy=b und y,a=0

111. Es gilt das Linksdistributivgesetz
alb+c)=ab+tac

IV. Es gibt nur endlich viele Elemente.

In diesem Paragraphen soll obiges Axiomensystem nach der
Unabhingigkeit der Axiome untereinander untersucht werden.
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(DaB dieses widerspruchfrei ist, erhellt unmittelbar aus der Tat-
sache, dafl seine Eigenschaften auch den Galoisfeldern zukommen.)

Wir werden nun zeigen, dafl unser Axiomensystem sich redu-
zieren 1af3t. Von der Reduktion werden die Axiome der Gruppe II.
betroffen, und zwar kann Axiom II. 1. eliminiert werden, wihrend
die beiden iibrigen durch je eine schwichere Fassung ersetzt wer-
den koénnen. Zum Nachweis der Moglichkeit der Abschwichung
von Axiom II. 3. werden die beiden tibrigen Axiome dieser Gruppe
nicht herangezogen. Das gleiche gilt fiir den Beweis der Abschwi-
chung von Axiom II. 2. Hieraus folgert man, daf die drei Reduk-
tionen gleichzeitig vorgenommen werden diirfen.

Satz 1. Axiom II. 3. 148t sich durch die folgende schwichere
Fassung ersetzen: Aus ab=ab’ bzw. ca=c’q folgt fir a0 b=0’
bzw. c=c¢'. (M. a. W.: Wenn die Division ausfiihrbar ist, dann ist
sie es eindeutig.)

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl aus dieser schwicheren Fassung
Axiom II. 3. folgt: Zum Nachweis der Losbarkeit von a2 =5 fir a £ 0
ziehen wir die Funktion y=az heran. Wenn = Z durchliuft, so
durchliduft y wegen unserer Voraussetzung ebenfalls diesen Bereich,
nimmt also insbesondere den Wert b an. Analog wird die Losbar-
keit von ya =05 bewiesen.

Satz 2. In Axiom II. 2. braucht nur die Existenz eines vorderen
und hinteren Einselementes gefordert zu werden; die Gleichheit
der beiden 148t sich beweisen.

Beweis. Es sei ¢ das vordere, ¢” das hintere Einselement. Dann ist

ex = x fir bel. xeZ,
insbesondere e& = ¢&'.

Ferner ist xe =,
insbesondere e¢&' = ¢,
woraus & = ¢ folgt.

Zum Beweis von Satz 3 bendtigen wir folgenden

Hilfssatz: In Z gibt es keine Nullteiler; und diese Tatsache ist
von Axiom II. 1. unabhingig.



Beweis. Wire ab=0 fir a,b+0,
so wiirde aus a(b+cy=d
und ab+c)=ab+ac=ac=d

ein Widerspruch mit Axiom II. 3. (nebst I.) entstehen.
Satz 3. Axiom II. 1. 18t sich aus den iibrigen Axiomen beweisen.

Beweis. Wenn die Losung von ez =0 oder vonya =0 =0 wire fiir
gewisse a = 0, so hitten wir Nullteiler, im Widerspruch zum Hilfssatz.

Es bleibt noch 0:-0=0 zu beweisen: Wenn a0, so erhilt man
unter Anwendung des bereits Bewiesenen unseres Satzes und des
distributiven Gesetzes

0-0=0(a—a)=0a+0(—a)=0

Wir koénnen nun unseren Zahlsystemen folgendes Axiomen-
system zugrunde legen:

A. Beziiglich der Addition bilden die Elemente eine abelsche
Gruppe.

M. 1. Aus ab=ab’ bzw. ca=c'a folgt fir a+0 b=5b" bzw. c=c’.
2. Es gibt ein vorderes und ein hinteres Einselement &’
und ,,&’“‘ der Multiplikation, wobei eines =0, so dal} fir

alle a ca=a bzw. as’' =a.

D. Es gilt das linksdistributive Gesetz
ab+c)=ab+ac
E. Es gibt nur endlich viele Elemente.

Aus diesen Axiomen kann man nun also die Axiome II. 3. und
II. 2. von Seite 6 beweisen und hierauf mit Beniitzung des ersteren
Axiom II. 1.

Wir wollen nun von einigen der Axiome zeigen, dal} sie von den
andern unabhingig sind, sich also aus ihnen nicht beweisen lassen.
Wir verfahren hiezu wie iiblich, indem wir Modelle konstruieren, bei
denen simtliche Axiome erfiillt sind, mit Ausnahme desjenigen,
dessen Unabhiingigkeit bewiesen werden soll. Wir wollen uns hier-
bei auf die Axiome M. 1, 2. und E. beschrinken. '
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Die Unabhingigkeit von Axiom E. von den iibrigen erhellt
ohne weiteres aus der Tatsache, daB bei unendlichen Kérpern
Axiom E. nicht erfiillt ist, hingegen sémtliche iibrigen.

Nun wollen wir die Unabhiéngigkeit von Axiom M. 2. nachwei-
sen. Zu diesem Zwecke konstruieren wir ein Modell von vier Ele-
menten 0, e, r, e+, fiir die das Axiom M. 2. nicht giiltig ist, hin-
gegen alle iibrigen. (Die Multiplikation ist bei diesem Modell kom-
mutativ, woraus das andere Distributivgesetz gefolgert werden
kann.)

Additionstabelle Multiplikationstabelle
-+ ‘ e 7 e+7r . . 1 e r e+r »
e "0 edr v e e e+r r
r e+r 0 e rooe+r 7 e
e+r 7 e 0 e+r l r e e+r

Dall das Axiom M. 1. von den iibrigen Axiomen unabhingig
ist, folgt daraus, dafl der Restklassenring modulo » fiir jedes zer-
legbare n ein Modell fiir A., M. 2., D. und E. mit Ungiiltigkeit von
M. 1. Liefert.

Zum SchluB dieses Paragraphen sollen noch zwei Sitze bewiesen
werden, die spiter Verwendung finden werden.

Satz 4. Fiir zwei beliebige Elemente a,b gilt stets

—(ab)=a(-0b)
Beweis. Aus abt+a(—b)=a(b-5)=0
folgt —(ab)=a(—b)
Satz 5. Die Gleichung
ax—br=c (1)

ist dann und nur dann eindeutig 16sbar, wenn a =+ b.

Beweis. Zum Beweis, daf die Bedingung hinreichend ist, zeigen
wir, daf3 die Funktion
y=ax—bx (2)
den Wert ¢ fiir genau ein x, annimmt. Diese nimmt jeden Wert
nur einmal an. Wire niamlich fir #, 2,



Y=ax,—bx,
Y =02, — by

so wiirde durch Subtraktion der beiden Gleichungen und durch
eine einfache Umformung

a(x; —x,) = b (2 —12,)

folgen. Nach Axiom M. 1. wiirde dies a=b bedeuten, was der
Voraussetzung widersprechen wiirde. Wenn z in (2) Z durchliuft,
wird nach dem vorigen jeder Wert von Z angenommen, insbeson-
dere also auch c.

Dal} die Bedingung notwendig ist, ist noch leichter einzusehen:
Fiir ¢ =b nimmt die Funktion (2) nur den Wert null an, weshalb (1)
fiir ¢ & 0 unlésbar und fiir c=0, da Z aus mindestens zwei Elemen-
ten besteht, mehrdeutig losbar ist.

§ 2. Die Untersysteme 4, 4 und II

Unter einem Untersystem von Z wollen wir auch hier, wie es
ja bei den bekannten algebraischen Bereichen in analoger Weise
der Fall ist, eine (echte oder unechte) Teilmenge von Z verstehen,
die ebenfalls ein System Z ist. Unter diesen Untersystemen gibt es
drei, welche beachtenswerte Eigenschaften aufweisen und deshalb
in diesem Paragraphen behandelt werden sollen.

Zunichst soll ein allgemeiner Satz iiber Untersysteme von Z
bewiesen werden:

Satz 1. Wenn bei einer Teilmenge U von Z die Addition und
die Multiplikation ihrer Elemente nicht aus diesem Bereich heraus-
fithren, so handelt es sich um ein Untersystem von Z.

Beweis. In dieser Menge ist mit jedem ihrer Elemente auch die
zugehorige additive zyklische Gruppe enthalten und deshalb auch die
Null und jedes Additionsinverse eines Elementes. Die Elemente er-
fullen somit Axiom A. Es mufl nun nur noch gezeigt werden — die
ibrigen Axiome sind trivialerweise auch erfiillt —, dafl auch das Eins-
element in U liegt: Aus Axiom M. 1. kann, analog dem Beweis von
Satz 1 von § 1, ohne Beniitzung von ¢ gefolgert werden, dafl in U
fir %0 jede Gleichung ax =5 16sbar ist, insbesondere also ax=a.
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a) Das Untersystem 4

Wir betrachten die Gesamtheit A der Elemente ¢ mit der asso-
ziativen EKigenschaft

(ry)a=2z(ya),
~wobei ae A und x,y beliebige Eleménte von Z bedeuten.

Zunichst leuchtet unmittelbar ein, daB fiir die Elemente der
Menge A das assoziative Gesetz der Multiplikation gilt.

Satz 2. Die Menge A4 bildet ein (assoziatives) Untersystem von Z.
(Wenn A keine echte Untermenge von Z ist, so ist Z assoziativ
bezliglich der Multiplikation.)

Bewets. Nach Satz 1 gentigt es zu zeigen, dafl mit ¢, und a, immer
auch a; +a, und a,a, zu A gehoren.
Das erstere beweist man wie folgt:

(@y) (o +as) = (xy)a, +(@y)a, =
Z(ya)+x(yay) =2 (ya+ya,) = x(y(a;+a))
Somit ist (xy) (ag+ay) = 2 (y (@, +ay))
Nun wird gezeigt, dal mit a; und a, auch a,a, zu 4 gehort:
(@y)(a,a,) = ((xy)ay) ay) = (x(y ay)) ay
=z ((yay) as) = & (y (a,0))
Somit ist (ry)(aay) = x (y (a,a))
Folgerung. Die beiden Gleichungen
A T =0,
Ya, =0y
sind fir a, +£0 in A4 eindeutig 16sbar.
Hieraus und aus der Assoziativitit der Multiplikation in 4 folgt

(a;ed)

Satz 3. Die von null verschiedenen Elemente von 4 bilden eine
multiplikative Gruppe. -

Folgerung. In A ist das Rechtsinverse der Multiplikation zu-
gleich Linksinverses. '

Satz 4. Die Menge A ist nie leer; denn 0 und ¢ liegen immer
darin.
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Zerlegung von Z mach A. Z 1aBt sich nach Restklassen eines
Untersystems zerlegen, analog wie sich ein Ring nach Restklassen
eines Unterringes, etwa eines Ideals, zerlegen lifit. Nach A4 gibt es
aber noch eine weitere Zerlegung der Form

Z¥=uy A% 4 fu, A*

(Z*, 4% = Menge Z bzw. A ohne Nullelement).

Zum Beweis nehmen wir zuerst irgend ein Element u, von Z*
und bilden u, 4*. Dann greifen wir ein Element u, heraus, das
nicht in %, A* liegen soll und bilden die Menge u, A*. Auf diese
Weise fahren wir fort, bis jedes Element von Z in mindestens einer
der Mengen u; A* sich befindet. — Nun muBl noch gezeigt werden,
daB der Durchschnitt der u;A4* gleich null ist: Wenn etwa der
Durchschnitt u, A*uy A* von null verschieden wire und somit
eine Beziehung u,a,=wu,a, (a,€A4*) bestehen wiirde, so wiirde

ierau _
hieraus U =1y Oy Ay~

folgen, weshalb u, zur Klasse u; 4 * gehoren wiirde.

b) Das Untersystem 4

Das zweite Untersystem, dem wir uns nun zuwenden wollen,
ist ein Korper, weshalb wir es Korper 4 nennen wollen und seine
Elemente (mit Ausnahme der Null) mit griechischen Buchstaben
bezeichnen werden.

Wir betrachten vorerst die Gesamtheit ® der Elemente von Z,
fiir die das zweite distributive Gesetz in der folgenden Form gilt:

(x+y)d=xd+yd,
wobei z und y beliebige Elemente aus Z und d ein Element aus ®
bedeuten sollen.

Satz 5. Die Menge ® bildet eine Untergruppe der additiven
Gruppe von Z.

Beweis. Auf Grund einer Uberlegung, wie sie beim Beweise von
Satz 1 angestellt wurde, geniigt es zu zeigen, dafl die Summe je zweier
Elemente nicht aus dem Bereich herausfiihrt.

@+y)d, =zd,+yd,
d,
(x+y)dy = xdy +yd, (@:€D)
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Addition der beiden Gleichungen liefert
(@+y)d,+(@+y)dy =2d +yd, +ady+yd,,
und durch Ausklammern auf beiden Seiten ergibt sich
(+y) (dy+dy) = 2(dy +dy) +y (dy+dy)

Satz 6. Der Durchschnitt 4 von 4 und D ist ein Korper (und
somit ein Untersystem von 4).

Beweis. Die Elemente von 4 bilden, wie leicht einzusehen, eine
Untergruppe der additiven Gruppe von Z. Es gilt zudem (3;€4)

(z+y) (8,8;) = (x+y)8;) 8, = (0, +¥8,) 3,
=(28;) 85+ (¥3,) 0y = #(3,0,) +¥(8,3), -

womit gezeigt ist, dal unter der Bedingung 6,,8,€4 8, 8, nicht nur
zu A4, sondern auch zu P und somit auch zu 4 gehort. Wir haben
somit bewiesen, dafl 4 ein Ring (ohne Nullteiler) ist. Ein endlicher,
nullteilerfreier Ring ist aber bekanntlich ein Galoisfeld.

Satz 7. Die Menge 4 enthilt immer Elemente, da 0 und ¢ dazu
gehoren.

Anwendung. Das Gleichungssystem
28, +ybi=¢,
xdy+yby=c,
ist fiir 8,440, b;, c;e Z und by 8,1 —b, 8,14+ 0 eindeutig Iosbar.
Man kann es auflosen, indem man die erste der Gleichungen
von rechts her mit 8,7 und die zweite von rechts her mit 8,71

multipliziert. Durch Subtraktion der beiden Gleichungen vonein-
ander ergibt sich eine Gleichung fiir y, die sich leicht auflosen 148t.

Die Bedeutung des Korpers 4 wird im néchsten Paragraphen
klar werden.

¢) Das Untersystem [J
Unter dem Primkorper eines Korpers versteht man den ein-
deutig bestimmten Durchschnitt aller Unterkorper (welcher geldu-

figermaBen auch ein Korper ist und keine echten Unterkorper
enthilt). Auf gleiche Weise wie bei Kérpern kann auch bei den
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Systemen Z die Existenz eines ,,Primsystems‘‘ nachgewiesen wer-
den, was auf der Tatsache beruht, da} auch hier der Durchschnitt
irgend welcher Untersysteme wiederum ein solches ist. Uber die
Struktur dieses Untersystems gibt der nachstehende Satz Auskunft:

Satz 8. Das Primsystem von Z ist mit dem Primkérper II” von
4 identisch (weshalb wir auch beim System Z von einem Prim-
korper sprechen wollen).

Der Beweis dieses Satzes erhellt aus der Tatsache, daBl der
Durchschnitt aller Untersysteme von Z zunichst die Elemente 0
und ¢, und somit alle Elemente von IT' enthalten muf.

Die Ordnung von IT wollen wir die Charakteristik von Z nennen
und mit p bezeichnen. Mittelst b=b¢, 6 0=0 und dem distributiven
Gesetz erkennt man

Satz 9. Die Ordnung (der additiven zyklischen Gruppe) jedes
Elementes von Z, mit Ausnahme der Null, ist gleich p.

Ferner folgt aus bn=>bm (b+0, n, m natiirliche Zahlen) stets
n=m (mod p) und umgekehrt.

Es sei noch festgestellt, dafl IT als Unterkorper von 4 natiirlich
auch dessen Eigenschaften in Hinsicht auf Z aufweist, d.h. also
die Eigenschaften von 4 und der Gruppe ®. Uber die Struktur der
Primkorper sei auf die Literatur iitber Korper verwiesen.

Bemerkung. Die Existenz eines Primkorpers in Z kann auch
direkt nachgewiesen werden; und zwar i3t sich die Methode nach-
bilden, die in der Korpertheorie zur Bestimmung der Struktur des
Primkérpers angewendet wird (siehe etwa van der Waerden, Moderne
Algebra I).

§ 3. Basisdarstellung, Ordnung von Z

In diesem Paragraphen soll gezeigt werden, dafl sich die Ele-
mente von Z durch eine Basis darstellen lassen. Zu diesem Zwecke
wollen wir den Begriff der linearen Abhingigkeit der Elemente
von Z in bezug auf den Kérper 4 einfiihren, wie er von der linearen
Algebra her bekannt ist: m Elemente u; sollen linear unabhingig
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m
in bezug auf 4 genannt werden, wenn eine Summe der Form »’ %;3$;,
1

wobei die 3, immer rechts stehen sollen, nur gleich null sein kann,
wenn sdmtliche 3; verschwinden; im andern Falle sollen sie linear
abhingig heiflen. (In Z ist auler dem Nullelement jedes einzelne
Element linear unabhingig, da wir keine Nullteiler haben.) Da Z
von endlicher Ordnung ist, gibt es eine Maximalzahl von linear
unabhingigen Elementen. Aus diesem Grunde gibt es in Z eine

Basisdarstellung iiber dem Korper 4. Namlich, es sei u; (¢=1,...,m)
ein maximales System von linear unabhingigen Elementen. Wenn
nun u, ein beliebiges Element von Z ist, so sind die (ug, %y, ..., u,,)

linear abhingig, d.h. es besteht eine Beziehung uyd,+ > u;8,=0
i=1

derart, daBl nicht alle 8 verschwinden. Insbesondere ist dann 3,
von null verschieden, da sonst wegen der linearen Unabhéingigkeit
der u, auch die §; (¢ =0) gleich null wiren. Wir kénnen somit obige
Gleichung nach u, auflosen:

g8y = _;uisi = ;ui(_si)

‘m n m

wy = (2 u; (—08:)) g7 = X (u; (—8)) 8™ = X u; ((—8;)8,7")

1 1 1

m m

Aus Uy = 2w S =3 ;8"
1 1

folgt i u; (3 —8;") = 0,

I
und daraus wegen der linearen Unabhingigkeit der u;, daB ;" =38,",
womit die Eindeutigkeit der Darstellung bewiesen ist. Wir haben
somit den

Satz 1. Z besitzt eine Basisdarstellung iiber 4.

Korollar. Z besitzt eine Basisdarstellung iiber jedem Unterkor-
per von 4, insbesondere iiber I1.
Ferner gilt

Satz 2. Z ist ein Vektorraum iiber 4, wenn die Elemente von 4
rechts geschrieben werden.
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Zum Beweis brauchen wir nur zu verifizieren, daBl die fiinf
Vektorraumaxiome erfiillt sind (s. etwa van der Waerden, Moderne
Algebra I):

1. Das Produkt %8 eines Elementes w von Z mit einem Element §
von 4 gehort stets zu Z.

. (w+v)d=ud+vd

% (8, +8,)=ud; +ud,

- (81 35)=(u3;) 0,

Alle Elemente von Z sind eindeutig darstellbar als Linearformen

m
2. u;8; mit Hilfe von m festen Basiselementen wu,, .. .,u,,.
- 3

G b

Auf Grund der Vektorraumeigenschaft 148t sich die Basis wie
folgt transformieren: ’

’

M3

u,LSij (j=1,...,m)

i=1

wobei die Determinante |3;;| von null verschieden sein muf.

Ferner bilden die Transformationen, die eine Basis in eine andere
iiberfiihren, eine Gruppe, und zwar ist es die allgemeine lineare
Gruppe G L (m, 4), deren Ordnung '

(@"—1(@"=q) ... (g"—q™")

betrigt, wobei g die Ordnung von 4 und m der Rang von Z iiber 4
bedeutet ‘(s. etwa van der Waerden, Gruppen von linearen Trans-
formationen).

Es sei noch bemerkt, dal mit (u,,...,u,,) auch (bu,,...,bu,,),
wobei b ein von null verschiedenes, sonst aber willkiirliches Ele-
ment aus Z bedeutet, eine Basis ist, da die bu; wegen

m m
2 bud; =53 ud,
I I

linear unabhingig sind.

Wegen der vorherigen Bemerkung 148t sich leicht zeigen, daB
(genau) ein Basiselement in 4 liegen kann. Hieraus folgt die Tat-
sache, daB ein System Z mit zweigliedriger Basis als einfache
Erweiterung von 4 aufgefaBt werden kann, d.h. durch Adjunktion
eines einzigen Elementes zu 4 erzeugt wird.
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Es folgt nun etwas iiber die Ordnung von Z und seiner Unter-
systeme. Nach dem Korollar von Satz 1 folgt durch eine elementare
kombinatorische Uberlegung

Satz 3. Die Ordnung von Z ist eine Potenz der Charakteristik,
wobei der Exponent gleich der Maximalzahl linear unabhingiger
Elemente von Z iiber IT ist. (Diese Maximalzahl werde auch hier
als Rang von Z iiber IT bezeichnet.) '

Da die Untersysteme von Z denselben Primkérper haben, so ist
deren Ordnung auch eine Potenz von p. Fiir das Untersystem A
gilt. zudem noch folgendes:

Satz 4. Wenn p» die Ordnung von Z und p* diejenige von A4
bedeutet, so mubl [ Teiler von » sein.

Beweis. Wir betrachten die Zerlegung von Z, wie sie auf Seite 12
ausgefithrt wurde. Da das Nullelement dort weggelassen wird, gilt
zwischen der Ordnung von Z und derjenigen von 4 die Beziehung

pr—l=m'(p'-1)
(m’ = Anzahl der Klassen). p*—1 muB also durch p'—1 ohne
Rest teilbar sein, und dies ist nur moglich, wenn » [ als Faktor ent-
halt. (Beweis: n=ql+7r, 0sr<l, p*—1=p"(p®—1)+p"—1, P -1/
p?—1; also pP—1/p"—1; somit r=0.)

Folgerung. Beiallen nicht-assoziativen Systemen Z mit Primzahl-
rang {iber I1 fillt A mit I, und da ITcdc A, auch mit 4 zusammen.

Man sieht leicht ein, dafl sich 4 nach 4 analog wie Z nach 4
zerlegen 1ift und dafl deshalb zwischen den Ordnungen von 4
und 4 die analoge Beziehung bestehen muf3:

Satz 5. Der Rang von 4 iiber I7 ist ein Teiler des Ranges von 4
tiber JT und somit auch desjenigen von Z iiber I1.

Ein System Z mit verschiedenen 4, 4 und IT hat somit eine
Ordnung von mindestens 2222 =256.

Zum Schlull dieses Paragraphen soll noch eine hinreichende
Bedingung fiir ein Untersystem von Z angegeben werden, damit Z
iiber ihm eine Basisdarstellung besitzt:
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Satz 6. Z besitzt eine Basisdarstellung iiber dem Untersystem
Z', bei rechtsseitiger Stellung der Koeffizienten, wenn die Ordnung
von Z' p™™” betragt und m” linear unabhingige Elemente iiber Z’
existieren (p = Charakteristik von Z, n = Rang von Z iiber I1).

Beweis. Es seien w;(¢=1,...,m") linear unabhingige Elemente
iber Z'. Durch c¢=u;b; (b, Z’) sei ein (eventuell nicht willkiir-

liches) Element dargestellt. Wegen der linearen Unabhingigkeit
der u; folgt aus

weshalb die Darstellung eindeutig ist. Die Gesamtheit

{Z u; b (v,€2)
hat die Ordnung
( pn/m” )m” — pn7

+ weshalb sie simtliche Elemente von Z umfafit.

Bemerkung. Wenn die Koeffizienten rechts stehen, geschieht bei
jeder Basisdarstellung die Addition komponentenweise. Dies schlief3t
man aus dem distributiven Gesetz.

§ 4. Zwei spezielle Sitze, und iiber spezielle Systeme Z

In dem bekannten von Veblen und Maclagan-Wedderburn be-
nutzten (allerdings assoziativen) Modell eines Systems Z (Transact.
Americ. Math. Soc., vol. 8, 8. 379)*) sind die Elemente des Prim-
kérpers mit allen Elementen des Systems vertauschbar. Fiir solche
Systeme gilt folgendes:

Satz 1. Damit alle Elemente von Z mit allen Elementen des
Primkdrpers vertauschbar sind, d.h. damit ba=«b fir simtliche
be Z und simtliche «ll gilt, ist notwendig und hinreichend, daf3
Z auch bei linksseitiger Multiplikation der Elemente von IT iiber
diesem einen Vektorraum bildet.

¥} Das System wurde zuerst von L. E. Dickson (in der im nachfolgenden
Literaturhinweis (8. 32) kurz besprochenen Abhandlung) aufgestellt.
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Beweis. Die im Satz erwiahnte Vektorraumbedingung bedeutet,
daB folgende zusitzlichen Forderungen erfiillt sein miissen:

1. Es existiert eine Basisdarstellung der Form Z o Uy (o €IT).

2. Es gilt das distributive Gesetz ( oc+B)b—-ab+,8b fir alle be Z
und alle «, Bell.

3. Es gilt das assoziative Gesetz (aB)b=w(Bb) fir alle be Z und
alle o, Bell.

Die restlichen Vektorraumaxiome sind erfiillt, wie man leicht
nachpriifen kann.

Wir beweisen zuerst, dal die Bedingungen 1. bis 3. notwendig
sind (indem wir nachweisen, dal sie bei der Allgemeingiiltigkeit
von ba=ab (be Z, acll) beweisbar sind):

DaB} Bed. 1. erfiillt sein muB, ist trivial, da wegen
Uy oy = 0oL Uy
b= Z U; Z o U
gilt. Ebenso einfach ist die Notwendlgkelt von Bed 2. nachzuweisen:
(a4+B)b=b(ex+p)=ba+bB =0ab+8b
Die Notwendigkeit von Bed. 3. ergibt sich wie folgt:
(aB)b=(Ba)b=b(Ba)=(bB)a=a(bB) =a(Bb)
Damit ist erwiesen, dafl die im Satz erwihnte Vektorraumeigen-
schaft von Z notwendig ist, damit allgemein ba=ab (be Z,acll)
giiltig ist.

Um zu beweisen, dall die Bedingungen 1. bis 3. hinreichend sind,
miissen wir zeigen, dafl b x=«b beweisbar ist, wenn diese Bedin-
gungen vorausgesetzt werden: Wir bendtigen hierzu nur Bed. 2:

boa=b(e+e+...)=b+b+...=cb+eb+...
=(et+e+...)b=0ab,
wodurch auch der zweite Teil unserer Behauptung bewiesen ist.

Es folgt nun eine schwichere Bedingung fiir die Allgemein-

giiltigkeit von ba=ab:

Satz 2. Damit in Z allgemein ba=ab (be Z, x€ll) gilt, ist die
Allgemeingiiltigkeit von (o + £) b = b + b notwendig und hinreichend.
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Beweis. Da aus ba=ob dieses distributive Gesetz und sogar
(x+B)b=ab+pb bewiesen werden kann, ist die Bedingung notwen-
dig. Da jedes Element vonI7in der Form o =¢v (0 < v < p) geschrieben
werden kann und die Behauptung fiir v=0 offenbar richtig ist,
konnen wir den Satz mit vollstindiger Induktion nach v beweisen:

b(ev+e)=b(ev)+b = (ev)b+b = (ev+e)b.

Wir wollen nun einige Sitze iiber vier spezielle Arten von Syste-
men Z beweisen.

a) Systeme Z, bei denen die Elemente von 4 mit
simtlichen von Z vertauschbar sind

Diese Systeme haben die Eigenschaft, dal bei der Basisdarstel-
lung nach 4 die Koeffizienten mit den Basiselementen vertauscht
werden konnen.

Satz 3. A fillt mit 4 zusammen.

Beweis. Wir miissen zeigen, daB3
(x+y)a =xa+ya (x.yeZ,ac Ad)
gilt:
(x+y)a=a(x+y) =ax+ay =xa+ya
Es existiert ferner ein weiteres assoziatives und ein weiteres
distributives Gesetz:

Satz 4. Bs gilt (@ ay)x = ay (ayx)
Bewezs. (ayaz)x = x(a,a,) = (xa,) ay =
(@, 2)ay = ay (xay) = a,(a,x)
Satz 5. Es ist (@, +a)r =a,x+a,x
Beweis. (a,+ay)x = Ty +ag) = T+ 20y = 0, T+

Bemerkung. Es besteht eine gewisse Symmetrie zwischen dem
fritheren assoziativen Gesetz von 4 ((xy)a =z (ya)) und demjenigen
von Satz 4: obige -Beziehung bleibt richtig, wenn x und y durch
Elemente aus A4 ersetzt werden und fiir @ ein beliebiges Element aus
Z gesetzt wird. Das Analoge gilt zwischen dem friiheren distributiven
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Gesetz fiir 4 ((x+y)8=28+y3), das ja hier auch fiir 4 gilt, und
demjenigen von Satz 5.

b) Systeme vom Typus Veblen, Maclagan-Wedderburn
(VW-Systeme)

Dieses Beispiel eines Systems Z wurde schon friiher zitiert (§ 4).
Es soll im folgenden einiges iiber dieses und gewisse etwas allge-
meinere Systeme ausgesagt werden, wobei wir die Giiltigkeit des
assoziativen Gesetzes der Multiplikation nicht voraussetzen wollen.
Ein solches System (kurz VW-System genannt) sei durch folgende
zu den Axiomen eines Systems Z hinzutretende Eigenschaften
charakterisiert:

1. Die Multiplikation eines Elementes mit einem solchen aus 4 ist
kommutativ; die Multiplikation mit den iibrigen Elementen ist
entweder kommutativ oder antikommutativ.

2. Simtliche Quadrate sind Elemente aus 4.

Bemerkungen. 1. Die Multiplikation zweier von null verschie-
denen Elemente ist dann und nur dann zugleich kommutativ und
antikommutativ, wenn die Charakteristik zwei ist. (Das System ist
dann kommutativ und nach § 5, Satz 2, deshalb zudem beidseitig
distributiv.) Denn aus

be=—(cb)=c(—b)=cb
folgt b=—b
2. Die Relation b2=62(b¢d, de4) ist unmégliéh; denn sonst
wire b(b+38) =58(b+3), b+8 # 0, also b=3.

Satz 6. Die Produkte von drei gleichen Elementen sind assozia-
tiv. (Wir konnen somit von dritten Potenzen sprechen.)

Der Bewezis ist sehr einfach: infolge der zwei zusétzlichen Axiome
ist b-b* = b2-b

Es folgen noch zwei weitere Sitze iiber die Produkte gleicher
Faktoren:

Satz 7. Die Produkte aus einer geraden Anzahl gleicher Ele-
mente sind immer Elemente aus 4.
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Beweis. Wir wollen fiir die Produkte gleicher Faktoren die Potenz-
schreibweise beniitzen, obgleich diese vieldeutig ist und wollen
zeigen, dafl b2 (n > 0) fiir jede Art der Zusammenfassung der Fak-
toren und jedes n zu 4 gehort. Der Beweis soll durch vollstindige
Induktion nach n geliefert werden. Fiir n =1 ist die Behauptung
nach Zusatz-Axiom 2. richtig. Nehmen wir also an, sie stimme fiir
jede Zahl kleiner n. Es sei

b2 = pm.prn—m (0<m<2n)

Wir miissen drei Félle unterscheiden.

1. Fall: m gerade.

Es ist dann auch 27 —m gerade, weshalb nach Induktions-
voraussetzung beide Faktoren und somit auch das Produkt in 4
liegen.

2. Fall: m ungerade <2n—1.

Es ist dann auch 2n —m ungerade. Es sei

b2n = pm (b . h2n—m—n') (0<n' <2n—m)
Wir miissen nun zwei Unterfille unterscheiden:

1. Unterfall: n' ungerade.
Bs ist dann 27 —m —n' gerade, und es ist
h2n — pm (bn’ . b2 n—m—n’) — (bm . bn) bZn—m—n”

da der letzte Faktor nach Induktionsvoraussetzung zu 4 gehort.
Da m+n' (< 2n) auch eine gerade Zahl ist, liegt b™-b* nach Induk-
tionsvoraussetzung ebenfalls in 4 und somit auch das Produkt
dieser beiden Elemente.

2. Unterfall: n’ gerade.
Es ist dann 2% —m —n’ ungerade, und es ist (Anwendung von
Zusatz-Axiom 1!)
h2n — bm (bn’,bZn—m—n’) =
bm (b2n—m—n’ . b'n’) — (bm b2 n—m—n’) b
Beide Faktoren — und somit auch ihr Produkt — der rechten
Seite dieser Gleichungskette liegen in 4, da beide aus einer geraden
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Anzahl gleicher Faktoren .aufgebaut sind, weshalb auch in diesem
Falle 527 in 4 liegt. '
3. Fall: m=2n—1.
Es ist dann
p2n = p2n-1.p

Wir vertauschen nun die beiden Faktoren mit Hilfe des kom-
mutativen bzw. antikommutativen Gesetzes:
h2n — ib,bzn—l

Gemill dem zweiten Fall liegt b-52"1in 4, also auch +b-b27-1,
Unser Satz ist damit vollstéindig bewiesen.

Satz 8. Eine ungerade Potenz 146t sich immer in der Form
b2nt1=5H3 (3ed)
darstellen.

Beweis. Fiirn=0ist die Behauptung offenbar richtig. Wir kénnen
somit vollstindige Induktion nach » anwenden. Hieraus folgt

pRntl —pu L p2ntln’ —  § (0<n' <2n+1),

da nach Satz 7 der gerade Faktor in 4 liegt und auf den andern
die Induktionsvoraussetzung zutrifft.

Folgerungen. 1. Die Produkte aus einer ungeraden Anzahl gleicher,
nicht in 4 liegender Elemente konnen nicht diesem Korper angehoren.

2. Die Gleichungen vom Typus A

3 a2t =3, (6;€4, 8,%0)

haben hochstens in 4 Losungen, da #2741 (bei jeder Art der Zusam-
menfassung der Faktoren) in 4 liegen mull und als Basis dieser
Potenz deshalb nur ein Element aus 4 in Frage kommt.

3. Die Gleichungen vom Typus

x2r=c

sind fir c¢ 4 im System unlosbar.

Satz 9. Das Produkt zweier Elemente ist gleich dem Produkt
ihrer Additionsinversen, d. h.
be=(-b)(=c)
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. Beweis. Bedenkt man, daB eine Beziehung b¢=(—b)c nur mog-
lich ist, wenn Z die Charakteristik zwei hat und da8 in diesem Falle
der Satz trivial ist, so ergibt sich, falls die beiden Faktoren anti-
kommutativ sind,

be=—(cb)=c(—b)=—((—b)c) = (-b)(—¢)
und im kommutativen Falle
be=cb=—(c(-b)) =—((—b)e) = (~b)(—¢c)
Korrolar. Ersetzt man in Satz 9 b durch —b, so ergibt sich
(=b)e=—(be) ‘
Bemerkung. Satz 9 (samt Korrolar) gilt nicht fiir sémtliche

Systeme Z. Im Abschnitt d) dieses Paragraphen ist nimlich von
zwei Modellen von Systemen Z die Rede, bei denen er nicht stimmt.

Satz 10. Das Produkt von n Faktoren bleibt sich gleich oder
indert nur das Vorzeichen, wenn man dessen Faktoren durch ihre
Additionsinversen ersetzt, und zwar trifft das erstere bei gerader,
das letztere bei ungerader Faktorenzahl zu. (Verallgemeinerung
von Satz 9.) Beide Fille kénnen in eine Formel zusammengefaBt

werden:
n

Hbi = (—8)"1_1_1%'
1 1

Beweis. Fiir n=1 ist die Behauptung trivial, und fiir n =2 ist sie
die Aussage des vorhergehenden Satzes. Wir beweisen den Satz
durch vollstindige Induktion nach ». Somit haben wir

ﬁbi=ﬁbiﬁbi=(iﬁ—bi)(iﬁ—bi) (O<m<mn)
1 1 1

m+1 m-+1
Gilt beim linken Klammerausdruck das Pluszeichen (m gerade), so
ist die Behauptung evident (Anwendung von § 1, Satz 4); gilt das
Minuszeichen (m ungerade), so fiihrt man diesen Fall durch An-

wendung von Satz 9 auf den vorherigen zuriick. Der Satz ist damit
bewiesen.

c) Ein Satz iiber die assoziativen Systeme Z

Darunter wollen wir solche Systeme Z verstehen, bei denen die
Multiplikation- assoziativ ist. Wie schon frither bemerkt, ist bei
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diesem Spezialfall das Untersystem 4 keine echte Teilmenge, wes-
halb die Aussagen itber 4 (s. § 2) auch fiir die assoziativen Systeme
Z gelten und umgekehrt.

Es soll nun hier fiir diese Systeme ein Satz iiber lineare Glei-
chungen Platz finden.

Satz 12. Kin lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten
boo o +bo1 #1 = ¢
byo®o+byy 2y = ¢,

ist dann und nur dann eindeutig losbar, wenn eine Ungleichung
_ b1, i65:1 b5 51— 041,041 FO (b;; %0)
erfiillt ist. Die Indizes sind modulo zwei zu reduzieren.

Beweis. Wenn (mindestens) ein b verschwindet, ist die Richtigkeit
der Behauptung ohne weiteres einzusehen. — Im andern Falle wird
folgender Weg beschritten: Man versucht die eine der beiden Unbe-
kannten mittels der bekannten (elementaren) Substitutionsmethode
zu bestimmen. Dies fithrt auf eine Gleichung vom in § 1, Satz 5,
behandelten Typus. Fiir jede Unbekannte hat man zwei Moglich-
keiten fiir die Auflésung, was total vier Gleichungen ergibt. Aus
obiger Ungleichung erhilt man, wenn ¢ und j durch 0 und 1 ersetzt
werden, fiir jede der vier Gleichungen die im zitierten Satz ent-
haltene Ungleichung (Losbarkeitsbedingung). Wenn somit eine
dieser Ungleichungen erfiillt ist, erhalt man eine Losung fir die
eine Unbekannte (die andere ist dann wegen Axiom M. 1. ebenfalls
bestimmt). Im andern Fall hat das Gleichungssystem keine Losung,
oder es ist vieldeutig l6sbar. '

d) Uber eine weitere Klasse von Systemen Z

Dal die Elemente auBerhalb 4 eines Systems Z, wenn dieses
eine Erweiterung vom Range zwei iiber diesem Korper ist, einer
Gleichung zweiten Grades mit Koeffizienten aus 4 geniigen, ist
leicht einzusehen. Bedeutender erscheint die Tatsache, da Systeme
Z vorkommen, bei denen diese Elemente, wobei deren Anzahl
grofer als zwei ist, alle derselben quadratischen Gleichung gentigen.

Von solchen Systemen soll nun etwas ausgesagt werden — zwei
weitere Sitze folgen am Schlufl des letzten Paragraphen —, wobei
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wir auBer der Voraussetzung iiber den Rang von Z iiber 4 des
weiteren noch fordern wollen, daf3 die Elemente von 4 mit samt-
lichen von Z vertauschbar sind.

Das schon wiederholt genannte Modell von Veblen und Maclagan-
Wedderburn hat diese Eigenschaften. Seine Elemente auBlerhalb 4
geniigen der Gleichung 2? = —e. R. Stettler hat in § 7 seiner in der
Einleitung zitierten Arbeit ein solches Beispiel angegeben (es hat
wie das Vorherige die Ordnung neun), bei dem nicht nur das zweite
distributive Gesetz, sondern auch das assoziative Gesetz der Multi-
plikation nicht allgemein gilt. Seine Elemente aullerhalb 4 geniigen
- der Gleichung z?=¢—a¥*). )

Bei einem weiteren Modell dieses Typus der Ordnung neun
(nach § 5, Satz 10, dem letzten dieser Ordnung) geniigen die Ele-
mente auBerhalb 4 der Gleichung #?=¢+2. Wenn wir fiir seine
Elemente eine Basisdarstellung wihlen (Addition dann komponen-
tenweise!), so hat die Multiplikationstabelle folgendes Aussehen:

l —& u —Uu e+u e—U —&+uU —&e—U

—& & —u U —e—u —&et+Uu E—U et+u

u —u etu —e—u E—U —& e —&+u
—U U —&et+u E—U —& et+u —e—u &

ct+u —E&—U e —& —&+tu u —u E—u
E—U —&+u —& g - —&—U et+u U
—&e+tu E—U —E—U etu & —u u —¢&
—E—U E+U E—u —éetu U £ —£ —U

Auch bei diesem Beispiel gilt das zweite distributive Gesetz und
das assoziative Gesetz nicht allgemein. Wie schon unter Abschnitt
b) bemerkt, gilt bei den letzteren beiden Modellen, im Gegensatz
zu den VW-Systemen (s. Satz 9), auch b¢=(—b)(—c) nicht immer;
dasselbe ist deshalb auch von (—b)c = —(bc) zu sagen (da die
erstere Beziehung sonst beweisbar wire).

Es sollen nun zwei Sitze iiber solche Systeme (Bez. Z*) bewie-
sen werden.

Satz 13. Wenn die Charakteristik griBer als zwei ist, so sind
simtliche Korper, die in Z* liegen, Unterkérper von 4.

*) Diese Eigenschaft bemerkte Herr Prof. Dr. P. Bernays.
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Beweis. Wenn K c Z* ein Korper der Ordnung p* wiire, der nicht
in 4 enthalten ist, dann miiBten mindestens drei Elemente von K
auBlerhalb 4 liegen. Nimlich, der Durchschnitt von K und 4 habe
die Ordnung 2", wobei s>7>1. Die Differenz p*—p" ist dann fir
alle zulissigen Werte fiir p, » und s groBer als drei. Da in einem
Korper eine quadratische Gleichung aber héchstens zwei Losungen
haben kann, die Elemente von K auBerhalb 4 aber nach Voraus-
setzung der ,,definierenden Gleichung‘‘ *) geniigen miiten, ist obige
Annahme widerlegt.

Folgerung. 4 ist der umfassendste Korper, iber dem Z* ein
Vektorraum ist.

Satz 14. Bei Systemen Z*, bei denen jedes Element auBerhalb A
derselben Gleichung #%=8;+x 38, geniigt, ist bei 8,+0 jedes Ele-
ment aullerhalb 4 ein Quadrat.

Beweis. Aus 2% =3, +x0,
Y?=0,+y3d,
folgt 22—y? =28,—yd,

Wenn 8,+0, erkennt man mittels Axiom M. 1., daB obiger Aus-
druck nur fiir x=y verschwindet. Verschiedene Elemente auBer-
halb 4 haben deshalb immer verschiedene Quadrate, weshalb deren
Anzahl mit der entsprechenden Elementenzahl iibereinstimmt.
Jedes Element auBlerhalb 4 ist deshalb ein Quadrat.

§ 5. Uber die Existenz und Bestimmtheit der Systeme Z

Zu jeder Primzahlpotenz gibt es mindestens ein System Z dieser
Ordnung, ndmlich immer ein Galoisfeld (das ja ein spezielles System
Z ist). Unter ,.eigentlichen Systemen Z wollen wir solche ver-
stehen, bei denen das zweite distributive Gesetz nicht allgemein
gilt. Die andern sollen ,,uneigentliche* genannt werden.

Fir das Folgende hat der nachstehende Satz eine gewisse Be-
deutung, weshalb er an die Spitze gestellt werden soll.

*) Wir werden im néchsten Paragraphen zeigen, daB bei gegebener Ord-
nung durch diese Gleichung ein solches System Z eindeutig bestimmt ist.
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Satz 1. Zu gegebener Ordnung ist der Vektorraum iiber /7, somit
also die additive Gruppe eines Systems Z, eindeutig bestimmt.

Beweis. Durch Angabe des Grundkérpers und der Dimension
ist ein Vektorraum bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt (s. etwa
van der Waerden, Moderne Algebra I). Wie in § 3 erwihnt, bildet
Z iiber dem Primkérper I einen Vektorraum. IT und die Dimen-
sion sind durch Angabe der Ordnung von Z eindeutig festgelegt
somit also auch die additive Gruppe von Z.

Satz 2. Bs gibt keine eigentlichen kommutativen Systeme Z.

Beweis. Die Kommutativitat der Multiplikation hat die Giiltig-
keit des zweiten distributiven Gesetzes zur Folge:

(x+y)z=z2(x+y) =20+zy =x2+Yy=2

Satz 3. Zu einer Primzahl gibt es nur ein System Z dieser Ord-
nung, nimlich nur das Galoisfeld.

Der Beweis folgt aus den Sétzen 7 und 8 von §2 und Satz 3
von § 3.

Satz 4. Es gibt keine eigentlichen Systeme Z der Ordnung vier,
sondern nur das Galoisfeld dieser Ordnung.

Beweis. Wir fiibren den Beweis, indem wir ein solches Modell
zu konstruieren versuchen: Die Charakteristik mul} zwei sein; somit
besteht der Primkdrper aus den Elementen 0 und . Der Rang
von Z iiber IT ist zwei; wir haben es deshalb mit einer zweigliedrigen
Basis zu tun. Die Elemente lassen sich somit wie folgt darstellen:

0, & 1, e+r

Nach Satz 1 ist die additive Gruppe eindeutig festgelegt. Dal}
ebenfalls nur eine Multiplikationsvorschrift moglich ist, sieht man
bequem aus der nachstehenden Multiplikationstabelle:

‘ r e+r (Zundchst: r(e+7)+0,7,e+7, also =&)

r
e+r

et+r ¢
€ r  Darstellung des Modells: k+1r (k,lmod 2)
1+7r4+72=0
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Satz 5. Das GF (8) ist das einzige assoziative System Z der Ord-
nung acht. (Es gibt somit keine eigentlichen.)

Beweis. Die (zyklische) multiplikative sowie nach Satz I auch
die additive Gruppe sind eindeutig bestimmt. Das GF (8) ist des-
halb das einzige System Z dieser Ordnung.

Bemerkung. Satz 5 lilt sich leicht verallgemeinern: Zu einer.
Primzahlpotenz, die Nachfolger einer Primzahl ist, gibt es auler dem
Galoisfeld kein assoziatives System Z.

Aus den Satzen 3 bis 5 und aus der Assoziativitit des Modells
von Veblen und Maclagan-Wedderburn folgert man

Satz 6. Die Ordnung neun ist die kleinste, zu der eigentliche
assoziative Systeme Z gehoren.

Bemerkung. Durch Probieren der Méglichkeiten kann man fest-
stellen, dafi das GF (8) das einzige System Z der Ordnung acht
ist, was eine Verallgemeinerung von Satz 5 bedeutet. Auch Satz 6
1aBt sich deshalb verschirfen (Weglassung von ,.assoziative).

Satz 7. Es gibt keine eigentlichen VW-Systeme der Ordnung 2".

Beweis. Systeme Z dieser Ordnung haben immer die Charakte-
ristik zwei, und bei solchen ist jedes Element mit seinem Additions-
inversen identisch. Ein VW-System dieser Art ist deshalb kom-
mutativ und somit beidseitig distributiv.

Satz 8. Es gibt keine eigentlichen antikommutativen Systeme 7
(das sind solche, bei denen jedes Produkt antikommutativ ist).

Beweis. Aus dem Spezialfall ¢2 = — &2 folgert man die Notwendig-
keit der Charakteristik zwei, und hieraus folgt nach dem Beweis von
Satz 7 die Behauptung.

Satz 9. Ist ein System Z als endlicher Vektorraum iiber K c4
gegeben, so ist es durch Angabe der Produkte der Elemente des
Vektorraumes mit dessen Basiselementen eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir beweisen die Bestimmtheit der Multiplikation zuerst
fir die Elemente der Form u,,: Wenn (8, K)
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i(Z u; Byj) uy = ZJ u; B e
so ist (; w3 By5). (ur Br) = ((Zi: s By 5) wr) B
= (; u; Bii) Bre = ; u; (Bir Br)

Fiir beliebige Elemente aus Z ist nun der Satz wegen des distri-
butiven Gesetzes evident.

Bemerkung. Natiirlich kénnen die im Satz 9 erwahnten Produkte
nicht willkiirlich definiert werden, da sie dem Axiom M. 1. geniigen
miissen. Hingegen sind bei willkiirlicher Definition dieser Produkte
simtliche Axiome auller M. 1. erfiillt. Die Anzahl solcher Systeme
zu einer gegebenen Ordnung laBt sich durch eine einfache kombi-
natorische Uberlegung angeben, was dann eine (allerdings grobe)
Abschitzung der Anzahl der Systeme Z zu einer bestimmten Ord-
nung nach oben ergibe. (Als eines der Basiselemente ist hierbei ¢
zu wihlen.) Diese Abschitzung 148t sich etwas verfeinern, wenn
man die die Multiplikation definierenden Produkte so wihlt, daB
diese mit Axiom M. 1. nicht im Widerspruch: stehen.

Obiger Satz liefle sich dazu verwenden, Systeme Z mit vorge-
schriebener Ordnung zu suchen.

Beispiel. Gesucht Systeme Z der Ordnung neun. — Die Basis
muB zweigliedrig sein, und wir kénnen ¢ und ein Element  als Basis-
elemente wihlen. Der Vektorraum und die Produkte mit e sind ein-
deutig bestimmt, und die Produkte der Elemente mit r bestimmen
das System eindeutig. Man konnte nun systematisch, mit oben er-
wiahnter Einschrinkung, diese Produkte definieren (es gibt etwa
35000 Moglichkeiten) und solange fortfahren, bis einmal Axiom M. 1.
erfiillt ist.

Die niichsten zwei Sitze gelten fiir VW-Systeme, die wie folgt
spezialisiert sind: Das Produkt zweier Elemente auBerhalb 4 ist
kommutativ, wenn die beiden Elemente im Sinne von § 3 linear
abhingig sind; im andern Fall ist es antikommutativ. (Das Modell
von Veblen und Maclagan-Wedderburn besitzt diese Eigenschaft.)

Satz 10. Ist ein (spezielles) VW-System als endlicher Vektor-
raum iiber K cd4 gegeben, so ist es durch Angabe der Produkte
der Basiselemente eindeutig bestimmt.
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung nur fiir Produkte der Form
(Z_ w; By) u;

Der allgemeine Fall ist dann hieraus nach Satz 9 zu entnehmen.
Da die Produkte bei diesen Systemen entweder kommutativ
oder antikommutativ sind, haben wir die Alternative

(D usBi)uy = £ (u; X ugfBy)
1 K3
Weitere Umformung ergibt, wenn u, =e,

*(u; D wfy) =+ 2 (uyud Byl = £ (u; fr+uB)F 2 (w;u;)B4]
' (1,9)
Der soeben bewiesene Satz soll in Satz 11 Anwendung finden.
Satz 11. Bs gibt nur ein (spezielles) VW-System der Ordnung
neun.

Beweis. IT und nach Satz 1 auch der Vektorraum iiber IT sind
eindeutig bestimmt. 4 fallt mit I zusammen. Die Basis ist zweiglied-
rig, und eines der beiden Basiselemente liege in 4. Nach Satz 10 ist
somit das System durch Definition des Quadrates des andern Basis-
elementes eindeutig bestimmt. Da 4 aus drei Elementen besteht,
hat man drei Moglichkeiten der Definition zu untersuchen: 0 kommt
nicht in Frage, da in Z keine Nullteiler mdoglich sind; —e ergibt
das bekannte Modell von Veblen und Maclagan-Wedderburn. e
schlieBlich ist nach der zweiten Bemerkung auf Seite 21 nicht
moglich.

AbschlieBend folgen noch zwei Sitze iiber die in § 4, d) behan-
delten speziellen Systeme Z.

Satz 12. Ein System vom Typus des §4,d) ist durch dessen
Ordnung und die definierende Gleichung eindeutig bestimmt.

Beweis. Durch die Ordnung ist die additive Gruppe des Systems
nach Satz 1 eindeutig festgelegt. Die Quadrate sind durch die definie-
rende Gleichung eindeutig bestimmt. Es eriibrigt sich zu zeigen,
daBl das Produkt b¢ zweier verschiedener, nicht in 4 liegender
Elemente ebenfalls eindeutig festgelegt ist: Die Basis des Vektor-
raumes werde in (e, b) transformiert; dann ist ¢=3, + 565, und

be=b(5,+b8,) = bd, +b25,
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Satz 13. Die in § 4,d) angegebenen drei Modelle von Systemen
Z* sind die einzigen der Ordnung neun.

Beweis. Die iibrigen quadratischen Gleichungen bestimmen keine
Systeme Z; denn:

1. Bei 22 = —¢+2 hat man den Widerspruch { (—eju=—u
(—etu)u=—u

2. ) x2:—-£‘—x 3 iR} I . (g+u)u=u

3. 5y 2 =¢ . s . ., {(—8)’“:—-%

‘ (e+u)u=—u

(Zur Berechnung der Produkte wird man sich der im Beweis des
vorherigen Satzes angewandten Methode bedienen.) — Bei Glei-
chungen mit verschwindendem absolutem Glied st6Bt man noch
leichter auf Widerspriiche.

Literaturhinweis

Es sei hier auf die vor 50 Jahren erschienene Abhandlung
,,On finite algebras® von L. E. Dickson (Gottinger Nachrichten,
1905) aufmerksam gemacht, in der von zwei Verallgemeinerungen
der Galoisfelder die Rede ist. Die eine betrifft die assoziativen
Systeme Z, die andere die nicht-assoziativen Galoisfelder. Was iiber
die ersteren ausgefiihrt wird, hat im Hinblick auf die vorliegende
Arbeit besondere Bedeutung, weshalb hieriiber kurz berichtet
werden soll:

Der Verfasser nimmt die Aufgabe in Angriff, alle assoziativen
Systeme Z aufzustellen. Er zeigt, dafl ein eigentliches assoziatives
System Z der Ordnung p™ dann und nur dann existiert, wenn
p™—1 und » nicht teilerfremd sind. Fiir die Ordnungen p?, mit un-
gerader Primzahl p, und p3, wobei p von der Form 37+1 ist, stellt
er explizite solche Systeme auf, darunter das von Veblen und Mac-
lagan -Wedderburn (vgl. § 4) benutzte. Eine vollstandige Aufstellung
aller derartigen Systeme Z gelingt aber nur fiir diejenigen Werte
von n und p, fiir die » ungerade ist und auBlerdem ein gewisser
Satz iiber die Existenz eines Normalteilers in einer Gruppe der Ord-
nung p”—1 gilt. — In den axiomatischen Betrachtungen sticht das
Resultat hervor, dall bei assoziativen Systemen Z die Kommu-
tativitdt der Addition aus den iibrigen Axiomen beweisbar ist. Der
angefiihrte Beweis hiefiir stammt von J. H. Maclagan-Wedderburn.
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