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Über Wachstumseigenschaften

gewisser Klassen

von subharmonischen Funktionen

Von Alfred Htjber, Zürich

Einleitung

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil werden

einige Fragen aus folgender allgemeiner Problemstellung heraus behan¬

delt : Eine Reihe von Sätzen über den Betrag einer analytischen Funk¬

tion /(z) können als Aussagen über die subharmonische Funktion

log | / (2) | gedeutet werden, und man kann fragen, ob solche Sätze auf

allgemeinere subharmonische Funktionen ausgedehnt werden können.

Unter der Ordnung q einer in der ganzen endlichen z-Ebene subharmo¬

nischen Funktion u (z) verstehen wir die Größe

,.

log M (r)
q = hm sup

»

,

r—>oo 10g r

wobei M (r) = max u(z).
\z\=r

Zunächst erweitern wir zwei Sätze von A. 8. Besicovitch [2] über den

Minimalbetrag ganzer analytischer Funktionen der Ordnung g < 1 auf

allgemeine in der ganzen Ebene subharmonische Funktionen derselben

Ordnung (Sätze 2 und 3). Dabei gehen wir von einem Darstellungssatz
von M. Heins [10, p. 203] aus. Bis zu Hilfssatz D benützen wir den Leit¬

gedanken des Wimcmschen Beweises [22] einer Vermutung von Little-

wood. Eine zusätzliche Maßbetrachtung, die sich im Spezialfall der ganzen

analytischen Funktionen sehr vereinfachen würde, liefert dann die ob-

genannten Sätze. Eine teilweise Übertragung der Sätze von A. 8. Besi¬

covitch auf eine spezielle Klasse von subharmonischen Funktionen hat

A. Dinghas [8] im Jahre 1937 veröffentlicht, wobei er eine Abschätzungs¬
methode von T. Carleman [4] verwendete.

Dann beschränken wir uns auf eine spezielle Klasse von Funktionen
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der Ordnung 0, indem wir die zusätzliche Voraussetzung M(r) = 0 (log r)

einführen. Es zeigt sich, daß über diese Funktionenklasse — die unter

anderem die Funktionen der Form log | P(z) | (P(z) = Polynom) in

sich schließt — eine besonders weitgehende Aussage gemacht werden

kann (Satz 6).
Im zweiten Teil beschäftigen wir uns mit Problemen vom Phragmén-

Lindelöfschen Typus im Bn (n 2; 2). Wir betrachten dabei ein willkür¬

liches, sich ins Unendliche erstreckendes Gebiet und benützen eine Ab¬

schätzungsmethode, die für n = 2 von T. Carleman eingeführt, von

A. Dinghas [6], [7], [8] und A. Pfluger [18] weiterentwickelt wurde. Wir

wenden eine für den Fall harmonischer Funktionen im jß3 von H. Keller

[12] zuerst hergeleitete, zur Beziehung von T. Carleman [4] analoge

Differentialungleichung (Formel 21) an und erweitern Sätze für den J?2

von A. Dinghas [6] und A. Pfluger [18] auf den Rn (n ^2)1). Die

Spezialisierung auf den Fall genügend regulär berandeter Kegelgebiete
liefert uns die Möglichkeit, die erhaltenen Resultate mit den Sätzen von

L. Ahlfors und M. Heins [1], J. Deny und P. Lelong [5] und J. Lelong-
Ferrand [14], [15] zu vergleichen.

Die Begriffe „monoton wachsend" bzw. „monoton fallend" sind stets

im schwachen Sinne — „nicht abnehmend" bzw. „nicht zunehmend" —

aufzufassen.

Unter mE {E = meßbare lineare Punktmenge) verstehen wir das

lineare Lebesguesche Maß, unter me E (E = beliebige lineare Punkt¬

menge) das äußere lineare Lebesguesche Maß von E.

Die in dieser Arbeit gültige Definition des „Graphs" einer monotonen

Funktion wurde dem Lehrbuch von G. Carathéodory entnommen [3,

p. 161].
Für die Anregung zur vorliegenden Arbeit, sowie für viele wertvolle

Ratschläge während ihrer Entstehung, bin ich Herrn Prof. Dr. A. Pfluger
zu herzlichem Dank verpflichtet.

I. Über die in der ganzen endlichen Ebene subharmonischen Funktionen,
deren Ordnung kleiner als 1 ist

u{z) sei eine in der ganzen endlichen z-Ebene subharmonische Funk¬

tion der Ordnung q (0^p<l). Ohne Einschränkung der Allgemeinheit
dürfen wir im folgenden stets annehmen, daß u (z) in einer gewissen Um-

J) Vor kurzem — nach beendigter Redaktion der vorliegenden Arbeit — hat A. Dinghas
eine Verallgemeinerung seiner Absehätzung auf höherdimensionala Räume veröffent¬

licht [9].
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gebung des Nullpunktes harmonisch und daß u(0) = 0 sei [10, p. 202].
M.Heins [10, p. 203] hat bewiesen, daß sich dann u(z) in folgender
Form durch ein Stieltjes-Integral darstellen läßt :

u(z>=/*|i~f <fy*(«s)

Die Integration ist über die ganze f-Ebene zu erstrecken, fi (e?) ist eine

für alle beschränkten Borelmengen der f-Ebene definierte, endliche, posi¬

tive, vollständige additive Mengenfunktion. Neben u(z) betrachten wir

die Funktion
„

u{z) = flogl
«V

1+J dfi{t)

wobei /u(t) = fi[ | f | <t]. u(z) ist ebenfalls subharmonisch in der gan¬

zen endlichen z-Ebene und besitzt dieselbe Ordnung wie u(z). Um letzte¬

res zu zeigen, beachte man, daß einerseits die Ungleichung q Ï: q un¬

mittelbar aus der Definition von u (z) folgt, und andrerseits die Beziehung

q ^q leicht aus der von M. Heins [10, p. 202] hergeleiteten Formel

/«(<) = 0(*«+e) (1)

(gültig für beliebiges e > 0) erhalten werden kann

Es bezeichne

M (r) = max u (z)
\Z\=T

M(r) = max u(z)
\Z\=T

m (r) = inf u (z)

m (r) = inf u (z)

Hilfssatz A. Behauptung:

m(r) m(r)
<

Beweis. Es ist

log

m(r) -H

i —

M(r) M(r)

^log

d/i(eç) ^u(z) ;g

(2)

j ^log

Jlog 11 +

1 +

d/u(e$) = M(r)

Also m(r)^m(r)<LM{r)-g.M(r). Daraus folgt (2).

Auf Grund dieses Hilfssatzes dürfen wir uns in den folgenden Beweisen

(mit Ausnahme desjenigen von Satz 5) stets von vornherein auf Funk¬

tionen beschränken, deren Massenbelegung ganz auf der negativen reellen

Achse liegt :
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u(z)

99

=/log| 1 + d/i(t) .

Wir definieren für //SïO eine monoton wachsende und nach oben

halbstetige Funktion t (/i), indem wir setzen :

t(ju0) = sup t0 .

u(z) läßt sich damit durch das Riemann-Integral

u(z) =J log 1 +
Ufi)

dfi

darstellen.

Nun sei q' eine beliebige, aber fest gewählte Zahl aus dem offenen

Intervall (q, 1). Es bezeichne ferner X eine vorläufig beliebige positive

Konstante. Es sei a > 0 so gewählt, daß fi (a) > 0. Wir definieren :

f**{t;X) =
l °

\ Xt«' für

und betrachten die subharmonische Funktion

für 0<t<a

<(z;A) =Jlog 1 + dfi*(t; X) .

Es ist

M*(r; X)=flog\l+j
o

00

r i f

m*(r; X) = I log 1 —
j d^*(f ; X) = ATrre'.ctgTrg' + A •<>(»•«')

Daraus folgt : Unabhängig von X existiert eine Zahl R0 derart, daß :

m*(r; X)>(costzq' — e)M*(r; X) (3)
für r^R0.

Sei

und

R = max [a + l, RB]

X0 = max |>(' + 0)1
(4)

Von nun an bis und mit Hilfssatz D bedeute X zunächst eine feste

Konstante aus dem Intervall 0<X^X„. Wir verzichten infolgedessen
während dieser Betrachtungen darauf, die Abhängigkeit vom Parameter

X durch die Bezeichnung zu betonen.
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Wir bezeichnen mit t*(fi) die für /*>0 eindeutige Umkehrfunktion

von fi*{t). Aus (4) folgt :

t*{p)^Oji) für 0<ft^/t*(S) , (5)

Aus (1) folgt, daß für genügend große p die Ungleichung gilt :

t*(/*)<m . (6)

Hilfssatz B. Es existiert eine Zahl R mit folgenden Eigenschaften

1+-^-
1) | log *-^-d^0 (t*£f*(B)) (?)

1 +
R

2) /log ^-d^o (tëpiR)) (8)

3) p{R) = ljL*{R) (9)

Beweis. Es gibt eine Zahl /a1 derart, daß erstens aus 0</i</j,1 stets

die Gültigkeit von (5) folgt und zweitens /ux die größte Zahl mit dieser

Eigenschaft ist. Ferner existiert eine Zahl /u2 derart, daß erstens aus

fi>H2 die Gültigkeit von (6) folgt und zweitens ß2 die kleinste Zahl mit

dieser Eigenschaft ist. Wir führen folgende Abkürzungen ein :

1+
A

R1 = t*(ft1) , Rn = t*([il) .

Man sieht leicht ein, daß für beliebiges R > 0 gilt :

flog0{R,t;fi)dfi^O (j"^/«i) (10)

und
M

]log>{R,t;p)dp^.O {p^fa) (11)

Ist fi1 = Hz, so ist nichts mehr zu beweisen. Sei also /m1</m2. Dann

bilden diejenigen Punkte des Intervalls /j,1<fj,<[x2, für die £ (/*) < t* (n)
ist, eine nicht leere offene Menge 0, denn die Funktion t (fi) — t* (p) ist

nach oben halbstetig. 0 kann als Vereinigungsmenge von abzählbar

vielen offenen Intervallen aufgefaßt werden. Zu jeder vorgegebenen
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natürlichen Zahl n gibt es eine aus endlich vielen dieser Intervalle be¬

stehende offene Punktmenge 0„, die folgende Bedingung erfüllt :

m(0-OJ< r' g-r- (12)

Wir definieren :

t*{p) auf 0 - 0. ,

tnifJ,) ~
{ t(p) sonst.

tn (ß) wächst monoton. Wir zeigen nun zunächst : Es gibt ein Rn der¬

art, daß
^(^

J log 0(Rn, tn;fx) dfi^O (p£p(Bn)) , (13)

| log0(Rn,t„;/i)dfi£O (^fi(Rn)) . (14)
/x(Bn)

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Funktion

/(/*) = flog 0(RI,tn;/j,)dfi (p^ft^/is) .

In einer gewissen Umgebung von (it ist

/C«)^0. (15)

Gilt (15) im ganzen Intervall (/a1,//2), so brauchen wir nur i?„ = Rt
zu setzen, und die Ungleichungen (13) und (14) sind erfüllt. Andernfalls

sei fi3 die untere Grenze aller p, mit der Eigenschaft, daß f(/u)>0. Wie

man leicht einsieht, muß p3 auf der abgeschlossenen Hülle 0n von 0„

liegen. Es sei ^4 der vom Nullpunkt weiter entfernte Endpunkt desjenigen

Intervalls von 0n, dem /j,3 angehört. Es ist

t4
flog $(Rz,tn; p) d/i^0 (,u^/u«)

Daraus folgt

]\og 0(t*(/,,), tn-fi)d^0 {p^pi) . (16)

Denn es ist

0 ^J log 0(Rr, tn\p)dp= j log 1 +
Ri

'
dp,

+
t*

*(t-p)
l+

t*

Rj
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Somit ü«

h

Da die Funktion

1 1

X

1 +

1

Ri

t*

dfi^O

l

1

,
t*i^)

(fi^fij . (17)

im Intervall CK^^^ monoton wachsend, positiv und beschränkt ist,

folgt aus (17) unter Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes der Inte¬

gralrechnung
-1 J__J_

*- t*

J (1+^)(.+l)
dfi^O (ß^fit) . (18)

(18) ist äquivalent mit

hi

S dfi^O (ftf^ftt)
1 + y>(p)

wobei
"

(l+ÜM)(l+f)
Es ist l + y(/«)>0. Wir dürfen also schließen

| log (1 + v(^))^>0 Ca^) •

Also **

hi h*

$ log Qpiftjyt*; ft) dft^S log 0(Rx,tn; p) dp^O {n^VÙ ,

h h

womit (16) bewiesen ist. Wir betrachten nun

h

g(/t) = flog 0 (**(/i4), tn ;/i)dft .

hi

Ist g (ft) ;g 0 für fii^fif^fa* so brauchen wir nur R„ = f* (^4) zu

setzen, und es gelten die Beziehungen (13) und (14). Andernfalls wieder¬

holen wir unsere Schlußweise. Da die Menge 0„ aus endlich vielen Inter¬

vallen besteht, finden wir nach endlich vielen Schritten ein Rn derart,

daß (13) und (14) erfüllt sind.

Aus (13) folgt
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M«n) r î + _a

log<Z>(i?„,<;^)^+ I log ^-e^SiO (fi^fi(Bn)).I
tJ

1 +
[0-0„]r>(/x,/i(iîn))

Unter Anwendung von (12) schließt man

"jïrç #(.»,,, t;^)«^--! (/^(iîj). (19)

Ganz analog erhält man aus (12) und (14) :

'flog0(Bntt;M)dp£+±- (tërtBn)) . (20)

Die beschränkte Zahlenfolge {Rn} enthält eine konvergente Teilfolge

{Rnk}. Sei
B= lim B^ _ (21)

Da die Funktion log <Z>(ü!, £ ; li) beschränkt ist, folgt aus (19) und (21)
die Beziehung (7) und aus (20) und (21) die Ungleichung (8). ii(t) ist im

Punkte t = R stetig und es gilt (9), da sich sonst leicht ein Wider¬

spruch zu (7) oder (8) konstruieren läßt.

Hilfssatz C. Voraussetzungen. R sei die im Hilfssatz B auftretende

Zahl. Die Zahl « erfülle folgende Bedingung

Behauptungen :

v(R) i
^

i

I. I 1—JLdp^O (/*£/*&)) (22)

(Li^ti(B)) (23)

II. Es gibt ein <5>0 derart, daß aus \t — B\<ô folgt :

H(t)-Li{B)
t — B

<dx .

III. *M— ** {m) I
ist beschränkt für M

_a
ß (Ä).

t([i) — B |
IV. Ist Li (t) im Punkte t = B differenzierbar, so gilt außerdem :

o < f-^Ll < f-^-1
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Beweis. I. Die Ungleichung (7) läßt sich in folgender Form schrei¬

ben /* (jR)

log i+ yi tJ
dfi^O {/*£/*(&))

W+1

Daraus folgt unmittelbar (22). Analog erhält man (23) aus (8).

II. Der Beweis erfolgt in¬

direkt und unter getrennter

Behandlung der beiden Fälle

t<R und t>R.

a) t<R.

Sei !(/*) = - [fi-p{B)]+B.

Falls die Behauptung nicht

stimmt, gibt es beliebig nahe

bei [x(R) ^-Werte (/j,</i(B))
derart, daß der Punkt (/j, ,t([t))
in den in Fig. 1 schraffierten

Winkelraum fällt. Dann exi¬

stiert aber ein fi', das folgende

Bedingungen erfüllt :

-
, t t* t

J A Steigung £•

R
LtrfiMI/f,

'ßiH

a

^-

Kg. 1

P

1) Xa«'<n'</t(R) .

t^') -l(fi')

3) 2^
B

2)

Sei A =

t(ß') - R
>2

t*(M)

4) t*(p)<T(fi)

+ 1<4 für fi'^./ig./iiB)

für p'£ft£ft(R)

Es ist

/* (-8)
1 1

1~T*

IHR)

R
dfi< t(fi' + 2A) Up)

+ 1
R

dp

H' +2d

t*(/*)
+ 1

4J U// + 2zl) <(/*)/
^

2 Js 1^(^ + 24) «0»)/

< —
«zl2

4(«Ä- /l)2

Dies widerspricht aber (22).
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b) t>B.

Falls die Behauptung falsch ist, gibt es beliebig nahe bei /*(i?) ß-Werte

(ß>/u(B)) derart, daß der Punkt (ß,t(ß)) in den in Fig. 1 schraffierten

abgeschlossenen Winkelraum fällt. Dann existiert aber ein ß", das fol¬

genden Bedingungen genügt :

1) ß(B)<ß"<ß(B) + Boc 3) 2^-^-+l>l für /t(R)£/*£/*"
t(ß) à

2)
t(ß") - t{ß")

t{ii") - B

Sei a ~
V" -f*W

,
Esist

>2 4) t*(ß)>t(ß) für ß{B)^ix^ß"

3

<4

B

fiiB) t n(R) t(ß)

iO>W + *)_dlt

J \t(fi) t(ß(B) + A)J
r

2 J \t{ß) t(ß(B) + A)J
r

^r_3 7 4 i
<

8 [ Ä« Ä<x + zl -B« + 3/1 J < '

Dies widerspricht aber (23).

III. Falls die Behauptung nicht richtig wäre, müßte die Funktion

t(ß) für beliebig nahe bei fi(B) liegende ß-Werte in den in Fig. 1 schraf¬

fierten Winkelraum eindringen. Also könnte derselbe Widerspruch wie

im Beweise zu II konstruiert werden.

IV. Falls

wäre, müßte für eine gewisse Rechtsumgebung von ß = ß (B) t (ß)
kleiner als t*{ß) sein. Damit ergibt sich ein Widerspruch zu (23).

Hilfssatz D. Voraussetzung : B sei die im Hilfssatz B auftretende

Zahl.

Behauptung :

m(B) > (cos jiq' — b) M{B) . (24)
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UngleichungderAus

(27)(n^[i(R);n=l,2,3,...)Andn>0

T
+i

T*"-7

11it

gralrechnung

Inte¬derMittelwertsatzeszweitendesAnwendungunter(23)ausfolgt

ji^[x(R),füristpositivundfallendmonotonbeschränkt,^„(ytt)Da

1,2,3,...)=(n
!*~T

1
_

1

n,min=*»(/*)

(26)(p£/*{R))
fernerSei

1+

Xnd/i^O

11KR)

lim=d^

(4+')(*-)
~t*

~~

7

1
_

1/*(*)

istSomit(25).inden

Integran-derBeschränktheitgleichmäßigedieIIICHilfssatzausfolgt

(^fi(R))
#—*<^
«*—t1

GH(4-«)

11

Da

1+1
(25)1,2,3,...)n=(ft£[t(R);Xn(f*)dft>0

**\

iic(«)

Integralrechnungder

MittelwertsatzeszweitendesBenützungunter(22)ausfolgt^fi(R),

0^/j,füristpositivundwachsendmonotonbeschränkt,%n{fx)Da

.1.2,3,...)(n=
1

R
n,-min=Xn(t*)

SeiBeweis.



1 1

1
iü2

t2

<
2 U — t*

R2 t- R
(yw^/»(Ä))

und aus Hilfssatz C III folgt die gleichmäßige Beschränktheit der Inte-

granden von (27). Daraus schließt man

1 1

H (X)

i^ ^ = lim

t2

n—>oo

/*(*)

_t* ^

TT?
Xndp^0 (fi>fi(R)) (28)

t

(26) und (28) sind äquivalent zu

mW

/t *M !(t-#)
+ #W<i''a0'

wobei *"">°7j
+

w^B
_

A

und

h »?(/")

+ »?(/«)

(/^(Ä))

d/i>.0 ,
wobei i? (,«)

(29)

i?2 ig2

£*2 «2

1
Ä2

Da 1 +&([i)>0 und 1 + *](/*)>(), folgt aus (29) und (30)

M CR)

j log (1+#(/*))d/^0 (f*fZfi(R))

Daraus folgen

J log (1 +77(^)^0 C^/*(i?))
f(B)

"^ JL
_ i

log -p ^

4+1

t*
log- dfjL

+ 1

Aus (7) und (8) folgt

00 oo

/hg (l-^)*,Ä_flo,(l-».)*,.
(B) mW

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

M CR) ju(jR)

2 Jlog(l+^^^ 2 J* log (l+-£)<*,, , (35)
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-2 Jlog(l+~)^^-2 Jlog(l+-^4« . (36)

y- (fi) ji(B)

Durch Addition von (33), (34) und (35) erhalten wir

m(B) + M(R)^m*(R) + M*(R) . (37)

Addition von (33), (34) und (36) ergibt

m(R) - M{R)^m*{R) - M*(R) . (38)

Aus (37) und (38) folgt

m(R)-m*(R)^k[M(R)-M*(R)] (-1^*^+1). (39)

Setzt man k = cos n p' — e und kombiniert man (39) mit (3), so er¬

hält man sofort (24). q. e. d.

Läßt man X eine Nullfolge durchlaufen, so strebt R(A) gegen unend¬

lich. Da man ferner p' beliebig nahe bei p und e beliebig klein wählen

kann, erhalten wir als Korollar zu Hilfssatz D :

Satz 1. Ist u(z) eine in der ganzen z-Ebene subharmonische Funktion

der Ordnung p (0 sS p < 1), so gilt

r5rup^>y-COS7r(? •

Dieser Satz ist eine Erweiterung eines bekannten Satzes aus der Theorie

der ganzen analytischen Funktionen, welcher von J. E. Littlewood ver¬

mutet und von G. Valiron [21] und A. Wiman [22] unabhängig gleich¬

zeitig zum erstenmal bewiesen wurde. Ein weiterer Beweis ist in einer

von G. Pôlya [19] später veröffentlichten Arbeit enthalten. Die Grund¬

idee unseres Beweises von Hilfssatz D ist diejenige des Beweises von

A. Wiman.

Satz 2. Sei u(z) eine in der ganzen endlichen z-Ebene subharmoni¬

sche Funktion der Ordnung p (0^p<l); es sei ferner l>p'>p. Dann

ist

Obere Dichte E {m(r) >M(r) cos ji p'}^ 1 - -^ . (40)

(Anmerkung : Unter der obern Dichte einer meßbaren Punktmenge E

auf der r-Achse versteht man die Größe

lim sup — m [E .-> (0, r)] .)
r->oo T
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Auch dieser Satz ist bekannt, wenn man sich auf Funktionen der

Form log | f(z) \ (f(z) = ganze analytische Funktion) beschränkt. Er

wurde im Jahre 1927 von A. 8. Besicovitch [2 ; Theorem I] bewiesen. Im

Jahre 1937 gelang es A. Dinghas, einen Teil der Aussage auf eine allge¬
meinere Funktionenklasse auszudehnen [8 ; Satz III], wobei er eine

Methode von T. Carleman [4] anwendete.

Zum Beweise betrachten wir in der (t, /<)-Ebene die Graphe der

Funktionen p(t) und p*(t\X), (0^X^X0) (vgl. Fig. 2).

Wir definieren X„. = — (»=1,2,3,...).
n

Sei tn der kleinste, t'n_1 der größte aller t-Werte, die die Ungleichung
fi(t — 0)^/i*(t ; Xn)^/*(t + 0) befriedigen.

Wir betrachten die Paral¬

lele g„ zur £-Achse durch den

Punkt An (tn, Xjen'). Es sei

Bn der Schnittpunkt von gn

mit der Parabel Xn+1f. Mit

/„ sei die Länge des Intervalls

AnBn und mit Tn dessen

Projektion auf die £-Achse

benannt.

Jeder Punktmenge
A c (tn, t'n) ordnen wir eine

Menge A* c gn zu nach fol¬

gender Vorschrift : Sei P

(Abszisse tP) ein Punkt von

A. Wir schneiden alle die¬

jenigen Parabeln, die durch

die Punkte (tP, /u),

gehen, mit gn und erhalten eine Menge P* c g„. Wir definieren :

A* = U P*. Diese Abbildung führt Intervalle in Intervalle über.

Für jedes X aus dem Intervall (Xn, Xn+1) gibt es einen Wert t = R(X),
für den die Hilfssätze B, C und D gelten. Es sei mit Dn die Menge dieser

2-Werte bezeichnet. Aus den vorangehenden Hilfssätzen folgt : D* =

Strecke A nBn, also
mDl L (41)

Die Funktion p (t) ist monoton und deshalb fast überall auf (tn, t'n)
differenzierbar. Es sei 0 die Menge derjenigen Punkte von Dn, in denen

H (t) nicht differenzierbar ist. Es ist m 0 = 0.
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Zu jedem beschränkten Gebiet 0 des ersten Quadranten der (t, /*)-

Ebene, das sowohl von der t- als auch von der /u-Achse einen positiven
Abstand besitzt, gibt es zwei positive Zahlen a, und ß derart, daß stets

(x>T>ß, wobei t die Steigung der Tangente unseres Parabelfeldes in

einem beliebigen Punkte von G darstellt. Daraus und aus Hilfssatz C II

folgt :

Zu jedem Punkte Pe$ gibt es eine

Zahl (5(P)>0 derart, daß

t*(tp) — ß(t)

tP — t

t~tp\<d(P)

< 3<% für

(Umgebung U (P))

und : Ist / ein Teilintervall von U(P),
das P enthält, so gilt

ml* < —3-
ml = k ml

.

P

Die Konstanten tx und ß — und da¬

mit auch k — können so gewählt wer-

Fig. 3 den, daß sie für alle Punkte Pe0 die¬

selben sind.

Sei nun 0 eine offene Menge von beliebig kleinem Maß, welche 0 ent¬

hält. 0 ist Vereinigungsmenge abzählbar vieler offener Intervalle :

0 = Uifc. Die Menge (Ik ^ 0) läßt sich durch abzählbar viele [3, p. 46]

der U(P)'s überdecken: {U(Pkj)} (j = 1, 2, 3,...). Wir dürfen da¬

bei verlangen : Pki elk (j = 1, 2, 3,... ). Sei

B = V(lkr,U(Pkj)) .

R ist offen und es ist 0 c R c 0. Also

0*c R*

m R^m 0

R ist Vereinigungsmenge abzählbar vieler offener Intervalle : R

Sei II c l'h ein abgeschlossenes Intervall derart, daß

(42)

(43)

h

m{l'h-l"h)<
I2h

( 1 = natürliche Zahl)

I"h wird durch endlich viele der (Ik^ U(Pkj)) (k, j = 1, 2, 3,...) über¬

deckt. Wir dürfen annehmen, daß l"h die entsprechenden Punkte Pki
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ebenfalls enthält ; durch eine eventuelle Vergrößerung von l"h läßt sich

dies jedenfalls erreichen. Man überlegt sich leicht, daß ml1^* <kmlnh.
Also m(Ull*)^ZmIh*<k2:mIl = lcm(l]Ih)- Für *-*«> strebt

üij gegen B,VJl* gegen B*, und es folgt :
k h

mE*<kmB
. (44)

Da 0 von behebig kleinem Maß sein kann, folgt aus (42), (43) und (44)

m 0* = 0
. (45)

A = Dn - 0
. (46)

Es sei

Die Steigung der Tangenten des Parabelfeldes ist eine stetige Funktion

in der (t, /^)-Ebene. Wir bezeichnen mit y die Steigung der durch den

Punkt (tP, fi(tP)), (tPeA) gehenden Parabel in diesem Punkt. Aus

Obigem und aus Hilfssatz C IV folgt, daß zu jedem Punkt P e A eine

Zahl o(P)>0 existiert derart, daß

1) das Graph der Funktion fi(t) für \t — tP | <d(P) in den in Fig. 4

schraffierten abgeschlossenen Winkelraum fällt,

2) die Steigung der Tangenten des Parabelfeldes im Rechteck ABCD

(siehe Fig. 4) größer als f y ist.

Nach leichter Abschätzung fin¬

det man : Ist

IcU(P){\t-tp\<ô(P)}

ein Intervall, das den Punkt P

enthält, dann gilt

Sei nun 0 eine beliebige offene

Menge, die A enthält. 0 ist Ver¬

einigungsmenge abzählbar vieler

Intervalle : 0 = U Ik. Die Menge

(Ik ^ A ) wird durch abzählbar

viele der U(P)'s überdeckt [3,

p.46]:{CT(Pw)}(,-=l,2,3,...).
Wir dürfen verlangen, daß Pkj e Ik (j = 1, 2, 3,. . . ). Sei R =

r i
i

kjfff
»II

\ c

iY
1 8

1 i
-'

>

i

i

*»-/"

Fig. 4

V(Ikr, U(Pkj)). B ist offen und es ist A c R c 0, also
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A* c R*
, (47)

«iKroO. (48)

R ist Vereinigungsmenge abzählbar vieler offener Intervalle R = U l'h.
Sei l"h c l'h ein abgeschlossenes Intervall derart, daß

m (I'h — l"h) < -J—J- (1 = natürliche Zahl).

l"h wird durch endlich viele der (Ikr, U(Pkl)) (k, j = 1, 2, 3,. ..)
überdeckt. Wir dürfen annehmen, daß l"h die entsprechenden Punkte Pki
ebenfalls enthält ; durch eine eventuelle Vergrößerung von I"h läßt sich

dies jedenfalls erreichen. Man sieht leicht ein, daß ml'l* f^ml"h. Also

m{\5Ï'h*)^Zmï'h*^Zmï'h = m{\lï'h). Für l ^*> strebt M l"h gegen
h

h h
h h

R, U l"h* gegen R*, und es folgt'

mR*^mR . (49)

Da (mO — meA) beliebig klein gemacht werden kann, folgt aus (47),

(48)
und

(49) __v ' K '

meA*£meA . (50)

Aus (46), (50), (45) und (41) folgt

meDn = meA^meA* = meD* = ln . (51)

Es sei EE die Menge der t-Werte, für die die Ungleichung

m {t) > (cos n q' — e) M (t)

richtig ist. Die Mengen (0, r) <-> Ee (r>0) sind meßbar. EEn bezeichne

die Menge derjenigen Punkte von Ee, die die Bedingung

*„«<£$-^A» (»=1,2,3...)

erfüllen. Een ist meßbar und, da Dn c Een, gilt unter Berücksichtigung
V *'

mTn^meDn<mEEn .

Da U EEn c EE, und da die EEn fremd zueinander sind, folgt : Obere

Dichte Ee^Obere Dichte [UTJ.

Von der letztern Größe hat aber Â. 8. Besicovitch [2, Paragraph 10]

gezeigt, daß sie 2^1 ^- ist. Somit gilt : Obere Dichte Ee^l T .

Hieraus folgert man leicht die Behauptung des Satzes 2.

Falls g
— 0 ist, kann q1 > 0 beliebig klein gewählt werden. Wir er¬

halten also als Korollar zu Satz 2 (vgl. [2 ; Theorem 3]) :
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Satz 3. Für jede in der ganzen endlichen z-Ebene subharmonische

Funktion der Ordnung 0 gilt :

Obere Dichte E {m(r) > (1 - e) M(r)} = 1
.

Folgende Verschärfung eines Satzes von A. Dinghas [8; Satz II] ist

ebenfalls ein Korollar zu Satz 2 :

Satz 4. Die Funktion u(z) sei in der ganzen endlichen z-Ebene sub¬

harmonisch, nicht konstant und von der Ordnung q <\. a sei eine be¬

liebige Konstante. Dann ist

Obere Dichte E {m{r)^a}>l — 2Q .

Dieser Satz wird im zweiten Teil noch etwas verschärft werden

(Satz 4).
Von nun an beschränken wir uns auf eine spezielle Klasse von Funk¬

tionen der Ordnung 0, indem wir folgende Voraussetzung machen :

M{r) =0 (log r). Es wird sich zeigen, daß über diese Funktionenklasse

eine Aussage gemacht werden kann, welche über Satz 3 hinausgeht
(Satz 6).
Wir benötigen vorerst einen Hilfssatz :

Hilfssatz E. Voraussetzung : y — f (x) sei eine für x 22 0 definierte,
monoton wachsende Funktion, welche die Ungleichung

0^/(a:) <ilf<oo (52)

erfülle und deren Graph in der (x, ?/)-Ebene mit G bezeichnet sei.

Ferner sei K eine beliebig vorgegebene positive Zahl. E bezeichne die

Menge aller Punkte xP der x-Achse mit folgender Eigenschaft : Es

existiert ein Punkt Q(xQ, yQ) eG (xQ 7^ xP) so, daß

Vq — f (xP)

Xq — Xp

> K
. (53)

Behauptung :

mE <oo . (54)

Beweis. E ist eine Vereinigungsmenge von Intervallen und infolge¬
dessen meßbar. Sei E1 (respektive E2) die Menge derjenigen Punkte

xPeE, bei denen für den in der Voraussetzung auftretenden Punkt Q
zusätzlich Xq>xp (respektive xQ<xP) verlangt werden darf. Es ist

E = E1^Ei, somit

mE-^mß-L + meE2 . (55)
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Zunächst zeigen wir

meE1<oo . (56)

Wir ordnen jedem Punkt xPeEx eine Zahl cp(xP) zu nach folgender
Vorschrift : 9?(xP) = max [xQ — xP], wenn Q alle Punkte von 0 durch-

M
läuft, welche (53) erfüllen. Es ist 0<q>(Xp)<-^. Mit An (« = 1,2,

3,... ) werde die Menge aller Punkte xP e E1 bezeichnet, für die gilt

M 1
^ > ,

M 1

Sei xx ein Punkt von Ax, der von der untern Grenze dieser Menge um
M

weniger als
—^

entfernt ist. Wir definieren auf der x-Achse das Inter-

vall I1[x1 — ^(Xj)<x<xx + (pixj)] und auf der «/-Achse I*[f(x1)<
y<f(%i) + K<P(*i)] Aus (52) und (57) foïgt Ai c Ii-

Sei x2 ein Punkt von A2 — (A2r^ ZJ, der von der untern Grenze

M
dieser Menge um weniger als —^r entfernt ist. Wir definieren auf der

3 A

x-Achse das Intervall I2[x2 — <p(x2)<x<x2 + <p(x2)] und auf der

«/-Achse I* [f(x2)<y<f(x2) + Kq>(x2)]. Sei x3 ein Punkt von

2

A2 — (A2^ U Ik), der von der untern Grenze dieser Menge um weniger
M

*=1

als
—-jfjt

entfernt ist. Wir definieren auf der x-Achse das Intervall

I3[x3 — <p(x3)<x<x3 + <p(%3)] und auf der y-Achse I*U(x3)<y
3

<t{xs) + K<P(X3)]- Aus (52) und (57) folgt: A2 c U/,. usf. Ist eine

der Mengen Ax, Ax — (A2 <-> J^,... leer, so fällt das zugehörige Inter¬

vall Ik einfach weg.

Man überlegt sich leicht, daß

E, = TJAn cjj/, (58)

mlk = -gr m/£ (59)

/* r, I* = 0 für £ # 7 (60)

Aus (58), (59) und (60) folgt :

00 00 2 °° 2M

m.E^mlU IJ^Zml^-jf Zmlt^^^ <oo . (61)
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Auf analoge Weise zeigt man

meE2<oo . (62)

Aus (55), (61) und (62) folgt die Behauptung.

Satz 5. Innerhalb der Klasse der in der ganzen endlichen z-Ebene

subharmonischen Funktionen von der Ordnung q < 1 ist die Aussage
M(r) = 0 (log r) äquivalent mit der Beschränktkeit der Mengenfunk¬
tion n (eç), und zwar gilt dann M(r) r^C log r, wobei C = lim /j, (t).

Beweis. Sei M (r) = 0 (log r). Dann gilt für genügend große r und

eine geeignete Konstante A

! >
0

^
dt^M{r)<A-logr .

(Die linke Ungleichung folgt aus den Formeln (2.3) und (2.4) der Arbeit

von M. Heins [9].) Daraus folgt für genügend große t :

et

t*(t)[t- log t]£ C^P-dt<A-t .

Also ist ß(t) beschränkt.

Sei umgekehrt fi(t) beschränkt und C = hm fjt(t). e>0 sei vorge-

geben. Wir wählen r0 so groß, daß ß(r0)>C — — .
Dann folgt für

r>ti°'e
l

r

M(r)^ f-^dt^ ^--^(logr-log r0)>(C-e) log r
. (63)

Wir dürfen ohne Verlust an Allgemeinheit voraussetzen, daß u(z) in

einer gewissen Umgebung des Nullpunktes | z \ <a, a>0, harmonisch

sei. Somit ist

°° c

M(r) ^ j'log U+j d/t(t)£ Jlog I 1 + r-

0 0

für genügend große r.

Aus (63) und (64) folgt M(r)~C log r.

Satz 6. Voraussetzung : M(r) =0 (log r). e sei eine beliebig vor¬

gegebene positive Zahl.

Behauptung: Es gilt m(r)>(l — e)M(r) mit Ausnahme höchstens

einer Menge von r-Werten von endlichem Maß.
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Beweis. Wir dürfen uns nun wieder auf Funktionen beschränken,
deren Masse auf der negativen reellen Achse liegt (vgl. Hilfssatz A). Es

sei C = lim fi{t). Wir setzen A =C ll — -~\
.

Ferner sei BQ = t(A).

Wir betrachten die Funktion t*(/i; r) — /i
—

(jl (r) + r. Es gibt eine

Zahl R1 derart, daß

Jiogr-^Tr)
d/n>— — M(r) für r>R1 . (65)

Li

Denn eine leichte Rechnung ergibt für r -* oo :

/log t*(/t;r)
d/t = 0(1) ^logr ,

woraus man unter Beiziehung von Satz 5 sofort (65) erhält. Ferner

existiert eine Zahl B2 derart, daß

log 1
t(A)

Wir setzen

> (l~i)H1 + ^k) für r>E>-

B — max [C, B0, Blt B2]

(66)

(67)

Auf Grund von Hilfssatz E gilt für alle r, mit Ausnahme von höchstens

einer Menge E von endlichem Maß :

t*(fi;r)^t(fi) für A<Lfi<p(r) ,

t*(ft;r)£t{f*) für (t{r)£/i£C .

(68)

Für alle Werte von r, die größer als B sind, und die nicht in E liegen,

gilt wegen (67), (66), (68) und (65) :

a c

m{r]
/r

\ r \ r

log 1 - j\dft +J log 1 - — d[i>

>

A. V

(l-|)/log|l+||^+Jlog|l-^ dfi >

>M(r) K)- -M{r)>M(r) (1 — e) . q. e. d.
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II. Einige Sätze vom Phragmen-Lindelöfschen Typus im Rn (n :> 2)

Die Problemstellung von Phragmén und Linddöf, formuliert für den

Fall subharmonischer Funktionen im Bn, ist bekanntlich folgende :

In einem Gebiet Q ist eine subharmonische Funktion u gegeben. Diese

sei in der Umgebung aller Randpunkte mit Ausnahme eines Punktes A

beschränkt. Dann ist u entweder in ganz Q beschränkt, oder u muß bei

geeigneter Annäherung an A mit einer gewissen Mindeststärke gegen

Unendlich streben. Dieses Mindestwachstum hängt von der Beschaffen¬

heit des Gebietes Q in der Umgebung von A ab.

Als Ausnahmepunkt nehmen wir hier stets den unendlichfernen Punkt

an. Es bedeutet dies keinen Verlust an Allgemeinheit, da man durch eine

Kelvin-Transformation den Fall eines im Endlichen gelegenen Rand¬

punktes ohne Schwierigkeit auf den unsrigen zurückführen kann.

Wir führen folgende Bezeichnungen ein :

0(P;r) = V[Q\ PQ<r] F(P;r) = V[Q\ PQ^r]

Or = 0(0;r) Fr = F(0;r)

S(P;r) = U[Q\PQ = r] Sr^S(0;r)

Jeder offenen Menge co auf Sr ordnen wir auf folgende Weise eine

Konstante «(w)^0 zu, die wir die charakteristische Konstante

von co nennen wollen : Sei co* irgendein reguläres (mit analytischen
Rändern versehenes) Gebiet, das in co enthalten ist. Unter X* wollen wir

den kleinsten Eigenwert des folgenden Problems verstehen : Au -f X*u

= 0 in cm*, u = 0 auf dem Rand, u ^ 0, zweimal stetig differenzierbar

in co*, stetig auf dem Rand. A = Beltrami-Operator. X* ist gleich dem

Minimum des Quotienten

r2J |grad/|M<Sr
Ol*

TFdSr
'

wobei alle diejenigen stetigen und stückweise stetig differenzierbaren

Funktionen / zur Konkurrenz zugelassen sind, welche in co* nicht iden¬

tisch null sind und auf dem Rand von co* verschwinden. Wir definieren :

Ai = inf X*. Dabei soll co* alle regulären Gebiete durchlaufen, welche in
w*

co enthalten sind. Unter der charakteristischen Konstanten a (cd) soll die

nichtnegative Lösung der Gleichung x(x -\- n — 2) = X1 verstanden

werden. (So ist beispielsweise die charakteristische Konstante einer Halb¬

kugel gleich 1, diejenige einer Vollkugel gleich 0, diejenige eines Kreis-
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bogenstückes vom Zentriwinkel q> im 2?2 gleich — usw.) Aus cox c eo2

folgt <x(co1)^a(o>2). Ist ü ein Kegelgebiet im Rn, so ist tx(Ü^8r)

unabhängig von r, denn a ist invariant gegenüber Ähnlichkeitstrans¬

formationen.

Es stellt sich hier die Frage nach einer einfachen Charakterisierung

derjenigen offenen Mengen co, für die <x(co) = 0. Man überlegt sich

leicht, daß ot(w)>0 für unzusammenhängende Mengen co. Also dürfen

wir uns auf Gebiete beschränken.

Definition. Wir sagen, der Rand y des Gebietes co besitze die Kapazi¬
tät null, falls folgender Sachverhalt zutrifft : Sei {cok} (Je = 1,2,3,...)
eine monoton wachsende Folge von regulären Gebieten, welche co aus¬

schöpft ; yk sei der Rand von cok. Wir wählen einen Punkt P e col und

eine solche Zahl p>0, daß ($r^ F(P ; q)) c co1. cpk sei die Lösung des

folgenden Randwertproblems Acpk = 0 in co* = cok — (ST <~> F(P ; g)),
cpk = 0 auf yk, <pk = 1 auf ($r^ 8(P; £>)), <pk zweimal stetig differen¬

zierbar in cok , stetig auf dem Rand, A — Beltrami-Operator. Die Funk¬

tion cpk
— das harmonische Maß von ($r ^ S(P ; g)) in bezug auf cok

—

macht das Dirichletintegral Ik = § \ grad <pk |2 dSr bei den gegebenen
»i

Randwerten zu einem Minimum. Die Folge Ik nimmt monoton ab. Falls

Ik\0, heiße y von der Kapazität null. Andernfalls sagen wir, y sei von

positiver Kapazität. Diese Definition ist von der speziellen Wahl von

{cok}, P und q unabhängig (vgl. zum Beispiel R. Nevanlinna [17]).

Es sei y das Bild von y bei stereographischer Projektion von 8r auf den

Rn-i von einem Punkte des Gebietes co aus. y ist — nach der im i2„_t
üblichen Definition — gleichzeitig mit y von der Kapazität null bzw. von

positiver Kapazität. Zum Beweise beachte man folgende Transforma¬

tionseigenschaft des Dirichlet-Integrals : Sei / eine auf einem beschränk¬

ten Gebiete G c 0M des Rn_1 definierte und stetig differenzierbare Funk¬

tion, / deren stereographische Verpflanzung auf das Gebiet G c Sr. Es

gilt die Ungleichung

'r|grad/|2^ö^r|grad/'|2^g2'l-3r|gi-ad/|MÖ . (1)

a g
à

Aus cap y = 0, also Ik \ 0 für k -s-oo, folgt unter Anwendung von

(1), daß das Dirichlet-Integral der stereographisch verpflanzten Funktion

(Projektionszentrum P) ebenfalls gegen null streben muß. Also cap y — 0.

Analog schließt man in der umgekehrten Richtung.

/ 2r2 \

\M2 + r2j
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a>k

Satz 1. Die charakteristische Konstante oc eines Gebietes co ist dann

und nur dann gleich null, wenn die Kapazität des Randes y von co ver¬

schwindet.

Beweis. Wir dürfen den Kugelradius normieren : r = 1. Sei 8 = 8X.
Im iî2 ist der Satz trivial : Schon wenn y aus nur einem Punkt besteht,
ist es, = -J- und cap y > 0. Im folgenden sei also n ^ 3.

I. Sei cap y = 0. Unter Verwendung der oben eingeführten Be¬

zeichnungen definieren wir

...

=

( 9>* auf o*
>

k \ 1 auf (F{P;q)~S) .

Es ist J| grad wk \2 d8 — J| grad <pk |2<W?\ 0 für k ->oo. Da

Jw|d/S größer als eine von k unabhängige positive Konstante ist, gilt

j" \ gv&d wk\2dS
lim—

f 2^o
=°

und daraus folgt »(co) = 0.

II. Sei capy>0. {cok} (k — 1, 2, 3,...) sei eine monoton wach¬

sende Folge von regulären Gebieten, welche m ausschöpft. Zu cok gehöre
der Rand yk, der Eigenwert lk und die durch die Bedingungen uk>0,

§u\dS — 1 eindeutig festgelegte Eigenfunktion uk. Wir müssen zeigen,
tOjfc

daß die monoton fallende Folge {Xk} nicht gegen null konvergiert. Wir

wählen einen beliebigen Punkt P e to1. Eine der beiden folgenden Aus¬

sagen muß zutreffen :

(a) Es gibt zwei positive Zahlen q und r\ derart, daß

1) (F(P;6)r,S)cw1 ,

2) uk{Q)^f] für Qe (F(P;q)~S) und 4=1,2,3,...

(b) Es gibt eine gegen P konvergierende Punktfolge {Pk} derart,
daß Hm inf uk(Pk) = 0.

k—Xx

Wir betrachten zuerst den Fall (a). In wk definieren wir folgende
Funktionen :

ük = min [uk, rj]

U auf (F(P;e)~S)
k \V.<pk auf cot = <ok- (F(P;e)"S)
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Es ist

j"|gradwj.|2d£^ $\ gr&dük\2 dS^r)2 $\ grad <pk \*dS^C>0 ,

<"k <»* <o%

wobei die Konstante C als von k unabhängig gewählt werden kann, weil

cap y > 0. Daraus folgt aber, wenn man die Normierung von uk beachtet

infAfc^CX). q. e. d.
Je

Im Falle (b) führen wir die Annahme Afc \ 0 ad absurdum. Durch

Auswahl einer Teilfolge {unk} — und die entsprechende {Pnk} — können

wir erreichen, daß lim u„k(Pn]c) = 0. Wir denken uns eine solche Teil-

folge ausgewählt, die wir neu numerieren und wieder {uk} — und ent¬

sprechend {Pk} — nennen.

Es sollen folgende Bezeichnungen gelten : II(M ; s) sei die (n — 2)-
dimensionale Untersphäre von s mit dem Mittelpunkt M und dem

sphärischen Radius s, 0 (M ; s) die entsprechende abgeschlossene Ku¬

gel, I(s) deren Inhalt, Ck(M;s) bzw. Ak(M;s) das arithmetische

Mittel von uk über II(M;s) bzw. &(M;s), an die Oberfläche der

«.-dimensionalen Einheitskugel.
Sei M e co1 ein beliebiger Punkt, s0 > 0 eine solche Zahl, daß

0(M;so)c toy. Wir wenden für das durch II(M;e) und II(M;s0),

0<e<s0, begrenzte Ringgebiet R die Greensche Formel

J*(«fc Av - vAuk) dS = J k^-%-~\ da (2)

R Band R

an, wobei wir für v{Q) die Greensche Funktion g(M;Q) — bezüglich
Au = 0 und Ö>(Jf ; «„) — einsetzen :

n = 3 : v (Ç) = —- [log r0 - log r0]

1
"-3

/n-3\ fÜ"-"+3-fJ'
w>3, gerade: v(Q) = 2 1-^ 4

n>3, ungerade: »(Ç) = S ^ ~

Sm—n+3 „2m-n+3

+ 3

,2m-n+3 _2w-n+3

e

+ 3

.
n-3

'«-3'

+ — I n - 3 | [log r0 - log rQ]
an-l

jr0 = tg-^, rQ = tg-£-, «q= sphärischer Abstand der Punkte M und Q\ .
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Da Auk + Xuk = 0, Av = 0 in R, v = 0 auf IT(M ; s0), ergibt (2)
Ure~*°

K J vukdS = uk(M)-Ck(M;s0) . (3)
<P(ilf;*0)

Daraus folgt

uk(M)^Ak(M;s0)^Gk(M;s0) . (4)

Das Integral in (3) integrieren wir zuerst über sQ = const. :

Xk J vukdS = Xk]v(r)Ck(M;s(r))dS{r)^XkLuk{M) , (5)
>P(M;*0) 0

wobei L = ( vdS eine von & und Jtf unabhängige Konstante ist. Aus

*(M; «„)

(3) und (5) erhalten wir (1 — lkL) uk(M)^Ck(M ; s0), und, da Kk\ 0,

schließen wir :

Zu vorgegebenem s0>0 gibt es zwei positive Zahlen k0(s0) und

H(s0) mit folgender Eigenschaft : Es ist

uk{M)^H-Ck(M;s0)^H-Ak(M;s0) (6)

für beliebiges k^k0 und jeden Punkt M, falls nur 0(M ; s0) c coka.
Nun betrachten wir wieder den Punkt P. Es sei «0>0 so gewählt,

daß 0(P;38o)ca>1. Ferner sei kx so groß, daß erstens k^k^s^, und

zweitens Pk e 0(P ; s0) für k^kt. Durch Anwendung der Ungleichun¬

gen (4) und (6) erhalten wir für k^kx :

uk(Pk)^Ak(Pk;2s0)^^^Ak(P;s0)^^^^uk(P) .

Daraus folgt
lim uk(P) = 0

. (7)

Für einen beliebigen Punkt Q e 0{P ; 2s0) gilt

^(^^^.(P^^â^V^,^;^)^-^^^^) . (8)

Aus (7) und (8) folgt, daß {uk} in 0(P;2so) gleichmäßig gegen 0

konvergiert.
e>0 sei vorgegeben. Wir wählen k so groß, daß uk(Q)<e für

Q e0(P; 2s0).Wir definieren

«t(Q) =

0 für Qe0(P,so)

min uk,~(sQ~s0)\ für Q e (0(P ; 2s0) - 0(P ; «,))
*o J

tt» für Ce (eu*- <Z>(P;2s0))
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Infolge der Normierung von uk ist

J ut2d8^1-sl(2s0) K = cok-0(P;so)) . (9)

Ferner gilt

f | grad u% |« rfÄ^ f| grad «» |2 dS + LÇ\\l(2s0) - I(s0)] . (10)

Aus e -* 0 (und damit & ->oo) folgt mit der Annahme Xk \ 0 sowie

den Beziehungen (9) und (10) :

j" | grad «112 d/S

jfc->ao J Uk dS

Also würde die charakteristische Konstante des Gebietes

«r co-0(P;so) ,

dessen Komplement bezüglich S innere Punkte enthält, verschwinden ;

dies ist offenbar falsch, q. e. d.

Sei nun Û ein beliebiges, sich ins Unendliche erstreckendes Gebiet im

Rn mit dem Rand r. Wir setzen zur Abkürzung <x(r) = <x{Q<-> Sr).

Satz 2. Voraussetzungen :

1) u(P) sei eine in Q subharmonische Funktion,

2) lim supu(P)<0.

PeQ;Qer

Behauptung. Es gilt entweder:

u{P)^0 inß (11)

oder : Es existieren zwei positive Zahlen C und r0 derart, daß

Q

r 2j"a(i)dlogi

M'ir)^-^ fe-*er« dlogQ , (12)

wobei M(r)^ sup u(P) .

Pe(Q^sr)

Für den Fall n = 2 ist dieser Satz bereits bekannt. .4. Dinghas hat

die Abschätzung (12) für Funktionen der Form log | /(z) | (/(z) = ana-
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lytische Funktion) in einem von zwei analytischen Kurvenbogen be¬

grenzten Gebiete bewiesen [6], wobei er eine Methode von T. Carle-

man [4] benützte. Später hat A. Pfluger eine kürzere Herleitung gefun¬

den und dabei allgemeinere Gebiete betrachtet [18]a).

Unsere Beweismethode ist analog derjenigen von T. Carleman und

A. Dinghas. Sie beruht auf der Auswertung der Differentialungleichung

(21) für das durch Formel (13) definierte Mittel m(r). Die Beziehung (21)

wurde für den Fall harmonischer Funktionen im B3 erstmals durch

H. Keller aufgestellt [12]. H. Keller hat auch das Anwachsen des ent¬

sprechenden, über eine Schar von parallelen ebenen Schnitten erstreck¬

ten Mittels untersucht und dabei unter anderem eine zu [12] analoge

Abschätzung gefunden [11, p. 34].

Nun erfordert aber diese Methode eine starke Regularität sowohl von

der betrachteten Funktion als auch vom Rande ihres Definitionsgebietes.

Deshalb schalten wir einen Grenzübergang dazwischen : Wir betrachten

eine Folge von durch Mittelbildung regularisierten Funktionen, welche

in regulär begrenzten Gebieten definiert sind und schließen dann aus den

Eigenschaften der Funktionen der Folge auf die gesuchte Eigenschaft

der Grenzfunktion.

Wir nehmen an, daß (11) nicht erfüllt sei, und zeigen, daß daraus die

Richtigkeit von (12) folgt.
Es gebe also einen Punkt P0eQ derart, daß m(P0)>0. Wir be¬

trachten die im ganzen Bn subharmonische Funktion

_

f max [u — rj, 0] aufQ
V ~

\ 0 auf 0 ü

wobei wir im B% für die Konstante rj = max [i?0, M(B0)] — B0 sei ein

willkürlich gewählter Radius derart, daß SR <-> Q =£ 0 — und im Bn

(n 2ï 3) r\ =
—-—— setzen. Wir definieren :

m(r) = hr^r v*dSA , (13)

2 (t/ji )"
wobei o_ = ;——

die Oberfläche der %-dimensionalen Einheitskugel

darstellt. m(r) ist eine monoton wachsende Funktion, denn v2 ist eben-

2) Kürzlich hat A. Dinghas die Formel (12) unter gewissen Regularitätsbedingungen
auch für allgemeine n bewiesen [9].

108



falls im ganzen Bn subharmonisch. Es gibt ein B > 0 derart, daß

m{B)>0 . (14)

Für n 2ï 3 folgt dies unmittelbar aus der Wahl der Konstanten r\. Würde

im Falle n = 2 die Funktion m (r) nie positiv werden, so würde daraus

die Beschränktheit von u folgen. Dann wäre aber die in der ganzen end¬

lichen Ebene subharmonische Funktion

I max [« - £, Ol aufi2

««=(o aufCß
(£>°>

beschränkt, somit eine Konstante. Also uE = 0 für jedes e > 0. Daraus

würde folgen : uf^O in Q. Somit wäre (11) erfüllt, was aber im Wider¬

spruch zur Beweisannahme steht.

Sei nun B<Bt<B2<- eine gegen + oo konvergierende Folge
von r-Werten. Zu jedem Punkte von J" <-> FRl gibt es eine Kugelumge¬

bung, innerhalb welcher v = 0 ist. Es genügt eine endliche Anzahl

Uj,..., Un dieser Umgebungen, um r^FRl zu überdecken. Sei Ct

und r «^ FRl. Wir wählen

n

1der Rand von (ü ^0Rl) — U Uk und a{ der (positive) Abstand von Cl

[j.-^.ei.-.-.ei-i] (1 = 2,3,...)

und bezeichnen mit vt die dreifach über eine Vollkugel vom Radius gt

gemittelte Funktion v. (Für dieses Mittelungsverfahren sowie die Eigen¬
schaften der gemittelten Funktionen vgl. [20, p. 11].) Die Funktionen vt

(1 = 1,2,3,...) sind zweimal stetig differenzierbar. Wir definieren

m!W=^W frtdS,. (15)

(ß r\ Sr)

Für 1 ->oo gilt Qi\^0, somit vt\±v. Darausfolgt

TOj (r) \ m (r) für 1 -> oo . (16)

Zu jedem Punkt von r ^ FRl gibt es eine Umgebung, innerhalb welcher

vt = 0 ist. Eine endliche Anzahl Vlt..., V t
dieser Umgebungen ge¬

nügt, um Fr^FBl zu überdecken. Sei Ot ein reguläres Gebiet im Bn

derart, daß ((ü ^ 0Rl) — U Vk) c ö£ c (ß ^ 0fij). In der folgenden Ab¬

schätzung wird mehrfach stillschweigend davon Gebrauch gemacht, daß

vx und gradin in allen Randpunkten von Gx versehwinden, die nicht

zu 8Rl gehören.
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Sei r^Rt. Durch Differentiation von (15) erhalten wir

(Ql^Sr)
"

(ffj^Or) (17)
Somit ist

(r"-1 mt (r) m[ (r))' = — f ( | grad », |3 + », J»,) <Z£r

^" J / (^ffd8r + f ' grads r» I' dS'} ' (18)

denn «j Avt^0. Unter grads vt soll dabei die an Sr tangentiale Kom¬

ponente von grad vx verstanden werden. (Ot <-. 8r) besteht aus endlich

vielen regulären Gebieten con,..., colm und es gilt zufolge der Defini¬

tion von x (r) :

i*J| grad.t;,|»Äff,
WH

^<x(« + w —2) (»=1,2,...,»).
$v\dSr

Daraus folgt

| | grads », |2 dSr^ oc(r) («(r) + n - 2) r~2 j v] dSr . (19)

Aus (17) erhält man unter Anwendung der Schwarzsehen Ungleichung :

KW»i(r))'=(^r J t;,-^-^)2

•s(-^/.-.)(^/(lH,
Also

Aus (18), (19) und (20) erhalten wir

(r"-1 m,(r) m'^r))' ^r"-1(m^(r))2 + «(« -f » - 2) r"-3 m2,^)

und nach kurzer Umformung, wobei wir benützen, daß ml(r)>0 in

dem Intervall, das wir später betrachten werden :

r2m"(r) -f r(n — l)m',(r)^a(f)(«(r) + n — 2)m,(r) . (21)
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Die Transformation

i [*(*)-(« -2) *]
r = &

, wij(r) = e

ergibt aus (21) nach leichter Rechnung (• = Ableitung nach t) :

S2 + 20^4a(* + n — 2) + (n — 2)2 .

Daraus folgt

10 +__j ^(2a + rc-2)2

und deshalb

*+£-£(*£)** +— .

Wir kehren zu den ursprünglichen Variablen zurück :

'sh[,-^H]libW+-''
Nun können wir leicht integrieren :

e

r«i»(r)f*-«v h 2.H)<no^
mf (r) r«-2 ^ m2 (r0) r»-2 + *—' '„_, ;r-f°

e-« e
r° d log g

(r^r^R,; ï= 1,2,3,...) .

'°

(22)

Wir unterscheiden die Fälle n = 2 und w 2: 3 :

a) w = 2. Infolge der Konstruktion der Funktion v ist m (R0) = 0,
m2 (i?ï

w(iJ)>0. Aus (16) folgt, daß m)(R)~m]{R0)>—~- für genügend

große 1 (1 > 10). Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt
es zu jedem 1 > 10 ein R* (R0^R??S,R) so, daß

_

m](R)-m](R0) > m2(£)
lm'WJr-Äl Ä-Ä0

~

2(i? - R0)
'

Also folgt aus (22) :
Q e

m2 (r) ^ (mf (r))^ J e*' dlogg^CJ e*" d log e ,

(l>l0; r0^r£Rt) , (23)

m2(R)
wobei C =

.

.„
——-r- und r„ = R von 1 unabhängige Konstanten

sind.
2(ß-Bo)
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b) n^3. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt
es zu jedem 1 ein R? (R<Rf ^R + 1) derart, daß

(m,(r)rn ~%=R* =ml(R+l) (R+l^-m^R) R"-*^m(R) [(R+1)"-"-A"-2] .

Wir wenden (22) an :

K(^)U ; t(l)dlog§

?
t

(24)
2

«(f)

d log |
r 2 I 0Ht> «lOgê

A-Je"-*.«'» dlogß , (1=1,2,3,...; r0^r^Ä,)

»•o

wobei C = m (i?) 1 — I j I und r0 = R + 1 von 1 unab¬

hängige Konstanten sind.

Aus den Definitionen von M(r), v(P) und m(r) folgt unmittelbar

M*(r)^m*(r) . (25)

Aus (16), (23), (24) und (25) ergibt sich (12). q. e. d.

Aus der Differentialungleichung (21) schließt man unmittelbar auf

eine bemerkenswerte Eigenschaft der Funktion

ß(r) — ( ^zr I u2 dSr\
,

wobei u = max [0, u] .

Es ist nämlich m, (r) für n = 2 eine konvexe Funktion von log r,

für n > 3 eine konvexe Funktion von -—-5- . (Zur Verifikation ersetze

man in (21) die rechte Seite durch null.) Daraus folgt dieselbe Eigen¬
schaft für to (r). Nun lassen wir r\ eine Nullfolge durchlaufen und erhalten

das Resultat :

[i (r) ist für n = 2 eine konvexe Funktion von log r, für n ^ 3 eine

konvexe Funktion von
„ „ .

Um diese Eigenschaft der Funktion p(r) zu zeigen, wäre der Umweg
über die Beziehung (21) nicht notwendig gewesen. Aus (18) und (20)
schließt man direkt auf

(r"-1 TOj (r) m\ (r))' ^ r"-1 (to, (r))2
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Satz 3 gibt zu verschiedenen Folgerungen Anlaß (vgl. A. Pfluger [18]) :

Zunächst bemerken wir, daß wir für den Fall n = 2 eine Verschär¬

fung von Satz 4 (Teil I) erhalten :

Satz 4. Die Funktion v(z) sei in der ganzen endlichen z-Ebene sub¬

harmonisch, nicht konstant und von der Ordnung g < ^. a sei eine be¬

liebige Konstante. Dann ist :

Untere logarithmische Dichte E {m(r)S:a}^l — 2q . (26)

(Unter der untem logarithmischen Dichte einer meßbaren Punktmenge
E auf der r-Achse versteht man die Größe

lim inf -z =r
I 0(r)d log r

wobei 0 (r) die charakteristische Funktion von E bedeutet ; analog defi¬

niert man die obere logarithmische Dichte.) Dieser Satz ist für den Fall

ganzer Funktionen erstmals von B. Kjeüberg [13, p. 20] bewiesen worden.

Zum Beweis betrachte man die Funktion u = v — a in dem Ge¬

biet Q, in dem sie positiv ist. Wir wenden Satz 3 an {x — |). Da die

Voraussetzungen 1) und 2) erfüllt sind, die Behauptung hingegen nicht,
darf die Voraussetzung 3) ebenfalls nicht zutreffen. Dies führt auf die

Ungleichung (26).
Die beiden folgenden Sätze sind ebenfalls leicht zu beweisende Korol¬

lare zu Satz 3 und gelten für alle n :

Satz 5. Ist u (P) eine in Q subharmonische Funktion der Ordnung q ,

so gilt für die obere logarithmische Dichte Ax der Menge Ex die folgende
Ungleichung :

Äx = lim sup —^ ^ — .

r_^oo logr X

Satz 6. Voraussetzungen :

1) u(P) sei eine in Q subharmonische Funktion,

2) <x (r) 2: «0 > 0 für genügend große r,

3) lim sup u(P)£0,
P->Q

Pefl;Qer

4) lim inf ^^-<0 .

r—>oo '

Behauptung : u(P)^0 in Q.
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Satz 6 läßt sich unter anderem auf Kegelgebiete anwenden. Da der

Fall genügend regulär berandeter Kegelgebiete mit andern Methoden

schon eingehend untersucht worden ist, haben wir hier eine Vergleichs¬
möglichkeit : Unser Satz ist eine Verschärfung einer im Jahre 1947 von

J. Deny und P. Lehng bewiesenen Aussage [5, p. 104]. Im Jahre 1949

veröffentlichten L. Ahlfors und M. Heins [1] (für den Fall n = 2) und

J. Lelong-Ferrand [14] [15] (für allgemeines n) Untersuchungen, in denen

die Wertverteilung dieser Funktionen schärfer erfaßt wird, als dies mit

der hier verwendeten Methode möglich ist. Letztere besitzt dafür den

Vorteil, auf willkürliche Gebiete anwendbar zu sein.

Satz 7. Unter den in einem Kegelgebiet Û subharmonischen und

nicht beschränkten Funktionen u, welche die Voraussetzung

lim sup u (P) ;S 0

P->Q; PeQ; QeT

erfüllen, gibt es dann und nur dann solche von beliebig niedriger Wachs¬

tumsordnung q ,
falls die Kapazität des Randes r von Q verschwindet.

Beweis. J. Deny und P. Lehng haben bewiesen [5, p. 94], daß

cap r = 0 im Rn äquivalent ist mit cap (/V 8) = 0 auf 8, und nach

Satz 1 ist dies äquivalent mit « (Q n 8) = 0.

Ist cap.r>0, also <x(Qr* S)>0, so folgt aus Satz 6 die Existenz

einer positiven Mindestwachstumsordnung.
Ist cap r = 0, also <x(Q <-> 8) = 0, so gibt es reguläre Teilgebiete co*

von (Q rs 8) mit beliebig kleiner charakteristischer Konstante <x*(a>*).
Sei u*(Q) die entsprechende Eigenfunktion. Setzen wir

_

j u* auf to*
U ~

\ 0 auf (QrsS)~ co*
,

so erfüllt die Funktion ra* u{P) (rP = OP, P = (S « Gerade OP)) die

Voraussetzungen und ist von der Ordnung «*. q. e. d.
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ausweis Typus C. Nach einer Werkstattpraxis trat ich im

Herbst 1941 als Studierender der Abteilung für Bauingenieur¬

wesen in die Eidgenössische Technische Hochschule ein. Im

Dezember 1945 diplomierte ich als Bauingenieur.

Darauf assistierte ich am Lehrstuhl für Mechanik in deut¬

scher Sprache. Ich erhielt daneben Gelegenheit, an der Ab¬

teilung für Mathematik und Physik zu studieren, wofür ich

Herrn Prof. Dr. H. Ziegler auch an dieser Stelle meinen herz¬

lichsten Dank aussprechen möchte. Im Mai 1949 erwarb ich

mir das Mathematikerdiplom.

Ein Stipendium der Französischen Regierung ermöglichte

es mir, vom Herbst 1949 an während zwei Semestern meine

Ausbildung an der Sorbonne in Paris zu vertiefen.

Seit dem Herbst 1950 bin ich als Assistent für höhere

Mathematik bei Herrn Prof. Dr. A. Pfluger tätig, dem ich

für Anregung und wertvolle Hinweise aufrichtig danke.

Ebenso spreche ich Herrn Prof. Dr. W. Saxer meinen herz¬

lichsten Dank aus.

Zürich, im April 1951. Alfred Huber.


