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Vorwort

Ueblicherweise wird bei der Torsion von Kastentrdgern aus Stahl oder aus
Stahlbeton sowohl im elastischen wie im plastischen Bereich nur die soge-
nannte Umlauftorsion (konstanter Schubfluss) beachtet. In der vorliegenden
Arbeit, welche als Dissertation ausgearbeitet wurde, untersucht Herr Lichin-
ger den Einfluss der Wolbtorsion (ver&nderlicher Schubfluss) auf den Bruch-
widerstand von Stahlbeton-Kastentrdgern. Neben rein theoretischem Interesse
hat der Fall auch‘praktische Bedeutung bei solchen Querschnitten etwa, die
eine schwach ausgebildete Wand aufweisen. In éinem zweiten Teil wird der
Bruchwiderstand unter den kombinierten Schnittkr&ften Torsion, Biegung und

Querkraft hergeleitet.

Mit dieser Arbeit hat das Forschungsprojekt "Stahlbetontrdger unter Torsion,
Biegung und Querkraft" seinen Abschluss gefunden. Neben einer Reihe von Ver-
suchsberichten und Verdffentlichungen, sind aus ihm auch drei Doktor-Disser-
tationen hervorgegangen. Die Ergebnisse haben in den schweizerischen Normen

(SIA 162, Richtlinie 34) wie auch im Model Code des CEB (1876) ihren Nieder-
schlag gefunden. Mit Genugtuung dirfen wir damit feststellen, dass das For-

schungsprojekt neben wissenschaftlichen Erkenntnissen auch unmittelbar prak-

tische Resultate geliefert hat.

Zirich, Ma&rz 1977 Prof. Dr. B. Thiirlimann
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1. EINLEITUNG

1.1 Zielsetzung

Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, das Tragverhalten von Kastentri-
gern aus Stahlbeton unter Torsion, Biegung und Querkraft theoretisch abzu-
kladren. Insbesondere soll der Bruchwiderstand solcher Tr&ger analytisch mit
Hilfe eines physikalischen Modelles und unter Anwendung der Plastizitdts-
theorie bestimmt werden. Die Schnittkraftkombinationen, die im Bruchzustand

zuldssig sind, sollen in einer Interaktionsfigur dargestellt werden.

Die Arbeit stellt somit eine Fortsetzung von [1] dar. Dort wurde der Bruch-
widerstand unter der Lastkombination Torsion und Biegung ermittelt. Die Ar-
beit steht auch in Verbindung zu [2]. Jene Arbeit behandelt das Tragverhal-

ten bei kombinierter Beanspruchung von Trédgern mit offenem Querschnitt.

1.2 Problemstellung

Wird ein Kastentrager auf Torsion und Querkraft beansprucht, so zeigt sich,
dass durch die Gleichgewichtsbedingungen allein die Spannungsverteilung im
Querschnitt nicht bestimmt ist. Im speziellen setzt sich das Torsionsmoment
aus einem Anteil ihfolge eines iUber den Umfang kaonstanten Schubflusses und
einem Anteil infolge eines verdnderlichen Schubflusses zusammen. Das Tor-

sionsmoment aus dem konstanten Schubfluss (Bredt'’scher Schubfluss) wird im
folgenden Umlauftorsion genannt. Das Torsionsmoment als Resultierende des

verdnderlichen Schubflusses wird in der Literatur allgemein mit W&lhtorsion

bezeichnet.

Im Hinblick auf eine einfache Darstellung dré&ngt sich eine Unterteilung der
Aufgabe auf. In einem ersten Schritt wird der Einfluss der Wdlbtorsion auf
das Tragverhalten untersucht. Das allgemeine Verhalten im Bruchzustand un-
ter Berlicksichtigung der Wélbtorsion l&sst sich schon an einem Trager mit
vereinfachten Fliessbedingungen aufzeigen. Das Verhalten von Stahlbeton-
trédgern im besonderen wird mit einem Fachwerkmodell beschrieben. Damit k&n-
nen mengenmdssige Schliisse lUber die Aufteilung in Umlauftorsion und W&lb-
torsion gezogen werden. Sobald die Aufteilung bekannt ist, kann auch der
Querschnittswiderstand gegeniliber Torsion, Biegung und Querkraft bestimmt

werden.



1.3 Grundlegende Annahmen

Bild 1.1 zeigt die geometrischen Bezeichnungen des zu untersuchenden Tragers.
Der zylindrische Trdger hat zumindest stiickweise konstanten Querschnitt. Das

kartesische Koordinatensystem ist rechtsdrehend und die positive x-Axe zeigt

Bild 1.1 : Geometrische Bezeichnungen

in Balkenléngsrichtung. Mit s wird die Umlaufkoordinate des Querschnittes
und mit t dessen Wandstdrke bezeichnet. Der Abstand r wird positiv defi-
niert, wenn der Bezugspunkt 0 links der Tangente liegt. Die Richtung der
Tangente wird mit dem Winkel § zwischen der positiven y-Axe und der Tangen-
te festgehalten. Daraus ergeben sich die folgenden geometrischen Beziehun-

gen:

dy . cos$ ; dz _ siné (1.1)
ds ds

Das Umlaufintegral (ber den ganzen Umfang muss bei geschlossenem Querschnitt

verschwinden:
fcosSeds = §sindeds = O (1.2)

Im Interesse einer einfachen Darstellung der Tragwirkung der zu untersuchen-

den Bauwerke missen Voraussetzungen getroffen werden, die oft UlUberhaupt erst



eine Ubersichtliche rechnerische Behandlung erlauben.

Ein Kastentrdger ist ein Schalentragwerk. Es ist aber iblich, dass Tragwerke
fiir die rechnerische Erfassung als Stab idealisiert werden, wenn die Querab-
messungen im Vergleich zur Lange klein sind. Bei einem solchen Stabtragwerk
werden die statischen und kinematischen Eigenschaften auf die Stabaxe bezo-
gen. Die Uber den Querschnitt verteilten Spannungen werden zu Schnittkraf-
ten zusammengefasst, und die lokalen Verformungen werden mit integralen fir
den Gesamtquerschnitt gliltigen Verformungsgrdssen beschrieben. Die Ideali-
sierung als Stab hat zur Folge, dass die Querbeanspruchung nicht erfasst
wird. Die DBarstellung als Stab enth&lt aber auch implizit die Annahme, dass
die Querschnittsform unter Last erhalten bleibt. Natiirlich verlangt die An-
nahme der Querschnittserhaltung eine entsprechende konstruktive Ausbildung
des Querschnittes. Bei drtlicher Einleitung der Kr&fte ist im Extremfall der

Einbau von Querschotten vorzusehen.

Die Arbeit beschrankt sich auf dinnwandige Stdbe. Diese zeichnen sich dadurch
aus, dass die Schalendicke klein ist im Vergleich zur Querschnittsabmessung.
Die Beschrédnkung auf dinnwandige Querschnitte bedeutet, dass nur die Membran-
spannungen (Bild 1.2(al))} in Betracht gezogen werden. Diese Spannungen sind
Uber die Wanddicke konstant. Die Biegespannungen (Bild 1.2(b)) werden ver-
nachl&ssigt. Insbesondere wird die aus der Drillung der Wandelemente resul-
tierende Schubspannung ausser acht gelassen. Es sei hier festgehalten, dass
diese Vereinfachung genau der allgemein Ublichen Annahme entspricht, wenn

bei dinnwandigen offenen Profilen die St. Venant'sche Torsion vernachl&ssigt

wird.

(a) (b)

T
G T

Bild 1.2 : (a) Membranspannungen ; (b) Biegespannungen



Im weiteren wird angenommen, dass die Verformungen unter Belastung klein
sind oder, mit anderen Worten, dass mit geniligender Genauigkeit die &usseren
Lasten am unverformt gedachten Tragsystem wirkend angenommen werden dirfen

(Theorie 1. Ordnung).

61 6'f+>0;é>0
AV
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Bild 1.3 : Starrplastisches Material: Spannungs- Dehnungs-Diagramm

Zuletzt wird vorausgesetzt, dass das Material weitgehend plastisch verform-
bar ist. Unter dieser Bedingung sind Kr&fteumlagerungen innerhalb des Trag-
werkes méglich. Zudem werden die elastischen Verformungen vernachlédssigt,
weil diese gegenlber den plastischen Verformungen klein sind. Das ideali-

sierte Material verhdlt sich starr-plastisch (Bild 1.3).

1.4 Grenzwertsdtze der Plastizitdtstheorie

In dieser Arbeit soll das Tragverhalten im Bruchzustand von St&ben unter
kombinierter Beanspruchung untersucht werden. Vornehmlich soll die Bruchlast
solcher Stabtragwerke bestimmt werden. Dazu eignen sich aber die Methoden
der Plastizitdtstheorie, insbesondere die zwei fundamentalen S&tze: der
statische und der kinematische Grenzwertsatz. Sie erlauben, die Bruchlast
von zwel Seiten her einzugabeln. Zur Erinnerung seien hier diese beiden

Grenzwertsdtze wiederholt (vgl. z.B. [3], ([4]):

Statischer Grenzwertsatz:
Jede Last, fir welche ein stabiler, statisch zul&ssiger Spannungs-
zustand angegeben werden kann, stellt eine untere Grenze der Trag-

last eines starr-plastischen Tragwerkes dar.



Kinematischer Grenzwertsatz:
Jede Last, flir welche ein instabiler, kinematisch zulé&ssiger
Bewegungszustand (Mechanismus) angegeben werden kann, stellt
eine obere Grenze der Traglast eines starr-plastischen Tragwerkes

dar.

Ein Spannungszustand wird als statisch zul&ssig bezeichnet, wenn er mit den
dusseren Lasten im Gleichgewicht steht. Ein solcher Spannungszustand ist
stabil, wenn im gesamten Tragwerk die Spannungen unterhalb der Fliess- bzw.

Bruchgrenze bleiben.

Ein.Bewegungszustand wird kinematisch zuldssig genannt, wenn er den Vertrég-
lichkeitsbedingungen genligt, die dem Tragwerk auferlegt sind. Er ist insta-
bil, wenn die Leistung der &Ausseren Lasten grdsser ausfdllt als die gesamte.

Dissipationsleistung im Tragwerk.

Als Dissipationsleistung wird diejenige Leistung bezeichnet, die infolge der
plastischen Verformung dem Tragwerk entzogen wird (z.B. in Form von Warme).
Da bei starr-plastischem Materialverhalten nur plastische Verformungen au?-
treten, ist die Dissipationsleistung Ld aber gleich der negativen Leistung

der inneren Kréafte Li:
Ld = —L_ (1-3)

Mathematisch wird die Dissipationsleistung als skalares Produkt der Spannun-
gen und der Verformungsgeschwindigkeiten formuliert. Schon aus dem einfachen
Beispiel in Bild 1.3 kann herausgelesen werden, dass die Dissipationsleistung

eine nichtnegative Grdsse ist.

Dbigé Grenzwertsdtze machen Aussagén Uber die Traglast von Tragwerken aus
starr-plastischem Material. Starr-plastisches Materialverhalten geméss

Bild 1.3 stellt in jedem Fall eine Idealisierung des wirklichen Sachverhaltes
dar. Die Traglast starr-plastischer Tragwerke stimmt dann mit der Traglast
elastisch-plastischer Tragwerke lberein, wenn die Gleichgewichtsbedingungen
am unverformt gedachten Tragwerk formuliert werden dirfen. Diese Annahme

wurde aber in Abschnitt 1.3 als gliltig vorausgesetzt.

Weiterhin beziehen sich die beiden Grenzwertsdtze in obiger Formulierung auf
allgemeine Tragwerke. Die Grenzwerts&dtze finden aber auch Anwendung bei der
Behandlung von Stabtragwerken, wie die folgende Ueberlegung zeigt: Stab-

tragwerke sind rdumliche Gebilde. Versagen tritt in Wirklichkeit immer Uber

eine bestimmte L&nge auf. Querschnittsmechanismen sind rdumliche Mechanis-



men. Entsprechend sind die statischen und kinematischen Bedingungen fir die
einzelnen Elemente des rédumlichen Tragwerkes zu formulieren. Die Angabe ei-
nes Querschnittswiderstandes ist aber mdglich, wenn es gelingt, die Fliess-
bedingungen der einzelnen Elemente in Fliessbedingungen fir die Schnittkraf-

te umzuformen.

Sind die Querschnittswiderstinde bekannt, dann kann die Traglast eines Stab-
tragwerkes mit Hilfe der Grenzwertsdtze berechnet werden. Ist das Tragwerk
dusserlich statisch bestimmt, so ist die Tragfadhigkeit nach dem Versagen
eines Einzelquerschnittes erschépft. Die Traglast statisch unbestimmter

Tragwerke ist hingegen eine Funktion mehrerer Querschnittswiderstande.



2. SPANNUNGSANSATZ AM STABELEMENT

2.1 Aeussere lLasten und Schnittkrifte

Die dussere Querbelastung in der y-z-Ebene kann aus beliebig vielen Krafte-
gruppen bestehen, die in verschiedenen Punkten der Profillinie angreifen.

Die Reduktion dieser Kr&fte soll anhand eines Beilspiels erldutert werden.

Ein Rechteckquerschnitt wird durch eine exzentrische Linienlast p beansprucht
(Bild 2.1).

p *p/z ‘ p;4 1 [1/4_- }

H——J» P4 - by P/4 - brp

Bild 21 : Zerlegung einer exzenfrischen Linienlast

Diese Last lasst sich in eine symmetrische und eine antimetrische Last zer-
legen, wobei die antimetrische Last wiederum in eine drehende und in eine
profilverformende Lastgruppe aufgeteilt wird. Die zweite Lastgruppe steht

in sich im Gleichgewicht und wird vom starren Querschnitt aufgenommen. Unter
dieser Annahme kann analog der elementaren Stabstatik jede beliebige Quer-
belastung in der y-z-Ebene durch eine &quivalente Einzelkraft in derselben
Ebene ersetzt werden. Die auf das kartesische Koordinatensystem bezogene

Querbelastung ist in Bild 2.2 dargestellt.

Da ein allgemeiner, nicht-ebener Spannungsansatz untersucht wird, bleibt
eine Reduktion der Belastung in Stabl&ngsrichtung (Ex) auf eine Resultieren-
de offen. Diese L&ngslast wird vorerst als Fl&chenlast entlang der Wandmit-

tellinie eingefihrt.

Die Verteilung der Spannungen lber den Querschnitt ist a priori unbekannt.
Dagegen kann man, sobald die &usseren Krdfte bestimmt sind, die Schnittkraf-
te teilweise angeben. Diese Schnittkrédfte gehen als Resultierende der Span-
nungen hervor und stehen im Gleichgewicht zu den &dusseren Lasten. Entspre-

chend den sechs Gleichgewichtsbeziehungen des Raumes werden je drei Kraft-



Flidchenlast;
[-3x [f/mz]
Linienlasten :
pys Py [t/m]

my [mf/m']

Bild 2.2 : KAussere Belastung

und Momentenvektaren in Richtung der Koordinatenaxen eingeflihrt und auf den
Koordinatenursprung 0 bezogen (Bild 2.3). Diese Schnittkradfte sind aus der
klassischen Stabstatik bekannt. Sie ermbglichen aber noch nicht die Beschrei-
bung eines beliebigen Spannungsansatzes. Deshalb missen im ndchsten Abschnitt

zusdtzliche Schnittkrafte definiert werden.

Bild 2.3 : Schnittkridfte der klassischen Stabstatik



2.2 Gleichgewichtsbeziehungen

In Abschnitt 1.3 wurde die grundlegende Annahme getroffen, dass fir den dinn-
wandigen Kastentrdger nur die Membranspannungen in Rechnung gestellt werden.
Dabei ist zu beachten, dass nur die Normalspannungen in L&ngsrichtung und

die dazugehdrigen Schubspannungen erfasst werden. Die Normalspannungen in

Querrichtung werden bei der Idealisierung als Stab vernachldssigt.

Die Beziehung zwischen der Normalspannung in x-Richtung o, =0 und der Schub-
spannung langs des Umfanges Teg = T wird mit Hilfe des Gleichgewichts an ei-
nem differentiellen Wandelement (Bild 2.4) hergeleitet. Unter Beriicksichti-
gung der Flachenlast Ex lautet das Kr&ftegleichgewicht in x-Richtung:

dlg-t) 95 -
3x +E+ pX 0 (2.1)

Bei konstantem Querschnitt ist die Wanddicke t unabhdngig von x. Gl. (2.1)

geht somit Ulber in:

- = = et + p (2-2)

(T-t)dx =S-dx

G-t -ds

Bild 24 : Krdfte in x-Richtung am Wandelement
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Die Schnittkradfte werden als Resultierende der Spannungen definiert. Die

Schubspannungen lassen sich deshalb wie folgt zusammenfassen:

Qy = §S*cosb-ds
Q, = §Sesind-ds (2.3)
T = §Sereds

Eine Vereinfachung der Integrale in Gl. (2.3) ist durch die Aufteilung des

Schubflusses in einen konstanten Anteil und einen variablen Anteil méglich:,

s=5,+/ o' ds (2.4)

Das Integral Uber einen ganzen Umlauf muss bei geschlossenem Querschnitt

natlirlich wegen der Stetigkeit des Schubflusses verschwinden:
¢_.ds = (2-5)

Nach Einsetzen der Gl. (2.4) in Gl. (2.3) folgt:

® ds )
Qy = S, $coséeds + §(f go-ds)-cosé-ds
s
0, = S, $sindeds + ([ %2'd5)~sin6°ds \ (2.6)
s
T =5, ¢reds + §(f %%-ds)-r~ds

Im geschlossenen Querschnitt gilt:

§reds = ZFO (2.7)

Darin bedeutet FO die von der Wandmittellinie umschriebene Fld&che. Das Inte-

gral ist also unabhéngig von der Lage des Bezugpunktes 0. Unter Beachtung
der Gl. (1.2) und Gl. (2.7) heissen die Schnittkr&fte schliesslich:

.S 3
Qy = §(fdS)ecosé-ds
s
0, = $(fdS)esindds > (2.8)
]
T = 2F S  + ¢([dS)ereds ‘




1M

Die Normalspannungen werden zu den folgenden Schnittkrdften zusammengefasst:

N = Jo-t-ds
My = - fosteyeds (2.9)
M, = foetezeds

Mit diesen drei Schnittkr&ften kann aber erst ein ebener Normalspannungszu-

stand beschrieben werden. Es muss deshalb zus&tzlich eine neue Schnittkraft

eingeflihrt werden:

M, - fosteweds (2.10)
Diese Schnittkraft wird in der Literatur als W&lbmoment bezeichnet, die ent-
sprechende Koordinate w als Wdlbkoordinate. Auf die physikalische Bedeutung

des Wolbmomentes wird sp&ter na&her eingetreten.

dQy dx
Qy+dx dx 40,

Qz""dT"dX

Bild 2.5 . Differentielles Stabelement
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Die hier definierten Schnittkradfte stehen im Gleichgewicht zu den &usseren

Lasten. Gl. (2.2) eingesetzt in die Gl. (2.5) ergibt:
L foeteds + §p_eds = O (2.11)
dx X

und damit die Differentialgleichung zwischen der Normalkraft und der &usse-

ren Belastung in Stablangsrichtung:

dN -
d_x.. + ¢px =0 (2-12)

Die Gleichgewichtsbedingungen am Stabelement (Bild 2.5) liefern:

dQ )
Y
dx y

+
=}
n

o

i~ + p = (0 (2-13]

Die Beziehungen zwischen den Schnittkrdften nach Gl. (2.8) und den restli-
chen Schnittkré&ften als Resultierende der Normalspannungen Gl. (2.9), bzw.
Gl. (2.10) wird nach partieller Integration erreicht. Das Integral der Quer-

kraft Qy, bzw. DZ wird zerlegt in:

s
Q. =4 %%-ds fcosdeds - ¢ %%(fcosé-ds)'ds

y
s (2.14)
dS . dsS .
Q, - $ gords ¢sindeds - § S=(fsind-ds)-ds
Nach Gl. (1.2) bzw. Gl. (2.5) entfallen die beiden ersten Terme der
Gl. (2.14). Unter Berlcksichtigung von Gl. (1.1) und mit:
s s
fdy = y(s) bazw. fdz = z(s) (2.15)
lauten die Querkrafte:
- - E—S—. L]
CJy - ¢ ds y-ds
(2.16)
= -— ﬁ. L]
Qz - ¢ ds z-ds

Wird schliesslich noch Gl. (2.2) beigezogen und beachtet, dass die Koordina-
ten y und z bei konstantem Querschnitt von x unabhéngig sind, gehen Gl. (2.16)
dber in:
Q =+ — foeteyeds + épx-y-ds
(2.17)
gdostezeds + §Ex‘2‘d5



13

"Ein Vergleich mit Gl. (2.9) flhrt zu der aus der Stabstatik bekannten Be-

ziehung:

d )
= - ——l = . L]
Qy dx " ipx y-ds
S (2.18)
dMZ _
U, =* 3¢ * §px-2'ds

Aus der partiellen Integration des Torsionsmomentes folgt:

S
ds ds
T = 2F S, + § govds greds - § S=(freds)-ds (2.19)

Nach Gl. (2.5) f&llt bei geéchlossenem Querschnitt der zweite Term weg. Zu-

sadtzlich wird mit:

S
Jreds = w (2.20)

die W8lbkoordinate definiert. Nach Anwendung von Gl. (2.2) und Gl. (2.20)

vereinfacht sich Gl. (2.19) fir konstanten Querschnitt (w = w(s)) zu:
— - ——d—- ] . L = ] L]
T = 2F S+ 33 foeteweds + ¢px weds (2.21)

oder unter Beachtung von Gl. (2.10):

. de
T = 2FU.SO ¥ dx

* ¢Ex~w-ds (2.22)

Aus dieser Gleichung geht auch die physikalische Bedeutung des W&lbmomentes
Mw hervor. Eine Gleichgewichtsgruppe in Stablé&ngsrichtung erzeugt einen
nicht-ebenen Spannungszustand, der wiederum einen Uber den Umfang variablen
Schubfluss zur Folge hat. Als Resultierende dieses verédnderlichen Schubflus-
ses wird das Wdlbtorsionsmoment eingeflhrt. Das Torsionsmoment setzt sich
also zusammen aus einem Anteil infolge des konstanten Schubflusses (Umlauf-

torsion):
T0 = 2FO°SO (2.23)

und einem W8lbanteil:

(2.24)
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Das Differentialsystem lautet flr die Schnittkrafte:

3
dN - =
_CR + ¢px ds 0
dq
_l + p = 0
dx y
d@
Z =
dx * Pz 0
dT =
Ix + m = 0 r (2.25)
dM _
Qy + —ldx - ¢px|yods = U
am_
U, TGk T IpcEds = 0
M
T - 2F *S, - = - §p cu+ds = 0

Den sieben Gleichungen stehen die Schnittkrédfte N, Qy’ Qz' T, My’ MZ und Mw
und der Schubfluss SO gegeniiber. Die Gleichgewichtshedingungen allein geni-
gen also nicht, die Schnittkrédfte geschlossener Querschnitte aus den &usse-
ren Lasten zu ermitteln. Insbesondere geht die Aufteilung des Torsions-
momentes in Umlauftorsion und Wolbtorsion aus den Gleichgewichtsbedingungen
allein nicht hervor. Die elastische Analyse zieht zur Aufteilung Vertraglich-
keitsbedingungen im Querschnitt und dber die L&ngsrichtung bei. Ebenso darf
in der plastischen Analyse im allgemeinen nicht der Bruchwiderstand eines
Einzelquerschnittes betrachtet werden. Vielmehr muss die Tragf&higkeit des

gesamten Trdgers untersucht werden.
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3. VERFORMUNGSANSATZ AM STABELEMENT

3.1 Verformungsparameter

Im Abschnitt 1.3 wurde die grundlegende Annahme getroffen, dass die Quer-
schnittsform auch nach der Belastung erhalten bleibe. Unter dieser Voraus-
setzung wird der Freiheitsgrad der Verformbarkeit wesentlich eingeschrankt.
Die Verschiebung jedes beliebigen Punktes der Querschnittswand l&sst sich
mit integralen, auf die Stabaxe bezogenen Verformungsgrissen beschreiben.
Bild 3.1 flhrt die sechs Ublichen Verformungsparameter der Balkentheorie

auf.

Pz

Verschiebungen in Richtung der Axen: u, v, w
Verdrehung um x-Axe: UV
Verdrehungen um y-bzw. z-Axe: ¢y, ¢,

Bild 31: Verformungsparameter

Verschiebungen und Verdrehungsvektoren in Richtung der Koordinatenaxe wer-
den positiv definiert. Nach der Balkentheorie sind die Verschiebungen und
die Verdrehungen wie folgt verknipft:

dw dv

¢y=-& bzw. ., =t Ix (3.1)

Das System reduziert sich auf vier unabhdngige Verformungsparameter. Neben
diesen Verformungsgrdssen sind zudem Schiebungen der Querschnittswand még-

lich. Wenn die Querschnittsform erhalten bleibt, k&nnen nur drei unabhéngige
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Schiebungsgrissen eingefihrt werden (Bild 3.2). Es sei auch hervargehaoben,
dass diese Schiebungen den Verformungszustand in L&ngsrichtung in keiner
Weise beeinflussen. Bei konstanter Schiebung lber den ganzen Querschnitt
bleibt der Querschnitt auch nach der Verformung eben. Hingegen bleibt ein
Schnitt senkrecht zu Balkenaxe nach der Verformung nicht mehr senkrecht zur
Balkenaxe. Mit diesem Verformungsansatz werden im folgenden Abschnitt die

Vertrédglichkeitsbeziehungen formuliert.

Bild 3.2: Schiebungen des Gesamtquerschnittes

3.2 Vertrdglichkeitsbeziehungen

Die Beschrénkung auf dinnwandige Querschnitte hat beim Spannungsansatz zur
Folgé, dass nur die Membrankrafte o und Tos in Betracht gezogen werden.
Sinngemdss werden hier in einem beliebigen Punkt P auf dem Umfang nur die

Verschiebung in x-Richtung Up und die tangentielle Verschiebung v, einge-

P
fihrt. Aus diesen Grdssen lassen sich wiederum die L&ngsdehnung €y und die

Schiebung vy herleiten. Nach Bild 3.3 setzt sich die Verschiebung u, zusammen

P
aus:

up = u + @y'z T ety (3.2)
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Bild 3.3 : Verschiebung in x - Richtung

P2’y
yv
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Damit wird aber erst ein ebener Verformungszustand des Querschnittes be-

schrieben. Bild 3.4 macht aber deutlich, dass auch aus dem Verdrehungszu-

wachs dd/dx eine Langsverschiebung des Punktes P resultiert.

In diesem Bild

wird die geometrische W&lbung des aufgeschnittenen Querschnittes hergelei-

tet:

du = - —E°P'ds
X

Bild 3.4 :

{3.3)

ds

Geometrische Wélbung am offenen Querschnitt

. dx D
1 1_4 )
e
h\\\\\ r-dv
~~q "7k'
/
/
/
ey =7
\\\ /
—~Jd
3 1l
du=-r--g—;]-'ds
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Mit diesem Ansatz kann selbstverstédndlich die Stetigkeitsbedingung am ge-

schlossenen Querschnitt:

¢du = 0 (3.4)

nicht eingehalten werden. Die beiden Schnittufer des aufgeschnittenen Tra-
gers werden durch eine weitere Ansatzfunktion f(s) in der Weise zusammen-
gefihrt, dass Gl. (3.4) erflillt wird. Die physikalische Bedeutung der Funk-
tion f(s) ist aus Bild 3.5 ersichtlich.

v dx

O - X
3 N
ds \ ~= \‘/T Fis)
\ \
\ -\
5+ du= pRcLAS - f(s)-ds

dx

Bild 3.5: Wolbung am geschiossenen Querschnitt
zur Erflllung der Stetigkeitsbedingung

Der Schnitt wird durch eine Schiebung geschldssen. Der vollstandige Ansatz

der Wolbung lautet demnach:

du = - B(reds - f(s)-ds) (3.5)
dx

W6lben des Kastentrdgers ist immer mit einer Schiebung verkniipft. Diese
Schiebung ist proportional zum Verdrehungszuwachs d¥. Wenn also ein Triger
stetig verdreht wird, so ist dazu eine Schiebung lber die gesamte Tréger-
ldnge erforderlich. Der Trager mit offenem Querschnitt hingegen kann wdlben,
ohne dass damit eine Schiebung verbunden ist. Gl. (3.4) muss hier nicht er-
fillt sein.

Die gesamte Langsverschiebung eines Punktes auf dem Umfang u
Gl. (3.2) und Gl. (3.5) zu:

P folgt aus

dd 5 S
Uup = u + @y-z T ety - E;(fr'ds - [f(s)-ds) (3.6)
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Fir die Bestimmung der tangentiellen Verschiebung Vp missen folgende Be-

ziehungen neu eingefihrt werden:

X 3\
* = + edx
vtos vy
X
W* = w o+ [‘Yzodx r
X
9% = 0 + [yyedx
J

Bild 3.6 : Tangentielle Verschiebung

Nach Bild 3.6 ergibt sich die tangentielle Verschiebung zu:

Vp © v¥ecosd + w*esiné

oder nach Einsetzen von Gl. (3.7):

Vp = vecos$d + wesind +

X X

(3.7)
+ d*er (3.8)
x ,
Yer + fyy-cosé°dx +
(3.9)

+ Jy,esindedx + [y eredx

Die Dehnung €y in x-Richtung und
schiebungen uP'und Vp berechnen.

nach der Verformung dargestellt.

BuP

ax

€ = =

Adx
X dx

die Schiebung y lassen sich aus den Ver-
In Bild 3.7 ist ein Wandelement vor und

Danach erfillt €, die Bedingung:

(3.10)
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s " dx + Adx |,

K
b

Bild 3.7 : Verformung des Wandelementes

Gl. (3.6) eingesetzt in Gl. (3.10) ergibt:

de de 2 S S
S Qu, Ty, "z o diy oy .
€ T dx T dx ¢ T Ix T2 (Jreds - [f(s)-ds) (3.11)
oder unter Bericksichtigung von Gl. (3.1):
. du _ d’w d?v d?o 3 s
€ T @x " ax2' % T axe’¥ T gal/rrds - [f(s)eds) (3.12)

Fir kleine Verformungen kann die Schiebung y aus Bild 3.7 abgelesen werden:

auP avP

‘Y = as + ax (3-13)

Nach Beizug der Gl. (3.6) und Gl. (3.9) geht Gl. (3.13) iber in:

. dz, - gy, _do dv,
Y ds wy ds ©z dx(P fls)) + dx cosé +
(3.14)

+ g3"—-sin<3 + g—fl-r + y ecosd + y_esind + y °r
dx dx y z b
Mit Gl. (1.1) und Gl. (3.1) wird Gl. (3.14) reduziert auf:

= ‘ 3 . 1 . 'fié:.
Y o<y, cos§ + Y, sin§ + Yg'T i f(s) (3.15)
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Gl. (3.12) und Gl. (3.15) stellen die Verformungs-Dehnungsbedingungen des
Querschnittes dar. Gleichzeitig erlauben die Dehnung € und die Schiebung ¥y
in Verbindung mit der Langsspannung o, und der Schubspannung Tyg? die Lei-

stung der inneren Kr&fte, die Dissipationsleistung, zu ermitteln.



22

4. TRAGLAST VON TRAEGERN MIT IDEALISIERTEM FLIESSGESETZ

4,1 Trager und Fliessgesetz

Flir die Bestimmung der Tragfdhigkeit nach dem statischen Grenzwertsatz mis-
sen die Gleichgewichtsbedingungen des Kastentragers mit den Plastizit3tsbe-
dingungen der einzelnen Trdgerelemente verbunden werden. Bei der Anwendung
des kinematischen Grenzwertsatzes missen die aus dem Verformungsansatz am
Stab hervorgehenden Dehnungen und Schiebungen mit den Dehnungen und Schiébun-

gen der Trdgerelemente vertrdglich sein.

Bild 4.1 : Prismatischer Querschnitt

Aus rechentechnischen Grinden beschrénkt sich die Untersuchung auf prisma-
tische Stébe (Bild 4.1)}. Zudem wird das homogene Wandelement in Gurtstébe
und dazwischenliegende Schubwande aufgegliedert. Die lUber den Umfang stetig
verteilten Léngsspannungen o werden also zu Gurtkréften_zi zusammengefasst
(Bild 4.1). Dann aber ist der Schubfluss gemdss Gl. (2.1) pro Querschnitts-
wand konstant. Als Resultierende des Schubflusses jeder Querschnittswand

wird die Schubkraft Qk gingefihrt:
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Qk = S5 ea (4.1)

Es wird angenommen, dass die Wirkungslinie der Schubkrédfte mit der Verbin-
dungslinie der Gurtst&be zusammenf&llt. Wird der zylindrische Querschnitt
durch ein Sehnenpolygon angendhert, so liegt in Wirklichkeit die Schubkraft
ausserhalb der Verbindungslinie der Gurtstdbe. Die Exzentrizitat kann zum
Beispiel nach [5] bestimmt werden. Bei genligend feiner Linearisierung des
zylindrischen Querschnittes kann diese Exzentrizitét aber sicher vernach-

l&ssigt werden.

Die Beziehung zwischen der Gurtkraft und den Schubkr&ften der anschliessen-
den Querschnittswande geht aus dem Kraftegleichgewicht in x-Richtung am Eck-
element (Bild 4.2} hervor:

— = (S - S,.) (4.2)

Diese Bedingung entspricht Gl. (2.1) fir das homogene Wandelement, wenn die
Flachenlast Ex fehlt.

Fiir die Untersuchung des Bruchzustandes wird starr-plastisches Materialver-
haltenbvorausgesetzt. Die Plastizitatsbedingungen werden flir die Gurtkrafte

Zi und die Schubkrafte Qk angeschrieben.

dx

7.+ 9% 4
bodx X

Sk'dx

Bild 4.2 : Eckelement: Krdfte in x-Richtung
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Die Fliessbedingungen aller Gurt- und Schubkrdfte werden mit einer (n+m)-
dimensionalen Fliessfigur dargestellt. Dabei wird angenommen, dass die Trag-
fédhigkeit der Gurtstdbe nicht durch die Schubkrdfte beeinflusst wird und
umgekehrt. Es wird also eine Fliessfigur vorgeschrieben, wie sie in Bild
4.3 flr die beiden Krafte Zi und Qk im Sektor der positiven Krafte aufge-
zeichnet ist. Nach dem Theorem des plastischen Potentials erlaubt die Annah-

me der vereinfachten Fliessfigur in der Querschnittswand nur eine Schiebung.

Q|

W T

AAANANNRRRRANNNNNNS

N
-
N

i i

Bild 4.3 : Idealisierte Fliessfigur

Die Wiedergabe der Spannungen mit konzentrierten Kré&ften wird vorzugsweise
fir die Untersuchung vaon Stahlbetontr@gern beigezogen, wenn die Langsbe-
wehrung in den Eckpunkten konzentriert wird. Wie spdter gezeigt wird, be-
einflussen jedoch die Schubkrédfte die Tragfd&higkeit der Gurtstdbe. Die An-
nahme einer idealisierten Fliessfigur erleichtert aber die Abkl&rung grund-

sdtzlicher Fragen.

Die Darstellung der inneren Krafte mit einzelnen Gurt- und Schubkraften und
die idealisierte Fliessfigur gibt auch das statische Verhalten eckverst&rk-
ter Stahltrédger wirklichkeitsnah wieder, wenn keine Stabilit&tsprobleme mass-
gebend werden. Die Wandbleche helfen bei der Uebertragung der Langskrafte
kaum mit. Hingegen werden kinematische Bindungen verletzt, weil das Fliess-
gesetz in den Querschnittswdnden nur Schiebungen zul&sst. Die Wandbleche,

die an die fliessenden Gurtstabe anschliessen, werden aber auch gedehnt.

Im folgenden wird die Traglast eines Kragtrédgers untersucht. Um die Rechnung
zu vereinfachen, wird ein quadratischer Querschnitt gewdhlt. Die Aussage-

kraft der Untersuchung wird dadurch nicht beeintrachtigt.
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4.2 Gleichgewichts- und Plastizit&tsbedingungen

Nach dem statischen Grenzwertsatz der Plastizitdtstheorie stellt jeder Span-
nungszustand, der weder die Gleichgewichts- noch die Fliessbedingungen ver-

letzt, einen unteren Grenzwert der Traglast dar. Dabei wird angenommen, dass
alle angreifenden Lasten unter gleichbleibendem Verh3ltnis gesteigert werden.
Diese Lasten und die Schnittkrdfte werden demzufolge mit einem einzigen Last-

faktor A gemessen.

Der zu untersuchende Kragtr&ger ist in Bild 4.4 aufgezeichnet.

yo
AP

Q
‘xp . 21 anf- Z?

I

SANNNNNN
(9]
N
.
:1
N
——
[®)
[¢)]
(@]

N—
—
N
o
N
o

Px =0 py =P, =0; m =0 7|F |'

Bild 4.4 . Kragtrdger mit quadratischem Querschnitt

Die Schnittkr&fte sind Uber Gl. (2.25) mit den #usseren Lasten verbunden:

N{x) =10 T(x) =T = >\F"yD

g (x) =0 M (x) =0 (4.3)
Y Y

QZ(xJ =@ = AP Mz(x) = AP+ (1-x)

Unbekannt bleibt vorldufig das Wo&lbmoment Mw und damit die Aufteilung in Um-

lauftorsion und Wolbtorsion.

Zur Prifung der Fliessbedingungen missen zus&tzlich die Beziehungen zwischen
den Schnittkrdften und den Spannungen formuliert werden. Die Schnittkrifte

Q@ und T sind Gber die Stablange konstant. Damit gilt nach Gl. (2.3) fir je-
den beliebigen Schnitt:
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9, = 0= -0, + 0

Q, = AP =Q, - Qg (4.4)
= . = + + 'E

T = APey, = (,%0,+0,+0,)5

Die Gurtstdbe sind im Einspannquerschnitt (x = 0) am stédrksten beansprucht.

Das Gleichungssystem Gl. (2.9) heisst also:

N = O = Z1 + 23 + ZS + Z7
=0 = (-Z. - .2
My =0 ( Z1 23+ZS+Z7) > (4.5)
= . = - - oi .
M, = APel = (-Z,+Z,+2.-7,)"3

Neben diesen Gleichungen muss aber auch die Bedingung fir Mw (Gl. (2.10))
eingehalten werden. Wohl ist die W8lbkoordinate w nach Gl. (2.20) definiert.
Es fehlt aber eine Angabe Uber den Anfangswert von w. Beim Rechteckquer-
schnitt kann diese Schwierigkeit Uberwunden werden (und deshalb wurde die-
ses Beispiel gewdhlt), wenn flr die vier Gurtkrafte Gl. (4.2) ausgeschrie-
ben wird. Auf diese Weise werden die viervintegralen Gleichgewichtsbedingun-
gen fir die Lingskradfte ersetzt. Kenntnisse lber die Wdlbkoordinate erlibri-
gen sich. Mit Uber die L&nge konstanten Schubkraften Qk lautet Gl. (4.2)

fir die vier Gurtkrafte:

1

21 - g'( Q2 - QBJ =0
Zy, - 1o(-0, + Q) = 0
(4.5)
1 -
Z, - 2+(-Q, + Q) = 0
l —
27 - E'(‘QB + QB) 0

Die Plastizitatsbedingungen verlangen, dass die effektive Beanspruchung der
Gurtst3be und Schubwinde unter dem maximalen Widerstand bleibt. Beim Stahl-
betontrdger werden die Zugkrédfte Uber die Bewehrung und die Druckkré&fte Uber
den Beton Ubertragen. Es wird angenommen, dass der Beton fir das Versagen des
Trdgers nicht massgebend wird. Der Beton soll unbeschrankt Kradfte aufnehmen

kgnnen. Die Gurtkrdfte werden somit nur im Zugbereich begrenzt:

Z, <1Z

i fi

Nach Einflhrung von positiv definiten Schlupfvariablen Py heissen die Plasti-

zitdtsbedingungen neu:

p; = Z,, - Z, >0 (4.7)
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Der Schubfluss in einer Schubwand kann sowohl in positiver (rechtsdrehend)
als auch in negativer (linksdrehend) Richtung verlaufen. Entsprechend muss
die Schubkraft Dk begrenzt werden:
T <09 <@t
Dok S U 2 O (4.8)
oder bei gleich grossem plastischem Widerstand in positiver und negativer
Richtung:

- Qg 20, 2 0g | (4.9)

Oie Theorie der mathematischen Optimierung verlangt, dass nur positiv defi-
nite Schlupfvariablen eingefiihrt werden. Die Plastizit&tsbedingungen (4.9)

missen somit wie folgt getrennt werden:

v

0 fir Q

v
o

+
P = e~ Oy K

(4.10)

P ek v O

|v

0 fir Q

| A
o

k

Der Tragféhigkeit am n&chsten kommt die maximale Last, fir die ein Spannungs-
zustand gefunden werden kann, der sowohl die Gleichgewichts- als auch die
Plastizitdtsbedingungen nicht verletzt. Diese Optimierungsaufgabe wird mit
Hilfe des Tableau gemdss Bild 4.5 dargestellt. In der Zielfunktion ist der
Traglastfaktor zu maximieren. Als Nebenbedingungén erscheinen die Gleichge-
wichts- und Plastizit3tsbedingungen. Da diese Nebenbedingungen alle linear
sind, kann die L8sung der Optimierungsaufgabe mit den Methoden der linearen

Programmierung gefunden werden (vgl. z.B. [6], [7]).
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Ma
x| o | 1 .0 - 0 ==
0 - 1 -+ L

0 o) _
o = : 1 s %
0 - 1 5
o= -|o -1 1
0O = 0 -P 0] 1 -1

] Q a a
O = “Po 2 2 2 2
Py = Zg -1
Pz =| Z¢3 -1
o) 0
Ps = | Z¢s -1
P7 = | Z¢7 -
(24 -1
2= Q¢ 1
P2
Pa 0 -1
0 0}

Ps Q -1
oe f6 1
Py -1
S - Qg
Pg 1

Bild 4.5 : Tableau der Gleichgewichts - und Plastizitdtsbedingungen
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Eine abweichende Darstellung der Aufgabe ist mdglich, wenn die Gurtkrafte
nach Gl. (4.6) explizit in Funktion der Schubkrafte angeschrieben werden.
Die Gurtkrédfte entfallen als unabhé&ngige Variablen. Gleichzeitig werden die
Gurtkrdfte aus Gl. (4.6) in die Plastizit&tsbedingungen (4.7) eingesetzt.
Der Ersatz der Gurtkrédfte kann auch im Tableau des Bildes 4.5 durch ent-
sprechende Austauschschritte nachvollzogen werden. Flr die weitere L&sung
der Optimierungsaufgabe sind die Gurtkrifte nicht mehr ndtig und kdnnen weg-

gelassen werden. Die geklirzte Schreibweise ist in Bild 4.6 dargestellt.

AN =] 0 1 LEETEIN @ BRI —e= Max
0O = : O -1 1
o= 0 [-P [ 1 -1
. a a a a
O [Pl 2 2 2 2
: L Y
Py = | Zgy a a
, . L L
Pz = | Z¢z| - a ~a
0 L
Ps = | Z¢s| - a "o
- ' L4
Pr = | Z¢7 a a
P -1
o Q¢ 1
P,
Ps . =1
R 0]
Ps ) Q . -1
Pg g -1
p'a - f8 1

Bild 4.6 : Reduziertes Tableau der Gleichgewichts-
und PlastizitGtsbedingungen
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4.3 Vertradglichkeits- und Leistungsbedingungen

Nach dem kinematischen Grenzwertsatz der Plastizitdtstheorie stellt jede
Belastung, die einen kinematisch vertraglichen Mechanismus hervorruft, einen

oberen Grenzwert des Bruchwiderstandes dar.

In diesem Abschnitt wird ein Kragtrdger mit einer Einzellast am freien Ende
{x = 1) belastet. In der Ebene senkrecht zur Balkenaxe (y-z-Ebene) interes-
sieren deshalb die Gesamtdurchbiegungen v*{1l)}, w*(1l) und die Verdrehung
9*(1l) in diesem Schnitt. Wenn vorausgesetzt wird, dass diese Verformungs-
grossen linear mit x anwachsen, so sind die Querverschiebungen der Quer-

schnittswdnde nach Gl. (3.8} gegeben:

- * ca—. * .i

v2[x) = {w*{1) + 5 9* (1)} 1

v, (x) = {-v*(1) + Zepx(1)}.2

¢ 2 L L (4.11)
= - * + E-o * .5

VB(X] = {-w*(1} 5 9*(1)} 1
= —a—. * lé

va(x) = {v*(1) + > 9*(1)} 1 )

Die L&ngsverschiebung eines Punktes u, wurde in Kapitel 3 mit integralen Ver-

P
formungsgrdssen (Bild 3.1) beschrieben.

Diese Darstellung des Verformungszustandes bringt aber Schwierigkeiten mit
sich, weil der Verformungszustand in eiﬁen ebenen Anteil und in einen Anteil
aus dieser Ebene heraus (W6lbung) aufgeteilt wird. Der ebene Verformungszu-
stand wird durch die Lé&ngsverschiebung dreier beliebiger Punkte fixiert. Es
muss nun jedesmal festgehalten werden, auf welche drei Punkte die Parameter
normiert sind. Zudem wurden im vorangehenden Abschnitt die integralen Gleich-
gewichtsbedingungen der L&ngskr&fte durch solche der Eckelemente ersetzt.

Es dréngt sich deshalb auf, analog dazu‘die Verschiebung in L&ngsrichtung
mit lokalen Verformungsparametern zu umschreiben. Als Variablen werden die
Langsverschiebungen us der Kanten eingeflhrt. Die Verschiebung der Kante 1
ist in Bild 4.7(a) dargestellt. Wenn die Verschiebung {ber die Balkenlénge
nicht &ndert, so heisst das physikalisch, dass der Gurtstab nur im Einspann-
guerschnitt plastjsoh gedehnt wird. Die Wahl dieser neuen Bezugsgrdssen hat
den Vorteil, dassvdie Wdlbung mathematisch einfach erfasst werden kann. Der
Verformungszustand in Léngsrichtung ist durch diese Parameter eindeutig be-

stimmt.
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(a) (b)
X
| i
| (e
L_ 1
) |
L q
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fs
Bild 4.7 : (a) Verschiebung u, der Kante 1
(b) Schiebungen.der Nachbarscheiben

Die Schiebungen der Querschnittswénde setzen sich nach Gl. (3.13) aus einem
Anteil infolge der Langsverschiebungen und einem Anteil aus der Querverschie-
bung zusammen. Die Koppelung zwischen L&ngsverschiebung und Schiebung ist

aus Bild 4.7(b) ersichtlich. Mit Gl. (3.13) und unter Beizug von Gl. (4.11)

heissen die Schiebungen:

= * 4+ E-. * -1 - - 01 W
0 { w*(1) =9 (1)} 1 (u,I u3) 3
yoo= {evr(1) ¢ Bedr(1)}ed - (ug-u )t

4 2 1 3 °5 L

a 1 1 (4.12)

- — —_— * @ — - - ® e
Yg = {-w*(1) + =+9* (1)} 7 (ug-u,) o=
= * + EO * -1 - - .1
Yg = { v*(1) > 9* (1)} I (u7 u1] -

Die Schiebungen sind lber die Balkenldnge konstant.

Ein Tragwerk wird dann instabil, wenn die Leistung der &usseren Krafte La

griosser ist als die Dissipationsleistung Ld der inneren Krafte:

L -L,>0 (4.13)
a d —

Als dussere Kraft greift nur die exzentrische Einzellast am freien Ende des

Trdgers an. Die Leistung dieser Kraft bei Beginn der plastischen Verformung

lautet somit:
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Ly = APe{w*(1) + y_+3*(1)} (4.14)
Die Dissipationsleistung ist in Abschnitt 1.4 definiert:
V » V .
Ly = JoreedV » freyedv (4.15)

Die Langsspannungen sind zu Gurtkrédften konzentriert. Damit geht das erste

Volumenintegral fir die Gurtst&be in folgenden Ausdruck iber:

1
[Z. €, *dx (4.16)
1 1

m
L, =1I
@
Zudem sind die:plastischen Dehnungen auf den Einspannquerschnitt begrenzt.
Das Integral wird durch das Produkt aus Gurtkraft und Zuwachs der Kantenver-
schiebung ersetzt:

m
Ld = § Zi-ui (4.17)
Einerseits ist die Dissipationsleistung bei starr-plastischem Materialver-
halten eine nicht-negative Grdsse. Andererseits sollen im Hinblick auf die
Lésung der Optimierungsaufgabe nur positiv-definite Variablen eingefihrt
werden. Der Zuwachs der Kantenverschiebungen bi ist immer positiv. Wenn die
Gurtkradfte nur im Zugbereich beschrankt werden, ist obige Bedingung fir die
Dissipationsleistung der Gurtkrdfte erfillt. Hingegen sind bei pesitiv und
negativ fliessendem Schub positive und negative Schiebungsinkremente % mg-
lich. Aus diesem Grunde ist fir die Bestimmung der Dissipationsleistung der
Schubkrdfte eine Aufteilung zweckmdssig. Bei Uber die Balkenldnge konstanter
Schiebung und bei gleichem Widerstand gegenliber positiven und negativen
Schubkréften wird das zweite Integral in Gl. (4.15) erfasst durch die Summa-
tign:

n

1+ X0
2

o + . -
RIS O e Yot (4.18)

—
NM™M D

Eine physikalische Deutung dieser Aufteilung l&sst sich anhand der linearen
Fliessfigur fir die Schubwand gem&ss Bild 4.8 herleiten. Die Verformungsge-
schwindigkeiten werden in dieser Fliessfigur als Vektoren eingetragen.mNach
dem Theorem des plastischen Potentials stehen diese Vektoren senkrecht auf
der Begrenzung der mdglichen Spannungszusténde. Flr positive Schubfliess-
krdfte zeigt der Vektor der Schiebungsgeschwindigkeit in positiver Richtung,
fUr negative Schubfliesskrédfte in negativer Richtung. Die Dissipationslei-
stung wird als skalares Produkt der Vektoren der Schubfliesskraft und der
Schiebungsgeschwindigkeit definiert. Die Dissipationsleistung ist sicher

positiv. In Gl. (4.18) werden also lediglich die Absolutwerte der Vektoren
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Bild 4.8 : Lineare Fliessfigur der k-ten Querschnittswand

in Betracht gezogen, wédhrend die Vorzeichen als Kopfzeiger die Richtung der

Vektoren andeuten.

Mit dem kinematischen Grenzwertsatz wird eine obere Schranke der Traglast
festgelegt. Es wird also der kleinste der mdglichen Werte des Traglastfak-
tors A gesucht. Nach Einsetzen der Gl. (4.14), Gl. (4.17) und Gl. (4.18) in

Gl. (4.13) kann der Traglastfaktor explizit angesohriében werden:

m . n * + n * -~
eptty T I0pcmich T It
A = > Min. (4.19)

Pew*(1) + P-yo-é*(l)

Weil die absolute Grdsse der Verformungsgeschwindigkeiten irrelevant ist,

wird der Nenner in Gl. (4.19) normiert:
Pew*(1) + P-yo-é*(l) = 1 (4.20)

Unter Berilicksichtigung von Gl. (4.20) geht Gl. (4.19) Uber in:

m n n
. o+ . - )
?ZFi.ui + gQFk.Yk.l + ngk-ykol > Min. (4.21)

In dieser Form wird die Zielfunktion in die Optimierungsaufgabe aufgenommen.

Die Optimierungsaufgabe ist in Tableauform im Bild 4.9 zusammengestellt. Als
Nebenbedingungen erscheinen die Normierung nach Gl. (4.20) und die Bedingun-
gen nach Gl. (4.12). Dieses Tableau entspricht der transponierten Schreib-
weise des reduzierten statischen Programmes geméss Bild 4.6. Unter dieser
Bedingung .ist die Minimumaufgabe der kinematischen Methode duél‘zur Maximum-
aufgabe des statischen Grenzwertsatzes. Die pualit&tsregeln der,lineareh
Programmierung sagen flr solche F&lle aus, dass beide Aufgaben als L&sung
denselben Extremalwert einnehmen. Physikalisch bedeutet diese Aussage, dass
die beiden Grenzen der Traglast zusammenfallen und die gefundene LOsung

identisch mit der Traglast ist.



34

VW TG 03 05 0 Ylusl wlal gl et

Min

A|O}-0-- Loy Loz Zog Zeg Qp, Q4 Qe Qg -
0={ 1|0 -P-Py| ---0 cer 0

B} aj_ L L 3
0= . 1 > T 3 1 1

-l a S -
0= o 1 > 5 G 1 1
O=| - -1 a L -1 1

. 2 a a
N a | L L _

Bild 4.9 : Tableau der Leistungs- und Vertrdglichkeitsbedingungen

4.4 Ldsung flir zentrische Einzellast

Die bisherige Formulierung der Optimierungsaufgaben nach dem statischen bzw.
kinematischen Grenzwertsatz gilt fir allgemeine Gurtfliesskrafte Z?i und
flir allgemeine Schubwidersténde QFk der Querschnittswénde. Hier soll jedoch

ein Beispiel mit folgender Einschrankung:

Z = 3 =
1 QF3 5 £7 f (4.22)
= _f . - - -
Ve = 5 5 Upg = Upg = Opg = U
fir die zentrische Einzellast am Ende des Kragtridgers:
o, = P
(4.23)

_|
"

o
.
<
]

o

durchgerechnet werden.

Die DOptimierungsaufgabe, wie sie in Bild 4.6 fir die Gleichgewichts- und
Plastizitdtsbedingungen zusammengestellt ist, enthdlt neben dem Traglast-
faktor A vier eigentliche Variablen Ok. Zu diesen freien Variablen sind die

zw81lf beschrédnkten Schlupfvariablen P bzw. hinzuzuzdhlen. Diesen sieb-

P
k
zehn Unbekannten stehen fiinfzehn Gleichungen gegenlber. Flir diesen Fall sagt
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das Simplex-Theorem aus, dass die Zielfunktion.einen Maximalwert einnimmt,
wenn zwei Variablen null sind. Eine solche L&sung wird Basisl&sung genannt.
Die Traglast wird sicher maximal, wenn mdglichst viele Elemente im Tréger
die Fliessgrenze erreichen. Es werden also zweil Schlupfvariablen zu null

vorausbestimmt. Im Bruchzustand fliessen zwei Elemente.

Am Kopf des Tableau der kinematischen Aufgabe (Bild 4.9) stehen flinfzehn
Variablen. Diese sind in finf Gleichhngen miteinander verknlpft. In der
Basisl6sung sind nach dem Simplex-Thecrem zehn Variablen null. Die Zielfunk-
tion wird sicher minimal, wenn m8glichst viele Elemente starr bleiben. Von
den zwllf Gi bzw. Qk werden somit zehn zum voraus null gesetzt. Im Bruchzu-
stand fliessen zwei Elemente. Diese Schlussfolgerung stimmt mit der aus der

statischen-Methode'gefundenen.ﬁberein.

In einem ersten Rechengang wird angenommen, dass zwel Querschnittswéande
schieben. Im vorliegenden Beispiel erreicht zuerst die schwichste Scheibe 2
die Fliessgrenze (p; = 0). In diesem Zustand ist aber kein Mechanismus még-
lich. Die Last kann weiter gesteigert werden, bis auch Scheibe 6 fliesst

(pé = 0). Die Traglast heisst dann:

P 1
GE = (1+ =) (4.24)
£ Vv

Die Lésung nach Gl. (4.24) ist in Bild 4.11 dargestellt. Die Schubkrifte

nehmen die Werte:

7
= —1-.

02 R Qf

0g = - O > . (4.25)
- = L. 22

ein und die Gurtkrafte steigen an bis:

= - = l. .i §,

Zy = -1y = 50200+ )
(4.26)

. . - 1o JLso 2

2, = = Ig = 50,203 )

Die Gurt- und Schubkr&fte sind im Bruchzustand wohl definiert. Unbestimmt
bleiben aber die Schnittkréafte Tw und Mw' Wie schon erwédhnt, hangt deren
Grisse von den Integraticnskonstanten in Gl. (2.8) bzw. Gl. (2.10) ab. Mit
Sicherheitlkahn hur.gesagt werden, dass ein Wolbtorsionsmoment und ein W&lb-
moment vorhanden sind. Fehlt wie hier eine &ussere Torsionsbelastung, so
wird das Wdlbtorsionsmoment durch das Torsionsmoment infolge des konstanten

Schubflusses aufgehoben.
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Die vollstandige Ldsung der kinematischen Aufgabe ist nicht notwendig. Sie
wird nur soweit vorangetrieben, wie sie fiir die Zusammenh&nge der Verfor-
mungsgrdssen im Bruchzustand von Interesse ist. Beim betrachteten Schub-

mechanismus (?; > O;?é > 0) lautet die plastische Zunahme der Querverschie-

bung im Endquerschnitt:

o* _ l. .+ _ L 1

vros S (YZ YB]

o* — l. * + . . -

who= S0y, *ovg) , (4.27)

.+ .~

1
* = e -
0 5 (v, Yg)

oder nach Einsetzen von &; =Yg

vt = 0

3 .+

e 1y (4.28)
3* = 0

Die gefundene Querverschiebung ist in Bild 4.10(a) dargestellt.

Schubmechanismus Wolbmechanismus Biegemechanismus
. ‘s - . ] Yhd . \'/. = O
)’+>'O vt =0 )’+>'O v >0 U1>() )
.2_ w*>0 ,2 w' >0 50 w >0
%>0 | W g 07>0) 5o U7 7= 0
"""""" t—1
SM BM
— — — — — — F_— ——————
o O
(a) (b) (c)
® fliessende === fliessende _
Gurtstdbe Scheiben
O starre starre

Bild 4.10 : Querverschiebung am freien Ende bei zentrischer Belastung
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Das Gleichungssystem nach Gl. (4.26) zeigt, dass mit zunehmender L&nge des
Tragers die Gurtkradfte wachsen. Am stérksten beansprucht wird der Gurtstab 7.
Die Gurtkraft Z7 kann aber niedrig gehalten werden, wenn die Schubkraft QB
herabgesetzt wird. In der neuen Basisldsung werden deshalb die Schlupfvaria-
blen p; und P, 2u null vorausbestimmt. Die L&sung der Optimierungsaufgabe

heisst in diesem Fall:

P Z.+a
. P .22 f
Traglast: 9 B(v 0 .1) (4.29)
£ f
\
Schubkrafte: Q, = Eﬁ
) 2 v
m=-1tg—’°+'zz .2 (4.30)
6 3°v f1 r '
Q
- T A - |
9, = 9 = 3l - 27
7
1, )
" - - S - g..5.1
Gurtkrafte: 23 = Z1 3[ZF 4 YR
\ (4.31)
Z7 = - Z5 = Z_F

Die auf die Schubfliesskraft bezogene Traglast nach Gl. (4.24) und Gl. (4.29)
ist in Bild 4.11 fir verschiedene v in Funktion der Léngé des Trdgers aufge-

tragen. Die Traglast nimmt erwartungsgemdss mit zunehmender L&nge ab.

Der plastische Zuwachs der Querverschiebung steht mit der Kantenverschie-

bung 67 und der Schiebung Q; in folgender Beziehung:

LN

. l . l o +
* = L - -—
v Za Y7 T 22
M 52.57 . %.;; , (4.32)
. - i.o -1-.-+
o= az' v7 T 32 )
Es gilt aber auch:
.. 2u7
Yo T 5 (4,33)

Mit dieser Bedingung gehen Gl. (4.32) iber in:

. 1 3
* = ——
v 2a u7
. 31 . |
* = g @
wh o= 530Uy k (4.34)
3 = gf-ﬁ7




38

se== Schubmechanismus SM
—— WGlbmechanismus WM
==+== Biegemechanismus BM

O T T T T T —
0 . 1 2 3 4 5 _Qf_l_
Zea

Bild 4.11 : Traglast eines Kragtrdgers mit zentrischer Einzellast

Da der Querschnitt im Bruchzustand nicht eben bleibt, wird dieser Mechanis-
mus als W&lbmechanismus bezeichnet. Die zugeh®rige Querverschiebung ist in
Bild 4.10(b) wiedergegeben. Wichtig ist beim W&lbmechanismus, dass der Tra-

ger trotz zentrischer Belastung verdreht wird.

Zuletzt wird die Mdglichkeit untersucht, dass bei langen Trdgern die Quer-
schnittswande nicht bis zum plastischen Widerstand beansprucht werden kd&n-
nen, weil vorher die beiden Gurtstdbe auf der Biegezugéeite fliessen

(p,I =p, = 0). Die Traglast kann sofort angeschrieben werden zu:

P £
£ -2 (4.35)
O,

Sie ist in Bild 4.11 den beiden Ubrigen Ldsungen gegenlbergestellt. Die bei-
den vertikalen WSnde sind gleich beansprucht. Die Schubkrafte 04 und QB ver-
schwinden. In diesem Falle ist das W&lbmoment null. Die L&ngsverschiebungen
der Gurtstdbe bilden eine Ebene. Die Durchbiegung dieses Biegemechanismus

ist in Bild 4.10(c) aufgezeichnet.
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4.5 Losung fir reine Torsion

In diesem Abschnitt wird ein Tr&dger mit denselben Fliessbedingungen wie fir
die zentrische Einzellast (Gl. (4.22)) untersucht. Als &ussere Last wird

aber nur ein Torsionsmoment:

(4.36)

—
n

o
L
<

eingefihrt.

In einem ersten Schritt wird wiederum Schieben zweier Querschnittswé@nde als
Versagensursache angenommen. Sicher erreicht die schwachste Scheibe 2 zu-
erst die Fliessgrenze (p; = 0) und erst anschliessend eine zweite. Die bei-
den lbrigen Querschnittswénde bleiben auch im Bruchzustand starr. Der Dreh-
punkt des Querschnittes im Bruchzustand muss im Schnittpunkt der starren
Scheiben liegen. Fliessen kann also nur eine der beiden benachbarten von
Scheibe 2. Bei absoluter Gleichheit der Schubwiderstdnde kommen offensicht-
lich beide Querschnittswénde 4 und 8 ins Fliessen. DBass drei Schlupfvaria-
blen null werden, steht jedoch im Widerspruch zur Aussage des Simplex-
Theorems. Diese Erscheinung wird in der linearen Programmierung Degeneration
genannt. Unter diesen Umsté&nden besitzt das duale kinematische Programm
eine MehrfachlGsung. Die physikalische Bedeutung soll am vorhandenen Bei-
spiel+erklért werden. Zuerst seien p; und pz gleich null. Die Schlupfvaria-
ble Pg nehme einen kleinen positiven Wert an (weil z.B. der Schubwiderstand
Q?B wenig grosser als Q¥4 ist). Aus der statischen und kinematischen Auf-
gabe geht eine erste Ldsung der Traglast hervor. Der Verformungsvektor (v*,
Q*, 3*) ist eine Funktion von ?; und ?Z. In einem zweiten Rechengang werden
p; und p; zu null vorausbestimmt. Das statische Programm und damit auch das
kinematische Programm flihren zu derselben L&sung der Traglast. Der Verfor-
mungsvektor setzt sich jetzt aber zusammen aus Q; und Qg. Sind nun alle
Schlupfvariablen p;, pZ und p; gleichzeitig null, so sind unendlich viele
L6sungen flir den Verformungsvektor mdglich. Jeder Vektor wird aus einer
Linearkombination der beiden erstgenannten gebildet. Im Zuge der Ldsung der
Optimierungsaufgabe wird aus Rechengriinden Fliessen der Scheiben 2 und 4 an-
genommen. Die Umkehrung des statischen Programmes bringt als Ldsung fir die

Traglast:

~B_ - (1+% (4.37)
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Die Ldsung nach Gl. (4.37) ist in Bild 4.13 dargestellt. Die Schubkrifte

sind offenbar und werden nicht angeschrieben. Die Gurtkrifte heissen:

= = - = - = .l - l
2472, = - Z, Zg = Qe301- ) (4.38)

Die teilweise Aufldsung des kinematischen Programmes zeigt die Verknipfung

der Verformungsgrissen:

. 1 .+ .+ w

* = — -

v > (Yz 2Y4)

M %Y; L (4.39)
s 1 .+

”EY

.+

‘Mit ?; =Y, geht dieses Gleichungssystem ilber in:

. 1 * +
* = _ * = e
w \% a Y2
(4.40)
. 1 .+
* = e
o a Y2

Die Querverschiebung nach Gl. (4.40) ist in Bild 4.12(a) dargestellt. Der
Dfehpunkt liegt dort im Eckpunkt 7. Eine andere migliche Lage des Drehpunk-
tes ist der Eckpunkt 5. Es kaommt aber auch jeder Punkt auf der Querschnitts-

wand 6 als Drehpunkt in Frage, weil eben das kinematische Programm eine Mehr-

Schubmechanismus Wolbmechanismus
. Vi . v'>0
)/+>o vV < O + > O ‘./ >
_2+ W'>0 7,’2 w*>0
% >0 <0 ;>0 v*>0

® fliessende === fliessende

Gurtstdbe Scheiben
starre

O starre

Bild 4.12 : Querverschiebung am freien Ende bei reiner Torsion
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fachldsung besitzt.

Gl. (4.38) macht klar, dass je l&nger der Trdger ist, die Gurtst#be starker
beansprucht werden. Eine Zunahme der Gurtkrdfte ist solange mdglich, bis
die Gurtstd&be 3 und 7 fliessen. Es liegt also wiederum das Problem der De-
generation vor. Im Hinblick auf die Interaktion Torsion - Querkraft wird
vorausgesetzt, dass neben der Scheibe 2 nur der Gurtstab 7 fliesst (p; = 0;

Py =,U)' Die Traglast folgt zu:

T
P =%+ f (4.41)

Der Verlauf dieser Funktion ist in Bild 4.13 fir verschiedene Werte von v

eingezeichnet. Die Schubkréfte erreichen die Werte:

N
= - -—F—
Q2 Q6 v
0 (4.42)
- - f.;.2
Vg 7 B 7 5 " 2e'T

Wahrend die Gurtkrafte mit = ZF gegeben sind.

5 | ]
&9 o ——y
L . !
v =1 + Z Z¢ Qg
A (I i
p T 1
; ]-——-JL— l a a I
|7 '
v=2
e ————— Qf b 7 Z I
v .
‘-_Ji::i___--- -.--.~.~“~..___-_____ C%
pi0 |
1—
= === Schuybmechanismus SM
= \Wolbmechanismus WM
0 T T T T LI
0 1 2 3 4 5 Q¢l
¢0

Bild 4.13: Tragfdhigkeit eines Kragtrdgers bei Torsion



42

Im Bruchzustand w8lbt der Querschnitt. Der plastische Zuwachs der Querver-

schiebung des Endquerschnittes ist an folgende Bedingungen gebunden:

;
VRS S S v
2a 7 T 22
W TP Sy loet |
w 55°Us Y 50, (4.43)
. 1 3 l * +
* - - —— —
0 az Yy T Y2

.7:
a* _—l_o W
Vi T 2atYy
S ) . (4.44)
2a 7

L 1 .

* = ——
0 a2 u7 J

Die Querverschiebung infolge des Wdlbmechanismus ist in Bild 4.12(b) aufge-
zeichnet. Aus Gl. (4.41) geht hervor, dass die Traglast fir lange Trager

dem Grenzwert:
T = 2.-f.4 (4.45)

zustrebt. Der Schubfluss ist dann iiber den Umfang konstant. Das Wolbtorsions-
moment verschwindet. Trotzdem w8lbt der Querschnitt sehr langer Trdger. Hin-

gegen kann kein Wdlbwiderstand aufgebaut werden.

Im Stahlbetonbau ist (blicherweise die La&ngsbewehrung wesentlich starker als
die Biligelbewehrung. Zudem ist fir die Ausbildung eines réumlichgn Mechanis-
mus eine gewisse Balkenladnge notwendig. FUr die Abschdtzung des W&lbwider-
standes‘sind'somit fur Qf'l/2f°a grossere Werte in Rechnung zu stellen. Fir
solche Werte l8sst aber Gl. (4.41) erkennen, dass die Traglast nahe an den

Grenzwert nach Gl. (4.45) herankqmmt.
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Das Zusammenwirken von Torsion und Querkraft kann mit Hilfe eines Interak-

tionsdiagrammes dargestellt werden. In Bild 4.14 ist ein solches fir den

Kragtrdger mit konstantem Schubwiderstand Uber den Umfang (v =

zeichnet.

B |
Qf'Cl
® fliessende "
5. o starre Gurtstdbe
O == fliessende .
— starre Scheiben

- N

]

|

|

]

|

!

|

art !

Zf'O =

|

]
O i
o) 1 2 &
Q¢

Bild 4.14 . Interaktion Torsion- Querkraft fir doppelsymmetrischen
Querschnitt (v =1)

1) aufge-
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Kurze Tréger versagen aufgrund eines Schubmechanismus. Bei kleinem Torsions-
moment schieben die Querschnittswédnde 2 und 6. Die Verdrehung 3* ist nach

Gl. (4.28) null. Da der Vektor der Verformungsgeschwindigkeiten senkrecht

auf der Fliessfigur steht, ist die Traglast bei diesem Mechanismus unabhédngig
von der Torsionsbeléstung. Oder anders gesagt: béi einer Verschiebung in
Richtung der z-Axe leistet das Torsionsmoment keine Arbeit. Dieses beein-
flusst somit die Schubtragféhigkeit nicht. Bei Uberwiegender Torsion bleibt
die Scheibe 6 starr, hingegen kommt die Querschnittswand 4 ins Fliessen. Der
Tréger wird verdreht. Die Traglast &ndert mit variablem Verh&ltnis Torsion

zu Querkraft. Mit zunehmender L&nge des Trdgers erreicht die Gurtkraft Z7
die Fliessgrenze. Der Tréger wdlbt. Ueberschreitet die L&nge einen vom Ver-
h&ltnis Torsion zu Querkraft abhé&ngigen Wert, dann wdchst die Biegebeanspru-
chung so weit an, dass auch der Gurtstab 1 fliesst. Der Triger versagt in-

folge eines Biegemechanismus.

Vom Bruchwiderstand eines Einzelguerschnittes auf die Tragféhigkeit des Ge-
samttragwerkes kann auch bei statisch bestimmten Tragwerken nur geschlossen
werden, wenn der Querschnitt eben bleibt. Also wenn.ein Schub- oder Biege-
mechanismus das Versagen einleitet. Im Falle eines Schubmechanismus tritt
wohl ein Wolbmoment auf, dieses wird aber fir das Versagen nicht massgebend.
Die Plastizitatsbedingung wird immer erfidllt und kann weggelassen werden.
Beim Biegemechanismus verschwindet das Wdlbmoment. Die entsprechende Gleich-
gewichtsbedingung ist trivial. Wilbt der Trégér jedach, so muss unbedingt

das Gesamttragwerk betrachtet werden.

4.7 Profilverformung und Krafteinleitung

Im Abschnitt Uber das statische Verhalten eines Kragtrdgers mit quadratischem
Querschnitt wurde die grundlegende Annahme aufgestellt, dass die Schubkrafte
Qk in L&ngsrichtung nicht &ndern. Diese Annahme soll im folgenden Uberprift
werden. Dapei wird davon ausgegangen, dass der Trdger am freien Ende nur

mit einem Torsionsmpment -belastet ist.

Das Torsionsmoment erzeugt Schubkrifte, z.B. solche nach Bild 4.15(a). Die
einzelnen Schubkré&fte kdnnen durchaus von einem Schnitt zum andern zu- oder
abnehmen. Dadurch wird aber das Stabelement durch eine Kr&ftegruppe bean-
sprucht, die ohne &dussere Torsionsbelastﬁng auf das Stabelement in sich im
Gleichgewibht steht (Bild 4.15(b)). Diese profilverformende Kraftegruppe
muss entweder mit dem Plattenwiderstand der Querschnittswinde oder aber mit

Queraussteifungen aufgemommen werden.
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(b)

Qz(X)

Bild 4.15:(a) In Ldngsrichtung verdénderlicher Schubfluss
(b) Profilverformende Kréftegruppe

Ob tUberhaupt eine profilverformende Kr&ftegruppe zwischen Einspannquerschnitt
und freiem Ende auf den Trdger wirkt, wird mit Hilfe kinematischer und stati-
scher Ueberlegungen untersucht. Wie in Abschnitt 4.5 gezeigt wurde, muss bei
Querschnittserhaltung im Bruchzustand mindestens eine Scheibe des quadrati-
schen Querschnittes Uber die ganze Tragerldnge schieben. Die Schubkraft er-
reicht dort die Schubfliesskraft. Nach dem Fliessgesetz in Bild 4.3 wird die
Schubfliesskraft durch die Beanspruchung der Gurtstdbe nicht beeinflusst.

Die Schubkraft in der schiebenden Querschnittswand ist also konstant. Ist
eine Schubkraft bekannt, dann k&nnen die restlichen drei Schubkrafte mit den
Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden. Bei konstanten Schnittkr&ften
dndern auch diese Schubkr&fte nicht in L&ngsrichtung. Querbiegemomente wer-

den nicht aufgebaut.

Die bisher untersuchte L&sung setzt voraus, dass das Torsionsmoment Uber

einen solchen Schubfluss eingeleitet wird, wie er im Bruchzustand Uber den
Umfang verteilt auftritt. Dies bedingt eine Queraussteifung im Lastquer-
schnitt, die im Ubrigen auch die Querschnittsform erhd&lt. Fehlt diese Queraus-
steifung, so muss der Tréger als Schalentragwerk betrachtet werden. Eine
Untersuchung {ber das Verhalten im elastischen Zustand ist z.B. in [8] oder
[8] beschrieben. Fir die Untersuchung im plastischen Bereich wird der Tra-

ger als Gelenkfaltwerk idealisiert.
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Untersucht wird ein Gelenkfaltwerk mit quadratischem Querschnitt und gleich

P ZF3 = Z1c5 = ZF7 = ZF]' Auch ist der Schubwider-

stand gleichmdssig Uber den Umfang verteilt (v = 1). An diesem Tragwerk wird

starken Gurtstdben (Z

das Torsionsmoment wie folgt lber die Querschnittswénde eingeleitet:

T
0, = Qg = (1-E)=
2 6 a (4.46)
Q = Q = .I
4 8 2 a
Bild 4.16: (a) Kantenverschiebungen u.
(b) Profilverformung im Schnitt x = |
QZ sei grdsser als 04; es gilt also:
0<Eg<0,5 (4.47)

Bild 4.16 zeigt einen méglichen Mechanismus bei ungehinderter Profilverfor-
mung. Fliessen zweier Curtsté&be flhrt zum Bruch, ohne dass eine Scheibe
schiebt. Das Torsionsbruchmoment wird nach Einsetzen von Gl. (4.46) in

Gl. (4.6) errechnet zu:

_ a? 1
Tp =z, T Tz (4.48)

oder in normierter Form:

TP ZF-a 1 :
Qe 001 (1-228) (4.49)
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Bild 4.17: Tragfdhigkett eines Kragtrdgers auf Torsion bei moglicher Profilverformung

In Bild 4.17 ist der Verlauf der Tragféhigkeit nach Gl. (4.49) flir verschie-
dene £ dargestellt. Daraus geht hervor, dass sehr lange Gelenkfaltwerke bei
ungleichméssiger Schubverteilung kein Torsionsmoment Ubertragen kénnen. Dem-
gegenliber strebt die Tragfadhigkeit von Trégern mit verhinderter Profilver-
formung dem Grenzwert nach Gl. (4.45) zu, weil beim ausgesteiften Tragwerk

im Bruchzustand mindestens einer Scheibe eine Schiebung aufgezwungen wird.

Zusadtzlich muss die Plastizit&tsbedingung fir die Querschnittswinde erflillt

werden. Demzufolge kann das Torsionsbruchmoment den Wert:

T ]
e_ . (4.50)

Qf-a (1-¢)

nicht Uberschreiten. Der Trager versagt infolge eines Schubmechanismus. Die

Geraden nach Gl. (4.50) sind in Bild 4.17 ebenfalls eingezeichnet.

Wird das Torsionsmoment als konstanter Schubfluss (& = 0,5) aufgebracht, so
ist nur ein Schubmechanismus mdglich. Es schieben alle Querschnittswénde.

Die Querschnitésfcrm bleibt in diesem Spezialfall erhalten. Die Tragfahigkeit
entspricht erwartungsgeméss derjenigen eines Tragwerkes mit verhinderter

Profilverformung (vgl. Bild 4.13; v = 1).
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5. SCHUBWANDELEMENT AUS STAHLBETON

5.1 Bruchmodell

Die Bestimmung der Traglast des polygonalen Querschnittes mit vereinfachter
Fliessbedingung stellt eine erste N&herung der Traglast prismatischer Stahl-
und Spannbefonbalken dar. In Wirklichkeit sind die Lé&ngskrdfte der Gurtstébe
und die Querkr&fte der Schubwd&nde miteinander verknlipft. Zur Untersuchung
dieser gegenseitigen Beeinflussung wird eine einzelne Schubwand des Kasten-
trédgers herausgeschnitten und néher untersucht. Die Querschnittswand werde
durch eine Schubkraft Q und eine zentrische Zugkraft N beansprucht. W&hrend
diese Kr&dfte im homogenen Zustand der Scheibe ein Spannungssystem hervor-
rufen, bildet sich nach Rissbildung ein neues Tragsystem aus. Dieses Trag-
system wird mit einer Fachwerkscheibe nachgebildet (Bild 5.1). An diesem
physikalischen Betrachtungsmodell wird die Traglast der Schubwand theoretisch
erfasst (vgl. auch [10]). In dieser Fachwerkscheibe bildet die L&ngsbeweh-
rung die Gurtung, die Blgel im Abstand s wirken als Pfosten und der Beton

ibertrégt die Strebenkrdfte. Die Streben sind unter dem Winkel o gegenﬁbef

e //?
AAJANA

Bild 5.1: Bruchmodell der Schubwand

NN
|
—

der Scheibenaxe geneigt. Die Neigung o wird sowohl iber die L&nge als auch
iber die HBhe des Schubwandelementes als konstant angenommen. Und zwar stellt
sich die Neigung so ein, dass zwischen den Fachwerkgliedern eine Krafteum-
lagerung stattfindet und Versagen der Schubwand dann eintritt, wenn zwei der
drei Komponenten die Bruch- bzw. Fliessgrenze erreichen. Die Bedingungen fir

diese Kréfteumiagefung werden im ndchsten Abschnitt n&her untersucht.

Im weiteren werden unterarmierte Schubwé&nde mit starr-plastischem Material-
verhalten der Fachwerkglieder vorausgesetzt. Versagen der Schubwand tritt

also ein, wenn die Blgel und ein Gurtstab fliessen. Der Beton soll nicht mass-
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gebend werden. Versagen des Betons wird in der Regel dadurch vermieden, dass
eine obere Schubspannungsgrenze beachtet wird. Die Diagonalen kdnnen somit
unbeschrénkt die aus dem Gleichgewicht resultierenden Kré&fte aufnehmen und
die Betonstauchungen k&nnen bei starr-plastischem Materialverhalten vernach-

l&ssigt werden.

5.2 Umlagerung der Diagonalenneigung

Nach der Rissbildung werden Zugspannungen und damit Dehnungen der Bewehrung
erzeugt. Diese Dehnungen wiederum haben Relativbewegungen senkrecht und ent-
lang der Rissufer zur Folge. Die Verzahnung der Rissufer verhindert jedoch
ein widerstandsloses Gleiten der Druckdiagonalen, es werden Schubspannungen
induziert (Bild 5.2). Die Ueberlagerung der induzierten Schubspannungen zu
den Diagonaldruckkr&ften fihrt zu einer Neigungsdnderung der Diagonalen, die
bei geniligender Gr&sse neue, anders geneigte Risse zur Folge hat. Die Streben-
neigung wird sich so einspielen, dass sich die Risse nur senkrecht &ffnen.
Die Summe der Relativbewegungen entlang der Rissufer infolge der Bligeldeh-
nung und der L&ngsdehnung muss verschwinden. Bei starr-plastischem Material-
verhalten der Bewehrung wird also nur dann ein Mechanismus miglich sein,
wenn beide Bewehrungsanteile fliessen. Die Relativbewegung entlang der Riss-

ufer 6tB infolge der Bigeldehnung ergibt sich nach Bild 5.3 zu:

GtB = 68-51na = eB-d-tana (5.1)

(b)

Bild 5.2: (a) Relativbewegung der Rissufer
(b) induzierte Schubspannung



50

€g>0 ; £.=0
8:8. d

Bild 5.3 : Relativbewegung infolge Bigeldehnung

Analog folgt die Relativbewegung GtL infolge der La&ngsdehnung nach Bild 5.4

Zu:

- b L] = - . L 5.2
GtL GL coso €L decota ( )

7
~
1
~

Bild 5.4: Relativbewegung infolge Ldngsdehnung

Die Bedingung, dass die Summe der Relativbewegungen entlang der Rissufer ver-

schwinde, flhrt zu:

€
tan2a = (5.3)

-

™
v]

Bis anhin wurde eine unbeschréankte Umlagerung vorausgesetzt. Die Natur der
Rissuferverzahnung ermdglicht aber eine begrenzte Langsverschiebung der Riss~-
ufer. Wird ein Bewegungsverh&ltnis (vgl. Bild 5.5):

tang = = + 0,5 (5.4)
zugelassen, so wird dadurch die Diagonalenneigung auf:

0,5 < tana < 2,0 (5.5)
beschrénkt. Innerhalb dieser Grenzen ist eine vollst&ndige Kraftgumlagerung

zwischen Biligel- und Langsbewehrung méglich. Im Bruchzustand fliessen dann

beide Armierungsanteile.
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5L
\ N8
x (04 \\
B‘\
8g \
tanx = tanB =0,5; éB>O tono&=cotB=2,O;éL>O

Bild 5.5: Begrenzung der Strebenneigung

Ausserhalb dieser Grenzen ist ein Mechanismus méglich, wenn nur ein Beweh-
rungsanteil die Fliessgrenze erreicht. Vergleiche mit verschiedenen Ver-
suchsresultaten (z.B. [11] bis [14]) bestadtigen die getroffenen Annahmen

iber die Grenzen der Diagonalenneigung.

Die Verformungsberechnung in Abschnitt 5.4 wird zudem zeigen, dass eine voll-
stdndige Krédfteumlagerung mit zunehmender Abweichung des Umlagerungswinkels
von tana = 1 eine wachsende Verformung der Schubwand verlangt. Parallel dazu
wird die spezifische Rissedffnung vergrdssert. Bei weit geGffneten Rissen
f&llt aber die Wirkung der Risseverzahnung dahin. Eine weitere Umlagerung
findet nicht mehr statt.

Dual zu dieser Begriindung der Begrenzung des Umlagerungswinkels mit Ueber-
legungen Uber das kinematische Verhalten ist auch eine Deutung mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingungen mdglich. Die Gleichgewichtsbedingungen zeigen, dass
mit zunehmender Abweichung der Diagonalenneigung von tano = 1 die Beanspru-
chung der Betondiagonalen wdchst. Diese Zunahme ist ausserhalb der angegebe-
nen Grenzen sehr gross. Die Tragfdhigkeit der Schubwand ist nach dem Versa-
gen der Betondruckdiagonalen erschdpft, bevor beide Armierungsanteile Flies-

sen., Eine vollstédndige Umlagerung der inneren Krafte ist verhindert.
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5.3 Gleichgewichtsbeziehungen, Plastizit&tsbedingungen

Im letzten Abschnitt wurde das Bruchmodell mit variabler Strebenneigung o
eingefihrt. An diesem Bruchmodell werden nun die bendtigten Gleichgewichts-
bedingungen formuliert. Dabei wird von der Annahme ausgegangen, dass der
Schubfluss S = @/a lUber die Wandhdhe gleichmdssig verteilt sei. Infolgedes-
sen greift die Diagonaldruckkraft in der Mitte der Schubwand an. Die drei
nichttrivialeh Gleichgewichtsbeziehungen am Schnitt senkrecht zur Schub-
wandaxe lauten (Bild 5.6):

N =2 + Z - Decosa (5.8)
u )
Q= + Desina (5.7)
= ¢ — - .E
Q = Zu Z0 > (5.8)
ZO

2

A\

%
/
P

Bild 5.6 :. Krifte am Schnitt senkrecht zur Schubwandaxe

Da nur unterarmierte Schubwénde untersucht werden und deshalb der Beton
nicht massgebend wird, soll aus Gl. (5.6) und Gl. (5.7) die Diagonaldruck-
kraft eliminiert werden. Die Bligelkraft B kann an einem unter dem Winkel o

‘geneigten Schnitt (Bild 5.7) gefunden werden:
0 = B-2-cota (5.9)

Die Kaombination der Gl. (5.7) mit Gl. (5.9) fiihrt zu folgendem Ausdruck der

Diagonaldfgckkraft:

a cota
@ — O ———

0 = :
s sina

{5.10)
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a - cot &

Bild 5.7: Vertikalkréfte am Schrdgschnitt

Nach Einsetzen von Gl. (5.10) in Gl. (5.6) kann die zweite Bedingung neu an-
geschrieben werden. Zusammengestellt lauten die nichttrivialen Gleichgewichts-

beziehungen wie folgt:

(w]
]

-N+Z + 27 - pB-8.cot?q
u ] S

0 = zZ -7 (5.11)

o
1]
]

o

a
+ Be=scota
s

In diesem Gleichungssystem kommen neben den &usseren Schnittkré&ften nur noch
die Zugkrdfte der Bligel bzw. der Gurtkradfte vor. Es ist aber zu beachten,

dass auch der Neigungswinkel o als freie Variable eingefihrt wurde.

Die Plastizit&tsbedingungen verlangen, dass die effektiven Beanspruchungen
Uber das ganze Bruchmodell kleiner sind als die maximalen Widersténde der

Gurt- und Blgelkrdfte, das heisst:

N
{A
~N

fu

N
|A
N

|
+,

Da der Beton flr das Versagen der Schubwand nicht massgebend werden soll und
deshalb die Druckdiagonalen vorladufig unbeschréankte Kr&fte aufnehmen sollen,
entf&dllt eine diesbezligliche Begrenzung. Mit Hilfe der abha&ngigen Schlupf-

variablen p heissen die Plastizitdtsbedingungen nach Gl. (5.12) neu:
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Py~ zFu ) Zu 20
Po = Zpg ~ %5 20 (5.13)
Pg = BF -B >0

Die Schlupfvariablen sind positiv definite Grdssen.

5.4 Vertrédglichkeitsbedingungen, Berechnung der Leistung

Entsprechend den nichttrivialen Gleichgewichtsbedingungen nach Gl. (5.11)
werden am Schubwandelement als Verformungsparameter die Gurtverschiebungen
u, bzw. u, und eine Schiebung y eingeflihrt (vgl. Bild 5.8). Wenn im letzten

Abschnitt ein kanstanter Schubfluss angenommen wurde, so muss hier analog

o+ /ﬁ _ — Yo
22% T
e

Bild 58 : Verformungsparameter am Schubwandelement

A\
NN

f—Uu

die Schiebung Uber die Wandhdhe konstant gehalten werden. Oie effektive
Schiebung vy in jedem Punkt der Schubwand wird alsc mit einer mittleren Schie-
bung angen&hert. Die Langsdehnungen der Gurtstdbe lassen sich unter Anwen-

dung der Gl. (3.10) herechnen:

. duO W
o] dx
S i
du (5.14)
E =-_u
u dx

/

Bewegt sich die Diagonalenneigung des Schubwandelementes innerhalb der ange-
gebenen Grenzen, so fliessen im Bruchzustand sowohl die Biigel als auch min-
destens ein Gurtstab. Da starr?plastisches Materialverhalten vorausgesetzt
wird und ein Versagen der Betondiagonalen ausgeschlossen wird, werden die

Betonstauchungen vernachldssigt. Oie Biagonalen werden als starr betrachtet.
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a-cot o %L’O;CO'(X

(@) €g> O (b) € > O

Bild 5.9 : Verschiebungsplan des Schubwandelementes

Die Schiebungsgleichung wird in Bild 5.9 hergeleitet:

Y = EB-tana + EL-cota (5.15)

Natlrlich ist:

(uu tu) o= oo (5.16)

Mit Hilfe von Gl. (5.15) und unter Berlicksichtigung von Gl. (5.16) wird die

kinematisch zul&ssige Bligeldehnung ermittelt zu:

= ye - 4ot
€g = Y cota I cota (5.17)

Die Vertrdglichkeitsbedingungen gemdss Gl. (5.14) und Gl. (5.17) werden
durch die in Abschnitt 5.2 gefundene Beziehung nach Gl. (5.3) ergénzt.

Soll sich im Bruchzustand ein Mechanismus ausbilden, so muss die folgende

lLeistungsbedingung erfillt sein:

La - Ld >0 (5.18)
Die Leistung der &usseren Kr&fte an einem Element der L&nge 1 lautet nach
dem Uebergang von Verformungen zu Verformungsgeschwindigkeiten fir den ge-
wadhlten Bewegungszustand:

= Ne(8Yy° .
La = N (dx) + Qey (5.19?
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Die Dissipationsleistung L 6 ist bei Vernachld@ssigung elastischer Verformun-

d
gen gleich der negativen Leistung der inneren Kréafte:

= L] L] .9..
Ld = - Li ‘ZFu e, * Z{:0 €, + BF S €5 (5.20)

Dabei missen die Dehnungsgeschwindigkeiten den Gl. (5.14) und Gl. (5.17) ge-

niigen.

5.5 Ldsung mit dem statischen Grenzwertsatz

Vorerst wird angenommen, dass die Schnittkrédfte N und Q bei jeder Intensitat
in einem bestimmten Verh&ltnis zueinander stehen. Jede Steigerung der Last
erfolgt somit proportional. Diese Annahme wird durch die folgende Neuformu-

lierung der Gleichgewichtsbeziehungen gemdss Gl. (5.11) berlcksichtigt:

W
0 =- AN+ 2 + Z - B2ecotla
u 0 S
0 = L -7 + (5.21)
u @]
0 = - x*Q + B-9°cota
s J

Nach dem statischen Grenzwertsatz der Plastizitdtstheorie ist ein mdglichst
grosser Traglastfaktor X zu suchen. Die entsprechenden Schnittkrafte A°N

und A+Q missen mit den Stabkr&ften der Fachwerkscheibe Zu' ZO und B ein
Gleichgewichtssystem (Gl. (5.21)) bilden. Zudem dirfen die Stabkr&fte die
Plastizit&tsbedingungen nach Gl. (5.13) nirgends verletzen. Die Zielfunktion
und Restriktionen dieser Optimierungsaufgabe werden in Bild 5.10 in Form

eines Tableau festgehalten. Da im betrachteten Fachwerkmodell die Streben-

1 N2, Zo B%
x= | 0 1 0 0o | 0 | — Max
=1 0 |-N 1 1 |cot?ox
0=| O 0 1 | -1 0
o=] o |-@ | o0 0 [|+cotx
Po | Zew | O | -1 o | o
Po= | Z¢o | O o]-11]0
g |B-2| O | O | O | -1

Bild 510: Tableau der Gleichgewichts - und Plastizititsbedingungen
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neigung o ebenfalls als freie Variable eingeflihrt wurde, ist das entspre-
chende Tableau in Bild 5.10 nichtlinear. Die nichtlineare Optimierung ge-
hért aber zu den nicht vollstdndig geldsten Problemen der Mathematik. Es
sind nur wenige Algorithmen bekannt, die sich auf Spezialf&lle mit konvexen
Funktionen beschrdnken (vgl. [7]). Es wird deshalb versucht, die vorliegen-
de Optimierungsaufgabe zu linearisieren. Wird vorerst die Schubkraft Q auf
dem Niveau Q1 festgehalten, so kann die Strebenneigung mit Hilfe der letzten
Gleichgewichtsbeziehung in Gl. (5.11) direkt in Funktion der Blgelkraft

ausgedrickt werden:

tana = S a (5.22)

18

Zudem sei in Erinnerung gerufen, dass im Bruchzustand, sowohl die Bligel als
auch mindestens ein Gurtstab fliessen. Die Blgelkraft B muss gleich der
Bligelfliesskraft BF gesetzt werden. Damit ist aber die Strebenneigung o
fixiert:
BF-a
tana = (5.23)

D1°s

Wird zudem Gl. (5.23) in der ersten Gleichgewichtsbedingung der Gl. (5.11)
eingesetzt, so kann das Tableau des Bildes 5.10 in ein lineares Schema Uber-
gefihrt werden (Bild 5.11). Zur gegebenen Schubkraft 01 wird also die maxi-
mal mégliche Normalkraft AN gesucht, ohne dass die Gleichgewichts- oder

Plastizitdtsbedingungen verletzt werden. Die zweite Zeile in Bild 5.11 zeigt

1 Z, Z,
_ |- Qs
A°N = B0 +1 +1 Max.
0= 0 1 -1
Pu = Zsy -1 0
Po = Zfo 0 -1

Bild 5.11 : Tableau der Gleichgewichtsmethode fiir feste Schubkraft Q,

gerwartungsgemdss, dass ohne Momentenbelastung die beiden Gurtkréfte Zu und

ZD gleich sind. Das Tableau l&sst sich weiter redyzieren (Bild 5.12). Die
Zielfunktion in Bild 5.12 wird maximal, wenn ZO den grédsstmdglichen Wert ein-
nimmt. Weil die Plastizit&tsbedingungen eingehalten werden missen und die
beiden Gurtkré&fte gleich gross sind, kann die Gurtkraft Z0 den kleineren

Wert der Gurtfliesskrafte qu oder ZFO nicht Uberschreiten. Wird angenommen,
dass Z?D < qu sei, dann erreicht die Normalkraft XN im Kollapszustand

den Wert:
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1 Z,
Q%-s
N = - 2 —_—
AN B a +2 Max.
Z,~= 0] +1
Pu * Zey -1
Po = Zso -1

+ 27 (5.24)

(5.25)

Bei Erreichen der Tragfdhigkeit der Schubwand wird alsoc neben den Blgeln zu-
sdtzlich der schwdchere Gurtstab die Fliessgrenze erreichen. Gl. (5.24)
bringt nach der Variation der festgehaltenen Schubkraft 01 jeweils die ent-
sprechende Normalkraft. Die Fliessbedingung fir eine Schubwand kann deshalb
mit Gl. (5.24) formuliert werden:

Q%-s

NS = - 5 ¢ 22, (5.28)
.F

Mit den Abklrzungen:

NpO ) ZZFD
2B.*72_. *a

_ f “fo

on = S (5.27)
lautet die Interaktion zwischen Np und Op in normierter Form:
N Q 3
NE’ = 1 - (E&J (5.28)
p0 p0

Der Verlauf der Fliessfigur fir ein Schubwandelement ist in Bild 5.13 dar-
gestellt.
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Bild 5.13: Interaktion Normalkraft Np -Schubkraft Qp
normiert auf Npo bzw. Qpo

Es ist zu beachten, dass die Diagonalenneigung flr jede Schubkraft nach

Gl. (5.23) einen speziellen Wert einnimmt. Fir jedes Lastverh&dltnis N/Q
wird neben dem Lastfaktor A zusadtzlich die optimale Fachwerkform gesucht.
Dadurch wird die Fliessbedingung nach Gl. (5.26) der Schubwand nichtlinear.
Bei festem Winkel o wird die Fliessfigur durch die beiden Geraden:

N = -_Qp°cota + 27 (5.29)

fo

Q = BF°§'Cota (5.30)

umrissen. Im ersten Fall wird ein Gurtstab fir das Versagen der Fachwerk-
scheibe massgebend, im zweiten Fall wird die Tragfahigkeit durch den Wider-
stand der Blgel begrenzt. Da bei freier Diagonalenneigung sowohl ein Gurt-
stab als auch die Bligel fliessen, ist Gl. (5.28) der geometrische Ort der
Schnittpunkte der Geraden nach Gl. (5.29) und Gl. (5.30).
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5.6 Ldsung mit dem kinematischen Grenzwertsatz

Nach dem kinematischen Grenzwertsatz ist ein mdglichst kleiner Wert des
Traglastfaktors A zu suchen. Im Kollapszustand ist die Leistung La der

dusseren Schnittkrédfte AN und AQ gleich der Dissipationsleistung Ld' Die
zur Bestimmung von La verwendeten Verschiebungsgeschwindigkeiten (du/dx) "’

und Q und die zur Bestimmung von Ld verwendeten Dehnungsgeschwindigkeiten

. -
€, &g und €g Missen untereinander vertrdglich sein.

Bei proportionaler Laststeigerung ist die Leistung der &usseren Schnittkraf-
te nach Gl. (5.19):

L= As(Ne( )T v Qey) (5.31)

du
dx
Die Dissipationsleistung ist mit Gl. (5.20) gegeben. Soll die Gesamtleistung
verschwinden, dann kann der Traglastfaktor A explizit angeschrieben werden:

. . a .
L, ee *+ L *e + B e=cg
x = fu "u fo "o fs B (5.32)

du, e .
N‘(a) Wy

Ua der absolute Betrag der Verschiebungsgeschwindigkeiten beliebig ist, kann

verlangt werden, dass der Nenner in Gl. (5.32) die Summe 1 ergebe:

Ne (5=) " + Qey = 1 (5.33)

A ZFu e, t ZFO e, BF ='€q -+ Min. (5.34)

Stellt man die Leistungsbedingungen (Gl. (5.33) und Gl. (5.34)) sowie die
Vertraglichkeitsbedingungen ((Gl1.5.3), Gl. (5.14) und Gl. (5.17)) zusammen,
so erhdlt man das nichtlineare Tableau des Bildes 5.14. Mit Ausnahme der
letzten Zeile entspricht dieses Tableau der transponierten Matrix des Bil-
des 5.11. Flr lineare Programme finden in diesem Falle die Dualit&tsregeln
Anwendung, wonach die Minimumaufgabe dieselbe L&sung wie die zugeordnete
Maximumaufgabe besitzt. Oa die Dualitédtsregeln flir nichtlineare Optimierung
nur beschréankt giltig sind und zudem eine zus&dtzliche Vertrdglichkeitsbe-
dingung bericksichtigt werden muss, wird hier die Minimumaufgabe getrennt

geldst.
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(@t g kg
x=| o 0 0 O | Z4 | Ze |Beg| — Min.
o=| 1 |-N o | -Q o o | o
0=| 0 1 1 o |-1 |0 | o0
0=1| 0 1 -1 0 o |-11]o0

0= O |-cot?cx o] cot & 0 0 -1

0= 0 cot?xx 0 0 0 0 -1

Bild 5.14 : Tableau der Leistungs-und Vertrdglichkeitsbedingungen

Wie bei der Maximumaufgabe wird die Schubkraft auf dem Niveau Q1 festgehal-

ten. Dann aber l&sst sich die Leistungsbedingung wie folgt umformen:

du ¢ = : ‘ .. .El. - ‘. 1
AN-(dx) = Z_Fu e, * ZFD €, * BF S €3 01 Yy =+ Min. (5.35)
oder aufgeldst nach der Traglast:
ZeutEy * ZegtSy * Bptiten T 040y

AN = < > Min. (5.36)
du, e
(=)
dx

Der Traglastfaktor wird ohne Verletzung der Vertréglichkeitsbedingungén

sicher minimal, wenn einer der beiden Gurtstdbe starr bleibt. Bleibt der
untere Gurtstab starr (ZFU > Z?O)' so verschwindet die entsprechende Dehnungs-
geschwindigkeit. FOr e, 0 ist die Verformungsgeschwindigkeit (du/dx) nach
Gl. (5.16):

e (5.37)

—
o
~—
"

dx

Die Dehnungsgeschwindigkeit der Blgel folgt unter Beriicksichtigung von
Gl. (5.37) aus Gl. (5.3):
L] 1 L]

€g = §°eo-cot2a (5.38)
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Mit Gl. (5.37) und Gl. (5.38) fiihrt Gl. (5.15) auf die Schiebungsgeschwindig-
keit:

? = eo-cotu (5.39)
Gl. (5.37) bis Gl. (5.39) eingesetzt in Gl. (5.36) ergibt:

= -Eo 2 - . o
AN ZZFO + BF - cot‘a 2[31 cota -+ Min. (5.40)

Die einzige freie Variable in dieser Zielfunktion ist die Strebenneigung o.

Gesucht wird also derjenige cota, der die kleinste Traglast zur Folge hat:

d(AN) .a - _
Tloota) + ZBF S coto 201 0 (5.41)

Daraus folgt die Diagonalenneigung im Bruchzustand:

B.-a

Qq‘s

tang = (5.42)
Die Diagonalenneigung stimmt somit vollsté&ndig mit dem aus Gl. (5.23) nach
der statischen Methode gefundenen Wert Uberein. Nach Einsetzen der Gl. (5.42)
in die Gl. (5.40) lautet die Interaktion im Bruchzustand:

Q2.s
N =2z, - =P— (5.43)

N § 2
P -1 - (B (5.44)
N Q

pO pO

Das Tableau der Mechanismusmethode (Bild 5.14) liefert somit dieselbe LOsung
wie das Tableau der Gleichgewichtsmethode (Bild 5.11). Da der kinematisch
zuldssige Kollapsmechanismus sowohl die Gleichgewichtsbedingungen als auch
die Plastizit&tsbedingungen erfillt, stellt die Ldsung die Tragfahigkeit

des untersuchten Fachwerkmodelles dar. Mégliche Abweichungen von der im Ver-
such gemessenen Traglast der Schubwand folgen allein aus vereinfachenden

Annahmen des Betrachtungsmodelles.
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5.7 Grenzen der Anwendbarkeit des Fachwerkmodelles

Die Einflhrung des Fachwerkes als physikalisches Betrachtungsmodell eines
schubbeanspruchten Stahlbetontrdgers ist mit grundlegenden Annahmen verbun-
den, die eine allgemeine Anwendbarkeit einschrénken. Erstens wird vorausge-
setzt, dass sich die Risse im Bruchzustand senkrecht offnen. Ein Gleiten der
Rissufer wird ausgeschlossen. Dadurch werden nur geradlinige Risse als mig-
lich erachtet. Zweitens werden wie in der Balkenstatik Gblich die Verformun-
gen in jedem Punkt mit integralen fir den Gesamtquerschnitt glltigen Verfor-
mungsgrdssen beschrieben. Insbesondere soll die Schiebung und die Diagohalen—
neigung liber die Trédgerhdhe konstant sein. In der letzten Annahme steckt in-
direkt die Aussage, dass die Diagonalenneigung auch in L&ngsrichtung nicht
dndert. Die Diagonalenneigung f&llt bei Fehlen der Betonzugfestigkeit mit

der Rissrichtung zusammen. Die Risse sind aber geradlinig und die Diagonalen-
neigung ist saomit Uber H8he und Lange konstant. Zuletzt wird vorausgesetzt,
dass die Bigel ilber ihre ganze Lé&nge fliessen und der Beton fir das Versagen
nicht massgebend wird. Die Betondruckdiagonalen sind als starre Glieder des

Fachwerkes zu betrachten.

Unter diesen Annahmen kdnnen die Vertr&glichkeitsbedingungen Gl. (5.3) bzw.
Gl. (5.15) nur erflillt werden, wenn alle Fasern mit der gleichen DBehnungs-

geschwindigkeit € lber die ganze Trédgerlange gezogen werden. Obere Grenz-

werte der Tragféhégkeit lassen sich mit dem Fachwerkmodell nur fir solche
Trédger anschreiben, die mit einer Schubkraft Q und einer Normalkraft N bean-
sprucht werden und deren Langsbewehrung symmetrisch ausgelegt ist. Ungleiche
Gurtstdbe oder ein Biegemoment verursachen eine Uber die HGhe verdnderliche
Dehnungsgeschwindigkeit. Die Vertrdglichkeitsbedingungen kdnnen im Quer-
schnitt wohl im Mittel erflillt werden, werden aber in den einzelnen Fasern
verletzt. Obere Grenzwerte der Tragfdhigkeit missen mit Hilfe unstetiger
Mechanismen gesucht werden. Dabei wird von der Vorstellung ausgegangen, dass
sich das Tragwerk im Bruchzustand entlang diskreter Risse &ffnet. Die An-
wendung auf torsionsbeanspruchte Kastentrdger flihrt zu rdumlichen Mechanis-
men, die sich (iber eine gewisse Balkenladnge erctrecken. Die Betrachtung des
Einzelquerschnittes, wie sie in der Balkentheorie lblich ist, ist dann aber
unzuldssig. Der Trédger muss als Flachentragwerk untersucht werden. Wie in
[15] gezeigt wird, nimmt die am unstetigen Mechanismus hergeleitete L&sung
denselben Wert ein wie der untere Grenzwert am Fachwerkmodell. Die Vertrag-
lichkeifs- und Leistungsbedingungen des unstetigen Mechanismus sind folglich

dual zu den statischen Bedingungen des Fachwerkes.

Ein Gradient im Biegemoment oder im W&lbmoment hat eine Aenderung der Gurt-
krédfte zur Folge. Bei konstanter Diagonalenneigung und durchgezogener L&ngs-

bewehrung wird diese nur in einem Querschnitt fliessen. Im Ubrigen Balken-
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bereich bleiben die Gurtstdbe starr. Eine Schiebung in diesem Bereich ist
kinematisch nur vertrdglich, wenn sich die Risse nicht senkrecht &ffnen.

Eine mdgliche Interpretation ist die, dasé die Rissuferverzahnung im Bruch-
zustand wegfdllt. Die Diagonalenneigung entspricht dem Grenzwinkel nach

Gl. (5.5). Es fliessen nur die Blgel. Bleibt die Rissuferverzahnung bis zum
Bruchzustand wirksam, dann missen zudem die Druckdiagonalen géstaucht werden,
damit ein kinematisch vertrdglicher Mechanismus auftreten kann (vgl. [16]
oder (171).

Fiir torsionsbeanspruchte Tr&dger ist aber die Berlicksichtigung des Betons
wenig sinnvoll, weil neben der zentrischen Stauchung infolge der Fachwerk-
wirkung die Querschnittswdnde zusdtzlich auf Biegung infolge Verwindung bean-
sprucht werden. Studien Uber das Verhalten von Stahlbetonelementen, die so-
wohl Membran- als aQCh Plattenkrdften ausgesetzt sind, sind wohl ausgearbei-
tet worden, qguantitative Angaben Ulber ein Stoffgesetz solcher Stahlbeton-
scheiben sind aber zur Zeit nicht bekannt. Bas Fachwerk beh&lt also fir un-
terarmierte, torsionsbeanspruchte Trager seine Bedeutung als physikalisches

Betrachtungsmodell.
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6. BEDINGUNGEN BEI STAHLBETONTRAEGERN IM BRUCHZUSTAND

6.1 Querschnitt und Bruchmodell

In Kapitel 2 wurden die Gleichgewichtsbedingungen und in Kapitel 3 die kine-
matischen Bedingungen fir den Stab formuliert. Mit Hilfe idealisiérter
Fliessbedingungen wurden in Kapitel 4 grundsdtzliche Ueberlegungen liber das
Tragverhalten von Kastentragern angestellt. Zur Darstellung von Kastentrégern
aus Stahlbeton wird im folgenden das im letzten Kapitel beschriebene Fach-

werkmodell mit den Bedinguﬁgen des Stabes verknipft.
Bild 6.1 zeigt einen Stahlbetontrager mit beliebiger Querschnittsform. Der

Trdger wird aus einzelnen Fachwerkscheiben aufgebaut. Fir die rechnerische

Behandlung wird die L&ngsbewehrung in den Eckpunkten zusammengefasst.

Sk

Bild 6.1: Prismatischer Stahlbetonquerschnitt

Trotz den in Abschnitt 5.7 erwdhnten Einschra@nkungen bildet ein aus dem
Trdger geschnittener Einzelquerschnitt den Kern der Untersuchung. An diesem
Querschnitt werden sowohl die Gleichgewichtsbedingungen als auch die Lei-

stungs- und Vertrdglichkeitsbedingungen im Bruchzustand formuliert.

Stahlbetontrdger versagen, wenn entweder die Bewehrung fliesst und/oder der
Beton gestaucht wird. Versagen soll durch grosse Verformungen angekindigt
werden. Es wird deshalb durch geeignete Massnahmen (obere Schubspannungs-
grenze, maximaler Bewehrungsgrad) vermieden, dass der Beton massgebend wird.

Auch in dieser Untersuchung werden nur unterarmierte Trdger in Betracht ge-
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zogen. Die Tragfahigkeit ist erschdpft, wenn genligend Bewehrungselemente

fliessen.

6.2 Statische Methode

In den Fachwerkgliedern (Gurtstdbe, Bigel, Betondruckdiagonalen) werden un-
ter Belastung Kr&fte aufgebaut. Diese inneren Krafte sind den Schnittkraften

statisch &quivalent (Bild 6.2). Die Schnittkrdfte werden in gleichbleiben-

My

Mw

Bild 6.2 : Innere Krdfte und Schnittkrdfte am Stahlbetonquerschnitt

dem Verhdltnis zueinander bis zum Bruch gesteigert. Die Lastintaensitdt wird

durch den Lastfaktor A erfasst.

Analog Gl. (2.4) werden die Schubkrifte Uk der Querschnittswédnde in einen

iber den Umfang konstanten und in einen variablen Anteil aufgeteilt:

Qk = So-ak + AQk (6.1)

Damit k&nnen die Gleichgewichtsbeziehungen nach Gl. (2.8) wie folgt umge-

schrieben werden:
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n )
ny = by AQk-Cosék
2
n
XQZ = g AQk-sin(Sk L (6.2)
n
AT ‘= ZFU-S0 + g AQk-rk

IR
In einer Fachwerkscheibe gilt die Beziehung zwischen Langskraft und Schub-

kraft:

Zk = Qk-cotak ‘(6.3)

Die Gleichgewichtsbeziehungen fiir die L&ngsschnittkradfte nach Gl. (2.9) heis-

sen unter Einbezug von Gl. (6.3) neu:

m n

AN = ? Zi - é Qk‘cotak
m n |

AMy = - % Zi-yi + g Qk-yk-cotak (6.4)
m n

AMZ = ﬁ Zl-z1 - g Dk°zk-cotak J

Nach Einfihrung von Gl. (6.1) in Gl. (6.4) gehen diese lber in:

\

. m n n
AN = ? Zl - SO- é ak°cotak - SAQK.COtak
m n n
AM = - § Zi-yi + SO- g ak-yk-cotak + 5A0k°yk'cotak > (6.5)
m n n
AMZ = ? Zi~zi - 80' g ak-zk-cotak - ;AQk-zk-cota

Diese Gleichgewichtsbedingungen sind mit der Beziehung zwischen W&lbmoment
und inneren Krdften zu vervollst&ndigen. Nach Gl. (2.10) gilt unter Beriick-

sichtigung von Gl. (6.1):

m n n
ka = ? Zi-wi - So'g akowk-cotak - EAQk'wk‘COtak (6.6)

Die Wolbkoordinate ist in Gl. (2.20) definiert. Fir die Gurtstadbe lauten
die Koordinaten:

i-1

w, = g rte, (6.7)



68

In analoger Weise kdnnen auch die Koordinaten w,Z fir die Wandmittelpunkte

k
angeschrieben werden. Diese Definition von w verursacht bei der Summation

Uber den geschlossenen Querschnitt eine Sprungstelle in der Wdlbkoordinate.
Dieser Nachteil wird aufgehoben, wenn Gl. (6.7) mit einer Ansatzfunktion f

in der Weise ergdnzt wird:

i-1 i-1
w .= Zr+a - I f +a (6.8)
oi 2 k "k 2 k "k
dass die Bedingung:
n n
L r ea =1 f +a, ="2F (6.9)
2 k "k 5 k "k 0

gerfillt wird. Zudem soll das W8lbmoment infolge der neuen Bezugskoordinate

nicht &ndern:

m n m n
ANw = ? Zi-wi + g Zk-wk = % Zi°wDi + g Zk'wok (6.10)

Die Bedingung fir das W&lbmoment am prismatischen Stahlbetonquerschnitt geht

somit Uber in

m n n
AMw = ? Zi'woi - So-g ak'wok-cotak - g AUk'w0k°cotak (6.11)

Neben den Gleichgewichtsbedingungen muss auch Gl. (2.24) erfillt werden:

dm
T =

w dx (6.12)

Das Wdlbmoment in Funktion des Schubflusses geht aus Gl. (2.8) bzw. Gl. (6.2)

hervor. Fir den prismatischen Querschnitt heisst das W&lbtorsionsmoment:

T =1 AQk-P (6.13)

Bei der Ableitung des W&lbmomentes ist zu beachten, dass die L&ngskomponen-

ten Zk der Diagonaldruckkrdfte in x-Richtung nicht &ndern. Mit Gl. (6.8)

und Gl. (6.10) lautet die Ableitung:

(6.14)

Nach Anwendung der Gl. (4.2} und nach Umformung der Doppelsumme geht Gl.(6.14)

tber in:

n
o 0 A0 (r -f ) (6.15)
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Wird Gl. (6.13) der Gl. (6.15) gleichgesetzt, dann gilt folgende Bedingung:

I AQ, f =0 (6.18)

Nach dem statischen Grenzwertsatz der Plastizit&tstheorie missen neben den
Gleichgewichtsbedingungen auch die Plastizit&tsbedingungen erflillt werden.
Bei der Beschrankung auf unterarmierte Querschnitte wird der Beton fir das
Versagen des Tragers nicht massgebend. Die entsprechende Plastizit&dtsbe-
dingung wird immer erflllt und darf weggelassen werden. Hingegen besteht die
Forderung, dass die Gurtkrdfte und die Blgelkrédfte die Fliesskriafte nicht
Uberschreiten. Die Fliessbedingungen fir die Gurtstdbe werden aus Kapitel 4

Ubernommen:

Py = Zgy 220 (6.17)

Die Fliessbedingungen fir die Bligel heissen:

a a
K Kk
B 'z < By 5 (6.18)

x

oder nach Einflhrung einer Schlupfvariablen:

a a
By ot - B o=t > 0 (6.19)
k K

pk—

Aus der Gleichgewichtsbedingung Gl1. (5.9) des Schubwandelementes folgt:

a
= ._“. -— .
P = By 5 4 -tana, >0 (6.20)

Der zweite Ausdruck in Gl. (6.20) ist immer positiv. Im Gegensatz zum Quer-
schnitt mit vereinfachter Fliessbedingung (Kap. 4) genlgt hier also je eine
Plastizitdtsbedingung flir die Schubkrifte. Diese lauten nach Unterteilung

des Schubflusses in einen konstanten und in einen variablen Anteil:

Lk
fk S\

=B - So-a stana, - AQk-tana >0 (6.21)

Pk k k k

Jede Kombination von Schnittkrdften, die die Gleichgewichtsbedingungen ein-
h&lt und nirgends zum Fliessen des Stahles fihrt, bildet einen unteren Grenz-
wert des Querschnittswiderstandes. Gesucht wira der grisste Lastfaktor A.

Die Optimierungsaufgabe ist in Bild 6.3 in Tableauform zusammengestellt.
Neben der Zielfunktion sind die Gleichgewichts- und Plastizit&tsbedingungen

aufgefihrt.
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.'p...
U]

Pk

Bild

1 A ZI. ’ SO "AQK' fGnO(k"'
-N i -2a,- cotx, ---cotzock---
A -Vi 2 0 VieCoto | - i cot?ox
0
Co =M z;° 20Ot X, | =2y cot? ox,
-M,, " Woi =2 0" Woy COt Oy~ COtZ Xy
-Qy 0 - COS 8y " cot &y - -
. -Q; . O - sindy - cotxy -
0 @)
O O ..fk . COfCXk"'
Zg | © -1, 0 0.
Bak| o 0 -q, -fan o o
fk sy . k k .

6.3 : Tableau der Gleichgewichts- und Plastizitdtsbedingungen

Max.
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6.3 Kinematische Methode

Nach dem kinematischen Grenzwertsatz der Plastizitédtstheorie stelllt jede
Lastkombination, die einen Mechanismus zur Folge hat, einen oberen Grenz-
wert des Querschnittswiderstandes dar. Eine Bewegung tritt dann auf, wenn

die Leistung der &usseren Kradfte grisser ist als die Dissipationsleistung:

L -L,>0 ‘ (6.22)
a d —

Die Leistung wird an einem Balkenelement der L&nge dx = 1 berechnet. Als

dussere Kr&fte greifen an diesem Element die Schnittkrédfte an. Die Leistung

der Schnittkr&fte bei Beginn der plastischen Verformungen ergibt sich aus

Bild 6.4: Verformungen am Balkenelement

Gl. (4.15), wenn die Dehnungen und Schiebungen nach Gl. (3.12) und Gl. (3.15)

durch die Verformungsparameter ersetzt werden:

= duy-e dZV . d2W . dzﬁ . . .
La = A {N (dx) +P’|y ('a—x—z-) -I"lz'(a—x-z-) _Mm (m) *Qy Yy“Qz Y,
L] d.& L]
+ T.Y0+T0.(dx] } (6.23)

Die Verformungsparameter sind in Bild 6.4 aufgezeichnet. Aus Gl. (3.15) geht
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hervor, dass die Schiebung einen Anteil infolge der Drehschiebung Y und
einen Anteil infolge des Verdrehungszuwachses dv/dx enthdlt. Wegen der Be-
dingung nach Gl. (6.16) trégt aber dieser zweite Anteil nur in Verbindung
mit dem konstanten Schubfluss SO, bzw. dem entsprechenden Torsionsmoment TD,

zur Leistung der &usseren Kréfte bei.

Die Dissipationsleistung lautet fir das Stabelement der L&nge dx = 1:

Qib-. :
fk Sy €

.
.*E, F

m
Ld = ? Z1C1 i B Bk (6.24)

N~ 3

Werden Gl. (6.23) und Gl. (6.24) in Gl. (6.22) eingesetzt, so folgt der
Lastfaktor A zu:

m . n a L ]
L Zeio€g v LBy g eg
A= ! 2 k (6.25)
~T - du . dZ\/ d2W c- dzg . . . . dﬁ - .
e (G0 oM+ () 1 () =M s () 0o *0, Y Ty T+ (507

Nach der kinematischen Methode wird die Schnittkraftkombination mit dem
kleinsten Lastfaktor gesucht. Weil die absolute Grdsse der Verformungsge-

schwindigkeiten keine Rolle spielt, wird der Nenner normiert:

d’v, . d?w, * d?9, . . ., o, .
—_) - o () - o [ — . . . T . ("'—') = 1 .
a2’ e My la) Oy T e Ak (6.26)

du

N-(E;

) M o (
Yy

Die Zielfunktion wird demzufolge in folgender Form in die Optimierungsauf-

gabe aufgenommen:

m a, .
A= % Z..%e, * BFK'E—'EBK > Min. (6.27)

fi 1 K

N3

Ein Mechanismus ist im weiteren nur dann mdglich, wenn zusdtzlich die Ver-
triaglichkeitsbedingungen am Querschnitt (Abschnitt 3.2) mit den Vertraglich-
keitsbedingungen der einzelnen Fachwerkscheiben (Abschnitt 5.4) Gberein-
stimmen. Die DBehnungsinkremente der Gurtstabe sind in G6l. (3.12) festgehal-
ten:

duje o (divye @y, (92—3)‘-(151p ‘a -1)-:11° .a ) (6.28)

€., =
i dx dx2 i dx?2 i dx2 > k "k 5 k "k

oder mit der Abklrzung nach Gl. (6.8):

) ez, - (=) cw (6.29)
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Oie Dehnungsinkremente der Bilgel werden mit Hilfe der Gl. (5.15) berechnet:

2 =.. —.‘ 2
€5k Yy cotak €1k cot a (6.30)
Unter Beizug von Gl. (3.12) und Gl. (3.15) geht Gl. (6.30) lber in:
€8k - Yy-cosﬁk-cota + Yz-51n5k-cotak + Yﬁ-rk-cotak +
(dx) e cotak (dx) cot®o + (dxz) Y cot®ay
_ o diwye 2, _ (429, 2
(dxz) z cot oy (3;7] W,y cot o (6.31)

Die Bligel- und L&ngsdehnungen sind lber Gl. (5.3) miteinander verbunden:

° = ° L] 2 = —dL‘I .. 2 -_— d2V .. 'Y -
€5k €k cot a, (dx) cot®a, (dx2] Yi cotuk
d2w, 2 d29, e 2
(E;;) -zk-cot o (E;;) "0k cot o (6.32)

Bei geschlossenem Querschnitt muss aber die Stetigkeitsbedingung Gl. (3.4)

erfillt sein:

L Au, = 0 (6.33)

Mit Aﬂk wird die Differenz der Langsverschiebungen der beiden Gurtstdbe be-
zeichnet, die an die Querschnittswand k anschliessen. Nach Gl. (3.13) gilt

die Beziehung:

no, no, n dvk .
Z Au, = L vy, *a, - Z(=—) «a, =10 (6.34)
5 k > k "k > dx k

Werden die Schiebungen durch Gl. (5.15) des Fachwerkmodelles einerseits und

die tangentiellen Verschiebungen der Querschnittswé&nde mit Gl. (3.9) anderer-

seits ersetzt, so heisst Gl. (6.34) neu:

n n n
L] . dv L]
z sBk-ak-tanak + I AL Cotak - (H;) e I ak-cosdk -
2 2 2
n n
dw, * . dd .
- (a;) *La 51n6k (E;) L reea Yy pX ay CDSGk
2 2 2
L] n L] n
- Y, é ak°51n6k T Yyt g R 0 _ (6.35)
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Da sowochl Xak

Umfang verschwinden,

-sincSk als auch

L ]
€., *a, *tana, +

Bk "k k Lk

N3
N ™MD

bleibt von G1.

€ ‘ak

Za, *cosd

k k
(6.35) noch Ubrig:

bei der Summation Uber den ganzen

dﬁu . _
ecota, - [(==) + yﬁ] ZFO =0

K Ox (6.36)

Werden schliesslich die Langsdehnungsinkremente unter Anwendung von G1.(3.12)

ausgeschrieben, dann nimmt die Stetigkeitsbedingung der L&ngsverschiebungen

am geschlossenen Querschnitt

n L] du .
2 eBk-akotanuk + (E;) .
d?w, * n
- 52 g a tz ~cota
4o, - )
- [(a;) Yﬁ] ZFU =0

Die Optimierungsaufgabe nach

Tableauform zusammengestellt.

der statischen Methode (Bild

wenn Gl. (6.16) durch Gl. (2.
n
- T+ 2FgS_ ¢ : AQ, - F,

Zudem wird das transponierte

die Matrix der Gl. (6.32).

die folgende Form an:

n dZU . n
z ak-cotock - (deJ L) ak-yk-cotak -
2 2

429 N

(527] g a w k-cotcxk

(6.37)

der kinematischen Methode ist in Bild 6.5 in
Dabei ist zu beachten, dass darin das Tableau
6.3) in transponierter Schreibweise enthalten ist,

23) erweitert wird:

(6.38)

Tableau der statischen Methode ergdnzt durch
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6.4 Mdgliche Ldsungswege

Sowohl das statische als auch das kinematische Tableau enthalten Variablen,
die miteinander gekoppelt sind. Im statischen Tableau werden die Schub-
krdfte der Querschnittswédnde mit dem reziproken Wert der Neigungen der Bruck-
diagonalen multipliziert. Im kinematischen Tableau stehen die Neigungs-
winkel mit den Verformungsgrdssen in Verbindung. Beide Optimierungsaufgaben
besitzen also nichtlineare Nebenbedingungen. Flr solche Aufgaben sind aber

keine geschlossene analytische Ldsungen bekannt.

Im folgenden werden N&herungslosungen gesucht, die aber nur Uber vereinfachen-
de Annahmen erreichbar sind. Zweck dieser Annahmen ist es, die nichtlinearen
Nebenbedingungen in- lineare Bedingungen lberzufihren. Zwei mdgliche Wege wer-
den unter Bezugnahme auf frihere Arbeiten Uber die L&sung statischer Program-
me kurz beschrieben. Eine Linearisierung der Nebenbedingungen verlangt, dass
die Schubkrafte Qk und die Neigungen der Druckdiagonalen tanak getrennt wer-
den. Eine Trennung ist aber nur dann mdglich, wenn entweder die Schubkr&afte
oder die Diagonalenneigungen zum voraus bestimmt werden. Mit der Linearisie-

rung ist gleichzeitig eine Reduktion der Anzahl Variablen verbunden.

In [1] werden Kastentrdger aus Stahlbeton unter Torsion und Biegung unter-
sucht. Dabei wird vorausgesetzt, dass der Schubfluss gleichméssig lber den
Umfang verteilt ist. Die Schubkraft jeder Querschnittswand l&sst sich direkt
in Funktion des Torsionsmomentes anschreiben. Die Anzahl freier Variablen
wird betréchtlich eingeschrankt. Im Zuge der Ldsung wird schliesslich das
Torsionsmoment festgehalten und das dazugehdrige maximale Biegemoment mit
Hilfe der Methoden der linearen Programmierung gesucht. Im allgemeinen
entspricht fir reine Torsion am geschlossenen Querschnitt die wirkliche
Schubflussverteilung der angenommenen Verteilung. Damit ist der effektive
Querschnittswiderstand gefunden. Gegenstand der Arbeit [2] ist die Bestimmung
der Traglast von Trdgern mit offenem Querschnitt. Bei der Ldsung der nicht-
linearen Aufgabe wird im wesentlichen eine Aussage lber die Diagonalenneigung
gemacht. Als Vereinfachung wird vorausgesetzt, dass die Diagonalenneigung
dber den ganzen Querschnitt konstant ist. Die N&herungsl&sung nach diesem
Vorgehen fihrt zu umsoc besseren Resultaten, je ndher die wirklichen Diagona-
lenneigungen der angenommenen Neigung entsprechen. Bei gleichen Bligeln in
allen Querschnittswénden scllte der Schubfluss entlang des Profils mdglichst
wenig &ndern. Wird die Bewehrung so ausgelegt, dass Uberall der Grenzwinkel

der Diagonalenneigung erreicht wird, dann entspricht die Annahme der Wirklich-
keit.

Die Nebenbedingungen der Optimierungsaufgabe k8nnen aber auch linearisiert

werden, wenn extreme Lastkombinationen getrennt betrachtet werden. Die Opti-
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mierungsaufgabe wird unterteilt in eine Aufgabe fir vorwiegende Schubbean-
spruchung (N, My’ Mz’ Mw > 0) und in eine solche fir vorwiegende Langsbean-
spruchung (Qy, Qz’ T » 0). Auf diese Weise l&sst sich das Tragverhalten im

Bruchzustand qualitativ beurteilen.

6.5 Unterteilung der Optimierungsaufgabe

Die statische Aufgabe nach Bild 6.3 zeigt, dass die Langskrafte und die Bi-

gelkréfte nur Uber Gl. (6.3) miteinander verbunden sind.

Vorerst wird ein Trager untersucht, der vorwiegend auf Schub beansprucht
wird (N, My, MZ, Mw + 0) oder dessen L&8ngsbewehrung so stark ausgefihrt ist,
dass sie im Bruchzustand nicht fliesst. Die Plastizitdtsbedingungen fir die
Gurtst&be (Gl. (6.17)) werden bei der Suche nach der optimalen L&sung nicht
massgebend und k&nnen weggelassen werden. Auch die Gleichgewichtsbedingungen
fir die L&ngskradfte (Gl. (6.5) und Gl. (6.11)) kdnnen mit einer beliebigen
Kombination der Gurtkrdfte in jedem Fall erfillt werden. Sie sind als Neben-

bedingungen nicht notwendig.

Im reduzierten Tableau kommen die Diagonalenneigungen nur noch in linearer

Form vor. Anstelle der freien Variablen AQk-tana werden die Variablen AQk

Kk
eingefihrt. Damit gehen die Plastizit&tsbedingungen Gl. (6.21) {lber in:

a

- L -5 g -
P = Bei 5 cotak SO cH AQ, > 0 (6.39)

Diese Beziehungen gelten nur flir pesitive Schubkrdfte. Mit der Schubkraft
wechselt auch die Diagonalenneigung ihr Vorzeichen. Hingegen bleibt der
konstante Schubfluss immer positiv (T > 0}. Gl. (6.38) muss deshalb fir

negative Schubkrédfte wie folgt ergédnzt werden:

a

T oL K. -5 .
P = - By i cota, - S +a, * AQ > O (6.40)
Mit der Abkilrzung:
“K
Op = Bfk.g;. Cotakl (6.41)

ergeben sich die Plastizitadtsbedingungen zu:

.
P = Op = Sgma — A0

(6.42)

Pk

1

Ue ™ Sgrag * A0
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Bild 6.6: Reduziertes Tableau der Schubkrdfte

Damit trotz starrer Langsbewehrung ein Versagen mdglich ist, muss als Oia-
gonalenneigung der untere Grenzwinkel nach Gl. (5.5) berlicksichtigt werden.
Die Schubfliesskridfte gemdss Gl. (6.41) erscheinen als konstante Grdssen.

Die Optimierungsaufgabe ist aus linearen Bedingungen aufgebaut (Bild 6.6).

Das statische Tableau -enth&lt neben dem Lastfaktor und dem konstanten
Schubfluss die n freien Variablen AQK und 2n abhédngige Schlupfvariablen. Die-
sen (3n + 2} Unbekannten sind (2n + 4) Gleichungen gegenibergestellt. Nach
dem Simplex-Theorem gehen mindestens (n - 2) Gréssen mit dem Wert null in

die Basisldsung ein. Der Lastfaktor wird sicher maximal, wenn mdglichst viele
Bigel fliessen. Es werden folglich (n - 2) Schlupfvariablen zu null vorausbe-
stimmt. Wird beachtet, dass fir jede Querschnittswand zwei Schlupfvariablen
definiert werden, dann heisst das, dass im Bruchzustand mit Ausnahme der
Bliigel zweier Querschnittswdnde die gesamte Querbewehrung fliesst. Der Oreh-
punkt des Schubmechanismus liegt im Schnittpunkt der Spuren der beiden star-

ren Querschnittswande.

In einer zweiten Ueberlegung wird ein Trdger mit Uberwiegender L&ngsbean-

spruchung (Qy, Qz’ T » 0) ins Auge gefasst. Das gleiche Tragverhalten zeigt
auch ein Tr&ger, dessen Blgel so stark ausgebildet sind, dass sie im Bruch-
zustand nicht fliessen. Die entsprechenden Plastizit&tsbedingungen und die

Gleichgewichtsbedingungen fir die Schubkrdfte (Gl. (6.2)) werden immer er-
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flillt und kdnnen weggelassen werden. Bei kleiner Schubbeanspruchung werden
die Schubkradfte der Querschnittswd&nde klein. Eine starke Bligelbewehrung hat
steile Diagonalen zur Folge. In beiden F&llen sind die Langskomponenten der
Diagonaldruckkradfte gegeniber den Gurtkréften unbedeutend und werden zur
Vereinfachung ebenfalls gestrichen. Damit wird das urspringliche statische

Tableau auf die in Bild 6.7 dargestellte lineare Form reduziert.

1 X .“zi.'
x=| O | 1 L0 Max
-N 1
: -M .
o=| O Y 4
: - M, Z;
- My Woi
P = Zfi. 0 -1

Bild 6.7: Reduziertes Tableau der Ldngskrédfte

In Austauschschritten kdnnen alle bis auf drei Schlupfvariablen durch die
Gurtkradfte ersetzt werden. Der Lastfaktor wird maximal, wenn die ausge-
tauschten Schlupfvariablen den Wert null einnehmen. Die L8sung sagt also aus,
dass im Bruchzystand hdchstens drei Gurtst&be starr bleiben. Die Stetigkeits-
bedingung der L&ngsverschiebungen Gl. (6.37) macht allerdings deutlich, dass
im Beisein eines WOlbmomentes am geschlossenen Querschnitt kein reiner L&ngs-
mechanismus auftritt. Mindestens die Biigel einer Querschnittswand werden im

Bruchzustand ebenfalls fliessen.

Die Schlussfolgerungen sowohl bezliglich des Schubmechanismus als auch bezlg-
lich des Langsmechanismus, die mit Hilfe der Aufteilung des statischen Ta-
bleaus gezogen werden, bestdtigen die Erkenntnisse, die in Kapitel 4 fir

den Rechteckquerschnitt gewonnen wurden.
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7. BRUCHWIDERSTAND VON STAHLBETONTRAEGERN MIT TRAPEZQUERSCHNITT

7.1 Einfluss der Wdlbtorsion

Die rechnerische Bestimhung des Bruchwiderstandes wird wesentlich verein-
facht, wenn das W&lbmoment vernachlédssigt werden darf. Die Gleichgewichts-
bedingungen flir das W&lbmoment darf gestrichen werden, wenn das Torsions-
moment einen Uber den Umfang konstanten Schubfluss zur Folge hat. In diesem
Fall wird die Gleichgewichtshbedingung fir das W&lbmoment trivial. Sie darf
ferner auch ausser acht gelassen werden, wenn das W&lbmoment in der Weise
abgebaut werden kann, dass nirgends die Plastizit&tsbedingungen verletzt
werden. Zum Beispiel k&nnen biegesteife Quertr&ger das Krdftespiel im dazwi-
schen liegenden Balkenabschnitt soweit beeinflussen, dass eine Plastifizie-
rung infolge des W&lbmomentes verunmdglicht wird. Die Gleichgewichtsbedingung
flir das W6lbmoment kann im Zwischenbereich fmmer erfillt werden. Dieselbe
Wirkung erzielen beim Trdger mit geschlossenem Querschnitt auch Balkenab-

schnitte, die im Bruchzustand noch elastisch arhbeiten.

Wieweit ein Wdlbmoment den Bruchwiderstand verdndert, wird anschliessend an
einem Kragtrdger abgeklart. Am freien Ende greift ein Torsionsmoment an. Zur
Vereinfachung der Rechnung wird als Querschnittsform ein Quadrat gewdhlt,
ohne dass dadurch die grundsétzliché Aussagekraft der Untersuchung geschmé-
lert wird. Die Bezeichnungen und die Fliesskré&fte der Bewehrung finden sich
in Bild 7.1. Die Lé&ngsbewehrung ist zu gleichen Teilen in den Eckpunkten kon-
zentriert. Die Blgel sind in der Querschnittswand 2 schwécher ausgebildet.
Die Resultate fir den Trdger mit einem schwd@cheren Steg unter reiner Torsion
dirfen auch zur Beurteilung eines symmetrischen Trdgers unter kombinierter
Beanspruchung beigezogen werden, weil unter der Lastkombination Torsion -

Querkraft sicher die Querschnittswand 2 am stdrksten beansprucht wird.

Gesucht wird das grisstmdgliche Torsionsmoment, bei dem weder die Gurtfliess-
krdfte noch die Bilgelfliesskrafte lUberschritten werden. Die Gleichgewichts-

bedingungen der Schubkrédfte flihren zu folgender Zielfunktion:
Tp = a-(El2 + Q4) +  Max. (7.1)

Nach den Ausflhrungen in Kapitel 6 bleiben im Bruchzustand maximal drei Gurt-
stédbe starr. Die Studien am Tréger mit vereinfachter Fliessfigur zeigen,
dass zuerst der Gurtstab 3 fliesst. Als Nebenbedingung zur Zielfunktion wird
deshalb die Fliessbedingung fir diesen Gurtstab im Einspann-Querschnitt for-
muliert. Die Gurtkraft setzt sich zusammen aus einem Anteil infolge der

Differenz der Schubflisse der benachbarten Querschnittswdnde und aus einem
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Bild 7.1 . Bezeichnungen am Stohlbetonkragtrdger

Fachwerkanteil. Die Bestimmung der ersten Komponente beruht auf der Annahme,
dass die Schubkrifte der Querschnittswinde in Lédngsrichtung nicht &ndern.

Die gesuchte Gurtkraft ergibt sich dann zu:

_l. - +1- .
Z. = 3 (04 02] 5 (02 cota

3 + 04-Cota4) (7.2)

2
Wenn ein Gurtstab fliesst, fliessen auch die Blgel in den anschliessenden
Querschnittswénden. Die Neigungswinkel der Druckdiagonalen werden in der
Folge nach Gl. (5.9) durch die Schubkré&fte und die Biligelfliesskrifte er-

setzt. Die Plastizitdtsbedingung flr den Gurtstab lautet somit:

s
ZBf-a

. o )
YA -"a-‘(g4 ©

3 )

. «Q2 2 =
2 (v QZ + 04) Z¥ (7.3)
Die Optimierungsaufgabe erscheint als Maximumaufgabe einer Funktion zweier
Variablen mit einer Nebenbedingung. Die L&sung wird mit Hilfe der Lagrange'-
schen Multiplikatorenregel vollzogen. Als Prinzipalfunktion wird definiert:

= g + . l. - +—s . «2 2y -
0 = ar(0,40,) + A {3(0,-0,) 7o (91 05+0)) 2 (7.4)

Mit AL wird der Lagrange’'sche Multiplikator bezeichnet. Die notwendigen Be-

dingungen fir das Eintreten eines Extremums heissen:
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_ai = a->\ o(l - \).QZ.S) = O
802 L "a BF-a
Q,+s
Y} 1 4
— = at) (= + ) =0
304 L "a B1c a
¢ _ 1.9 - —5 _ .(yv-D2+Q2) - -
o, a (0,700~ 283 (Velply) - 2

0

(7.

5)

Die Aufldsung des Gleichungssystems erlaubt die Bestimmung der beiden unbe-

kannten Schubkrafte:

B.ea Z.*s ?
0. = ——Jd1 . fLyz, Zf 2 2v 1}
2 ves la a Bora (v+1)
Q = Bf.a.‘ - l + l—)2+ Z-F.S. 2V l
4 s \ a Be-a (v+e1)

Das Torsionsmoment berechnet sich durch Einsetzen von Gl.

p s U v a v

.2 .
CBetat iy 1 (1+v) 1.2 Zg°S
T - : L e £
<F

Den grossten Wert ‘nimmt diese Funktion bei der L&nge 1

a B.ea (ve1) §

(7.

6]}

(7.6) in Gl.(7.1):

(7.

0 an:

und nimmt mit zunehmender L&nge ab. Ein Minimum wird erreicht, wenn die

gende Bedingung erfdllt ist:

8T 2.1
_ a

(1-v) , (1+v),

B_ _
l) v
a

Baraus folgt die zum Minimum gehSrende Lé&nge:

Zgs

BF-a'Z(v+1)

und das kleinste Torsionsbruchmoment:

Z,+B k
T = 4a?. f_f._1
pmin ass 2(v+1)

v Zees !
2 (!‘.]2+ i._-_gl)_
a B¥°a (v+1)

(7.

(7.

7)

.8)

fol-

9)

.10)

11)
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Aus Gl. (7.6) geht hervor, dass bei dieser Tr3gerldnge alle Schubkrifte der

Querschnittswande gleich gross sind:

(7.12)

Der Schubfluss ist konstant ilber den Umfang. Uebersteigt der Trdger die
Lange 11, so kann gezeigt werden, dass die Schubkraft 02 grosser wird als
die Schubkraft 04. Diese Aussage ist physikalisch wenig sinnvoll und fihrt
mathematisch zu einem Widerspruch. Die LGsung nach Gl. (7.7) ist deshalb nur

bis zur Tragerlédnge 1, giiltig.

1
Zusdtzlich muss geprift werden, ob die Diagonalenneigung den in Gl. (5.5)

festgelegten Grenzwert nicht unterschreitet. Sicher ist die Diagonalennei-
gung in der schwdcheren Querschnittswand am kleinsten. Gl. (7.6} eingesetzt

in Gl. (5.9) fihrt zur folgenden Bedingung fir die Diagonalenneigung:

Z . *s '
-1 e “f 7 2y
cota2 = 3 +-\/;a)+ B¥-a or 1) <2 (7.13)

Diese Bedingung wird erfillt, sofern der Trager kirzer ist als:

1 ZF°S v
- E;TE.ET;TTT (7.14)

Ist die Diagonalenneigung in der einen Querschnittswand am Grenzwinkel,

dann ist auch die entsprechende Schubkraft zum vornherein bekannt:

ZBf-a
U = 5 (7.15)

und die Schubkraft Q4 kann direkt aus Gl. (7.3} angeschrieben werden:

B.ea Z.*s
- -F - -1- + -]; 2 . .F + io .]_'. -
0, = — 3 = \/(a) +2 i (-1 (7.16)

Das Torsionsbruchmoment ist damit beschrankt auf:

B.+a?

- - f )2 _1 Ly, 5. F
Tp(cotaz = 2) S ; 3 3 + (a) + 2 73

+ = (= - 1) (7.17)

In Bild 7.2 ist der Verlauf des Torsionsbruchmomentes flir verschiedene v in
Funktion der Lange aufgetragen. Als Beispiel wird ein Tréger gewdhlt, der

auf drei Seiten im L&ngs- und im Quersinn volumengleich bewehrt ist.

Wie schon in Kapitel 4 festgestellt wurde, klingt die W8lbbeanspruchung im
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Bild 7.2 : Torsionstragfdhigkeit eines Stahibetonkragtriigers in
der Trdgerldnge
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Gurtstab mit zunehmender L&nge ab. Der zus&tzliche Torsionswiderstand infol-
ge verhinderter Verwdlbung verschwindet und das Torsionsmoment wird<allein
durch einen konstanten Schubfluss lUbertragen. Diese Tendenz ist beim Stahl-
betontrager in noch ausgeprdgterem Masse erkennbar, solange sich die Diago-
nalenneigung optimal einstellen kann. Physikalisch l&sst sich diese Fest-
stellung dahin deuten, dass der Stahlbetontrd@ger wegen der variablen Diagona-
lenneigung die F&higkeit hat, den lber den Umfang unterschiedlichen Schub-

fluss schon innerhalb einer sehr kurzen Strecke auszugleichen.

Die Annahme, dass der Schubfluss infolge Torsion konstant ist, stimmt beim
Kastentrdger aus Stahlbeton im allgemeinen mit der Wirklichkeit Uberein. In
diesem Fall wird die Gleichgewichtsbedingung flir das WSlbmoment trivial und
f8llt weg. Ist der Trager kilrzer als 11, so ist wohl eine erh&hte Tragféhig-
keit mdglich. Die Annahme eines konstanten Schubflusses stellt aber eine

untere Grenze der Tragfdhigkeit dar.

7.2 Interaktion Torsion - Biegung - Querkraft am einfach symmetrischen

Trapezquerschnitt

Im folgenden wird der Querschnittswiderstand des im Brlickenbau weit verbrei-

teten Trapezquerschnittes (Bild 7.3) hergeleitet. Die Bligel sind liber den

" 1 9o .
1 ‘I 8 ,/ ] 7
2 —
XX
6 h

Bild 7.3: Abmessungen des Trapezquerschnittes
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Umfang gleich stark ausgebildet:

Bey Bes Brg Beg  Bp
. _ . . _f (7.18)
S S S

Die La&ngsbewehrung ist wiederum zu Gurtstdben in den Eckpunkten konzentriert.

Die Fliesskrafte der Gurtstédbe sind symmetrisch zur z-Axe:

Leq = Lgy = g

i ) (7.19)
Lo = Lgs = gy

Hingegen ist die obere L&ngsbewehrung schwdcher als die untere (Zfo < qu)'
Dieser Querschnitt wird durch ein Torsionsmoment, ein Biegemoment in Rich-
tung der y-Axe (My = 0; Mz = M) und durch eine Querkraft in Richtung der

z-Axe (Qy = 0; Qz = Q) beansprucht. Diese Schnittkrifte erzeugen im Stahl-

betonguerschnitt innere Krafte gemdss Bild 7.4.

Q

Bild 74 : Schnittkrdfte und innere Krdfte am Stahlbetontrapezquerschnitt
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Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass der Schubfluss infolge Torsion

iber den Umfang nicht &ndert. Bei genlgend langen Trd3gern kann aber auch ge-
sagt werden, dass die Querkraft zu gleichen Teilen durch die beiden Stege
aufgenommen wird. Dann ldsst sich der Schubfluss der einzelnen Querschnitts-

wande in Anlehnung an Bild 7.5 anschreiben zu:

c . 1,0 )
2 T 2F; " Zh
-9

S¢ = SF T 4 (7.20)
0
.

S:S = em——
4" %8 T ZF,

J

Mit dieser Schubflussverteilung werden die Gleichgewichtsbedingungen der
Schubkréafte Gl. (2.3) bzw. Gl. (6.2) erfillt. Die Gleichgewichtsbedingung

fir das Wolbmoment ist trivial. Aus dem statischen Tableau nach Bild 6.2
geht dann aber hervor, dass - bei einer Gleichung weniger - alle bis auf zwei
Schlupfvariablen ausgetauscht werden kdnnen. Im Bruchzustand fliessen maxi-

mal zwei Gurtstdbe nicht.

Oie Interaktionsbeziehung wird mit Hilfe einer einzigen Momentenbedingung
zwischen den Schnittkréften und den inneren Kraften bestimmt. Mit Vorteil
wird diese Momentenbedingung bezlglich der Verbindungslinie der beiden star-
ren Gurtstdbe formuliert. In Rechnung gehen dann nur die bekannten Fliess-

krdfte der Biigel und der Gurtstdbe einerseits und die gesuchten Schnittkrafte

Torsion -Querkraft

LTI

S(T)= 1A S(Q)=-§F

Bild 7.5: Schubflussverteilung



88

andererseits ein. Die verbleibende Momentenbedingung und die Gleichgewichts-
bedingung fir die L&ngskrédfte kdnnen schliesslich zur Berechnung der unbe-

kannten Kradfte der beiden starren Gurtstdbe verwendet werden.

Die Annahme, dass die Gurtst&be unbeschréankt Druck aufnehmen kdnnen und da-
mit bei starr-plastischem Materialverhalten unter Druck nicht gestaucht wer-
den, zeigt, dass nur die Verbindungslinie benachbarter Eckpunkte auf dem Um-

fang des Querschnittes als mdgliche Drehaxen in Frage kommen.

In einem ersten Rechengang wird vorausgesetzt, dass die beiden oberen Gurt-
stdbe nicht fliessen. Die Momentenbedingung bezlglich deren Verbindungsge-

rade (Drehaxe 1-7) heisst:

scota (7.21)

- 4 L ] — L] L] L] D - L] L ] . - [ ]
M = 2Z u h 82 aS cota S au cota4 h S6 aS 5

p f 2°2 4

N|T

Im Bruchzustand ist die Bligelkraft bekannt. Die Diagonalenneigung wird nach

Gl. (5.9) durch die Blgelfliesskraft und den Schubfluss ersetzt:

M .
_E:: —i.{ 2. 2. 2. l
>h ZFU 4B{ 52 a  + 284 a, * S af (7.22)

Die Beziehung zwischen den Schnittkraften, die der Querschnitt im Bruchzu-
stand aufnehmen kann, erscheint, wenn die Schubfliisse nach Gl. (7.20) einge-

setzt werden:

"5 s 1o B
= - m——— Y . . 3
>0 qu 4B¥- ZFS (as+au) * shTtag (7.23)

Die Aufgabe ist noch nicht vollsté&ndig geldst, solange die Plastizit&tskon-
trolle fehlt. Mit Hilfe des Kraftegleichgewichtes in L&ngsrichtung und des
und Z., be-

1 7
gegenibergestellt werden., Die-

Momentengleichgewichtes um die z-Axe k8nnten die Gurtkrafte Z
rechnet und der massgebenden Fliesskraft ZFo
ser Rechengang wird hier aber nicht ausgeflihrt. Vielmehr werden unmittelbar
die lUbrigen mdglichen Bruchmechanismen untersucht. Fir ein gegebenes Last-
verhdltnis wird diejenige Interaktionsbeziehung bestimmend, die den klein-

sten Lastfaktor liefert. Nur dann sind alle Plastizit&tsbedingungen erfillt.

In einem zweiten Schritt wird die Momentenbedingung bezliglich der Verbin-
dungslinie der unteren Gurtstédbe (Drehaxe 3-5) angeschrieben:

227 e + S _ea ecota.D + S ea ccotg P 4 S ea ecota e
Mp = ZZTCO h 82 3 Cota2 5 S5 ag cotcx6 > + 88 ag Coto.8 h (7.24)
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Nach Ersetzen der Diagonalenneigung geht diese Gleichung dber in:

M 5
== = -z * = '§S§°a + S2.a + 2S2%2-.a l (7.25)

S 6 s 8 os

Anschliessend wird das Gleichungssystem Gl. (7.20) verwendet:

"y s 1o %, |
,éF = _ZFQ + 48{:.%2_'___8.(384-30] + Z—H.as( (7.28)

Bei kombinierter Beanspruchung Torsion, Biegung und Querkraft besteht aber
auch die MBglichkeit, dass im Bruchzustand die beiden hinteren Gurtstéabe
starr bleiben (Drehaxe 5-7). Aus dem Momentengleichgewicht beziliglich deren

Verbindungslinie folgt:

o h (a +au) h
_Mp.E; ) (ZFo.ao * qu.au) E; ) SZ.as.COtGZ.__—f_——.Eg )
(7.27)
%0 h % h
- Sq’au'COt“4'?T'E; - SB-ao-cota8°7r~;—

Einmal mehr wird zur Elimination der Diagonalenneigung Gl. (5.9) beigezogen:

(ao-au) i S , (a0+au)
-Mp “2n Zfo.ao ’ ZFu'au ) §¥.382.as.—__§___ *
+ Sz.iz. + Szca_;.§ (7.28)
4 2 8 2

Unter Anwendﬁng von Gl. (7.20) heisst Gl. (7.28) neu:

[ao-au) < T; (a0+auJ
"M TR T fe0t% T TRl B_F'§4Fa'[as' 2 *
T «Q Q2 (a_+a )
1(a? 2 P _P.,. P .5.-0 u
rgrlag ao):i Car % (ag * @) " 7h2" 3" 2 ; (7.28)

In dieser Form erscheinen die Interaktionsbeziehungen Gl. (7.23), Gl. (7.26)
und Gl. (7.29) umstdndlich flir die praktische Anwendung. Vor allem sind sie
Fﬂr'jeden ginzelnen Querschnitt neu zu berechnen. Es liegt auf der Hand,

die Interaktionsbeziehungen auf solche Grdssen zu normieren, dass ihre An-
wendbarkeit ausgeweitet werden kann. Als Bezugsgrdssen werden die Bruch-
schnittkrdfte eingefihrt, die vom Querschnitt aufgenommen werden kdnnen,

wenn jeweils eine Schnittkraft allein angreift.

Wird der Querschnitt nur einem Biegemoment unterworfen, so kann das folgen-

de Bruchmoment Ubertragen werden:
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MpO = Zqu-h (7.30)
Dabei 1st zu beachten, dass als Hebelarm der inneren Kradfte der Abstand der
Gurtstadbe eingesetzt wird. Stark bewehrte Querschnitte verlangen eine grosse
Betondruckzone. Unter Umstd&nden nimmt der Hebelarm der inneren Kridfte einen

kleineren Wert als h ein. Das Bezugsmoment ist entsprechend zu reduzieren.

Bei reiner Torsion steht die Resultierende der Gurtkrafte Zi im Gleichge-

wicht mit der Resultierenden der Léngskompoﬁenten Z, der Diagonaldruckkrifte.

k
Ist die Bligelbewehrung Uber den Umfang konstant,; so ist auch die Diagonalen-
neigung konstant. Die Resultierende der Langskr&fte greift im Schwerpunkt

des Umfanges an und ergibt sich zu:

gz - -pU.us (7.31)

Im Bruchzustand bleiben maximal zwei Gurtstdbe starr. Untersucht werden alle
mdglichen Kombinationen von zwei starren Gurtsté&ben. Zu jeder Kombination
wird die entsprechende Zugresultierende 2; berechnet. Massgebend wird der-
jenige Zustand, der die kleinste Zugresultierende Min(ZFJ liefert. FlUr den

Trapezquerschnitt folgt diese zu:

Min(Z,) = 2Z d

£ fo'(a _ +a ) (7.32)
S 0

Gl. (7.32) wird der Gl. (7.31) gleichgesetzt. Das Torsionsbruchmoment heisst

dann:

(7.33)

Dasselbe Resultat wird erreicht, wenn in Gl. (7.26) die Schnittkrafte Mp und
Qp gestrichen werden. Bei reiner Torsion fliessen also neben den Blgeln die

beiden oberen Gurtsté&be.

Reiner Schub infolge einer Querkraft tritt in Wirklichkeit nicht auf. Als
Bezugsgrdsse wird dennoch anulog dem Torsionsbruchmoment diejenige Querkraft
eingefihrt, die aus Gl. (7.28) hervorgeht, wenn das Biegemoment und das

Torsionsmoment weggelassen werden:

i h2
0 = 2 w/zz{O B 5.5 (7.34)

Mit den Bezugsgréssen nach Gl. (7.30), Gl. (7.33) und Gl. (7.34) werden
nacheinander die drei Interaktionsbeziehungen normiert. Gl. (7.23), die den

Bereich bei starren oberen Gurtsté&ben (Drehaxe 1-7) regiert, geht Uber in:
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T 2 (a_+a ) Q 2 Z M
o 2 ) - A g (7.35)
po 8579 ) fo p0

Die bezogene Interaktionsbeziehung nach Gl. (7.26) fiir die Drehaxe 3-5 lau-
tet:

T Q 2 Zf M
(=2-)" + (=) =1+ . “-M (7.36)
p0 fo p0

Schliesslich heisst die dritte Gl. (7.29) flr die Drehaxe 5-7 in normierter
Form:

T 2T @ (a_+a )ev/a *(a +a )
(=£-)2 p_p ., 0O U S s © +

TpO TpD-QpO a,*la *a J+a +(a_+a )

+ (2 )2- (a0+au)-(as+ao) =

Q a *(a_+a )+a _+(a_+a )
p0 u s u 0 s O

Z (a + a_) Zz M

= .FU. S D i . L) FO —E—. -
Z. a +(a_+a )+a_+(a_+a_ ) (3, Z.. T T H (ag a){ (7.37)
fo u s u o s 0O fu p0

Fir den Rechteckquerschnitt (ao =a, - b und ag * h) stimmen diese Gleichun-
gen mit den in [10] hergeleiteten Interaktionsbeziehungen {berein.

Die in [14] beschriebenen Versuche an acht quadratischen Stahlbetontrdgern
zeigen, dass der Bruchwiderstand bei kombinierter Beanspruchung rechnerisch
sehr genau erfasst werden kann. Insbesondere ist auch die Voraussage des mass-

gebenden Mechanismus fir jedes Schnittkr&dfteverhdltnis mdglich.

In Bild 7.6 sind Gl. (7.35), Gl. (7.36) und Gl. (7.37) als rdumliche Fliess-
figur des Trapezquerschnittes dargestellt. Daraus ist ersichtlich, dass der
Widerstand gegenliber Schub, sei er aus Torsion oder sei er infolge reiner
Querkraft, gesteigert werden kann, wenn die Biegedruckkraft der Zugkraft aus
der Fachwerkwirkung in den oberen Gurtstdben entgegenwirkt. Der Querschnitts-
widerstand gegeniiber Torsion wird maximal, wenn im Bruchzustand alle Gurt-

stdbe fliessen:

2(Z,. +Z. )*B.
ZFO'WJ fu fo f (7.38)

pmax ues

Die'gleiche Aussage gilt flir die Querkraft. Aus der Kombination der G1.(7.23)
mit Gl. (7.26) ergibt sich die gr&sste Querkraft zu:

hr‘
meax = 2.\/(Z'FU+Z‘FO).B'F.as_°S , (7.39)



® fliessende Gurtstdbe

O starre Gurtstdbe

Bild 7.6: Interaktion Torsion - Biequng - Querkraft
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Es sei indessen darauf hingewiesen, dass die beiden maximalen Schnittkrafte
nur beim Rechteckquerschnitt unter der gleichen Biegebeanspruchung auftre-
ten. Der Widerstand gegeniber Biegung wird durch jede Schubkraft vermindert,

weil der Biegezugkraft immer eine zusdtzliche Zugkraft Uberlagert wird.

Die Gestalt der Fliessfigur wird in Uberwiegendem Masse durch das Verhdlt-
nis zwischen den Fliesskraften der unteren und oberen Gurtstébe geprédgt. Als
Beispiel wird in Bild 7.6 das Verh&ltnis Z_FU/Z1CO = 3 gewadhlt. In zweiter
Linie wird die Fliessfigur durch die Querschnittsform beeinflusst. Aus geo-
metrischen Grinden ist klar, dass davon vor allem die Fl&che nach Gl. (7.37)
betroffen wird. Wird der Trapezquerschnitt in einen Rechteckquerschnitt umge-
wandelt, dann geht das elliptische Paraboloid in einen elliptischen Zylinder

Gber.

Der Einfluss der Schlankheit des Tragers wird an einem Rechteckquerschhitt
diskutiert. Dazu eignet sich die Projektion auf die Torsions-Querkraft-Ebene.
Als Schnittebene wird diejenige Ebene gewdhlt, die durch die beiden Schnitt-
punkte der drei Fliessfl&chen geht (Bild 7.7). Die Schnittkradfte werden auf
die maximalen Werte nach Gl. (7.38) bzw. Gl. (7.339) bezogen. Der elliptische

b/h=0 M (Zg,-Z¢)
T ‘ Schnittebene : P_ .l "o
Mpo 274,

{ GL. (7.23) bzw. GL.(7.26)

8522 S ..
\_ \ \ b/h="V3

0 T —

0 10 Qp
meux

b/h=3

Bild 7.7: Projektion der Fliessfigur auf Torsions - Querkraft-Ebene
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Zylinder, der die Fliessfigur fir die Drehaxe 5-7 wiedergibt, wird umso
flacher, je schlanker der Trédger ausgebildet ist. Umgekehrt n&hert sich des-
sen Form einem Kreiszylinder und f&llt auf der ganzen L&nge der Schnittkurve
von Gl. (7.23) mit Gl. (7.26) zusammen, wenn der Querschnitt unendlich breit
wird. Das Verh&ltnis von Breite zu HBhe ist aus praktischen Grinden be-
schrénkt. Die Analyse von Gl. (7.29) zeigt dann, dass der Verlauf der Inter-

aktionskurve flr die h8ufig vorkommenden Querschnittsformen kaum &ndert.

7.3 Bemessung

Aufgabe des Ingenieurs ist es, nutzbare und sichere Tragwerke zu entwerfen.
Diese Zweiteilung kommt auch bei den Bemessungsregeln in vermehrtem Masse

zur Geltung, indem zwei Grenzzusténde, Gebrauchszustand und Bruchzustand,
unterschieden werden. Im Gebrauchszustand ist die Nutzung und Dauerhaftig-
keit zu garantieren. Unzul&ssige Verformungen und grosse Risse sind zu ver-
meiden. Eine Methode, die Verformungen gerissener Kastentrdger aus Stahl-
beton vorauszusagen, ist in [18] beschrieben. Tragwerke sollen aber auch mit
genligender Sicherheit die zu erwartenden Lasten aufnehmen. Dabei nimmt die
rechnerische Bestimmung des Bruchwiderstandes eines Trégerquerschnittes oder
eines ganzen Tragwerks eine zentrale Stellung ein. Insbesondere zeigen Fliess-

figuren auf anschauliche Art das Verhalten im Bruchzustand.

Die Interaktionsbeziehungen nach Gl. (7.35), Gl. (7.36) und Gl. (7.37) eignen
sich vor allem, wenn bei einem gegebenen Querschnitt mit bekannter Bewehrung
nach den im Bruchzustand mdglichen Schnittkraftkombinationen gefragt wird.
Die freie Bemessung sucht hingegen bei gegebener Belastung die Querschnitts-
apmessungen und die notwendige Bewehrung. Die Abmessungen werden zum guten
Teil durch die Tragfahigkeit des Betons bestimmt. Auf diese wird im Rahmen
dieser Arbeit nicht eingetreten. Fir die Berechnung der Bewehrung stehen zu
wenig Gleichgewichtsbedingungen zur Verfligung. Die Bemessungsaufgabe kann
aber geldst werden, wenn der Diagonalenneigung der Querschnittswdnde zum
voraus ein bestimmter Wert zugeordnet wird. Im Sinne der Plastizit&tstheorie
wird ein statisch zul&ssiger Spannungszustand angenommen. Dieser liefert in

Jjedem Fall einen unteren Grenzwert der Tragfahigkeit.

Bei fester Diagonalenneigung werden die notwendigen Blgel nach Gl. (5.8) be-
rechnet:

Q

k
Bfk > E: S\ tana (7.40)

Mit Qk wird die Schubresultierende aus Torsion und Querkraft gemdss G1.(7.20)

bezeichnet. Die Gurtkrdfte werden flir die Biegebeanspruchung und die Schub-
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beanspruchung (Torsion und Querkraft) getrennt bestimmt und anschliessend
superponiert. Die erforderliche Fliesskraft muss die folgende Bedingung er-
fiillen:

ZFi > Zi(M) + Zi[T,Q) (7.41)
Cer Anteil infolge der Schubbeanspruchung setzt sich zusammen aus je der
Halfte der Langskomponenten der Diagonaldruckkréfte der benachbarten Quer-

schnittswande:

2Q, *cota ' (7.42)

z,(1,0) = %
Fir die Wahl der Diagonalenneigung bestehen verschiedene Kriterien. Es kann
gezeigt werden, dass im Falle reiner Torsion der Aufwand an Stahl minimal
wird, wenn tana = 1 ist. Sicher spielen aber vorwiegend wirtschaftliche
Ueberlegungen eine Rolle. Die Verarbeitungskosten und die Einheitspreise fiir
Bligel sind hBher als diejenigen flr die L&ngsbewehrung. Es wird deshalb an-
gestrebt, die Bligelbewehrung klein zu halten. Dies wird erreicht, wenn eine
flachere Diagonalenneigung gewdhlt wird. Eine Reduktion ist allerdings nur
méglich, wenn die L&ngsbewehrung entsprechend versté&rkt wird. Zudem sind die

Umlagerungsgrenzen, wie sie in Abschnitt 5.2 aufgezeigt werden, zu beachten.

Die Bemessungsregeln flir Trdger unter reinem Biegeschub und flr Triger mit
offenem Querschnitt unter kombinierter Beanspruchung beruhen auf demselben
Bruchmodell. Die Regeln nach Gl. (7.40), Gl. (7.41) und Gl. (7.42) sind des-
halb in &quivalenter Form sowohl in [19] als auch in [20] fir solche Triger
aufgenommen worden, fir die im Bruchzustand die volle Ausbilduﬁg der Fach-

werkwirkung erwartet werden darf.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, das Tragverhalten im Bruchzustand
von Kastentrdgern aus Stahlbeton unter Torsion, Biegung und Querkraft theo-
retisch abzukldren. Insbesondere wird der Bruchwiderstand solcher Trédger ana-
lytisch mit Hilfe eines rdumlichen Fachwerkmodelles und unter Anwendung der
Platizitdtstheorie bestimmt. Die Schnittkraftkombinationen, die im Bruchzu-

stand zuldssig sind, werden in einer Interaktionsfigur dargestellt.

Im allgemeinen Fall erzeugt ein Torsionsmoment im Kastentrdger einen lber den
Umfang konstanten Schubfluss (Umlauftorsion) und einen verdnderlichen Schub-
fluss (W&lbtorsion). Im Hinblick auf eine einfache Darstellung drangt sich
eine Aufteilung der Aufgabe auf. Erstens wird der Einfluss der Wdlbtorsion
auf das Tragverhalten untersucht. Zweitens wird der Querschnittswiderstand

gegenlber Torsion, Biegung und Querkraft hergeleitet.

Vorerst werden die statischen und kinematischen Bedingungen am Trdger formu-
liert. Dabei wird der Trdger als Stab idealisiert. Die Querbiegung wird also

nicht berlcksichtigt und die Querschnittsform wird als starr vorausgesetzt.

Grundsdtzliche Ueberlegungen Uber das Verhalten im Bruchzustand werden an
ginem idealisierten Trdger mit idealisierten Fliessbedingungen angestellt.
Die L&ngskrafte werden durch Gurtst@be in den Kanten, die Schubkr&fte durch
die dazwischenliegenden Schubw@nde aufgenommen. Es wird angenommen, dass die
Schubkréfte der Querschnittswdnde die Tragfahigkeit der Gurtstd@be nicht be-
ginflussen und umgekehrt. Nach dem statischen Grenzwertsatz wird die grosste
Last gesucht, die ohne Verletzung der Gleichgewichts- und Plastizitatsbe-
dingungen mdglich ist (Maximumaufgabe). Nach dem kinematischen Grenzwertsatz
wird die kleinste Last gesucht, zu der noch ein kinematisch zul&ssiger Mecha-
nismus angegeben werden kann (Minimumaufgabe). Die Bedingungen beider Opti-
mierungsaufgaben sind linear und werden je in einem TaBleau zusammengestellt.
Da die Aufgaben dual sind, fihren sie zur gleichen L&sung, der Traglast des
Trédgers. Die Tragféhigkeit ist erschdépft, wenn entweder ein Schubmechanis-

mus, ein Wdlbmechanismus oder ein Biegemechanismus auftritt.

Das Schubwandelement aus Stahlbeton wird fir die rechnerische Erfassung mit
einem Fachwerkmodell nachgebildet. In diesem Fachwerk bildet die L&ngsbe-
wehrung die Gurtungen, die Blgel wirken als Pfosten, und der Beton Ubertragt
die Strebenkré&fte. In Betracht gezogen werden nur unterarmierte Schubwinde,
bei denen Versagen durch Fliessen der Bewehrung eingeleitet wird. Der Beton
soll nicht massgebend werden. Unter dieser Bedingung stellt sich die Neigung
der Streben so ein, dass im Bruchzustand sowohl die Blgel als auch mindestens

ein Gurtstab fliessen.
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Zur Untersuchung von Kastentrdgern aus Stahlbeton werden die Bedingungen der
einzelnen Fachwerkscheiben in die statischen und kinematischen Bedingungen
des Stabes eingebaut. Die Optimierungsaufgaben nach den beiden Grenzwert-
sdtzen flhren zu zwei nichtlinearen Tableaux. Eine analytische Ldsung ist
mdglich, wenn entweder eine Aussage Uber die Schubflussverteilung oder Uber

die Diagonalenneigung getroffen werden kann.

Es lasst sich zeigen, dass bei langen Tragern der Schubfluss infolge Torsion
iber den Umfang anndhernd konstant ist. Auch bei behinderter Wdlbung des
Querschnittes wird kein zus&tzlicher Torsionswiderstand aufgebaut. Mit die-
ser Voraussetzung wird der Querschnittswiderstand des h&ufig vorkommenden
Trapezquerschnittes‘bestimmt.‘Im Bruchzustand bleiben maximal zwei Gurtstabe
starr. Die gesamte lUbrige Bewehrung fliesst. Die Fliessbedingungen werden
als rdumliche Interaktionsfigur der Schnittkradfte Torsion, Biegung und Quer-
kraft dargestellt.

Die Berechnung des Querschnittswiderstandes wird ergdnzt durch Bemessungs-
formeln, die Anwendung finden, wenn die Bewehrung flr eine gegebene Schnitt-

kraftkombination bestimmt werden muss.
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RESUME

Le travail présenté poursuit le but d’analyser le comportement, & 1'état
ultime, des poutres-caissons en béton armé soumises & la torsion, & la flexion
et 3 1'effort tranchant. En particulier, leur résistance & la rupture est
déterminée & 1'aide d'un modéle de treillis spatial et en employant la théorie
de la plasticité. Les combinaisions possibles de torsion, flexion et effort
tranchant sous la charge ultime sont représentées dans un diagramm d'interac-

tion.

Dans le cas général, un moment de torsion produit, dans une poutre-caisson,
un flux de cisaillement constant (torsion circulaire) et un flux variable
(torsion gauche) le long du contour de la section. Afin d'obtenir plus de
clarté dans la présentation du probléme, celui-ci est divisé en deux parties.
Dans la premiére, on l'étude 1’influence de la torsion gauche sur le com-
portement structural. Dans la deuxidme, on détermine la résistance a la taor-

sion, & la flexion et & 1l'effort tranchant d'une section.

Les conditions statiques et cinématiques sont formulées. La poutre est idéa-
lisée comme barre. Par conséquent la flexion transversale est négligée et la

forme de la section est supposée &tre maintenue.

Des considérations fondamentales sont faites sur le comportement d'un modéle
d'une poutre obéissant, & 1’'état ultime, & des critéres de plasticité idéa-

lisés. La conception du modéle conduit & la concentration des efforts longi-
tudinaux dans les coins des semelles et des efforts de cisaillement dans les
parois intermédiaires. Les forces de cisaillement dans les parois sont suppo-

sées ne pas influencer les forces de rupture des semelles et vice versa. Le

théorgme de la borne inférieure conduit & la charge maximale, qui satisfait

3 toutes les conditions d'équilibre et qui ne viole pas les critéres de
plasticité (probléme maximum). Le théoréme de la borne supérieure conduit

3 la charge minimale, sous laquelle un mécanisme peut se développer (probléme
minimum). Les équations de tous les deux problémes de la recherche d'optimum
sont linéaires et elles sont contenues dans deux tableaux. Par ce que les
deux problémes représentent une dualité, ils conduisent & la méme solution
pour la charge ultime de la poutre. La charge atteint la résistance de la
poutre, si un mécanisme de glissement, un mécanisme & section voilée ou bien

un mécanisme de flexion se produit.

Pour le calcul suivant 1’'élément d’une parois en béton armé soumise au
cisaillement est idélisé avec un treillis. L'armature longitudinale agit

comme des membrures et les étriers agissent comme des montants. Le béton
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transmet les forces inclinées de compressieon. On ne ponsidére que des parois
sous-armées. Cela signifie, que 1'armature atteint le niveau d'écoulement
avant que le béton ne s'écrase. Dans ces conditions les bielles sont in-
clinées de fagon, que les étriers ainsi qu'au moins une membrure atteignent

le niveau d'écoulement sous la charge ultime.

Pour 1'étude des poutres-caissons en béton armé les conditions du treillis
sont introduites dans les conditions statiques et cinématiques de-la poutre.
Les problémes de la recherche d’'optimum selon les deux théor&mes de bornes
conduisent & deux tableaux non-linéairas. Une méthode pour résoudre les deux
problémes serait possible, si 1'on supposait, que soit la distribution du

flux de cisaillement, soit les inclinaisons des bielles fussent connues.

Si la poutre est assez longue, on peut montrer, que le flux de cisaillement
dd & la torsion est presque constant le long du contour de la section. Le
fait d'empécher le voilement de la section n'apporte pas une augmentation

de la résistance. Avec cette supposition la résistance d'une section tra-
pezoidale est déterminée. Sous la charge ultime toute 1'armature atteint le
niveau d'écoulement exceptés deux fers de coin au maximum. Les critéres de
plasticité sont représentés dans un diagramme d’interaction spatial, qui com-

prend les efforts intérieurs, la torsion, la flexion et 1l'effort tranchant.

Le calcul de la résistance de la section est complété par des formules de
dimensionnement, qui s'emploient, lorsque 1'armature est & déterminer pour

une combinaison fixée des efforts intérieurs.
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SUMMARY

The aim of the thesis is to analyse theoretically the behavior at ultimate
load of reinforced concrete box girders subjected to combined torsion, bend-
ing and shear. In particular, introducing a space truss model and applying
the theory of plasticity the load carrying capacity of such beams is deter-
mined. The combinations of torsion, bending and shear at ultimate load are

shown in an interaction diagram.

In the general case a torsional moment causes in a box girder a constant

shear flow (circulatory torsion) and a variable shear flow (warping torsion)
around the circumference. Aiming at a clear presentation the problem is di-
vided into two parté. First, the influence of warping torsion on the struc-
tural behavior is analysed. Second, the resistance of a cross section under

torsion, bending and shear is derived.

The statical and kinematic conditions of the idealized beam are formulated.

Transverse bending is neglected and the cross section is assumed to be rigid.

Basic considerations are made on the behavior at ultimate load of a model
beam with idealized yield conditions. The longitudinal forces are taken by
stringers in the corners, the shear forces by the intermediate shear walls.
The forces of the cross sectional walls are supposed not to influence the
ultimate strength of the stringers and vice versa. The lower hound theorem
of plastic theory leads to the maximum load fulfilling all equilibrium con-
ditions (maximum problem). The upper bound thecrem leads to the minimum load
for which a kinematically admissible mechanism can be found (minimum problem).
The equation of both optimization problems are linear and they are shown in
two tables. The duality of the two problems leads toc the same solution for
the ultimate load of the beam. The load carrying capacity is reached when
either a shearing mechanism, a warping mechanism or a bending mechanism

Occurs.

For the further investigation the shear wall of reinforced concrete is de-
scribed with a truss model. The longitudinal bars act as stringers (flanges)
and the stirrups as posts. The concrete transmits the inclined compression
forces. Only underreinforced shear walls are considered, i.e. yielding of
the steel will take place prior to crushing of the concrete. Under this con-
dition the concrete struts are inclined at such an angle that the stirrups

as well as at least one stringer yield under ultimate load.

To study box girders of reinforced concrete the conditions of the truss model
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are transferred into the statical and kinematic conditions of the beam. The
upper and lower bound theorems applied on the beam leads to two non-linear
tables. An analytical solution is possible, if either the distribution of

the shear flow is known or the inclination of the struts.

It can be shown that the shear flow due to torsion is almost constant around
the circumference, if the beam is long enough. Even if warping is prevented

no additional resistance is built up. Under this condition the resistance

of a trapezoidal cross section is determined. At ultimate load not more than
two stringers are rigid. All the other reinforcing bars yield. The yield
conditions are illustrated with an interaction-diagram of the three components

torsion, bending and shear.

The calculation of the resistance of the cross section is completed with
design formulas which apply when the reinforcement has to be determined for

a given combination of the internal forces.
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BEZEICHNUNGEN
B Bligelkraft
Bk Bigelkraft in der k-ten Querschnittswand
BF Bigelfliesskraft
Bfk Bligslfliesskraft in der k-ten Querschnittswand
D Diagonaldruckkraft
Dk Diagonaldruckkraft in der k-ten Querschnittswand
FO Querschnittsflache eingeschlossen von der Verbindungslinie
der Ecksté&be
La’ Li Leistung der &ausseren bzw. inneren Krdfte
Ld Dissipationsleistung
My’ Mz Biegemoment um y- bzw. z-Axe
Mp Biegemoment im Bruchzustand
I"lpD Bruchmoment reine Biegung
Mw W5 1lbmoment
N Normalkraft
Np Normalkraft im Bruchzustand
NpO Normalkraft im Bruchzustand reiner Zug
8] Koordinatenursprung
P Punkt auf Querschnittsumfang, Einzellast
Qk Schubkraft in der k-ten Querschnittswand
ka : Schubwiderstand der k-ten Querschnittswand
Qp Querkraft im Bruchzustand
B0 Querkraft im Bruchzustand reiner Schub
Qy, QZ Querkraft in y- bzw. z-Richtung
S Schubfluss
SD Konstanter Anteil am Schubfluss
T Torsionsmoment
T0 Torsionsmoment aus konstantem Schubfluss (Umlauftorsion)
Tw W8lbtorsionsmoment
Tb Torsionsmoment im Bruchzustand



Bruchmoment bei reiner Torsion

Volumen

Zugkraft im i-ten Eckstab

Fliesskraft des i-ten Eckstabes

Zugresultierende im Bruchzustand

Lédngskomponente der Diagonaldruckkraft in der k-ten

Querschnittswand

Zugkraft im oberen bzw. unteren Gurtstab

Fliesskraft des oberen bzw. unteren Gurtstabes

Gurtstababstand am quadratischen Querschnitt bzw. am Schub-

wandelement

Eckstababstand der k-ten Querschnittswand

Eckabstédnde am Trapezquerschnitt

Querschnittsbreite bezogen auf Gurtstédbe

Seitenverhdltnis am Trapezquerschnitt

Schiebungsparameter infolge W&lbung

Schiebungsparameter der k-ten Querschnittswand

Querschnittsh8he bezogen auf Gurtstébe

Nummer Eckstab (i=1,

3,0.. m)

Nummer Querschnittswand (k=2, 4,...n)

Trégerlénge

Torsionsbelastung

Flachenlast in x-Richtung

Linienlast in y- bzw.

Schlupfvariable Bigel

z-Richtung

Schlupfvariable i-ter Eckstab bzw. k-te Querschnittswand

Schlupfvariable oberer bzw. unterer Gurtstab

Abstand der Querschnittstangente

Abstand der Tangente der k-ten Querschnittswénd

Umlaufkoordinate, Blgelabstand

Bligelabstand in der k-ten Querschnittswand

Wandstéarke

Umfang der Flache F
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U, VvV, w

Verschiebungen des Querschnittes in x-, y-, z-Richtung
Integrale Querschnittsverschiebung in y-, z-Richtung
Lédngs- bzw. tangentielle Verschiebung des Punktes P
L&ngsverschiebung der i-ten Kante

Léngsverschiebung des oberen bzw. unteren Gurtstabes
Tangentielle Verschiebung der k-ten Querschnittswand
Koordinaten

Koordinaten des i-ten Eckstabes

Koordinaten des Mittelpunktes der k-ten Querschnittswand
Exzentrizitdt der Einzellast am Kragtréger
Diagonalenneigung

Diagonalenneigung in der k-ten Querschnittswand
Verhdltniszahl aus Abschnitt 5.2

Schiebung des Wandelementes

Schiebung der k-ten Querschnittswand

Schiebung des Querschnittes in y- bzw. z-Richtung
Drehschiebung des Querschnittes um x-Axe

Winkel zwischen y-Axe und Querschnittstangente

Winkel zwischen y-Axe und der k-ten Querschnittswand

Relativbewegung der Rissufer in Richtung der Biigel bzw.

Léngsbewehrung

Relativbewegung der Rissufer in tangentieller bzw. verti-

kaler Richtung

Dehnung

Bligeldehnung

Bigeldehnung in der k-ten Querschnittswand

Mittlere L&ngsdehnung

Mittlere L&ngsdehnung in der k-ten Querschnittswand
Bebnung im i-ten Eckstab

Dehnung im oberen bzw. unteren Gurtstab

Verdrehung des Querschnittes um x-Axe
Integrale Verdrehung des Querschnittes um x-Axe

Lastfaktor
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Lagrange'scher Multiplikator
Verh&ltniszahl Abschnitt 4.4
Verh&ltniszahl Abschnitt 4.7
Normalspannung
Fliessspannung

Schubspannung
Prinzipalfunktion

Verdrehung um y- bzw. z-Axe
Wélbkoordinate

Wolbkoordinate des i-ten Eckstabes bzw. der k-ten Quer -~

schnittswand

Reduzierte Wélbkoordinate des i-ten Eckstabes bzw. def

k-ten Querschnittswand



