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INTRODUCTION

En calcul des probabilités, on a souvent affaire & des trans-
formations appliquées 2 une famille de lois de probabilité, et qui,
en intégrant ces lois par rapport a un parameétre, leur associent
une nouvelle loi dite "loi pondérée' (weigthed law).

La convolution est un exemple bien connu d'une telle trans-
formation ; dans ce cas, la famille de lois s'obtient par translation
d'une loi originale. Des lois pondérées apparaissent ensuite d'une
fagon naturelle si 1l'on considére des probabilités conditionnelles,
Mais c'est surtout dans 1'étude du probléme limite central que les
lois pondérées jouent un rdle essentiel lorsque les variables aléa-
toires ne sont plus indépendantes.

Or, malgré son importance, les publications consacrées & ce
sujet sont encore peu nombreuses. Signalons cependant les théses
de M. Girault [5](1) et de H. Loeffel [10]. Le premier étudie de
fagcon détaillée la transformation H définie par

t 1
H(f) = % f f(u) du = f f(tu) du

ot f est une fonction caractéristique ; le second cherche a généra-
liser cette transformation. D'autres cas particuliers sont traités
dans le livre de M, Loéve ([1l1], p. 380).

Le présent travail voudrait étre une contribution a 1'étude sys-
tématique des lois pondérées et des fonctions caractéristiques pon-
dérées en particulier. Le chapitre 2 donne un théoré¢me sur la trans-
formation générale et en établit quelques propriétés. Les chapitres

(1) Les nombres entre crochets renvoient & la bibliographie citée a la fin de
ce travail.
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3 et 4 sont consacrés a l'étude d'une transformation particuliére
rattachée au produit de deux variables aléatoires et qui jusqu'a
présent 'ne semble pas avoir été étudiée d'une manidre systéma-
tique" (P. Levy [9]). La continuité de la transformation générale
fera l'objet des chapitres 5 et 6. Nous terminerons en considérant
au chapitre 7 la transformation d'une classe de lois indéfiniment
divisibles et en particulier les lois pondérées du type normal et
poissonien.



CHAPITRE |

REMARQUES PRELIMINAIRES

1.1 - NOTATIONS PRINCIPALES,

(2, &, P) = espace de probabilité ([11], p. 150)
X(w) = variable aléatoire (v.a.), w € Q

R = axe réel

F(x) = fonction de répartition (f.r.) ou pseudo-f.r. (p.f.r.) selon
que Var F = 1 ou Var F ¢ 1, x&€ R ([11], p. 167)

f(t) = fonction caractéristique (f.c.) ou pseudo-f.c. (p.f.c.) selon
que f(0) = 1 ou f(0) ¢ 1, te€ R ({11], p. 185)

I(x) = f.r. dégénérée = 0 pour x < a et 1 pour x > a

F—'3F = convergence faible

F,——>F = convergence complete ([11], p. 178)
+®

f: f toutes les intégrales étant comprises au sens de Lebesgue-

~®  Stieltjes
@ = gystéme des ensembles boréliens B C R
P, = mesure de probabilité dans @ engendrée par F ([11], p. 96)
P = mesure de Lebesgue
a3 = complétion de @ par rapport & P, ([11], p. 90)

Sauf notation contraire, nous supposerons toujours que F, G et H
soient des f.r, et f, g et h les f.c. correspondantes.

S



98 ALAIN RUEGG

1,2 - FONCTIONS CARACTERISTIQUES ANALYTIQUES.

Nous aurons besoin des notions et résultats suivants (voir par
exemple [12), p. 218-224) :

Soit w = u + iv un point du plan complexe et écrivons
J(w, F) = fe“'* dF(x)
lorsque cette intégrale existe. On a donc
J(u, F) = f(u),
tandis que J(iv, F) définit pour tout v réel une fonction réelle et
non négative, finie et convexe dans un intervalle (a, b) contenant

1'origine et égale & +x ailleurs, ol ~®x g a g 0g b g + o,

Définition.

Une f.c. f(u) sera dite f.c. analytique s'il existe un prolon-
gement analytique f(w) dans un cercle autour de l'origine.

Lemme 1,1.

f est une f c. analytique si et seulement si l'origine est un
point intérieur de l'intervalle (a, b) ol J(iv, F) reste finie. Alors

f(w) est analytique au moins dans la bande a < v < b et y coincide

avec J(w, F), Les points ia et ib sont des singularités de f.

Si f est une f,c, entiére (f # 1), on a
M(t, f) = max {f(it), f(-it)}
ol M(t, f) est définie par

Mt D) = max | fw) |,

I

et 1< M) sp(f) g+

ot A (@) = lim inf 208 108MCE, )
t >+ log t

. - log logM(t, f)
et P@) = lm sup Tog t

sont respectivement l'ordre inférieur et l'ordre supérieur de f.

6



FONCTIONS PONDEREES DES LOIS DE PROBABILITE 99

Téfinition,
On dit qu'une fonction entiére f est d'ordre 1 et du type expo-
nentiel si

M(t, f) = O(e*') pour t—>+ ®

ol 0 < k< + o

1.3 - FONCTIONS INVERSES DES FONCTIONS DE REPARTITION,
La fonction inverse d'une p.f.r. F est définie par
F-1(u) = inf [x ; F(x) > u]

ot 0 < u < 1 (voir [18]) ; c'est également une fonction non décrois -
sante, continue & gauche si F(-®) < u < F(+x) et telle que

Fllu)= - si 0<ug F(-o)
Flu) = +@ si F(+®) gu <1,
et qui satisfait & la formule de réciprocité
F(x) = inf [u ; F*u) > x].

La convergence faible d'une suite de p.f.r. F, vers une p.f.r, F
implique que F;}(u)-——> F-Yu) presque partout dans (0, 1).

Lemme 1, 2,

Etant données des f.r. F., G, telles que F—=—F et G —> G
avec Var G <1, on peut trouver des v.a. X, Y, et X obéissant
respectivement aux lois F , G, et F telles que X, et Y soient indé-
pendantes, X, ———X en probabilité et P[|Y,|— +®] > 0.

Démonstration.

Choisissons pour Q le carré [W = (u, v); 0 <u <1, 0< v<l]
pour @ le systéme des ensembles boréliens BC Q, et pour P la
mesure de Lebesgue. Si nous posons

X (w) = X, (u) = F7i(w)

Y, (v)

Y, () GHv)
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X (w) = X (u) = Fu),

les assertions du lemme sont évidemment satisfaites en vertu des
propriétés dont jouissent les fonctions inverses et du fait que

PIX, <a, Y, < bl = PX, < a] P[Y, < b]

quels que soient a et b, c.q.f.d.



CHAPITRE 1l

TRANSFORMATION D'UNE FAMILLE
DE FONCTIONS CARACTERISTIQUES

Dans sa thése, H. Loeffel ({10], p. 6) a établi un théoréme
sur l'intégration d'une famille de f.c. dont les éléments dépendent
de fagon continue d'un parametre réel w (a £ w ¢ b), Nous allons
montrer que cette condition de continuité n'est pas nécessaire, mais
peut étre remplacée par une condition plus faible exigeant seulement
la mesurabilité de f(t, w) par rapport & w, ce qui permettra égale-
ment de choisir comme domaine de définition du parameétre w un
espace de probabilité arbitraire,

2.1 - UN LEMME DE ROBBINS -

Nous aurons besoin du lemme suivant établi par H. Robbins
(141

Soit (R, &, P) un espace de probabilité et F (x, w ) une fonc-
tion réelle définie sur R, x @ telle que

a) F(x, w) soit une f.r. pour presque tout w,

b) F(x, w) soit une fonction mesurable & pour tout x.
On vérifie aisément que :

H(x) =fQ F(x, w) dP

définit également une f.r.. Soit enfin ¢ (x) une fonction réelle mesu-
rable B, et posons

e(x) = 9°(x) + ¢ (x)
ol

ey - $9 () si @ (x) >0
(P(x)—io " (P(X)SO

9
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cen - f o (¥ si P (x)
CP (X) - { 0 )

<0
" ¢(x) 20,

Lemme 2,1,

Pour que la relation

js; dPf g, F(x, w) = [ o(x)dH(x) (R1)

soit valable, il est nécessaire et suffisant que l'une des deux iné-
galités

Joo an = [ dPf g aFx, w) <+o  (R2)
J o dHE) =fQ dP [¢ (x) d,F(x, w) < +@ (R3)
soit réalisée.

Remarques.

1) Si 9(x) est une fonction complexe, il suffit de remplacer
dans (R2) ¢* (x) par R*¢(x) + i F'¢ (x), et de m&éme pour ¢-(x) dans
(R3).

2) Le lemme n'est pas valable si 1l'on suppose ¢(x) mesu-
rable L. Pour que (R1) ait un sens, il faut en effet que o (x) soit
mesurable 03; pour presque tout F(x, w) (w€Q). Cette condition est
vérifiée si 9(x) est mesurable B, en vertu de BC @, ; il n'en est
pas de méme si @(x) est mesurable L, l'inclusion @, C @, n'étant
pas réalisée si la f.r. F a une composante singuliére non nulle
(voir (3], p. 6).

2.2 - UN THEOREME GENERAL SUR LA TRANSFORMATION DES
FONCTIONS CARACTERISTIQUES.

THEOREME 2.1,

Soit (2, @&, P) un espace de probabilité, N ¢ Q un ensemble
de mesure P nulle et f(t, W) (- <t < + @, yEQ) une fonction com-
plexe telle que

(2a) f(t, w) soit une f.c. pour tout wWEQY - N et

(2b) f(t, w) soit une fonction mesurable & pour tout t.

Alors

10
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h{t) =fQ f(t, w) dP

est également une f.c., et les f.r. correspondantes sont liées par
la relation

H(x) = [, F(x, w) dP.

Démonstration,

Pour tout WESR - N, la formule d'inversion des f.c.

F'(x, w) - F'(y, w) . 1imf+r3—if:£i:—f(t w)dt (1)
? ? 27 1 it ’

T=-
fait correspondre a f(t, w) sa f.r. normalisée

F* (w) = % {F(x - 0, W) + Fx+ o0, W)}.
Désignons par @ (T, x, y, @) l'intégrale figurant dans (1) et par
¥ (t, x, y, w) son intégrant, Puisque ce dernier est continu en t,
1'intégrale est la fonction limite d'une suite de sommes de Riemann-

Stieltjes

(T, %, y, ) =81im 2 (T, x, vy, )
-0

n

ol
(T, x, y, w) = k;) T(bLnJ, X, y, W) [aw'- al(‘n)],
al"l ¢ binlg alnl k=0, 1, .... n-1),
aln' = - T, a” =+ T (@=1, 2 ....)
et

5, = max [47, - 4.
Or l'ensemble des fonctions mesurables @ sur @ - N étant fermé
par rapport a l'addition et par rapport au passage & la limite, il
contient en méme temps que Y (b{"), x, y, w) les fonctions

e (T, x, vy, w), &(T, x, y, w),

n

F'(x, w) - F' (y, w),

F*(x, w) = lim {F* (x, w) - F*(y, w)}

y= @

11
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et

F(x, wy= F(x-o0, w= F‘(x-o, w)

- 1 *
= 1)(1“11} xF (x,, w)
quel que soit x réel,

Appliquons maintenant le lemme 2.1,, Les inégalités (R2) et
(R3) sont remplies si ¢(x) = e'**, on a donc

jg; f(t, w) dP = fe'* dH(x)
pour tout t réel oi
H(x) =_(; F(x, w) dP,

et le théordme est démontré,

Dans la suite nous désignerons par T cette transformation
générale qui fait correspondre une nouvelle loi, dite "loi pondérée",
a une famille de lois données.

Remargque.
Si pour tout w € Q- N, f({t, w) est une p.f.c. avec
f@O, wy = ¢ (0 <c g 1) et si P est une mesure avec

P(R) = ¢, (0 < c, < 1), h(t) est une p.f. c. telle que h(0) = ¢, ¢,.
2,3 - TRANSFORMATION DES MOMENTS -
Désignons respectivement par mk’ et m'k! les moments et par

pik' et u*’ les moments absolus d'ordre k des lois F(x, w) et H(x),
et soit f'%' (t, w) la k-itme dérivée par rapport & t de f(t, w).

THEOREME 2, 2.
Si les hypothéses du théoreme 2.1, sont vérifiées et si ui"’ est

une fonction intégrable P, les expressions ul*! . mik) et hik! (t)
existent et sont finies pour tout entier k ¢ n, et on a les relations

u\k) =‘£ lJ:,dP, n.{k) =f9mi)k) dP

et

HY () =j;2 fUo (¢, w) dP.

12
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Démonsiration.
Les inégalités (R2) et (R3) du lemme 2,1, sont remplies si
©(x) est 1'une des fonctions
Ix[%, x* et e’ x* (k < n), (2)
En effet, 1'inégalité
[x[* <1+ |x|"

valable poéur k ¢ n implique la majoration presque partout de

¢* (x) d F(x, w) par la fonction intégrable P 1 + w". La for-
mule (R1) s'applique donc aux fonctions (2), ce qui établit imme-
diatement les propositions pour les moments, Puisque les moments
absolus X' (wWEQR - N) et u'*'sont finis, on peut permuter l'ordre
de l'intégration et de la différentiation dans les expressions

_d_k Ttx dk itx
S e A Fx, u) et <5 e ),
ce qui complete le raisonnement pour les dérivées.

Ajoutons que dans le cas des moments absolus, on pourrait
remplacer l'entier k par un nombre réel r (0 < r < n). Nous don-
nons la réciproque suivante :

THEOREME 2,2, a,
Si le moment absolu p'"' de H(x) est fini, il en est de méme

des expressions 14*), mi*' et f'*! (t, w) quel que soit k < n et pour
presque tout wEQ,

Démonstration,

En effet, si ptn? est fini, il en est de méme des intégrales
figurant dans (R2) et (R3) si l'on y remplace ¢(x) par |x|". En rai-
son de (R1),

f lendiF(x’ w) = p‘i’n)

représente donc une fonction intégrable P, c'est-a-dire finie pour
presque tout WER. Les autres assertions en sont des conséquences
directes, c.q.f.d.

2.4 - PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION T -

Nous supposons une fois pour toutes que

13
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h{t) = _/;2 f(t, w) dP et H(x) = ./;? F(x, w) dP,
Définition.

On dit qu'une fonction réelle ¢(t) est une fonction de Polya, si

1

a) 9(-t)
b) 9(0)

Dugué et Girault [4] ont montré, en généralisant le raisonnement
donné par Pdlya [13], qu'une telle fonction est une f,c.

o(t), c) 9(t) > 0,

1, d) @(t) convexe pour t > 0.

THEOREME 2. 3,

Si f(t, w) est une fonction de Pdlya pour presque tout w€Q,
il en est de méme de h(t). '

La démonstration est évidente. Nous verrons plus loin (3. 2)
que la transformation T permet d'obtenir des fonctions de Pdlya,
en partant d'une famille de fonctions qui ne sont pas des f.c.

THEOREME 2, 4,
Pour que h(t) soit une f, c. analytique, il est nécessaire et

suffisant qu'on ait t, > o tel que J(it, F,) et J(-it,, F,) soient
des fonctions intégrables P.

Démonstration.

On déduit du lemme 2.1, que
fQ J(it, F,)dP = J(it, H)
et 1'on applique le lemme 1,1,

Remargue.

Le fait que toutes les fonctions f(t, w) soient analytiques ou
méme entieéres n'entraine nullement la régularité de h (voir théo-
réme 4.,4.).

Définition.

On dit qu'une f.r. F est unimodale de vertex a si F(x) est
convexe pour x < a et concave pour x > a.

14
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THEOREME 2.5.

Si F(x, w) est unimodale de vertex a pour presque tout wE @,
il en est de méme de H(x).

La démonstration est évidente.

THEOREME 2.6,

Si F(x, w) est continue (ou absolument continue) pour presque
tout WEQR, il en est de méme de H(x).

Démonstration.

Dans les conditions du théoréme 2,1,, la mesure de probabilité
P. (B, w) correspondant & F(x, w) est une fonction mesurable & pour
tout BE® (voir [14]). On vérifie aisément que

P* (B) =£ P (B, w) dP
définit également une mesure de probabilité ; puisque les valeurs

de P, et de P" coincident pour tout intervalle [a, b), on a P" = P+,
donc

P, (B) =j;2 P.(B, w) dP,

et il suffit de poser B = {a}et B = N ot N est un ensemble de
mesure L nulle,

Remarque.

Le fait que F(x, w) et H(x) soient absolument continues n'im-
plique cependant pas que

H' (x) =_£F'(x, w) dP.

En effet soit (2, &, P) = (E,, @, F) ou E, = [0, 1], et soit A une
partie du carré E_ x E_= [0 ¢ x 1 ;0 g w g 1] telle que

A = [w; (x, w) €A (xEEx)

x

et
E -A =E -[x; (x0)€A] (v €E)

soient des ensembles dénombrables (voir [7], p. 149).

15 2
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En posant
(1 si(x, w)E A
F' (x, w) = {0 si (x, w) & A,
on a
F(x, w) = [ F' (u, w) du = x
et

1
Hx) = F(x, w)do = x,
(<]
c'est-a-dire H'(x) = 1 pour x€E_, tandis que
1
fF‘(x, w) dw = 0.
o
THEOREME 2,7,
Si F(x, w) est strictement monotone, c'est-a-dire si le sup-

port de F(x, w) recouvre l'axe entier pour presque tout wEQ, il en
est de méme de H(x).

La démonstration est évidente.

2.5 - EXEMPLES

Nous supposons dans la suite que (?, &, P) = (R, B, Pg) ol
G est une f.r. arbitraire. Donnons maintenant trois exemples de
fonctions f(t, v) vérifiant les hypothe¢ses du théoréme 2, 1.

1) f(t, v) = ft)e’"  (VER)
2) f(t, v) = f(tv) (VER)
3) f(t, v) = f(t;) (v # 0)

ot f # 1 est une f.c. arbitraire.

D'aprés la formule d'inversion, on trouve

1) Fx, v) = F(x-v)
F(%) siv>0
2) Fx, v) = {1 (x) siv =

1-F(§+ o) siv

A

16
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F(xv) siv>0

3) F V) =3 Fav+0) si v < o.

L'application de la transformation T donne dfabord
1) h=fg e H=F *G.

Pour les deux autres cas, nous introduisons les notations

2) h F oG

fog et H
et

3) h fog et H F O G,

en remarquant que 3) impose la continuité de G & l'origine.

Chacun de ces exemples fait donc correspondre & un couple
de f.c. ou de f.r. une nouvelle f.c. ou f.r. L'intérét de ces opé-
rations réside dans le fait qu'elles sont associées a des opérations
extrémement simples pour les v.a.. Soient en effet X et Y deux
v.a. indépendantes et F et G leurs f.r.

THEOREME 2. 8.

Lesv.a. X + Y, XY et, & condition que P [Y = 0] = 0, X/Y
obéigsent respectivement aux f.r. F * G, F 0 G et FF ¢ G.

Le faisonnement bien connu pour la somme (voir [3], p. 5)
s'applique sans difficultés aux deux autres cas.

Signalons encore un cas particulier :

Corollaire.

_ SiGestlaf,r. d'une v.a. Y vérifiant P{Y = 0]=0, la f.r,
G de 1/Y est définie par

G(x) = I,(x) + G(0) - G(}( + o) (x # 0)

et
G(0) = G(0).

17
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CHAPITRE 1l

TRANSFORMATION F o G

Tandis que 1'addition des v.a. est un des problémes classiques
du calcul des probabilités, il semble que leur multiplication n'a pas
encore été étudiée de fagon systématique. Il existe bien un certain
nombre de publications ([1], (2], ([17]) traitant de cas particuliers,
mais ce n'est que trés récemment que P, Lévy [9 a présenté l'es-
quisse d'une théorie générale de ce probléme. Il propose d'en rame-
ner l'étude aux problémes connus de l'addition des v.a., soit par
1'introduction des logarithmes, soit en appliquant les relations qui
lient les moments. En d'autres termes il suggére de déduire l'arith-
mique ''multiplicative’ des lois de probabilité de leur arithmétique
"additive".

Contrairement & cette méthode, nous nous proposons ici d'étu-
dier directement l'opération F 0 G rattachée au produit de deux v.a.
indépendantes. Signalons que plusieurs des résultats de ce chapitre
sont des extensions de théorémes trouvés par H. Loeffel [10] qui a
examiné le "produit" F 0 G pour des cas particuliers de G.
3.1 - PROPRIETES FONDAMENTALES -

Dans ce chapitre comme dans le chapitre suivant, nous suppo-
serons une fois pour toutes que

H=FO0OG et h=ng.

On déduit d'abord du théoréme 2,8, que le "produit" F © G
est commutatif et associatif.

Définition,

Si A et B sont deux ensembles réels non vides, leur produit
vectoriel est défini par

A (x) B=1[ab; a€A, be&B].

19
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THEOREME 3.1,
Le support S, de H est égal & l'adhérence de 5 (x)Ss.

Démonstration,
Soit a€S, bES; et posons c = ab. Le point (a, b) du plan
R, x R, appartient & 1l'ensemble ouvert

A = [(u, v) ; c -m€<uv<ec+egl

c, €

quel que soit € > 0 ; il existe donc un carré ouvert Q, (a, b) de
centre (a, b) et de c6té 26 > 0 qui est contenu dans Ac’ e

Alors
H(c +€) - H (c - € +0) = i[f dF(u)dG(v) > 17 dF(u)dG(v)

Qs(a,b)

[Fla+0) - Fla- 6+ 0)] [Gb+ & -G(b -6 +0)] >0
quelque petit que soit € > 0, ce qui implique cESH, c'est-a-dire

S (x)S; C Sy

et par conséquent

S, étant un ensemble fermé.

Si réciproquement c€S,, on a

JI arwyace) - 1 (e + )-m(c-2+0)>0

Ac,l/r\
contient au moins un point

pour n = 1, 2, ..., donc A,
p, = (a,, b)) appartenant au spectre S, ; de la f.r, composée F(u)
G(v). Alors '

; df‘(’u)dG(v) = [F(a,+8) - F(a_ - & + 0)] [G(b, +8) - G(b, -& + 0)>0

§'2n,% "

quelque petit que soit & > 0, d'od a b € S,(x)S,. Mais puisque
pn = (an’ bn)e Ac, 1i/n,

on a a, b,—> c, ce qui établit bien la deuxiéme inclusion

SyC S (%) S .
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Remarque,

L'exemple suivant montrera que le produit vectoriel de deux
ensembles fermés S, et S; n'est pas nécessairement fermé. Posons
en effet

S = {n}
Sﬁi;l;*,l\ziu(‘” (n =1, 2,..)

1
On voit que le produit S, (x) S, contient chaque valeur c, = 1+ =

sans contenir lim ¢, = 1.

Désignons maintenant par D, 1'ensemble des points de disconti-
nuité d'une f.r.F.

THEOREME 3. 2.

Si D, et D, ne sont pas vides, on a D, = D; (x) De._Si 1'un des

deux ensembles D, et D, est vide, tandis que l'autre contient l'ori-
gine, on a D = {0}. Dans tous les autres cas, D, est vide.

Démonstration.

Ce théoréme est une conséquence des deux formules

H(x+0) - H(x) = ¥ [F(a,+0) - F(a)] [G(b, +0) - GBY  (x #0)

a by e
et
H(+ 0) - H(0) ="[F(+ 0) - F(0)] [l - G(+ 0) + G(0)] + G(+ 0) - G(0)
= [G(+ 0) - G(0)] [1 - F(+ 0) + F(0)] + F(+ 0) - F(0)
quion obtient aisément 2 partir de la relation H = F O G,

Les théorémes 3.1, et 3. 2. entratnent les trois corollaires sui-
vants :

Corollaire 1.

Pour que H soit continue, il est nécessaire et suffisant que
1'une des deux f.r.F et G soit continue et que l'autre soit continue

& l'origine.
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Corollaire 2,

Si H=1J avecc # 0, ona F=1 e G=1 avecab = c.

Corollaire 3.
SiH=1 etsi FfI, onaG-=1

o

THEOREME 3. 3.

Si F est absolument continue et si G est continue 2 l'origine,
H est absolument continue ; sa densité H' est définie presque par-
tout par la formule

H' (x) =[F' G;)-I%l dG (v).

Démonstration.

La premiere partie de 1'énoncé est une conséquence directe
du théoreéme 2.6, Pour établir la formule précédente, remarquons
que la fonction

e ()

définie pour [-®w < y < +®, |v] > 0] est non négative et mesurable
B. En appliquant le théoréme de Fubini, on a donc

w00 <[ ay [ v, v a6 = [aewf v . vy - [ F (Z) a6

et

-0

H, (x) =[°:dy[;‘1’(y, v) dGw) = [

c'est~-a-dire

[[1] - F (%)]d(}(v),

H(x) = H (x) + H,(x),

et par conséquent
+ 0

H'(x) = _/:D\lf(x, v) dG (v) +I;\§ (x, v)dG (). c.q.f.d.
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3.2 - FONCTIONS DE REPARTITION UNIMODALES ET FONCTIONS
DE POLYA.

Alors que le probléme de trouver des conditions suffisantes
pour que la convolution ¥ * G de deux {,r. soit unimodale est assez
délicat (voir par exemple (6], p. 252), 1'énoncé suivant concernant
le "produit" F 0 G résulte immédiatement du théoréme 2.5,

THEOREME 3, 4,

Si l'une des deux f.r.F et G est unimodale de vertex zéro,
il en est de méme de H = F 0 G.

Remarques,

1) En prenant pour G la f.r. qui est égale & x°? pour 0 < x < 1
et constante ailleurs (0 < p < + «), donc unimodale si 0 < p < 1,
on voit que le résultat précédent est une extension du théoréme 1
de H. Loeffel ([10], p. 27)

2) On trouverait aisément des exemples démontrant que la
réciproque du théoréme 3,4. n'est pas vraie.

THEOREME 3.5.

Si l'une des deux f.c.f et g est une fonction de Pélya, il en
est de mé&me de h.

Ce résultat est une conséquence du théoreéme 2,3,. Le théo-
réme suivant permettra d'obtenir des fonctions de Pdlya en partant
de fonctions non caractéristiques.

THEOREME 3.6.

Si @(t) (-o < t < + o) est une fonction réelle satisfaisant
aux conditions

a) ¢ (-t)

b) 9(0)

o(t) c) gft) >0

1]

1 d) ¢(t) non croissant pour t > 0

1
et sie) W(v) = G (;) -G (- %) est une fonction convexe pour v > 0,

ht) =/ o(tv) dG(v)
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est une fonction de Pélya.

Démonstration,

Les trois premiéres conditions (voir 2.4.) étant immédiate-
ment vérifiées, il suffit de démontrer que h(t) est convexe pour
t > 0. Posons

h(t) = J(t) + J,(t) + G(+ 0) - G(0)
L0 = [9vacm) = [(Fwdc (7)

5,0 = [[ovdew) = [Towdc () ¢ > o).

Or G est continue pour tout v # 0 en vertu de la condition e) ; on
peut donc appliquer llintégration par parties (voir [19], p. 7), et
1'on a

L0 = 9 a) - o+ 0) G+ 0) - [ G (3)do),

H

J(t) = ¢ (- 0)G(- 0) -j_:é (%)dcp(u)

¢(- 0)G(- 0) +[:mG -3)do).

11 en résulte que

hit) = ¢+ @ + [G(+ 0) - G(- 0)] [1 - ¢(+ 0)]
+[:ww(i-) dll - )
- ot o) +f W(E)an - o)
pour t >0 o 1 - ¢(u) est non décroissante, et le théoreme est
établi.
Remarques,

1) La condition e) est certainement réalisée si

v G"(v) + 2G' (v) » 0 pour tout v réel,
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2) Si G # I,, elle n'est réalisée que si le support S; de G
n'est pas borné. En effet, 1l'inclusion SGC [- a, + a] impliquerait
que W(v) = 1 pour 0< v < -;-; puisque W # 1, cela est incompa-

tible avec la convexité de W,

Exemples de f.r. satisfaisant & la condition e)

0 sivgl
1) G(V)=§l-v"’ siv;I 0 <p<+o),
0 .
2) G(v) =§e_a sivgo (@ > 0),
Y siv>0
0 si vg0
3) G(V)zé v siv>0
1 +v

3.3 - RELATIONS ENTRE LES MOMENTS -
THEOREME 3.7,

Si les moments (ou moments absolus) d'ordre k de F et G
existent et sont finis, il en est de méme des moments correspon-
dants de H ; la réciproque est valable pourvu que H # I.. On a
en plus les formules

= k) (k) - (k) (ki
mk! = m{k' m{ et pyt s op R

Démonstration.

Les moments de la f.r. F(x, v) définie dans l'exemple 2)
(2.5.) se calculent a l'aide d'un simple changement de variables par

k) _ k %) (k) _ k {k)
mi =i m et pe - vl

et la proposition est ramenée aux théorémes 2,2, et 2.2.a,
c.q.f.d.

Donnons l'appliquation suivante au probleme des moments.

Corollajre 1.

Etant donné ¢, réel (k ¢ nouk < + «), une condition suffisante
pour l'existence d'une f.r.H telle que
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c, =fx“ dH(x)

est que ¢, = a_ b, ol

a, = ka dF(x), b, = fx“ dG(x).

Un énoncé de Khintchine ([6], p. 160) affirme qu'une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une fonction h soit f.c¢. d'une dis-
tribution unimodale de vertex zéro est qu'elle puisse étre mise sous
la forme

h(t) = 1t [ twau = [tudu

ot f est une f,c. En d'autres termes, pour que H soit unimodale
de vertex zéro, il est nécessaire et suffisant que H = F O G, F
étant une f.r. arbitraire et G'(x) étant égale & x pour 0 < x <1
et constante ailleurs. Le moment d'ordre k de G se calcule par

- 1
1 et l'on a le

Corollaire 2,

Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une
f.r.H, unimodale de vertex 0, telle que

¢, =fx“dH(x) (k < nouk < + @

est que ¢, :ﬁi ol a, =fx"dFﬂ.

Ce résultat a été démontré d'une maniere différente par N.L.
Johnson et C.A. Rogers [8].

3.4 - UN THEOREME LIMITE -

Le résultat suivant présente une extension du théordme d'ité-
ration de Loeffel ([10], p. 41) dont 1'hypothé¢se plus restrictive
impose au support de F, = F d'étre contenu dans l'intervalle (0, 1).

THEOREME 3. 8.

Soit ¥, (n = 1, 2, ...) une suite de f.r. Posons

T

et
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S'il existe des valeurs positives r, 8 et n_ telles que u'!"’ < + @ pour
tout n et plr) < 1 -6 pour n > n, on a H—Sl .

Démonstration.

Si F,, =1, onaurait H = I, pour tout n > n; ; supposons donc
que F, # I pour tout n. Une application répétée du théoreme 3.7,
nous donne

f x| dH (x) = py"' WL, pir!
no tr) _ -ng >
< Uk (1 oy pour n > n,,

expression tendant vers zéro si n augmente indéfiniment. Soit X,
une v.a. ayant la f.r.H ; on en déduit que X —> 0 en moyenne
d'ordre r, et par conséquent que H —=51 _(voir [11], p. 164 et 168).

c.q.f.d.

Exemples de f.r, F = F satisfaisant aux conditions du théoréme
3_8_._2__ n

1) Loi normale symétrique :

2
F'(x) = G\/l'ZTt €% pourvu que 0 < \/—;—.

2) Loi uniforme :

1
—~ pour 0 < x < a

' =
Fi(x) 0 ailleurs

pourvu que a < e, en raison de p'r! = -
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CHAPITRE IV

TRANSFORMATION F o G ET ANALYTICITE
DE FONCTIONS CARACTERISTIQUES

On sait que la f.c. de F * G est analytique ou entiére si les
f.c. de F et de G le sont, et réciproquement (voir [i1], p. 213).
Le présent chapitre est consacré a 1'étude du probléeme analogue
pour le "produit" F O G, probléme qui ne permettra pas de réponse
aussi simple.

4.1 - DEUX CONDITIONS NECESSAIRES -
On déduit d'abord du lemme 2,1, le

Lemme 4,1,
Soit H = F O G et t réel, Alors

JGt, H) = [ J(itx, F) dG(x).
THEOREME 4. 1.

Pour que h # 1 soit analytique, il est nécessaire que f et g
soient analytiques,

Démonstration.

En vertu des lemmes 1.1, et 4.1., il existe t, > 0 tel que
J(t it, H) = fJ(d: itx, F)dG(x) < + «;

puisque g ¥ 1, c'est-a-dire G(+ 0) - G(- 0) < 1, cela implique que

J(titx, F) <+ @ (1)
pour au moins une valeur x = x, différente de zéro, donc f est
analytique. Il en est de méme de g, le "produit" f O g étant com-
mutatif. c.q.f.d.
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THEOREME 4, 2.

Pour que h # 1 soit entieére, il est nécessaire que f et g
soient entiéres.

En effet la valeur t, dans (1) peut étre rendue aussi grande
que l'on veut.

Remarques.

1) Si h = 1, l'une au moins des fonctions f et g est égale a
1 (voir corollaire 3 du théoréme 3.2.)

2) Paul Lévy ([9], p. 70) a démontré le théoréme 4.1. en
utilisant les relations qui relient les moments de F, G et H.

3) Les réciproques des deux résultats précédents sont inexactes.
Nous verrons plus loin (théorédme 4.4) que h peut &tre une f.c. non
analytique méme si f et g sont des f.c. entiéres ; citons comme
exemple le cas ol f et g sont des f.c. du type poissonien,

4,2 - UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE -
THEOREME 4,3,
Soit f analytique et non entieére. Pour que h soit analytique,

il est nécessaire et suffisant que g soit une f c. entieére du type

exponentiel.,

Démonstration.

Si g est du type exponentiel, un théoréme de Pdlya (13} affirme
que le support S, est contenu dans un intervalle fini [- b, + b] ;
puisque f est analytique, J(itx, F) est finie pour |tx|< a (a > 0).
On aura donc

+b

JGt, H) =j; J(itx, F) dG(x) < + w
pour tout t tel que [t|b < a ; en d'autres termes h est analytique

4 l'intérieur de la bande (- %, + %)

\

Réciproquement soit

(¢ it, H) =[ J(+ itx, F) dF, < +
G
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pour t, > 0, Puisque f est non entiére, nous pouvons admettre que
J(z itx, F) = + @ pour tx > a' (a' > 0),

donc

|
+
8
m
-
M
v
|

J(+ itx, F) =
et

J(-itx, F) = +® gi x< -—

a' a'
Cl - =— +—
SG [ tl ] tl ]

et il suffit d'appliquer le théoredme de Pdlya mentionné plus haut.
c.q.f.d.

ce qui implique que

Un raisonnement plus long, mais nullement plus compliqué,
permettrait d'obtenir un résultat plus précis :

THEOREME 4. 3. a.

Soient (-a), a) et (- ¢, c,) les bandes de régularité de f et
deh(0 <a,c <+ @et [- b,, + b,]le plus petit intervalle conte-
nant & la fois le support de G et l'origine (0 & b, < + ®), Alors

(2]
"n

b

W

min il’ _a._L
b,

et

a
2,)__011 = + © pour a, > 0 quelconque.

Remarquons en particulier que h n'est entiére que si f est
entiére ou g = 1,
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4.3, DEUX CONDITIONS SUR L'ORDRE DES "FACTEURS" f et g .

Si aucune des deux fonctions f et g n'est du type exponentiel,
la régularité de h nécessite que f et g soient entieres. Le théoreme
suivant donne un résultat plus précis :

THEOREME 4, 4,

Soit h analytique et f entiére telle que A(f) > 1. Alors

a) (P(f) - 1) (p(g) - 1) g1 si 1< xA(f) <+ et
b) P(g) = 1 si A(f) = + @
Démonstration.

Supposons d'abord A(f) < + @, h étant analytique, on a t, > 0
tel que

h(z it) =f f(x it u) dG(u) < + o,
D'apres 1. 2.
f(itu) + £(- itaw) > M([tu |, £) > exp [JtulNO-e)

si|tu]| >r, donc pour |u| >-t£—, € > 0 étant choisitel que 1 + & < A (f)

1
et r suffisamment grand, Il en résulte que pour x >tL
R

h(it,) + h(- it,)
> I'/I; {f(it,u) + f(- it,u)} dG(u)
> Iu,{) exp [[tu[ N9 4G(u)
> exp [(t,xN-€] [G(- x) + 1 - G(x)],
c'est-a-dire que

G(- x) +1 - G(x) <k exp [- axMfi-¢]

pour x >%, ol k = h(itl) +h(-it)) et a = th”‘e sont deux constantes
1
positives,
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Cela implique que

p(g) <1 +‘ﬁf‘)%?

ou

P(g) <1 +>\—(f)—1—_~—1-+ e
avec
1 €
(AE) - 1) (Mf) - 1 -¢)

>0

d'apreés le raisonnement utilisé par E. Lukacs [12] dans la premiére
partie de la démonstration de son théoreéme 3,4.,, Puisque € et €
sont des valeurs arbitrairement petites, on a

1
P(g) <1 +m

et la proposition a) est démontrée, Si A(f) = + ®, le mé&me raison-
nement reste valable pour des valeurs arbitrairement grandes de
'exposant A(f) -€ d'olt p (g) <1, c'est-a-dire p(g) = 1.

c.q.f.d.

Nous allons établir maintenant une condition suffisante pour la
régularité de h.

THEOREME 4. 5.

Soient f et g entidres. Alors h est entidre si

a)p(f) = 1 et p(g) <+ @ ou si

b) 1<p(f) < +o et (p(f)-1) (p(g) - 1) <1.

Démonstration.

Soit ¢ > 0. Nous montrons d'abord l'existence de deux valeurs
positives a et § telles que x > a entraine

1 - G(x) < exp [-cxAf) + 3 (2)
et
G(-x) < exp [-cxAfl+ 8], (3)
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En effet si (2) n'était pas vérifiée, on pourrait trouver pour
tout € > 0 une suite x_tendant vers + « telle que

1 - G(x,) >exp [- exPtfi+e]
donc
M(t, g) > g (-it) = [ et dG(w)
+00
>fe“‘ dG(u) > e*n [l - G(x))]
> exp [tx - cxf'”“+ €]
quels que soient t > 0 etn = 1, 2, .... En remplacant t par

th: (1 +C) Xﬁ(”'l"e,

on obtient

Mt otf1+ e - b \iraEates
(n-v g)zexp[xn ] = exp 1+C) s

donc

loglogM(t , g) 5 (1 + 1 ) (1 _ log(l + c))

log t_ c(f) - 1+e logt
et par conséquent
. log log M (t,, g) 1
> —= 5 __ \7qn2 5 —_—
P (e) 11131_’%up log t, > 1+ p(f) - 1 +¢°

Puisqu'on peut choisir € > 0 aussi petit qu'on veut, on trouve
p(g) > 1 +p—(§17—1 sip(f) >letp(g) =+ o sip(f) =1, ce qui est
incompatible avec l'hypothe¢se. D'une fagon analogue s'établit 1'iné-
galité (3).

Montrons maintenant que
+ o

f exp [ltx [P1F*8 1dG (x) <+ o (4)
et

[ exp lhxlet+81 dG (9 < + @ 5)
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pourvu que |t|P‘f* 8 < ¢, En effet, on obtient en intégrant par par-
ties

b
j; exp [|tx|etf! + 8] dG(x) = —j:bexp [txfet? +81d (1 - Gx)]
=exp [Jt aPt®”*8 [1 - G(@)] - exp [t bP*T'* 3] 01 - G(b)]

+ j;h 1 - G(x)] d exp [|tx]etrr + 3],

En raison de (2), les deux termes contenant b sont majorés respec-
tivement par

exp [([t]etf)+ 8_ c) ppifI+ B8]
et par

1]
f exp [- cxP!f) +8)d exp [Jtx|Ptf) + 5

tlp(fl + B
= CJ:WE %exp [(Itlplfl + J. c)ap(f) + 8]_ exp [(ltlp(f) + 8 c)bp(fu 6]})

expressions tendant vers des limites finies lorsque b—>+ ® ce qui
établit (4). En partant de (3), on voit qu'il en est de méme de (5).

Finalement puisque
flitx) < M(ltx|, ) < exp [[tx[p!f’ * O]

pour |tx| suffisamment grand et en appliquant les inégalités (4) et
(5), on trouve

[ t(itx) dGx) = JGt, H) < + w

lorsque |t|etf) +B< ¢, donc h est une f.c. entiere, la valeur posi-
tive ¢ pouvant étre choisie arbitrairement grande. c.q.f.d.

Donnons encore une synthése des deux résultats précédents.

Corollaire.

Soit Nf) > y > 1. Pour que h soit analytique, il est nécessaire
1
-1

et suffisant que p(g) <1 +
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CHAPITRE V

CONTINUITE
DE LA TRANSFORMATION GENERALE ()

Apres avoir traité d'une transformation particuliere au cours
des deux chapitres précédents, nous revenons au cas général de la
transformation T pour en étudier la continuité, En d'autres termes
nous allons établir des énoncés reliant la convergence de f,(t, v)
et de G,(v) & celle de h, (t) =[f,(t, v) dG,(v).

5.1 - UN THEOREME GENERAL -
Soient £ (t,v) et f(t, v) (m =1, 2,..., v ER-N) des f.c.,
G etG(m =1, 2,,,.) ds f.r. et P, et P leurs mesures de pro-
babilité telles que
P,(N) = P(N) = 0,

Dans ces conditions, les intégrales

h,, (8) =[5, v) dG,(v)
et

h(t) = [i(t, v) dG(v)
existent et représentent d'aprés le théoréme 2.1, des f.c,., Suppo-
sons maintenant que f, (t, v)— f(t, v) et G,—>G. Le théoreme sui-

vant donne alors des conditions assurant la convergence de h,
vers h,

n

THEOREME 5.1. Si

(5a) f (t, v) est continue en v (v € R-N) quels que soient

m et t,

(5b) fu(t, v) —>f(t, v) uniformément dans chaque intervalle
fini [v', v''1 C R-N quel que soit t,
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(5¢) G,—G,

(5d) N = L? N, avec N0 N, = ¢ pour k # j, les ensembles

N, étant des intervalles(l) de continuité par rapport a G,

alors
Umb,, o (1) <lm Hm oo (1) = Um lim B, o (1) = het).
n>o

Démonstration.

Nous nous bornerons a démontrer que

lm h, (t) = h(t) ;
n> © !
n>o®

on trouvera facilement les modifications a apporter au raisonnement
suivant pour établir les deux autres relations,

Soient donc t et € > 0 choisis arbitrairement ; nous avons a
vérifier que

|nt) - h, ()] < 3¢ (1)

pour m > m, et n > n, suffisamment grands.
En vertu de 1l'hypothése (5d), on peut associer & tout k
(k =1, 2,...p) un intervalle ouvert A, contenant N,, et trouver deux

ensembles A = (- @, a)et A ,, = (b, + ) tels que

AN A; =@ pour k£ j

et

€
—_ _ P+l
P(A) <7 avec A = v A, (2)

Puisqu'on peut toujours s'arranger pour que les A, soient des inter-
valles de continuité par rapport &2 P, on a

Pn (Ak)—-) P(Ak)

(1) Nous désignons par "intervalle" tout intervalle fermé ou ouvert, pouvant

aussi bien recouvrir un demi-axe que dégénérer en un point,
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pour chaque A,, donc

IP@a) - P&l <

et par conséquent

£
P (4) < 3 (3)

pour n > n, suffisamment grand. Posons encore

B =R-A= (B,
[

les ensembles B, étant des intervalles disjoints et fermés.
Soit maintenant h(t) - h, ,(t) décomposée en
a,¢) = [1t, v) aP - [1¢, v) ap,
et
%, . ) = [1t, v) B, - [, v) dB,.
Nous montrons d'abord que
|2, ()] < € (4)
pour n > n_ . Il résulte des conditions (5a) et (5b) que f(t, v) est
continue pour v € B ; le lemme de Helly-Bray ((11], p. 180) s'ap-

plique donc & chacun des intervalles B,, intervalles de continuité
par rapport & P, d'olu

I_[f(t, v) dP -[ f(t, v) dP,| < %

pour n > n, suffisamment grand. En outre

| fA f(t, v) dP - j: f(t, v) dP, |

P(A) + A<E+E~3e
s PRA)+PA)y<z+5=73

pour n > n, en raison de (2) et de (3). En prenant n, = max (n,, n,)
nous établissons bien 1l'inégalité (4).
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D'autre part on voit que
Ij:f(t, v) dP, -j: f,(t. v) dP, | < 2P (A) < ¢

pour n > n_, et que l'hypothése (5b) implique l'existence de m tel
que

| j; f(t, v) dP, - j; £(t, v) dP,|

< mex If(t, v) - £ (t, V)]
ve
= mia.X{ JVSI:%:( | £(t, v) - £(t, V) |} <€

pour m > m_, On a donc

1% 0] < 2¢ (5)
pour m > m_ et n> n, et l'inégalité (1) devient une conséquence
immédiate des inégalités (4) et (5). c.q.f.d.
Remarques.

1) Le théoréme 5.1, reste valable si N = (- ®, a) ou N = (b, + «)
sans que a ou b soient des points de continuité de G. En effet le
lemme de Helly-Bray s'applique alors directement 2 R - N,

2) Dans le cas ot G, et G sont des p.f.r., le théoréme reste
également valable & cela preés que les transformées h, , et h ne
sont plus des f.c., mais des p.f. c.

5.2 - APPLICATIONS -

Revenons maintenant aux exemples introduits dans 2.5. et
posons

1) £, v) = £ (t) e’ avec N =4¢
2) f.it, v) = £ (tv) " N=¢
3) Lt v =1, (3) "N = {0},

f,(t) étant une suite de f.c. tendant vers une f,c, f(t). Il est facile
de voir que ces exemples vérifient les hypothéses du théorédme 5,1, ;
en vertu du théorédme 2,8., on peut donc formuler le
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THEOREME 5. 2.

Soient X et Y, (m, n =1, 2,...) deux suites de v.a. telles
que X, et Y, so1ent 1ndépendantes pour chaque couple m, n, et dési-
gnons par F, et G leurs f.r. Si K —“>F et G—>G, les f.r. des
suites doubles X, ¥ Y, XY etX /Y tendent respectivement vers
F *G F oGet F ol G ce tro131éme cas imposant en plus que G
et G soient continues & l'origine,

Remarque.
Pour X, +Y,, ce résultat se vérifie d'ailleurs immédiatement
a l'aide des f.c.

5.3 - CONVERGENCE FAIBLE -

Le théoréme suivant concerne le cas oll la suite G, ne converge
que faijblement ; admettons pour simplifier que f (t, v) soit f.c. pour
tout v € R, c'est-a-dire que N = §.

THEOREME 5. 3.

Si f (t, v) remplit les hypothéses (5a) et (5) du théoréme 5.1.
avec N = @, si les limites

_}im f.(t, v) =a(t)

lim

m
\]

m f(t, v) =B(t)

&V“
88

existent pour tout t, et si G"—-f—> G, on a

Lim h, () = k(t)

h, (1) = [t v) dG,(v)

k(t)= [ 1(t, v) dG(v) + &(t) G(- =) + B(t) [1 - G(+ )],

expression qui n'est en général pas une f.c.
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Démonstration,

Soient t et € > 0 choisis arbitrairement ; nous avons a véri-
fier que

kt) - b, @) < 3¢ (6)

pour m > m  etn > n, suffisamment grands. Or l'hypothése implique
l'existence de trois valeurs a, b et m, telles que

() - £t V)] < o

r pour v <aetm >m,,

O]

1Bt) - £, v <

pour v>betm >m,,

G(a) - G(- @) < 2 et G+ ®) - G(b) < % (8)

et telles que a, b soient en plus des points de continuité de G. Ce
dernier fait entrathe que

@ - sl < Ee o -ami< i ®

pour n > n, suffisamment grand,
On a donc
|j_'°° £(t, v) dG(v)| ¢ Gfa) - G(- @) < i-
et

o) G- @) -f” 1., v) G,

<J 1w - 5t v dG ) + [a®] G- ©) - G, (@)

<3+ 1Gl- ) - G@) + |G@) - G,@

+

A
o
+
W m
> lm
n
PN
™

si m> m, et n > n, en vertu des inégalités (7), (8) et (9).
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L'expression
a a

[_tt, v aGw) + ar) 6(- @ - [ 5, ) dG,w) (10)

est alors bornée en module par g, et l'on voit aisément qu'il en
est de méme de

-4 + ©
[t v sem +Bw 0 - G o -[(f6 v do,@,
b
toujours & condition que m > m, et n > n,.

En introduisant encore les p.f.r.

G (a) si X < a
G, (x) = 4Gn(x) si agxgh
G, (b) si x >b

et G. X), définie de fagon analogue, on a
¢
G—=»a",

ce qui permet d'appliquer le théoreéme 5.1. (voir remarque 2). Il
en résulte que pour m > m, et n > n, les expressions

[, v) d6° () - [ £,(t, v) dGiw)

- 1 v aew) - [ 0 v ac,m) (12)

sont bornées en module par e. L'inégalité (6) s'obtient alors en
rassemblant les inégalités trouvées pour (10), (11) et (12).
c.q.f.d.
Remarque,
La fonction k(t) est une f.c. si R a(t) et R B(t) sont continues
ent = 0.

D'une fagon analogue, on établirait le théoréme suivant dont
nous aurons besoin au cours des deux derniers chapitres.

THEOREME 5. 3. a.

Si £ (t, v) remplit les hypothéses (5a) et (5b) du théoréme 5.1.
avec N = (- o, (), si
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Lm  £,(t, v) = B (t)

existe pour tout t, et si G —5G, G et G ayant leur support dans
D, + @, on a

+o
um b ) =[ ft, v) 4G + B 1 - G+ @),
Notons que le théoreme 5.1. s'applique ici bien que [0, + ®)
ne soit généralement pas un intervalle de continuité de G (voir
remarque 1) du théoréme 5.1.).



CHAPITRE VI

CONTINUITE
DE LA TRANSFORMATION GENERALE (if)

Nous nous proposons maintenant d'établir des réciproques du
théoréme 5.1,, c'est-a-dire de donner des conditions assurant la
convergence compléte de G si l'on sait que f (t, v) et ffn (t, v) dG, (v)
tendent vers des f.c.

6.1 - UN LEMME GENERAL -

Lemme 6.1,

Soit £.{t, v)—>f(t, v) ou f (t, v) satisfait aux hypotheses (5a)
et (5b)  du théoréme 5.1. avec N = @, et soit G,  _telle que

hn ('gL=f_fn(t, v) dGn(v)— h{t). Pour que G,—=G et h(t) =/ f(t, ¥v) dG(v),
il est suffisant que les deux conditions suivantes soient remplies :

(6a) Pour aucune suite G:, on ne peut avoir simultanément
ffn(t, v) dG (v)— h(t) et G —» G avec Var G < 1.

(6b) Si pour deux f.r. G et G*

ht) = [ft, v) dG(v) = [1(t, v) dG*(v),

*

alors G = G,

Démonstration.

D'aprés un théoréme de Helly ( 11, p. 179), tout ensemble
dénombrable de f.r. G, contient une suite partielle tendant au sens
faible vers une p.f.r. G. En raison de (6a), on a Var G = 1, Si
G® est la fonction limite d'une seconde suite partielle, on aurait de
méme Var G* = 1, et le théordme directe 5.1. affirme que

het) = [1(t, v) dGw) = [1t, v) dG"v).

En raison de (6b), il ne peut donc exister qu'une seule fonction
limite. c.q.f.d.
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Remarque.

La condition (6b) impose en particulier que f(t, v,) # f(t, v,)
si v, # v,, condition qui n'est cependant nullement suffisante.

Nous appliquons maintenant le lemme 6.1. successivement aux
trois "produits"F * G, F 0o G et F ¢ G.

6.2 - CONTINUITE DE F * G -
THEOREME 6. 1,

Sif—>f, h =fg——h et si f(t) # 0 sauf peut-étre pour un
ensemble dénombrable de valeurs t, on a g —> g et h = fg,

Démonstration.
La condition (6b) est réalisée. En effet si

*

h = fg = fg ",

il en résulte que g(t) = g'(t) pour tout t tel que f(t) # 0, donc par-
tout, g et g' étant des fonctions continues.

Puis comme £(t) # 0 pour |t]| < & (6 > 0) et comme la conver-
gence de f (t) vers f(t) est uniforme dans [- &, + 8], il existe un
nombre n_ tel que f (t) # 0 pour n > n_ et [t]| <&, donc

g (t)y = f::)—)?%-?)-pour [t] <6.

Cette fonction limite étant continue en t = 0 et la condition (6b)
étant remplie, le théoréme A ([11, p. 211) s'applique et donne
g —>¢g, ce qui complete le raisonnement.

THEOREME 6. 2.

Si f—»f, h = fg—>h et si h(t)/f(t) représente pour
lt] < & (d > 0) soit une fonction analytique soit la fonction frontiére
d'une fonction analytique, on a g—— g et h = fg.

Démonstration,

La condition (6b) est réalisée en vertu du théoréme B ([L1],
p. 212), La suite de la démonstration est analogue & la précédente.
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6.3 - CONTINUITE DE Fo G -

Lemme 6, 2,

L.a condition (6a) est remplie si f(t,v) = f (tv), donc si
h =f og, et si lgm f =1 # 1.
n @ S ———————

Démonstration.

Soient donc

[+
F-S5F 41,

¢ (1)
G—G avec Var G <1 ;

nous avons a vérifier que h.—#49yh. D'apreés le lemme 1,2, et en en
adoptant les notations, on a

X —>X en probabilité (2)
X, et X obéissant respectivement aux lois F, et F, et
Y |[—+ « (3)

sur un ensemble A C Q de mesure P positive, Y, obéissant a la loi
G

ne

Par hypothése, X ——0 ; on ne peut donc avoir (voir [11] p.
115)

P (X | > e]=—0 pour tout € > 0, (4)
en d'autres termes il existe § > 0 et ¢ > 0 tels que
PIX,| > €] > & (5)
pour une suite partielle X , de X .

D'autre part on déduit de (3) que pour a > 0 choisie arbitrai-
rement

P (ly, | <%, Al=—0 sin—ow

(Cette relation ne figurant pas dans [11] s'établit de la mé&me ma-
niére que la deuxiéme assertion du théoréme A, p. 116). On a donc .
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PIlY,| » £, Al—P(A) = p
avec p > 0 et par conséquent

PUY| » 2] > PUY,| 3 2, Al »

iy

(6)
pour n > n  suffisamment grand.

En vertu du théoréme 2.8,, H =F O G estla f.r. de XY, ;
il en résulte que pour n > n,

1 - Hn’(a+o) +Hn' (— a)

P(X,.Y,.| > all

[\

PUX. > €5 [Y,] > 2

PX,| > €PIY,.| > %J,

X, et Y, étant indépendantes, donc en raison de (5) et (6)

n

l-H",(a+o)+Hn,(-a)>5—2p-

et
H(a)-H(-a)sl--ézg-
si 1'on suppose que H—— H. On en déduit que

Var Hg 1 - %—E <1,
ce qui est manifestement incompatible avec h,-——h, c.q.f.d.
Dans le cas particulier ot h = 1, la condition (6b) est réalisée
pour n'importe quelle f.c. f # 1 en raison du corollaire 3 du théo-
reme 3.2 ; on a donc le

THEOREME 86, 3.

Si F—F # 1 et si H = F, 0 G ——I,01a G—>I.
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Dans les cas suivants, la réalisation de la condition (6b) dé-
pend uniquement du choix de f.

1) Si f(t) = e’t® (a # 0), on a h(t) = g(at), donc g est définie
de fagon univoque par g(t) = h(-at—)

2) Si F(x) = x* (0 < p< + «wpour 0 € x € 1 et constante ail-
leurs, on a d'aprés H, Loeffel [10]

G(x) = % [PH(x) - x H'(x)]

en tout point de continuité de G.
3) Un raisonnement analogue s'applique si

F(x) =1 - x%x17(0<q<+x)pour x > 1 et 0 pour x < 1 ; on

G(x) = ~ [gH(x) + x H' (x)].

Qe

4) Il en est de méme si

0 pour x < 0
F(x) = ax® pour 0 £ x € 1
a + b(l - x9) pour x > 1,

les constantes a, b, p, gq étant liées par les relations a + b = 1,
ap = bqg et p(p - 1) = g(q + 1) ; on a

(p - DH(x) - x2 H"(x) |

G(x) = BB

On est donc conduit & formuler le

THEOREME 6. 4.

Si F,.——F ol F est 1'une des f.r. définies par 1) - 4), et si

H =F, 0G~—9H, ona G—<>GetH =F OG.

Dans le cas 2), ce résultat généralise le théordme 1' (p. 43)
de H. Loeffel.
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6.4 - CONTINUITE DE F ¢ G -

THEOREME 6. 5.

Si F—<=» F =1 (a >, 0) et si H = F % G, —>H telle que

H soit continue en x = 0, on a G,—<»5G et H = F& G o

G(x) = L(x) + H(0) - H(% + 0) pour x # 0.

Démonstration.
Nous allons ramener cette proposition au cas 1) du théoréme
précédent. D'apreés le corollaire du théoréeme 2.8,, on a

H =F

an n

° G

n

ol
~ 1
G (x) = I(x) + G (0) - Gn(; + 0) (x # 0),
et d'aprés le théoreme 6, 4.
an(x)_°_>H(ax).
11 en résulte que

G,(x) = L,tx) + G (0) - G, (> + 0)

X

—> I(x) + H(0) - H (%)

pour toute valeur x # 0 telle que %soit un point de continuité de

H, donc, comme on vérifie aisément, si x est un point de continuité
de G, d'ol

G—>G c.q.f.d.

Signalons que tous les résultats de ce chapitre pourraient
s'appliquer A des suites de v.a. comme nous l'avons fait dans 5.2,
Nous nous contenterons ici d'énoncer la conséquence suivante du

théoreme 6, 4.
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Corollaire.

Soient X et Y (n = 1, 2, ...) deux v.a. indépendantes et
soit G, la f.r. de Y,. Si X, —a (a # 0) en probabilité et si la
T.r. du produit X, Y, tend vers une f.r, H, on a G,(x)—— H(ax) ou
T - H(ax + 0) selon que a > 0 ou a < 0.

6.5 - UNE CONSEQUENCE DU THEOREME 5, 3. a.
Le lemme suivant sera utilisé dans le prochain chapitre.

Lemme 6. 3.

La condition (6a) est vérifiée si f (t, v) remplit les hypothéses
du théoreme 5,3,a. et si RB(t) est une fonction discontinue a l'ori-

gine,

Démonstration.

Nous supposons que f (t, v) — f(t, v), h (t)—> h{t) et
G (V)= G(v) ot G, et la p.f.r. G ont leurs supports dans [0, + ®).
Dtapres le théoréme 5,3.a.,
+o

ity = [ £, v) dG(v) + 3 (1) [1 - G(+ 9]

+®©
ou_[ f(t, v) dG(v) est une p.f.r. dont la valeur 2 l'origine est G(+ ©).
Donc

1itn:°inf6zh(t) = 1= G+ o) + b [l - G+ @]
oll
b = lixtn_)ionfa{B(t)éGlB(O) = 1,
ce qui entrafne que

G(+ @) = Var G = 1, c.q.f.d.
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CHAPITRE Vil

TRANSFORMATION D'UNE CLASSE
DE LOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES

7.1 - LA CLASSE T(J)
Appelons (J) la classe des f.c. indéfiniment divisibles et (P)
celle des f.r. ayant leur support dans [0, + ®), Si f(t) = e¥t! € (J),
nous désignons par T(f) la classe des f.c. pondérées de la forme
+®
h(t) = Qltlv d
®) = [ evtv dG(v)
ol G € (P), et par T(J) la réunion

T r eU(u T().

L'étude de ces classes fait l'objet du présent chapitre.

Remarquons d'abord qu'une fonction de T(J) n'est généra-
lement pas indéfiniment divisible ; on trouvera en effet aisément
des exemples qui s'annulent, ce qui est impossible pour une fonction
appartenant & (J).

On a la propriété de fermeture suivante :
THEOREME 7.1,
Toute classe T(f) est fermée par rapport & la multiplication,

et la f.r. G du produit est la convolution des f.r. G, et G, des
deux facteurs,

Démonstration.

Nous posons

h, (t) =f°°e<0<“' G (v) (k= 1, 2)

o
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et
G=G *G,.
En appliquant le théoréme de Fubini, on trouve
© ® _y
Qlt)u = oLt g, -
jo‘e dGu) = [ [ e dyGafu - v) dGy(v),

donc, apreés une transformation de variables,

00 ©  ©
Se®tdG) = [ [ e?t 204G, (x) dGy(y) = hy(t) hy(t)
0 o
c.q.f.d.

Exemples de f.c. appartenant a la classe T(J) :
1) Lois stables symétriques pondérées :
© Y,
nw) = [ e M aew) 0 <y <2),

donc en particulier les lois normales et les lois de Cauchy pondé-
rées.

2) Lois de de Finetti pondérées :
©
h(t) = f elftt) - 1iv dG(V)
[}

ol f; est une f.c. quelconque ; donc en particulier les lois de Pois-
son pondérées,

Ces lois jouent un rdle essentiel dans la théorie des limites
des v.a. liées (voir [11], p. 378).

7.2 - UNICITE DE LA REPRESENTATION -
THEOREME 7.2,

La condition (6b) du lemme 6.1, est réalisée si f(t, v) = e®t!v

o e?t'e(J), 9o # 0.et v » 0.

Démonstration,

Posons
©
h(t) =jo' eV 4G (v) (k= 1,2).

Puisque le support de G, est borné & gauche, la f.c. g, est analy-
tique au moins dans le demi-plan supérieur, donc les expressions
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g (- 19 () = ht) (k= 1, 2)

existent et sont finies, R¢(t) étant non positive pour tout t réel.
Comme 9 # 0, les deux f.c. g, et g, coincident sur un segment de
courbe situé soit a l'intérieur soit sur la frontiére du demi-plan
supérieur, donc partout en vertu du théoreme d'identité pour les
fonctions analytiques, c.q.f.d.

Corollaire.

Pour que h € T(f) soit une f.c. non pondérée du type f, il est
nécessaire et suffisant que G = I. (a » 0).

Remarques,

1) Un élément h € T(J) (h # 1) peut étre f.c. pondérée de
deux types f, et f, différentes. Soit en effet

= 2 ’t!’yk

ft)y=e (k=1,2;yl#yz)

et posons h = f O f,, c'est-a-dire

n) = fetle M am, ) = et ap ).

Une simple transformation de variables nous montre alors que
h € T(f,) pour k = 1, 2,

2) On pourrait se demander sih = 1 est le seul élément com-
mun de deux classes différentes T(f;) et T(f,). Or la réponse est
négative. En vertu de 2), il suffit de démontrer que T(f,) # T(f;) si

£(t) = e-3ltl (o1 de Cauchy)
et
f,(t) = e-tlt!? (loi normale).

En appliquant le théoréme 2.2.a., on vérifie aisément que h = 1
est le seul élément de T(f;) dont le moment absolu d'ordre 1 reste
fini tandis que T(f,) contient un nombre infini de tels éléments.

7.3 - THEOREMES DE CONVERGENCE -

En appliquant le théordme 5.1, avec N = (- o, 0) aux fonc-
tions £ (t, v) = e¥t'v, on établit le
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THEOREME 7. 3.

Sif(t) = eP't'—f(t) = e?'t et si G,—>G, alors

o ©
h (1) =f e?n't!Y dG (v)~> h(t) =f e®'t v dG(v).
_ ° (]
La réciproque suivante est aussi valable :

THEOREME 7. 4.

[+ J
Si f(t) = ehnit!—sr(t) = et on {f|# 1 et si hy(t) = j;e%“"
dG _(v)— h(t), alors G——> G et h(t) = f et Y dG(v).

Démonstration.

Puisque [f(t)| = eR®{t'¢ 1, il existe une suite t — 0 telle que
®RY(ts) < 0 (voir (6], p. 56) ; on a donc

= 1% (D(tn)v =
B(t,) vhjr;e o,

tandis que B(0) = 1, c'est-a-dire RB(t) est discontinue a l'origine,
et le lemme 6.3. s'applique, affirmant que la condition (6a) est
réalisée, Il en est de méme de (6b) en vertu du théoréme 7.2.

c.q.f.d.

Corollaire.

Si une suite de f.c. pondérées du type f (Jf| # 1) tend vers
une fonction continue & l'origine, la fonction limite est une f.c.
pondérée du méme type.

Ce résultat généralise 1'énoncé b, ([11, p. 380) de M. Loeve.
7.4 - DECOMPOSITION DES F,C.PONDEREES -

D'aprés le théoréme de Lévy-Cramer, la classe des lois nor-
males est fermée par rapport 3 la décomposition ; d'aprés celui de
Raikov, il en est de méme pour les lois de Poisson ([11], p. 271).
Nous montrons maintenant qu'une telle affirmation n'est plus valable
si l'on considere les classes des lois de Poisson et des lois nor-
males pondérées,

THEOREME 7.5,

La classe des f.c, normales (ou de Poisson) pondérées n'est
pas fermée par rapport 3 la décomposition.
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Démonstration,

Soit en effet

2
1 ® _tv Y
h(t) = ‘/;e T g7 dv
Y2n Vv

une f.c. du type normal pondéré ; un changement de variables et
l'application de la formule

f me*ﬂz"2 dx V'

(J 2a

nous donnent

h{t) = ————= h,(t) h,(t)
1+ t?2
oll,
h (t) =————, ht) =———— .
1 - it Vi + it
Puisque H,(x) = 0 pour x < 0 et Hy(x) = 1 pour x > 0 (voir [11],

p. 215) et en vertu du théoredme 2.7., h, et h, ne peuvent &tre des
f. c. normales pondérées.

Soient maintenant

it it
hl(t) a, e—(o' -1 + bl ej(o' -1}

f

it it

- -1
hy(t) = a, edte -1 + p elle -1
ol

8, b,>0 et a +b,=1 (k-=1,2).

Alors h, et le produit hh,6 sont des f.c. pondérées du type pois-
sonien, tandis que h, correspond & une distribution de masses,
d'abord de signe quelconque,

_(-1)*ae +b 3«e?d
qk - k!

dans les points k = 0, 1, 2,
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Choisissons maintenant a,, b, tels que a, e* = 3b,, d'odt q, = 0
et q >0 pour k =0, 2, 3, ... , donc h,, bien que f.c., ne peut
étre une fonction pondérée du type de Poisson,

c.q.f.d.
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