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Beitriage zur Theorie der charakteristischen Funktionen

stochastischer Verteilungen

Von H. Loeffel, Ziirich

Einleitung

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die Verteilung einer
stochastischen Variablen durch die zugehorige Verteilungstunktion gege-
ben. Die Fourier-Stieltjessche Transformierte dieser Funktion, die soge-
nannte charakteristische Funktion ist durch A.Cauchy [1]!) im Jahre
1853 eingefithrt worden. In etwas abgeéinderter Form erscheint sie
bereits frither als erzeugende Funktion von P. S. Laplace [2]. 1920 hat
dann P.Lévy [3] durch zwei fundamentale Siatze die Theorie der
charakteristischen Funktionen verankert. Iis sind dies die sogenannte
Lévysche Umkehrformel und der Kontinuititssatz. Dieser ist ein
wichtiges Hilfsmittel zur Losung verschiedener Konvergenzfragen,
insbesondere des klassischen zentralen Grenzwertsatzes.

Die urspriingliche Fassung des Kontinuititssatzes wurde von
H. Cramér, V. Glivenko und D. Dugué dahin abgeéindert, dass-sie iiber
die Art der Konvergenz der Folge der charakteristischen Funktionen
keinerlei Voraussetzungen machten, hingegen iiber das Verhalten der
Grenzfunktion. So hat D. Dugué im Jahre 1955 bewiesen, dass es ge-
niigt, den Realteil der Grenzfunktion als stetig im Nullpunkt voraus-
zusetzen.

Auch in der sogenannten Arithmetik der Wahrscheinlichkeits-
gesetze hat sich die Theorie der charakteristischen Funktionen als
fruchtbar erwiesen. Hier handelt es sich darum, abzukldren, ob sich
eine gegebene charakteristische Funktion als endliches oder unendliches
Produkt von charakteristischen Funktionen darstellen lasst. A. Khint-
chine hat zur allgemeinen Theorie einen wesentlichen Beitrag geleistet.

1y Siehe Literaturverzeichnis auf Seite 48.
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Von P.Lévy stammt die geschlossene Darstellung einer charakteristi-
schen Funktion, die zur Klasse der unendlich teilbaren Wahrscheinlich-
keitsgesetze gehort. Die klassischen Verteilungen von Gauss und Poisson
wurden insbesondere von D. A. Raikov, H. Cramér und D. Dugué
untersucht,.

Es ist nun von grossem Interesse, zu wissen, wann eine vorgelegte
Funktion eine charakteristische Funktion ist. S. Bochner hat bereits
1932 gezeigt, dass jede positiv-definitive Funktion, die im Nullpunkt
den Wert 1 annimmt, eine charakteristische Funktion ist. Khintchine
und Cramér stellten notwendige und hinreichende Bedingungen auf, die
aber in der Praxis schwer anzuwenden sind. Zugénglichere Kriterien fiir
spezielle Funktionsgklassen stammen von J. Marcinkiewicz, A. Wintner
und D. Dugué fiir analytische charakteristische Funktionen. E. Lukacs
und O. Szdsz haben sich in letzter Zeit um die Diskussion einiger
rationaler charakteristischer Funktionen verdient gemacht. Endlich
soll noch die einfache hinreichende Bedingung von G. Pélya erwéihnt
werden, wonach gewisse reelle, konvexe Funktionen (sogenannte Pélya-
funktionen) charakteristische Funktionen sind.

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir eine Integraltransforma-
tion, die einer Gesamtheit von charakteristischen Funktionen eine neue
charakteristische Funktion zuordnet. Diese wird von M. Loéve als
«gewichtete» charakteristische Funktion bezeichnet und spielt im Zu-
sammenhang mit gewissen Konvergenzsitzen abhéngiger stochastischer
Variablen eine Rolle.

In einem ersten Teil wird die allgemeine Theorie begriindet und
. dann fiir die spezielle Gesamtheit der zu einer festen charakteristischen
Funktion im engern Sinne dhnlichen charakteristischen Funktionen
angewandt. Die von M. Girault in einem ganz andern Zusammenhange
hergeleitete Integraltransformation einer charakteristischen Funktion
erféhrt eine eingehende Behandlung. Im folgenden wird die Giraultsche
Transformation verallgemeinert. Dabei gelingt es, eine einparametrige
Schar (Scharparameter: 0 << p << oo) von neuen Verteilungsfunktionen
(die sogenannten p-Verteilungsfunktionen) herzuleiten. Diese erweisen
sich fir 0<<p =<1 als unimodal mit Vertex Null. Die sinngemisse
Erweiterung der p-Verteilungen auf negative Werte des Parameters
liefert uns eine einfache Integraltransformation, die eine bestimmte
Klasse von reellen Funktionen in Pélyafunktionen iberfiihrt. Ab-
schliessend wird gezeigt, dass schwache, bzw. vollstindige Konvergenz
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einer Folge von Verteilungsfunktionen &dquivalent ist mit schwacher
bzw. vollstandiger Konvergenzder zugehorigen p-Verteilungsfunktionen.
Ein Teil genannter Konvergenzaussage ldsst sich alsdann wesentlich
verallgemeinern.

Ein Teil der Resultate der vorliegenden Arbeit wurde bereits in
zwei Comptes-rendus-Noten der Akademie von Paris verdffentlicht [12].

Es bleibt mir noch die angenehme Pflicht, meinem hochverehrten
Lehrer, Herrn Prof. Dr. W. Saxer, fiir die wertvollen Ratschlige wihrend
der Ausfithrung der Arbeit meinen herzlichsten Dank auszusprechen.

Ebensolchen Dank schulde ich auch den Herren Prof. Dr. E. Specker
(ETH), Prof. Dr. D. Dugué (Sorbonne) und Prof. Dr. M. Loéve (Uni-
versity of California) fiir ihre Anregungen und ihr Interesse, das sie
an meiner Arbeit bekundeten.

§ 1. Folgen von charakteristischen Funktionen

Bevor wir zum Thema dieses Paragraphen iibergehen, seien noch
einige wichtige Definitionen vorausgeschickt.
Definition I.

Unter einer allgemeinen Verteilungsfunktion F(z) verstehen wir
eine nicht abnehmende, linksstetige Funktion, wobei 0 < F(z) <1 in
—o0 = < H-oo.

Aus obiger Definition folgt die Existenz der folgenden Grenzwerte:

F(z4-0) = lim F(z,), F(z—0) = lim F(x,),

ap Yz Tnh T
F(+4o0) = lim F(x), F(—c0) = lim I'(z);
T+ oo T=—00

x heisst ein Stetigkeitspunkt bzw. Unstetigkeitspunkt von F(z), je
nachdem F(2+0) —F(z—0) = 0 oder >0.

Fiir die Anwendungen besonders wichtig ist der Fall
F(—o0) =0, F(+4o) =1. (1.1)

Wir nennen dann F(z) schlechthin Verteilungsfunktion.



Definition I1.

Unter der charakteristischen Funktion ¢(z), die zur Verteilungs-
funktion F(z) gehort, verstehen wir die Fourier-Stieltjessche Trans-

formierte beziiglich F(x):
“+ oo

pe) = [=dF(@), —oco<z< +oo. (1.2)

Dabei ist der Riemann-Stieltjessche Integralbegriff zugrunde gelegt.

Ist F(z) eine allgemeine Verteillungsfunktion, so nennen wir ¢(2)
die allgemeine charakteristische Funktion.

Bekanntlich ist durch die allgemeine charakteristische Funktion
@(2) die zugehorige allgemeine Verteilungsfunktion bis auf eine additive
Konstante bestimmt. Setzen wir aber fest, dass:

F(—o0) = 0, (1.8)
so ist F(x) durch ¢(z) eindeutig bestimmt.

In den nun folgenden Ausfithrungen handelt es sich, wenn nicht
besonders vermerkt, um gewdhnliche charakteristische Funktionen.

Zusammenstellung der wichtigsten Higenschaften von ¢(z):

a) @(2) ist eine stetige Funktion fiir —oo << 2 << +o0.

b) @(0) =1, p(—2) = ¢(z) fiir alle 2z, wobel wir unter ¢(z) den kon-
jugiert komplexen Wert von ¢(2) verstehen.

o) |pla)| =1, —o0 Sz oo

d) Eine charakteristische Funktion ist dann und nur dann reell, wenn
sie zu einer symmetrischen Verteilungsfunktion gehort [4, S. 51).

e) Wenn ¢(2) eine charakteristische Funktion ist, dann auch [¢(2)]"
- fiir jede natiirliche Zahl n.

f) Gehort ¢(z) zu einem unendlich teilbaren Wahrscheinlichkeitsgesetz,
dann ist [¢(2)]° fiir jede positive Zahl ¢ eine charakteristische Funk-
tion. '

‘g ) Die normierte Linearkombination von charakteristischen Funk-
tionen ist wieder eine charakteristische Funktion. Ausfiihrlicher:
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Seien @,(2), @a(2), . - - » @,(2) n charakteristische Funktionen, dann
Bk g ) = anl Fam@+ .. +an)
mit ¢; =0, 4=1,2,...,n und Zci = 1 eine charakteristische
Funktion, die zur Verteilungsfuni;ilon G,(z) gehort:
G x) = ¢, Fy(x) + e, Fox) + ... + ¢, I ().
k) wenn ¢@(z) eine charakteristische Funktion darstellt, so gilt das-
selbe fiir @(z.0) wobei —oo < o0 << - o0.
Satz 1.

Sel ¢,(2), @a2), ..., @,(2), ... eine unendliche Folge von charak-
teristischen Funktionen. Dann ist auch

OE) =)+ ... Fc, @)+ ... (1.4)
eine charakteristische Funktion, mit ¢; =0, ¢t =12, ..., n, ... und

Zci =1, und gehort zur Verteilungsfunktion G(z chF

1
i=1

-

Bewets: @(z) = limD,(z), wobel D,(z) = -, }_J NG )

- ©O 2 c.
1

@, (2) ist aber nach ¢) fiir jedes n eine charakteristische Funktion. Da
[(2)| < ¢;, folgt nach dem WeierstraBschen Konvergenzsatz, dass
(1 4) gleichmiissig in z gegen eine stetige Funktion @(2) konvergiert.
Nach dem Kontinuititssatz folgt endlich, dass @(2) eine charakteristische
Funktion ist.

Anwendung:

Wenn ¢(2) eine charakteristische Funktion ist, dann auch
&(2) = exp [p(e) —1] (1.5)

und gehért zu einem unendlich teilbaren Wahrscheinlichkeitsgesetz.

Bewers:

1 2
o) = -1+ 74 F o Py
e 1! A n!
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Aus dieser Reihenentwicklung folgt die Behauptung nach Eigenschaft
e) und Satz 1. Ausserdem gilt:

1 n
D(2) = exp{; ((p—l)” = [(p:(z)]", firn=1,9, ...,

1

wobei @(2) = exp lﬁ (tp—l)l fiir jedes n eine charakteristische Funk-
n

tion ist. Aus der Definition der unendlich teilbaren Gesetze folgt, dass

@(z) auch dazu gehort.

Beispiele: —o00 <L @< o0

#(2) = 008 (33, B() = exp [eos (a2) —1],
P(2) = €, P(2) = exp[e¢*—1], Poisson-Verteilung.

§ 2. Integraltransformation einer Gesamtheit
von charakteristischen Funktionen

Die eingangs behandelte Transformation einer unendlichen Folge
von charakteristischen Funktionen durch Reihenbildung fiihrt uns
notwendigerweise zur Transformation einer Gesamtheit von charak-
teristischen Funktionen (abhingig von einem Parameter) durch Inte-
gration nach diesem Parameter.

Satz 1.

Voraussetzung:

a) g(z,x) ist fiir jeden Wert des Parameters « (@ << « < b) eine charak-
teristische Funktion.

b) g(2,) ist fiir jeden endlichen Wert von 2 eine stetige Funktion in
der Variablen .

¢) V(x)ist eine nicht abnehmende, linksstetige beschrinkte Funktion
in [a,b].

Wenn F(z,x) die zu ¢(z,a) gehorige Verteilungsfunktion darstellt,

dann ist nach Definition:
-+ oo

pla,e) = f ¢ dF(z,4).

—0Q



Behauptung: o 1 ) (20) AV () @.1)
(Z) = :[7(5)‘ :—-ﬁa @ z ,a) (a. .
ist auch eine charakteristische Funktion und gehdrt zur Verteilungs-
funktion: »
1
G(@) = ——— | Flz,0)dV (). 2.2
@ = 5=V f (@) dV &) 2.2)

a

Bevor wir den Beweis durchfiihren, sei moch vermerkt, dass
M. Loéve [5] auf die Moglichkeit einer Transformation durch Inte-
gration nach einem Parameter hingewiesen hat. Auf den ndhern Sach-
verhalt geht er aber nicht ein. In [5a] 8. 879 hebt er allgemein die
Bedeutung solcher Untersuchungen (im Zusammenhang mit Grenzwert-
sitzen abhingiger Variablen) hervor.

Beweis:

Fiir jedes feste z ist ¢(2,0) nach Voraussetzung eine stetige Funk-
tion von o im Intervall {a,b]. Deshalb existiert nach einem bekannten
‘Satze [6, S.7] das Riemann-Stieltjessche Integral (2.1) und definiert
eine wohlbestimmte Funktion @(z).

Die n-te Riemannsche Summe, die wir mit @,(z) bezeichnen, heisst:

D) = i SEb )=Vl @9

mit ¢y =a, ¢, =bund ¢; <b, <a;,,,1=0,1, ..., (n—1).

D, (2) ist fiir jedes n eine charakteristische Funktion. Bezeichnen wir
mit ¢ das Maximum von (a;,;—a;), 1 = 0,1, ..., (n—1), so folgt:
D(z) = ldm; D,(2). (2.4)

Um zu zeigen, dass anch @(2) eine charakteristische Funktion ist, ge-
niigt es auf Grund des Kontinuitdtssatzes, deren Stetigkeit im Null-
punkt nachzuweisen.

Das heisst, es muss gelten:

lim @(z) = @(0) = 1 oder lim [P(z) —1] = 0.

z»0 z»0
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Diese Relation bedeutet aber nichts anderes, als dass fiir eine beliebige
Nullfolge {z,}: lim &(z) —1 = 0.
b

lim B(z,) —1 = lim o V(a f [¢(502) ~1] AV (%) = lim f 4,() AV (&)

N> o0 w0 100

P(200) —
Vo) — ()'

Um den QGrenziibergang ausfiihren zu konnen, beniitzen wir das

mit g,(«) =

Theorem von Lebesque:

Sei die Funktionenfolge !g,(«)} in [a,b] gleichméssig beschrinkt
und V(«) eine nicht abnehmende, beschrinkte Funktion in {a,b]. Wenn
lim g,(«) = g(o) fiir fast alle ae[a,b], d. h. bis auf eine Menge vom

n» oo

V-Mass Null, dann gilt:
hquna)dv {g av(a). 2.5)

Dabei ist der Lebesgue-Stieltjessche Integralbegriff zugrunde gelegt.

Bemerkung:

Das Theorem von Lebesgue gilt nicht nur fiir ein Intervall, sondern
tiir eine allgemeine V-messbare Punktmenge E.

In (2.1) haben wir allerdings das Integral im Riemann-Stieltjes-
schen Sinne genommen. Dieses existiert dann bekanntlich auch im
Sinne von Lebesgue und hat den gleichen Wert.

Da t<p(zn,oc)\§1 fiir n=1,2,... ond ¢ <« <D, und
. (zn,oc) 1
lim g, () = lim — = ga) = 0
1200 00 V(b) ( )

tir alle a€fa,b],
folgt:
8 lim@n()—l__hmjgn ) aV(a deV

T 0O 'YI.POO

@(2) ist also stetig im Nullpunkt und somit eine charaktensmsche Funk-
tion, quod erat demonstrandum.
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Zur charakteristischen Funktion ¢(z,b;) gehért die Verteilungs-
funktion F(z,b;), die eindeutig bestimmt ist auf Grund von (1.1).
Deshalb ist der charakteristischen Funktion @,(2) die folgende Ver-
teilungsfunktion zugeordnet:

,_.

G, (z) = V(b) ¢=0F (a0 — V(ay] (2.6)

Nach dem eben Bewiesenen strebt @,(z) fiir jede «-Einteilung gegen

die charakteristische Funktion @(z). Nach dem Kontinuitétssatz kon-

vergiert somit die Folge der zugehorigen Verteilungsfunktionen G,(x)

fir jede x-Einteilung gegen die Grenzverteilungsfunktion G(z). Diese

ist der charakteristischen Funktion @(z) zugehorig. Mit andern Worten:

Sei z ein Stetigkeitspunkt von G(z), dann strebt die Riemannsche

Summe (2.6) fiir jede a-Einteilung gegen den wohlbestimmten Wert

G(z). Damit ist aber gezeigt, dass das Integral (2.2) fiir jeden Stetig-
keitspunkt von G(z) einen Sinn hat.

Bemerkung:

Satz 1 gilt auch fiir eine Gesamtheit von allgemeinen charakte-
ristischen Funktionen, fiir die gilt:

Pl =¢c<l, firasa=<b.

Die zu g(z,x) gehorige allgemeine Verteilungsfunktion ist dann nach
(1.8) eindeutig bestimmit.

Beziehung zwischen den Momenten

Mit m, , bezeichnen wir das i-te Moment des Wahrscheinlichkeits-
gesetzes F(x,x) beziiglich des Nullpunktes:

+ oo

My = fa:" aF (x,a). (2.7

Voraussetzung:

a) mi,a‘existiert fiir jedes «€[a,b] und =12, ...,k [d.h. die Inte-
grale (2.7) konvergieren absolut].

b) m;, ist V-integrierbar nach « fiir jeden Index 1.



Behauptung:

Es existieren auch die Momente M; der transformierten Verteilung
G(z), und es gilt:

1
M, = o f M AV (@), 2.8)

1=1,2,...,k wenn k gerade; 1 = 1,2, ..., (k—1) wenn % ungerade.

Bewets:

Da die ersten k Momente des durch ¢(z,0) repriisentierten Wahr-
scheinlichkeitsgesetzes existieren, hat bekanntlich g(z,0) die folgende
Taylor-Entwicklung:

22

2
p(a0) = 14 1imyz—my, 9 + o my, 0 4+ Fayz), (2.9
wobei noch gilt: lmw,(z) =0, fir alle a€[a,b]. (2.9a)
20

Durch Integration nach o« folgt nun:

b

1
o) = - f plzr) AV (0) =

a
b b b

b
= %} lf av(x) +izfm1,adV(oc) +...+ @'"Zk' f’mk’adV(cx) +zkfwa(z) dV(oc)] =

a a a
k

=141d,2+.. +z~ k—i—z"!)(z), (2.10)

wobei . 4
fmude ) und Q(z) = Efw“(z) avia).

Nach (2.9a) und dem Theorem von Lebesgue folgt ausserdem:

lim 2() —

z»0
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Nach R. Fortet [7] wissen wir:

Hat eine charakteristische Funktion die Form:
. o
D) = 14142+ ... +@’°FA,C+2’°Q(Z),

mit reellen 4, und Q(z)-~ 0, wenn z- 0, so folgt die Existenz der
(k—1) ersten Momente (beztiglich des Nullpunktes) M,. Wenn k gerade
ist, existiert auch M, und es gilt: b

1
M= 4 =50 v f MiadVle) .04

a
In einem zweiten Beweis dndern wir die Voraussetzung b) ab,indem

wir jetzt fordern: )
e, =12 .k (1)

ist eine V-integrierbare Funktion in o fiir jedes 2,

z\ =op.
Mit Hilfe dieser neuen Voraussetzung lisst sich die Fallunterscheidung k&
gerade bzw. ungerade, umgehen.

Beweis: Wir fithren zuerst einige Abkiirzungen ein.

0 0
W plz,0) = (Pk(Z,OC) ’ ?Z’;{ @(z) = Qk(@ ’

dann folgt: @, (0,%) = *my,, D,(0) = " M, Iz < 0,
b b
1 1 plz-+h,0) — ez '
D,(2) —Cfgz)l(z,oc) AV(e) = lin(]) — f [ T )—(]91(2,0(> dvie).

Sei nun {k,} eine beliebige Nullfolge fiir n->oco0, dann gilt:

; ] - ) .
i PET ) Z9ED o timg ) = 0 fiir alle o,

7> 00 hn 00

Ausserdem ist lgn(a)\ < K, fiir «€[a,b]; somit folgt nach dem Theorem
von Lebesgue: b
1
0\(3) — f Pe0) AV () = 0.

a
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Mit der gleichen Beweismethode kommt man sukzessive bis zur k-ten
Ableitung und erhilt endlich:

b
1
¢k(z> = _C,“ffpk(z’“) dV(a) s

oder wenn wir 2z = 0 setzen: ,

1
M, = Efmk’“dV(a)' q.e. d.

a

§ 3. Beweis eines Satzes von Bochner

Satz 1 von § 2 kann auf unendliche «-Intervalle wie folgt verall-
gemeinert werden:
Voraussetzung:

a) V(«)ist eine nicht abnehmende, linksstetige, beschrinkte Funktion
mnaeLa<Loo.

b) p(z,e) ist fiir jedes o€[a,c0] mit Ausnahme von abzéhlbar vielen
eine charakteristische Funktion. Dabei diirfen die Ausnahmewerte
nicht mit den Unstetigkeitsstellen von ¥ («) zusammenfallen.

¢) g(zw) ist tiir jedes 2 eine stetige Funktion in a.
Behauptung:
Es ist auch oo

1
D(2) = ?(;;) V@) f(p(z,ot) avx) (8.1)

a

eine charakteristische Funktion.

Beweis:

Man kann leicht zeigen, dass das Integral (3.1) fiir jedes feste 2
existiert und somit den Grenzwert von Riemannschen Summen dar-
stellt. Diese sind charakteristische Funktionen, denn bei der Einteilung
des o-Intervalles konnen die Zwischenpunkte b, (a; <b, < a;,,) so
gewihlt werden, dass sie nicht mit den Ausnahmewerten unter b)
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zusammenfallen. Weiter ist nach dem Theorem von Lebesgue @(z)
wiederum eine stetige Funktion im Nullpunkt. Damit folgt obige
Behauptung.

Anwendung:

S. Bochner hat in [8] ohne Beweis angegeben, dass jede Funktion
der folgenden Gestalt eine charakteristische Funktion ist:

| aViu
H(z) = exp [ 2 g(|zi)] y 9 = f‘;z'_'{'_("oz; ) (3.2)
wobei V(«) Bedingung a) erfiillt. 0

Bewenrs:

oo

H(z):exp{ H—1+ id ]dV(a)}:exp {~[V(oo)—V(O)]+ / —%9—2[

Z‘z _’_az 2
0 . 14 (-0;) l
)
Wir setzen: oy
1 av(a
V)=V =k, / e,
2
1+(;)
5 o
somit folgt: H(z) = exp [k[h(z) —1]}. (8.8)
Bekanntlich ist @lz,0) = v-mj%

2

14 <z>

)
fiir 0<<a =< oo eine charakteristische Funktion, die zum Typus der
sogenannten Laplace-Verteilung gehort. g(z,a) ist fiir alle 2 eine stetige
Funktion in « (0 << & << o0), wenn wir ¢(0,0) = 1 definieren. Es ist des-
halb erlaubt, Formel (8.1) anzuwenden, und wir finden, dass k(z) eine

charakteristische Funktion ist.

Nach (1.5) ist auch H(z) eine charakteristische Funktion, denn
exp [A(z) —1] gehort zu einem unendlich teilbaren Wahrscheinlichkeits-
gesetz, quod erat demonstrandum.

H(z) kann auch dann noch eine charakteristische Funktion sein,
wenn k- oo, sofern dabei H(z) eine im Nullpunkt stetige Funktion ist.
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Dies ist der Fall fiir: V() =of, 0<p<2;

o]

1 o
aV(a) = pa? da; 9(2) = med“;
0
O(P‘
A4>0; 22_1_“2 — — existiert, da 3—p>1;
A
A A
ot 1 s A?
0 0
A
) do X
ausserdem: 22g(2)-~0, wenn z--0; denn lm [ ————5 =0
20 o
()
; 2
1
nach dem Satz von Lebesgue, da lim -~ - -0 fiir alle
z>0 1_]_(2(_) 0<OC§A.
2
Spezialfall: Vi) = a.
" da : x=ee S/
H@) =exp|— [ —— 5 | = exp —arctg( (z‘ = exp<——\z\ .
1+(°‘> Bl 2
0 &/ -

Dies ist die charakteristische Funktion, welche zur sogenannten Cauchy-
Verteilung gehort.
§ 4. Transformation von Girault

Wir gehen aus von Formel (2.1) und setzen:
p2,0) = @(z-a), V(o) =a, a=0,b=1. (4.1)

Dies ist offenbar erlaubt, denn @(z- «) ist eine in 2 und « stetige Funktion.

D(2) :f(p(z-oc) do == é—f(p(u) du. | (4.2)
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Die zu @(z) gehorige Verteilungsfunktion G(z) berechnet sich nach
(2.2) wie folgt: 1

G(z) = f F(E) da.. 4.9)

]

(4.2) wurde von M. Girault in [9] mit Hilfe einer zweidimensionalen
Wahrscheinlichkeitsverteilung hergeleitet.

Satz 1.

Die Transformation (4.2) ist ein-eindeutig und aus @(2) = ¢(2)
folgt @(2) = 1 und umgekehrt.

Bewers: z 2

a) Sei D(2) = t f(p](u) du = if%(u) du,

dann folgt fiir 2~ 0
0 = [ [p,u) — pw)] du,

0
« und durch Differentiation nach der obern Grenze 2:
0= ¢i(2) — pal2).
Fiir 2 =0 ist aber: ¢;(0) = ¢(0) = ®(0) =1, q.e.d.
. 1 :
b) Sei p(e) = . fqo(u) du,
0
fiir 25+ 0 ist die rechte Seite der Gleichheit differenzierbar, somit
auch die linke; es folgt:
pz) = 2¢'(2) + p(2), dann folgt ¢'(2) = 0 fiir alle 250, d. h.
#(e) = C = p(0) — 1.

Nach (4.8) lasst sich G(x) explizit berechnen. Dabei machen wir die

Variablensubstitution -— = u, so dass die Fallunterscheidung z > 0 und
<4

z < 0 notig ist. o0
F(u)
z | ovdu, >0

Flw)
—z | —;~du, <0
»
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Aus der Darstellung (4.4) ersieht man ohne weiteres, dass G(x) fiir alle
z # 0 stetig ist. Dagegen kann G(z) im Nullpunkt eine Unstetigkeit
haben, wenn F(z) daselbst auch eine hat. Noch préiziser:

G(+0) = F(+90), G(—0) = F(—0). (4.5)
Beweas:

Wir beschrinken uns auf den Bewels der ersten Gleichheit, da
derjenige fiir die zweite ganz analog verlduft.

[ A oo

£>0, Glx) = xf%?du:m[fﬁ@du{—ffgldu]
[ A_H))Jdu fdu]_w F(A+0)<—__>+.H_

Sei 4 fest und strebe = gegen +0:
G(+0) < F(4+0) fir jedes 4 >0, wenn auch 4~ 40,
so erhilt man: G(+0) < F(4-0), andererseits gilt aber:

IA

G(x)ng(x—l—O)f%:— = F(xz+0).

Fir z—- +0 G(+0) = F(+0), q.e.d.

Verhalten im Unendlichen
(4.2) gilt auch im Falle, dass ¢(0) = F(c0) —F(—oc) == 1, und wir
erhalten: g4 oo) = F(doo), Gl-oo) = F—oo). (4.6)

Den Beweis kénnen wir uns schenken, da er sich wieder durch elemen-
tare Abschitzungen ergibt.
Wenn ¢(0) = 1, kann man leicht die folgenden Ungleichungen

herleiten: £>0, 1=G(z)=Flz+0);
z<0, 0ZG(x)<F(z—0).

Die Kurve G(x) verlauft somit fiir >0 immer oberhalb der Kurve
F(x) und fiir #<<0 immer unterhalb derselben.

4.7)
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Untersuchung der ersten Ableitung

Sei z > 0 ein Stetigkeitspunkt von F(x), dann gilt:

Ga) — fF(u) du__F(x) _ G@)—F@) 0.8)

U2 z z

An einer Stelle z, wo F(z0) == F(z—0), existiert eine Rechts- bzw.

Linksableitung. Wir kennzeichnen sie mit «4 » bzw. «—» und erhalten:
G(z) —F(x+0 G(z) —F(z—0

G\ (z) = (z) = F(@+0) , Glz) = —(Q—Ll (4.8a)

x A

Fiir < 0 erhilt man die gleichen Beziehungen wie unter (4.8) bzw.
(4.8a).

Im iibrigen ist G'(z) fiir z>> 0 eine nicht zunehmende und fiir << 0
eine nicht abnehmende Funktion von .

Beweis fiir £>0: -

A4>0, G'(z)—G(z+4) :fF(?) du—F(x)—quiZ) P )

u? z z-+A4
z+4 ? w+d
_ fF(Z) du_F(x) +F(x+A) > F(x) A n e F(z4A)— (z+4) F(x)
w z x4+ 4 z(z-+4) z (z+4)
. er(x—{—A)—mF(z) _ HFr(m—I—A)~F(x) ~0

z (z+ 4) o z+4

Verhalten der Ableitung 1m Nullpunkt

Wir untersuchen die Rechtsableitung im Nullpunkt, die wie folgt
definiert ist: :

[=<]

xj &:3 du—F(40)

u

@, (0) = lim G@ =G0y
z»+0 z z»+0 T

x

(o]

_ lim wadu

z-+0 u?
z
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G',(0) existiert dann und nur dann, wenn

[ oy

u2

existiert. 0

Im folgenden werden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Verteilungsfunktion F(z) angegeben, damit das Integral (4.9) existiert.

Behauptung: {0y — Fu)—F(40) = o(u), fiir u-- +0, (4.10)
ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von (4.9).

Bewers:

Nach Voraussetzung gibt es zu einem ¢ >0 ein § >0 derart, dass
fir alle a<b<é: b
f @ du <<e.
w2

Sei nun 0 < s<rund r = 8s< 8, dann gilt unter Beniitzung der Tat-
sache, dass f(u) eine nicht abnehmende Funktion ist:

5)fdu f(s (s>=j§'sg)‘l°g3>“éli"ﬂ§sl"

g.e.d.

8

Bemerkung:

(4.10) ist keine hinreichende Bedingung, wie das Beispiel

U

flu) = —lr‘ i

ogu|
sofort zeigt.

Dagegen ist die folgende Bedingung hinreichend:

fu) = 0(u'*®), wu— 40, e>0. (4.11)
Folgerung:

Die Existenz von F' (0) geniigt nicht fiir diejenige von G, (0).
Analoge Resultate wie die obigen gelten fiir die Linksableitung G (0).



Definition:

Die Verteilungsfunktion F(x) heisst unimodal mit Vertex a, wenn
F(z) konvex ist fiir # < a und konkav fiir z>a.

Satz 2.

Einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsgesetz I'(z) wird durch die
Integraltransformation (4.4) ein neues Gesetz G(x) zugeordnet, das
unimodal mit Vertex Null ist.

In diesem Zusammenhang sei auch auf die Arbeit [9a, S. 157]
verwiesen.

§ 5. Anwendungen und Beispiele zur Giraultschen
Transformation

G. Pélya [10] hat gezeigt, dass jede Funktion ¢(z) mit den folgen-
den Eigenschaften eine charakteristische Funktion ist:

@(2) ist eine reelle, stetige Funktion fiir —oo < 2 << o0}

@(0) =1, p(—2) = ¢p(z) ’ lim @(z) = 0; ¢ (5.1)
@(2) konvex fiir 2> 0; o»o0 [

lim gp(2) = 0 kann durch die weniger einschrinkende Bedingung

2» 00

p(z) = 0, fir 2>0, (5.14a)
ersetzt werden.
Denn wenn ¢{z) die Bedingungen (5.1) erfiillt, dann ist @(2) eine
charakteristische Funktion und somit auch alle Funktionen der Gestalt:

pol@)+q mit p>0, ¢>0 und p+q=1.

Bemerkung:

Eine Funktion, die (5.1) bzw. (5.1a) erfiillt, nennen wir eine
Pélyafunktion und die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung eine
Polyaverteilung. .

Aus der letzten Forderung in (5.1) folgt bekanntlich, dass ¢(2)
(mit eventueller Ausnahme des Nullpunktes) eine Rechts- bzw. Links-
ableitung besitzt.
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Satz 1. .
1
Wenn ¢(2) eine Pélyafunktion ist, dann auch @(z) = — f p(u) du.
z
Bewers: e 0
20() — [ plu) du 0
2>0, @@) = = =0, @L(0) ="

Durch eine kleine Rechnung erhilt man fiir die Rechtsableitung von
D'(2): 2

" 2/1 .,
D (2) = E(—2-22<p+--zqv~f—‘ftp('u,)du>20
0

(siehe Figur).
Fiir @’ (2) ergibt sich ein entsprechender Ausdruck.

Wir geben nun eine Klasse von unimodalen Pélyafunktionen an:

1 a
=(——), 0=ax<1. 5.
oo = (1 7) 0=est 69
Beweis:
2>0, @@ =—a(l+2°'<0, ¢ =ala+1)1+2*2>0.
Im weitern existiert eine Darstellung der Form:

2

1
¢@=;fWM%

(1]
wobei p(u) eine charakteristische Funktion ist, denn fiir 2> 0 gilt:

, _af =z I P Y
ve) = el = EQ[(IM)“] = A ) = G
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g(z,a) ist aber eine Pélyafunktion fiir 0 <a <1, denn es gilt:

9(z,a) 2 0,

g'(z) =

—a

A5 =

g’ () >0.

(2) ist somit als Produkt von zwei charakteristischen Funktionen wieder
eine charakteristische Funktion, quod erat demonstrandum.

Graphische Methode fiir die Giraultsche Transformation 1m Falle
einer verallgemeinerten Binominalverterlung

Die Verteilungsfunktion F(z), die zu einer verallgemeinerten Bi-
nomialverteilung gehort, ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

/)~
=
+
3

B
[
b

+2pk,

r—1

+Zpk9

1,

TM~ TM«

r = b

h<z<b,

b, <z b,
b<z=0
OI<z<a

a;<T =S

a, <z =a,

T >a,

(5.8)

Zur Bestimmung der transformierten Verteilungsfunktion G(x) gehen
wir aus von den Formeln (4.4):

bléxébz’

G(x) =0,

fﬂd

fir £ < b,

pl

G(z) ist eine Gerade mit der Steigung m; = 5
1
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m, ist aber nach (4.8a) auch gleich der Rechtsableitung von G(z) im
Punkte £ = b,, in der Tat:

7 1

' 0— P1 P1
G (b) = ——=—"=.
L) = —. h
G(z) stellt, wie man leicht einsieht, einen Streckenzug dar. Die einzelnen
Strecken konnen mit Hilfe von (4.8a) sukzessive konstruiert werden.
2. B. gibt G{by) —F(bs+0)

by

die Steigung des Geradenstiickes zwischen b, und b,. Schliesslich erreicht
man den Punkt z = b,. Da F(—0) = G(—0) lésst sich der Streckenzug
bis zum Nullpunkt erginzen. In analoger Weise gilt fiir positive Werte

Gi&-(bz) =

von z: Gx)y=1, fir z=a,.
-oard o, A o
Zpk+zph d
1 0 v
wasesa, G =o| [ o gt—dut |

1 1

(D)2

r

dies ist wiederum eine Gerade mit der Steigung m,:

1 0 P, y
= _—— = G B
m, . o = 6@
G —F(a,_,—0
Gl(a’r—l) — (ar—l) - (ar-l l usw.
r-1

Wegen F(+0) = G(+0) kann der Streckenzug auch von der positiven
Seite gegen den Nullpunkt erginzt werden.

Im Falle der eben besprochenen verallgemeinerten Binomial-
verteilung lassen sich aus Tabelle 1 besonders schon die wesentlichen
Eigenschaften der transformierten Verteilungsfunktion G(x) ablesen:
G(z) ist ndmlich, mit eventueller Ausnahme des Nullpunktes, iiberall
stetig, konkav fiir £ >0 und konvex fiir z<0.

Wir wollen nun zwei Beispiele von allgemeineren Verteilungs-
funktionen auf die Giraultsche Transformation hin naher untersuchen.



F.G
Gx)
mezemm 7L 3:;_:::.— *
————— o -
T P2
F(X) p,’ — Po p1
p3 A L=
p?] —— _
P1 ] .L_-rtz-_.-_' ____________ — x
by by bs b a4 a o .

Tabelle 1
1. Beispiel:

Hier betrachten wir eine durchwegs stetige Verteilungsfunktion,
die wie folgt definiert ist:

1 z=3a
1 z—a
— . 2a <2< 3a
2 a
1
F(z) = E ae<z=<2%2a a>0
1
——— 020
2 ,
0 ]

Durch elementare Rechnung erhilt man:

1 = 3a
~m—(log3a—]og:c)—|——m——i 2a < 2 =< 3a
2a 2a 2

G(z) = %(]ogSa—log2a)+% : ez <2a

d (loga——logz)—l—; (14log3a—log2q) 0ZLz<Za

a a

0 r<0
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G'(x) ist tiir « 5 O stetig und im Intervall (a,2a) konstant. Dies muss

auch so sein, denn F(z) ist daselbst auch iiberall stetig.

X

G,(0) = o, G(0)=0.
Zum nihern Verlaufe der Kurve G(z) siehe Tabelle 2.
£G
L
P )
T F(x)
Y .==::::—::_;:::: ______
(I) 1 2 3
a=1 Tabelle 2
2. Beisprel:

F(z) besitze an den Stellen z = 0 und & = 2 Unstetigkeiten und

sei sonst wie folgt definiert:

0 20
z+5 0<z=<i
Fl@) = + TSr=g
He+d  d<es=i
1 r=4

S (ogy—logz+41) 4§
e[i(logy—log$) +4]+1

z[log } —logz 4 (log ¢ —log 4) + ] + 4
0

Beachte in Tabelle 8 die Konstruktion bzw. Berechnung
Rechts- und Linksableitung von G(z) im Unstetigkeitspunkt z =

O wj= Rw

A A TA
8 8 8 8 R
IAIAIA ATV
(= N R

der
5

1



F.G
w -
e Fx)
---------- o
—UA VA A X x
I
r G() —F(E 40
(Ef /Liq:)du, $>0 tga_l_: (4) i(4‘*‘ )
4
¢ = : G(3)—F(3—0)
F(u) tgou_ = -
— du, <0 5
u? ‘
- Tabelle 8

§ 6. Verallgemeinerungen der Giraultschen Transformation

Sei ¢(2) eine charakteristische Funktion, die zur Verteilungsfunk-
tion F(z) gehort. Dann ist nach (2.1) bzw. (2.2) auch

qb(ﬂ>(z)=f<p(z-a)d(ap), 0<p<oo, (6.1)

eine charakteristische Funktion, die zur Verteilungsfunktion G(z)
gehort, wobeti: L

GW(z) — f F <j> d(a?). 6.92)

(]

z
F <;> hat fiir jedes z 5= 0, als Funktion von « betrachtet, (0 <o <<1),

hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeiten. Ausserdem ist oF fiir jedes
p > 0 eine stetige Funktion in [0,1]. Somit existiert das Integral (6.2)
im Riemannschen Sinne fiir jedes z = 0.

Durch (6.2) wird also einer Verteilungsfunktion F(z) eine ein-
parametrige Schar GP/(z) von neuen Verteilungsfunktionen zugeordnet.
Wir nennen sie die p-Verteilungsfunktionen.
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Die Giraultsche Transformation ergibt sich als der Spezialfallp =1.
(6.1) lasst sich mit der Variablensubstitution 2+« = u wie folgt um-

formen: .

% o(u) u"* du, 2> 0;
PP () = 0 . (6.8)
= f o) (i, 5<0.

0

Analog folgt aus (6.2) mit T
a

pwpfml—du, ‘ $>0;
G)(z) — c 6.4)
F(u)
p(—x)rfz_—u)ﬁ—fdu, < 0.

G (z) ist eine stetige Verteilungsfunktion fiir z = 0. Im Nullpunkt
gilt wieder wie in (4.5):
GP(+0) = F(+0), GP(—0) = F(—0). (6.5)

(6.4) kann auch auf eine allgemeine Verteilungsfunktion angewandt
werden. Dann gilt:

QP(4o0) = F(400), GP(—o00) = F(—o0). (6.6)

Den Beweis obiger Relationen geben wir in einem andern Zusammen-
hange am Ende von §7.
Aus (6.4) folgt noch ohne weiteres:

o0

‘ d
G(”)(x)gpx”F(w-{—O)f—’Z—l=F(x+0), z>0;
u o

6.7

G(@) < p(—2f Fla—0) f (“_—d%m = F—0), =<0.
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Weiter besitzt GP)(z) in jedem Stetigkeitspunkt von F(z) eine erste

Ableitung:
d G¥N(z) — F () .
— QPNg) = p——L TN 0. 6.8
() = p 2 £0. (8.9
In einem Unstetigkeitspunkte von F(z) existiert eine Rechts- bzw.
Linksableitung von G®(z). Im Nullpunkt brauchen dieselben jedoch
nicht immer zu existieren. Man kann leicht zeigen dass:

oo

limxflf%Mdu=A<oo (6.9)

z- 40 up+1
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von
G (0) ist.
Sei « = 0 ein Stetigkeitspunkt von F(z), dann folgt nach (6.8):

F(z) = % [pG¥(z) — 2 G (2)]. (6.10)

F(z) ist somit in jedem Stetigkeitspunkt durch G®(z) eindeutig be-
stimmt. Da wir F(z) wie immer als linksstetig voraussetzen, besteht
also zwischen F(z) und G")(z) eine ein-eindeutige Beziehung.

Bemerkung iiber unimodale Verteilungen

Wir haben bereits gezeigt, dass die Verteilungsfunktion G\')(z)
unimodal mit Vertex Null ist.

In der Folge geben wir eine neue Klasse von unimodalen Ver-
teilungsfunktionen an:

Satz 1.

Sei F'(x) eine beliebige Verteilungsfunktion. Dann ist die Gesamt-
heit der durch (6.4) definierten Verteilungsfunktionen G')(z) fiir alle p
(0 < p< 1) unimodal mit Vertex Null.

Bevor wir den Bewels durchfiibren, sei noch vermerkt, dass man
durch einfache Beispiele zeigen kann, dass obiger Satz im Falle p>1
nicht mehr richtig ist. -



Bewers:

‘Wir beschrinken uns auf den Beweis der Konkavitit fir x> 0.
Die Konvexitét fir < 0 beweist sich ganz analog.

a) x>0 derart, dass F(z-+0)—F(z—0)>0, dann folgt nach
(6 . 4) . o0
1 d, Fu) F(z+0)
ey 1 -
Eine entsprechende Relation ergibt sich fiir die Linksableitung. Durch
Differenzenbildung folgt dann:

11) ld+ G ()*_(i*_G(p)(w)l _ (w 0) —F(x+0)

dx dx
b) Seiennun £>0und (z+ 4), 4 >0 Stetigkeitspunkte von F(z).

Z

IA
o)

Zu zeigen: D d Gz ) a G9(z) < 0
= x ———— )=V,
ax ( +_ dx ) =

F(u) F(z+4) F(u) F(x)
D= p(ac—{—A)”“fum_1 du — et -—px”*f;mdu-l——a-c— =
z+4-4
z+4

F(u o [F Fla+4) F
——px’”f ) du+ plla+ A7 — ’*]f et ) T@)

z

Da nach Voraussetzung 0 < p<<1 ist oblge Summe kleiner als:
z+4

d

z . z+4

= [F(2) —F(z + 4)] ( i

Fz+-4) = F(z)
x+A + z

p-1
). <o, e d.
x—i—A) z4+4 = q-e.d

Verhalten der G¥)(z) fiir grosse Werte des Parameters p

Sei F(x) eine nicht unimodale Verteilungsfunktion. Es gibt dann
eine Schranke 4 > 0, derart, dass fiir p > 4 alle G®(z) nicht unimodal
sind.




Bewens:

Gibe es keine solche Schranke 4, so kénnte man eine unbeschrankt
wachsende Folge {p,! von Parameterwerten angeben, fiir die G%(z)
unimodal wire. Nach einem Satze von Lapin [4, Seite 160] miisste dann

lim G () == G(x)

n» oo

auch unimodal sein.

Andererseits ist aber G(z) gleich der urspriinglichen Verteilungsfunk-

tion F(z), denn: +oo
lim @P(z) = p(z) = f % dF(z).
proo —o0
Nach (6.8): o
O () = fpf(p(u)u"'ldu—}—»if(p(u) wldu; 2z>0, 6>0.
2
2~0

Beim zweiten Integral auf der rechten Seite beniitzen wir den 1. Mittel-
wertsatz der Integralrechnung. Dazu zerlegen wir ¢(u) in Real- und
Imaginérteil:

o(u) = Row) +iJgw) = r(u) +iku),

2-6

—1 :
PP(2) =pf(p(u) <Z>du+§ [r(z—ﬁla)+¢h(z—025)]fufﬂdu,

?#, und &, sind Zahlen zwischen null und eins. Fiir noch so kleines
>0 gilt daher:

lim @P(2) = r(z2—&,8) -+ i1 h(z—D,6),

00

lim P(2) = 7(z) +1h(2) = @(2), q.e.d.

P00

dann folgt

Beziehung zwischen den Momenten

Sei m;, das k-te Moment beziiglich Nullpunkt der Verteilung, die
zur charakteristischen Funktion ¢(2) gehort. Ebenso M, , das k-te
Moment von @P(z).



Satz 2.

Aus der Existenz von m, (k natiirliche Zahl) folgt diejenige von
M, , fiir jedes 0 <p << oo, und es gilt:

4
Mk,p = ﬁp mk. 612
Bewens:

k-tes Moment von %
pz-o) = My == O My

Da Voraussetzung (2.11) erfiillt ist, folgt geméss (2.8):

1 1
M, — Fd(of) = it gy — Py
kp mkf“ (@) Pka“ o k+pmk
0
Uberdies gilt: lim M, , = m,.
p)DO

In einem folgenden Satz werden wir die Invarianzeigenschaft der
Pélyafunktionen bei der Transformation (4.2), verallgemeinern.
Satz 3.

Wenn ¢(z) fiir z == 0 eine stetig differenzierbare Pélyafunktion ist,
dann ist die durch (6.3) definierte charakteristische Funktion eine zwei-
mal stetig differsnzierbare Pélyafunktion.

Bewets:
Nach (6.8)

2

D) = %f(p(u)up_ldu’ 0 < p<oo;

¢

d
2>0, 2 5 OP(2) 4 p P V() = pg(z) 7,

dann folgt

d P —p* [p)wdu  pPe(s) — @) p* [ du
e ¢(p)(2) e S < 0
dz

Py = e

 —0;

z

d (p) | 2p+1 7 2p 2 P -1
2P0 = 5 [P @A) P 0 + D2 [ glu)udu)

0
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Durch partielle Integration ergibt sich:

2 z

f‘P(u) W du = -?;(zzwii—%fW(u) w” du;

Y 0
z

d

A 1
E;@W@=;mskf”wvwm@+nﬂf?wmw4.

Da ¢'(2) stetig ist, folgt nach dem 1. Mittelwertsatz der Integral-
rechnung:

’ : . P e
g uPdu = ¢'(£) | wPdu = ¢'(§) ——, 0< i<z,
p+1
0

0

Nach Voraussetzung ist aber ¢'(¢) fiir 2> 0 eine zunehmende Funktion.
Deshalb folgt: ¢'({) < ¢'(2) und endlich:

d
=00 =L [pO—¢0lZ0. qed

Siehe auch [9a, S.290].

§ 7. Erweiterung der p-Verteilungen auf negative Werte

des Parameters

Selbstverstéindlich kénnen wir eine Ausdehnung der Transforma
tion (6.1) nicht durchfiihren, indem wir einfach p durch —p ersetzen.
In diesem Falle wiirde ja das Integral (6.1) im Nullpunkt divergieren
Die Verallgemeinerung gelingt aber auf folgendem Umwege:

Sei @(2) eine beliebige charakteristische Funktion, die zur Ver-
teilungsfunktion F(z) gehort. Dann ist sicher auch die folgende Funk-
tion eine charakteristische Funktion:

1
e () — {(p(z.allp) de, O<p<oo. (7.1
0
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Mit der Substitution z-«'? = u folgt:

2

Z;p o(u) uP du, 2>0;
Pin(5) = GV (z) = 0 ] (7.2)
(ij; f plu) (—uPdu,  2<0.

0

J ede @-Funktion lisst sich als ¥-Funktion schreiben, indem man
vom Parameter p zum reziproken Wert iibergeht, wie aus (7.2) er
sichtlich ist.

(7.1) lasst sich nun ohne weiteres auf negative p-Werte ausdehnen:

1

Pl () = ftp(z-oc"/”) de, 0<p<oo. (7.8)
6

. 4
Mit = folgt dann:

pz”fﬁgdu, 2>0;
qp(—l/p)(z) = qj(—p)(z) — z , (7.4)
()
p(—2)F uptt U, 2<0.

—-—0Q

Die zu @P(z) gehorige Verteilungsfunktion G“P)(x) heisst:

. ;pp—fF(u)u”‘I&u, x> 0;
GP(z) = f Fo-oade =] ° (1.5)
° (i_:g)?’ fF(u) (—w)tdu, ©<0.

0

G“P(z) ist fiir == 0 eine stetige Funktion. Im Nullpunkt gilt:

GP(4-0) = F(+0), G P(—0) = F(—0). (7.6)
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Fiir eine allgemeine Verteilungsfunktion gilt:

G(4o0) = F(+o0),  GP(—o0) = F(—o0).  (7.6a)
(7.5) besitzt in jedem Stetigkeitspunkt von F(z) eine 1. Ableitung,
némlich: F(z) — G“(z)

d
—GP(z) = p - —, z#0. (7.7
dx z

In einem Unstetigkeitspunkt von F(z) existiert eine Rechts- und eine
Linksableitung von GP)(z): (7.73a)

, — (D __0) — (-»
ay G(z) = pF (240) — Gz , @ GP(z) = p Fz—0)—G(2)
dz x dz x

In Satz 8, § 6, haben wir gezeigt, dass unter gewissen Voraus-
setzungen die Integraltransformation (6.1) Pélyafunktionen wieder
in solche iiberfiihrt. Dasselbe gilt auch fiir die Transformation (7.4).
Doch dieselbe fiihrt noch viel allgemeinere reelle Funktionen in Pélya-
funktionen iiber.

Satz 1a.

Sei @(2) eine reelle Funktion, definiert in —oo < 2 < o0 mit den
folgenden Eigenschaften:

p0) =1, ¢(=0, @) =¢p—2), firalles;

E
(&) plze+4) < pz), firallez>0 und 4>0.

Behauptung:

Die nach (7. 4) transformierten Funktionen sind fiir alle p(0<<p =< 1)
Pélyafunktionen.

Bewess:

Sei 2> 0 ein Stetigkeitspunkt von ¢(z), dann folgt:

(o]

d
=, 2@ =7 [pZ’” %Z— —(”(zi)] <0.

2

Sind 2> 0 und 2z + 4 Stetigkeitspunkte von ¢(2), so kann man analog
wie beim Beweise von Satz 1, § 6, zeigen, dass fir 0<p < 1:

D'(z24+A4)—D'(2) = 0, fiiralle2>0 und 4>0.



Satz 1b.

Sei @(2) eine Polyafunktion und p =1 eine beliebige vorgegebene
Zahl.

Behauptung: o) = ; [pP() —2P'(2)] (7.8)

ist eine Funktion mit den Eigenschaften (E) und es gilt:

o)

D) = gP(2) = pzl’j £+1 du, fur 2>0. (7.8a)

Beweis: z ., ,
@(2+0) — p(z—0) = > [P (2) — D (2)] < 0.

@(2) hat also nur Unstetigkeiten 1. Art und diese treten hdochstens
abzéhlbar oft auf [11, 8. 286]. Seien 2>-0 und 244 Stetigkeitspunkte
von @'(z), dann folgt:

Pt ) —gl)  Betd)—0E) Petd)

g TR T +—¥[Q5’(z — @' (e+4)] <0

da nach Voraussetzung @(z) eine konvexe Funktion in 2> 0 ist und
p=1. @(z) ist somit fiir >0 eine monoton abnehmende Funktion.

Weiter ist: lim p(2) = lim &(e) = 1,

denn: 20 z»0
hm—2®'(z) =0 und lm—z@(z) <lim1—P(z) = 0.
20 z»0 z»0

Im iibrigen sieht man leicht ein, dass @(2) =0, @(2) = p(—2). @(2)
besitzt also die Eigenschaften (E).

Wir wollen nun noch (7.8a) beweisen:

u u
O = pF | — - pr e duy = pz”f P du*zpfu};) du
D(u) D) |77 D (u)
- f;;md e | TP =20, g-ed

] 2



Satz 2.

Wenn ¢(2) eine reelle, positive charakteristische Funktion ist, die
fir 2> 0 nicht zunehmend ist, dann gehért sie zu einer fiir alle £ 5~ 0
stetigen Verteilungsfunktion.

Beweis:

@M () ist nach Satz 1 eine Pélyafunktion, die zur Verteilungs-
funktion

G(z) = 1 fF(u) du (7.9)
gehort. 0

Bekanntlich besitzt aber eine zu einer Pélyafunktion gehorige Ver-
teilungsfunktion fiir # == 0 eine stetige erste Ableitung.

j— G(“l)(x) = F(&-U)—\lfF(u) du, x=£0.
dzx z a2
0

Die Differenz auf der rechten Seite kann aber nur dann eine stetige
Funktion sein, wenn F(x) stetig ist, quod erat demonstrandum.

Beziehung zwischen den Momenten

Gemiss (7.4) folgt:

©o

d - pu) — @(2)
V() == p2s1 ‘
7&.27 2! p(Z) p=z f umjl"' Zdu, z2>0. (710)

Z

Setzen wir p = 1, so folgh:

gg(p(-n(z) ZIM_——@W, 2>0. (7.11a)

u?

Die Rechtsableitung von ®™)(z) im Nullpunkt existiert dann und nur

dann, wenn
—1
f LACR Y (7.11b)

existiert.



Satz 3.

Die zu der charakteristischen Funktion @)(z) gehérige Verteilungs-
funktion besitzt keine Momente beziiglich dem Nullpunkt.
Bewes:

Sei g¢(2) eine beliebige charakteristische Funktion, deren 1. Moment
beziiglich Nullpunkt existieren soll

90) = Ro@) +iT9() = r(2) + ih(2).

2>0, @) = zfﬂ?:-)duz z{ff(iz)_duwf}i(?du} — R() +H().
U U w
£ Q) | = f f-(%; du + f M) g,
o . . (7.12)

a o o r(u) —1 | h(w)
_(iz— Pt 1)(z) z: ——f‘ 2 - du + ?/f w2 du.
0

Aus der Existenz der 1. Ableitung von @(z) im Nullpunkt, folgt
durch Differenzenbildung der Gleichungen (7.12):

(=]

r(u) —1
f_.__...._z___du = 0. (7.12a)

w
0

Dies ist aber nicht mdglich, denn r(z) ist eine reelle charakteristische
Funktion und 7(2) —1<0. 7(z2)—1 == 0 ist nur moglich auf einer
nicht tberall dichten Punktmenge in z = 0, denn andererseits wire
r(2) = 1, was wir ausschliessen wollen. Es gibt somit ein Intervall
A¢€[0,00] fiir das r(z) —1 < 0. Integral (7.12a) ist also kleiner als Null,
quod erat demonstrandum.

Beispiel: 1



o] [ee] %]

2>0, ONe) =2 ———«1——— . —L du =z} — | — -@r—w + iqi
’ B 1+u2 uw? - 1 u? u?

2 . z

7 1
=2z {arctgz~~- —{——] s
2 2

Bemerkung:

Die Transformation (6.1) kann auch durch folgende Verallgemeine-
rung der Funktion V(x) = of erweitert werden.

Sei @(z) eine beliebige charakteristische Funktion, die zur Ver-
teilungsfunktion F(z) gehort. V(x) ist eine nicht abnehmende stetige
Funktion in 0 <« <1 mit V(0) = 0 und V(1) = 1. Dann ist auch

D(z) = { plz- o) AV («) (7.18)

eine charakteristische Funktion, die zur Verteilungsfunktion

G(a) = f F <-§> V() (7.13a)
gehort. 0

Wir werden nun sehen, dass sich einige Eigenschaften der p-Ver-
teilungsfunktionen auf obige Transformation tibertragen lassen.

Da fiir &> 0, F(f) > F(z+0); und fiir z< 0, F( x) < F(z—0),
o [v4

fiir alle 0 <o <1, folgt:
>0, 1=G(x)=F(x+0);
x = G(z) =2 F(z+0) 7.14)
z>0, 0L G(z) S F(xz—0).

Im weitern ist G(x) wieder eine stetige Verteilungsfunktion fiir z = 0
Im Nullpunkt, bzw. im Unendlichen gilt:

G(+0) = F(40), G(—0) = F(—0);

(7.15)



Bewers:

Zu zeigen, dass fiir eine beliebige Nullfolge {4, }:

limG(z+4,) —G(x) =0, fiir alle z £ 0.
ziest, Gla+d4)—G(z) =

:f[F(ﬂﬂtﬁ> F(f:)]dV(a) :fl[ﬁa(m—A ) — Fy(2)] dV (@)

F(z) hat hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeiten. Ein fester Wert von
x ist deshalb fiir fast alle « (0 <« < 1), d. h. mit Ausnahme von ab-

zéhlbar vielen, ein Stetigkeitspunkt von F <£> = F,(z). Dann folgt
[e

lim F(z+4,) — Fy(r) = 0, fiir fast alle w€[0,1].

00

Nach dem Theorem von Lebesgue folgt dann die Behauptung ohne
weiteres. Ferner folgt nach den gleichen Uberlegungen:

G(+0)—F(+0) —hmf[FK F(+0} V(e = 0.

x»=+0

Ahnlich verifiziert man die andern Gleichheiten unter (7.15). Damit
sind auch (6.5), (6.6), (7.6) und (7.6a) bewiesen, denn diese ergeben
sich als Spezialfille von (7.15).

1
Tteration der Transformation f @z a) dV ()
0

In diesem Abschnitt wollen wir uns iiberlegen, gegen welche
Funktion eine beliebige charakteristische Funktion bei fortgesetzter
Anwendung der Integraltransformation (7.18), strebt. Zur Abklirung
dieser Frage ist es zweckmaéssig, die betrachtete Funktionenklasse wie
folgt zu erweitern:



Voraussetzung:

a) V() ist eine nicht abnehmende Funktion in 0 <« <1 mit
V(0) =0 und V(1) =1.
Weiter soll ein Wert g (0 < oy << 1) existieren, so dass V(a,) > 0;

b) f(2) ist eine reellwertige, beschrinkte Funktion in —oco <2< o0,
stetig im Nullpunkt und f(0) =

f(z+a) ist V-integrierbar in o fiir jedes z.

lim ,(2) = f(0) = 0,

N0

1

h@) =1T() = [fe-0)dV() wnd fiy =T, i=1,2 ...

0
Bewers:

Um die Iteration durchfiihren zu kénnen, miissen wir voraussetzen,
dass fi(2-a) fiir jedes z V-integrierbar in o ist.

1. T(f) ist ein linearer und monotoner Integraloperator, d. h.

T(f4+g) = T(f) +T(g), T(cf)=cT(f) fiir jede Zahl c.
T{f)y =0 wenn f =0, oder aus f=<g folgt: T(f) < T(g).

2. Mit f ist auch T(f) monoton abnehmend (bzw. monoton zu-
nehmend), denn es gilt z. B. fiir 2> 0:
1

k>1, fke)—f(z) = j‘[/(zm)— ()] AV () < 0.

i

=0

3. Wenn f(2) monoton abnehmend ist, dann gilt:

lim f,(2) = f(0) = 0

n»> o0

denn
>0, f,14() f[f w(2)] AV (a) = 0

\'\/

Fiir 2> 0 ist {f,(2)] eine monoton wachsende Folge von beschrinkten
Funktionen (entsprechend fiir z << 0 eine monoton abnehmende Folge
von beschrinkten Funktionen), konvergiert also gegen eine gewisse
Funktion ¢(2). .

T ) =g, g(0) =0.

n» 0
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Nach dem Theorem von Lebesgue folgt nun:

im T(f) = T (limf,) = T(9) = ¢

Die Grenzfunktion g(z) ist somit das Fixelement bei der Transformation
T, d. h. es muss sein:

1

; f [9(ze) — g(2)] aV(e) =0, firallez.

0

g(2) ist als Grenzfunktion von monoton abnehmenden Funktionen wie-
der monoton abnehmend, dann folgt:

2>0, glea)—g(z) =0, firalle 0<a<1.

Sei z> 0 ein beliebiger, aber fester Wert, dann folgt:

1

B
0 = [[g(ea) —9(2)] AV (x) = [[glz) —9(2)] dV () = [9(zH) — 9] V() = 0,

fir ey < f<<1.
Somit g(zp) = 9(2), tiir alle 0 <2< 4.

Da f(2) nach Voraussetzung im Nullpunkt stetig ist, gilt das gleiche fiir
die Grenzfunktion ¢(z), und es folgt:

g(2) = lim ¢(2f") = ¢(0) = 0, firallez>0, q.e.d.

n» oo

Fiir 2 < 0 folgt der Beweis analog.

4. TIst f(z) eine beliebige Funktion mit den Eigenschaften b), dann
nehmen wir fiir 2> 0 eine nicht zunehmende, beschrinkte Funktion

[*(2) mit f*(z) < f(2), 2. B.
f*(z) == inf ().

0é<e

Ausserdem existiert eine nicht abnehmende Funktion f**(z) mit
f**(z2) = f(2). Nach 1. und 8. folgt dann ohne weiteres:

2>0, 0=Ilim{fi(z) <limf,(?) <lm () =0, q.e.d.

=00 Nne-00 n» 0o



Spezialfall:
f(2) = @(2) = charakt. Funktion = R @(2) -+ 1J ¢(2) = r(z) +1h(2).
r0) =1, K0)=0, “r(z)\ =<1 und UL(@')‘I <1.
Die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des obigen Satzes sind
erfﬁllt, und es fOlgt lim (pn(z) — (P(O) =1
mit L 1
70 = [9e)dV(e) und g4 = [gfea) V().
0 0
Durch Iteration der Transtormation (7.18) strebt die Folge der charakte-
ristischen Funktionen ¢, (¢) gegen die charakteristische Funktion g(z)=1.

§ 8. Schwache und vollstindige Konvergenz
von Verteilungsfunktionen

Wir betrachten Folgen von allgemeinen Verteilungsfunktionen und
deren Grenzfunktionen.

Definition I.
Eine Folge von Verteilungsfunktionen {F,(x)} heisst im schwachen
Sinne (—s-) gegen eine Verteilungsfunktion F(z) konvergent, wenn

E(z) 77 F(z) in jedem Stetigkeitspunkt von F(z).

n»oco

Definition I1.
Eine Folge {F(z)} konvergiert vollstindig (—v--) gegen eine
Verteilungsfunktion F(x), wenn F(z)—s~ F(z) und zusitzlich:

E(4-00) > F(+00),  E(—o0)F(—c0).
Sei ¢(2) die zu F(x) gehorige allgemeine charakteristische Funktion.
Im Zusammenhange mit der Konvergenz im schwachen Sinne fiihrte

M. Loéve die sogenannte «integrierte charakteristische Funktion» ein,
die wie folgt definiert ist:

@) = [ o) du. (8.1)

M.Loéve [5a, 8.190] hat gezeigt, dass Konvergenz im schwachen, bzw.
vollsténdigen Sinne einer Folge von Verteilungsfunktionen dquivalent
ist mit der Konvergenz der zugehérigen integrierten charakteristischen
Funktionen bzw. gewohnlichen charakteristischen Funktionen.
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Wir geben nun eine neue notwendige und hinreichende Bedingung
an fiir schwache, bzw. vollstindige Konvergenz:

Satz 1.
Es sei F,(x) —s— F(x). Wir ordnen jetzt jeder Verteilungsfunktion
F(z) gemiss (6.4) die p-Transformierte G¥(z) zu. Dann gilt:
G (z) —s— GP(z), fiir alle 0< p < oo,

wobei G'(z) die p-Transformierte von F(z) ist.

Bewers:

Wir koénnen uns auf den Fall £ > 0 beschrinken, da der Beweis fiir
z < 0 analog verlduft. Gemdss (6.4) folgt:

[

E, 1
G&P)(x) = pa? up(fll) du = —af f E(u)d <—>, z>0.

z z

Nach einer partiellen Integration ergibt sich:

f_dF J el 20 [ o).

Um den Grenziibergang n— oo ausfithren zu konnen, bendtigen wir
das verallgemeinerte Lemma von Helly-Bray [5a, S. 181].

W) = — —”

Lemma: ‘

Sei a>0 und g(u) eine stetige Funktion im Intervall (a,00) mit
g(+o0) = 0.

Aus der Tatsache, dass F(x) —s— F(x), folgt dann

ﬁwmwmmﬁ w) dF (u).

1
In unserem Falleist g(u) = = Diese Funktion erfiillt fiiralle 0 << p << o0

die verlangte Bedingung, und es folgt:

fes)

lim GP(z) = —a? {‘iﬁx) — f il;, dF(u) ] ——a? {E@ E“f idF(u)} — GO)(z),

n» oo u? =z uP
z

q.e.d.



Satz 1'.

Sei {F(x)} eine Folge von Verteilungsfunktionen, derart, dass
fiir ein bestimmtes p (0<p<<oo): GP(x)-s~GP(z), dann ist

F(x) —s- F(z), und F(z) ist in allen seinen Stetigkeitspunkten definiert
durch:

F@) = | |p67a) —o 1 (6710)|.

Bewes:

Da jede Folge von Verteilungsfunktionen im schwachen Sinne
kompakt ist, existiert eine Teilfolge {F,(x)} der Folge {E,(x)}, so dass

E, (@) s Flz).

Auf Grund von Satz 1 folgt dann:
_ F(u)
£>0, GU(z)—s>GP(x) = pa? f ey QU

xz

Nach Voraussetzung ist aber GP(z) s~ GP(x), das heisst jede Teilfolge
der Folge |G¥)(z)} strebt gegen die gleiche Verteilungsfunktion G¥(z),
somit folgt:

©a

_ F(w)
GP(z) = G¥P(z) = px”fupH du.

x

Nach (6.10) konnen wir F(z) in jedem Stetigkeitspunkt berechnen:

R = |00 = 1 (0710)| = @),

p q.e. d.

Zusatz:

Wegen (6.6) folgt ohne weiteres, dass die beiden zitierten Sitze 1
und 1" auch Giiltigkeit haben, wenn man schwache durch vollstandige
Konvergenz ersetzt. .



Beispiele:

1. Wir betrachten eine Folge von allgemeinen Verteilungsfunk-
tionen, die wie folgt definiert sind:

1
l—-, zz=n
7
n—2
E(z) = *2"7“1{9”+ 9 z =
1
-, =Xx—mn
n ,
B (x)
p
1 1/n
i/n {'1 . .
—n +n

Wie man leicht sieht, gilt: I (x) —s-~ F(xr) = -

Wir werden nun zeigen, dass auch die Folge der gemiss (4.4)
transformierten Verteilungsfunktionen G, (x) im schwachen Sinne
konvergieren. Dabei kénnen wir uns auf den Fall £ > 0 beschrinken.
Man erhélt:

/

o| "2 logn—1loga) + - | - 1) 1
J [ 5 (ogn—loga) + | ~— — ]

lI/\

n

_] 1
- z =,

lH

[N

Fir 0 <<z << oo gilt: limG,(2) = G()

n»oo

Dies ist aber gerade die Transformierte von F(x) = }. Ausserdem:

Ffoo) = F(Hos),  Gyl+o0) =+ G+ o).
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2. Sei die Folge |F,(z)} wie folgt definiert:

1 1> - n> et
G )letag) lel=
1
1 s
1

E(x) = — =>1
(@) N
- r<—1
n
E(=)
1 1/n
L~
i n x
—1 +1
Offenbar gilt: J; (z+1), |z]<1
E(«)~v-»F(z) = 1, «x=1
\ O: .7)<—‘1
Nach (4.4) folgt fiir z>0:
1 1) l 1/1 1) . 1 -1
z{{——-|(—log: B —l, =1
] L ogr)+2<x Jri— | e=
l 11—, z=1.
n

X

1 11

gt 4+ |, z=1;
IimGn(x)zG(x):]w[ o 8T T, T 2] r=

"~ l 1, z=>1.

F(z) und G(z) sind in der Tat nach (4.4) verkniipft, denn es gilt:

1 oo

1
U U
T 1

_ 11 o1 /1 1 1' _ 1l 1 1
—‘”[_2 o+ (- >+ ] “”[—E "g”aﬁz]'
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Fiir £ = 1 gilt selbstverstidndlich die analoge Relation zwischen F(z)
und G(z). Endlich ist:

F(+00)>F(+o00) =1 und @+ o0)> G(+o0) = 1.

Verallgemeinerung von Satz 1

Wir haben gezeigt, dass aus F,(x) —s-~ F(z) folgt:
GP(a)—s~GP(z),  0<p<oo.
Dabei waren die Funktionen G(z) bzw. G¥(z) nach (6.4) definiert.

Thre urspriingliche Form ist aber nach (6.2):

GP(z) — f F,,(i-)d(av), GP(z) — f F(%) d(a”).

'z
Die Gesamtheit der Folgen von Verteilungsfunktionen E,<~>,
«€(0,1) wird nun wie folgt erweitert: *

a) Mit D bezeichnen wir eine auf der reellen Achse iiberall dichte
Punktmenge;

b) sei E eine im Lebesgueschen Sinne messbare lineare Punktmenge
und

¢) V(«) eine nicht abnehmende beschrinkte Funktion in I, mit

[avi) =1;

d) sei E(x,o) fiir fast alle « € £ (d. h. bis auf eine Menge vom 7-Mass
Null) eine Folge von Verteilungsfunktionen. Im iibrigen sollen
dann die folgenden Integrale im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne
existieren:

zeD, [F@0)dV() = Gfa), n=12 ...
E

Voraussetzungen:
1. E(x,a) —s— F(z,«) fiir fast alle c€ .
2. Die Menge der a-Werte, fiir die ein beliebiger Wert « € D Unstetig-

keitspunkt von F(z,«) ist, soll vom V-Mass null sein._

Behauptung: G (2) —s>G(z) = f F(zx,0) dV (o).
E



Bewers:
Geméiss 2. und 1. folgt:
zeD, F(x,0)>F(ze) firfast alleaek.

Da 117;,(:5,«) } <1lfirn=1,2,... und fast alle ¢ E, folgt nach dem
Theorem von Lebesgue:

zeD, fF;,(ac,oc) V() = G,(z) -~ {F(x,oc) dV(e) = G(z),
v “ q.e.d.
Im weitern ist G(z) fir €D stetig, denn:

lim G(z+4) —G(x) = lim [[F(a+4,6) ~F(z.6)] 4V (2) = 0.

A»0 4»0 5

Satz 1 dieses § ergibt sich nun als der folgende Spezialfall:

Bew) =5(7). Vo) =,
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