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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Klassifikation gewisser
Formelmengen der unendlichwertigen Logik, deren Wahrheits-

werte reelle Zahlen zwischen 0 und 1 sind.

In der erweiterten Aussagenlogik sind die Begriffe ‘allge-
meingiltig', 'erfiillbar' und 'Folgerung' interpretierbar in
der elementaren Theorie der reellen Zahlen mit Addition und
daher entscheidbar. Eine Verallgemeinerung des Satzes von
McNAUGHTON zeigt auch, dass die Wahrheitsfunktionen dieser
Logik genau die stiickweise linearen Funktionen mit rationalen
Koeffizienten sind. Daraus ergibt sich, dass jede Formel, der

erweiterten Aussagenlogik dquivalent ist einer Formel; die nur

einen Quantor enthidlt.

Arithmetische Sitze der Form 'es gibt unendlich viele n so
dass A(n) gilt' konnen, wenn A rekursiv ist, in der unend-
lichwertigen Prddikatenlogik erster Stufe interpretiert wer-
den. Unter Ausniitzung des Resultats von J. ROBINSON und MYHILL,
dass sich die Arithmetik mit einem einzigen, zweistelligen
Pridikat formulieren lisst, folgt daraus, dass die Menge der
allgemeingiiltigen Sitze 1,-vollstidndig ist, sofern die Sprache

mindestens ein zwei- und ein einstelliges Pridikatszeichen ent-

halt.

In der einstelligen Prddikatenlogik zeigen einfache modell-

theoretische Ueberlegungen, dass eine natiirliche bijektive

Zuordnung von kompakten Teilmengen des m-dimensionalen Ein-

heitswiirfels zu vollstidndigen Theorien der Sprache mit m ein-
stelligen Pridikatszeichen existiert. Eine Konsequenz dagaus
ist der Satz, dass jede vollstindige Theorie 4dquivalent ist
einer Menge von Sitzen, die nur je einen Quantor enthalten.

Zur arithmetischen Klassifikation der einstelligen Prddikaten-
logik wird eine Struktur konstruiert, welche einerseits ein-
fach genug ist, um durch eine endliche Anzahl von Sé&tzen
charakterisiert zu werden, andererseits aber kompliziert genug,

um die Interpretation arithmetischer Sdtze der Form 'fiir alle
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n gilt A(n)' in ihr zuzulassen. Die Existenz dieser Struk-
tur impliziert, dass die Menge der erfiillbaren Sitze
I,-vollstidndig ist, sofern die Sprache mindestens vier ein-
stellige Priddikatszeichen enthdlt. Mit dhnlichen Methoden
wird gezeigt, dass die Folgerungsrelation der einstelligen
Pradikatenlogik sogar 1@,-vollstédndig ist. Ungel&st bleibt
das Klassifizierungsproblem fiir die Menge der allgemeingiil-
tigen Formeln der einstelligen Prddikatenlogik. Es ist nur
bekannt, dass sie in I, liegt, aber nicht, ob sie entscheid-

bar ist.

Die Sprache der unendlichwertigen Mengenlehre enthidlt € als
einziges, zweistelliges Pridikatszeichen. Die von SKOLEM auf-
geworfene Frage, ob die Menge aller Komprehensionsaxiome in
der unendlichwertigen Logik konsistent sei, ist bis heute un-
beantwortet geblieben. Wenn das jedoch der Fall ist, kann
die Menge der Folgerungen aus diesen Axiomen nicht rekursiv
aufgezihlt werden. Durch Interpretation der einstelligen
Pridikatenlogik in der Mengenlehre wird ndmlich diese Folge -
rungsmenge in der KLEENE-Hierarchie zwischen 1, und I, ein-

geordnet. Die unendlichwertige Mengenlehre ist wesentlich

unentscheidbar.



Abstract

Arithmetical classification of sets of sentences

in infinite wvalued logic

An infinite valued logic with real truth values between

0 ('false') and 1 ('true') is considered. Some semantically
defined sets and relations on logical formulae are examined.
Special attention is given to their position in the arith -

metical hierarchy.

In extended propositional logic, the sets of valid and of
consistent formulae are decidable and so is its consequence
relation. But in contrast to classical logic no complete
elimination of quantifiers is possible. However, every formula
is equivalent to one containing just one quantifier. This is
proved by characterizing the truth functions of this logic:
they are the piecewise linear functions with rational coef-

ficients,

The set of valid sentences of predicate logic is n-complete.
A two-place and a one-place predicate are enough to obtain
this result. Its proof is based on an interpretation of arith-
metical sentences in the infinite valued logic, sentences ex-
pressing the idea that a recursive set of natural numbers is
infinite.

In one-place predicate logic the set of consistent sentences
is @ -complete and the consequence relation is %—complete.
This is proved by interpreting arithmetical universal sen-
tences in a finitely characterizable structure with four
one-place predicates. In addition to that, the methods de-
veloped in this section yield the result that every complete
theory of one-place predicate logic is equivalent to a set

of sentences containing only one quantifier each.

Infinitely-many-valued set theory is defined as the set of
consequences of the unrestricted comprehension axioms. It
is shown to be essentially undecidable by interpreting one-

place predicate logic in its models.



