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Kurzfassung

In dem Gebiet der elektromagnetischen Lagerung von Maschinenteilen

sind oft interessante regelungstechnische Problemstellungen im Spiel Die

vorliegende Arbeit konzentriert sich auf zwei dieser regelungstechnischen
Aspekte, beide liegen im Rahmen linearer Systembetrachtung

Ein erster Aspekt ist die „passive" Regelung von passiven mecha¬

nischen Systemen Ein lineares System heißt passiv, falls die zugehörige
Ubertragungsfunktion positiv reell ist Es ist bekannt, daß eine nega¬

tive Feedback-Anordnung von zwei passiven Systemen die Stabilität des

Gesamtsystems auf konservative Art garantiert Als erstes wird die Frage
behandelt, welche mechanischen Regelstrecken überhaupt durch posi¬

tiv reelle Ubertragungsfunktionen beschrieben werden Es wird unter¬

sucht, welche physikalischen Effekte bei der Modeübildung eines mecha¬

nischen Systems dafür verantwortlich sein können, daß die zugehörige
Ubertragungsfunktion nicht positiv reell ist Als nächstes wird mittels

eines Beispiels auf die Diskrepanz hingewiesen, daß gewisse Aussagen
über die Stabilität von zeitkonünuierhch geregelten Systemen bei zeit-

diskreter Regelung nicht mehr zutreffen Deshalb wird untersucht, wie

positiv reelle Funktionen durch den Zeitdiskretisierungs-Operator C,zoh

abgebildet werden Es gelingt, eine strukturelle Aussage über das Bild

von CjoA "transformierten verlustlos positiv reellen Funktionen herzu¬

leiten

Der zweite Aspekt dieser Arbeit betrifft die folgende Forderung
„Die dynamische Steifigkeit von magnetgelagerten Maschinenteilen, die

einer unbekannten dynamischen Storkraft unterworfen sind, sollte bei

jeder Frequenz einen vorgeschriebenen Wert nicht unterschreiten
"

Diese

Forderung nach breitbandiger Storunterdruckung kann als 7i°° -Problem

interpretiert werden Es wird ein konkretes Modellproblem definiert,



welches mit den heute verfügbaren mathematischen Werkzeugen der

H°°-Theorie behandelt werden kann. Es wird aufgezeigt, mit welchen

anderen Anforderungen ein „steif" geregeltes System in einem Kon¬

flikt steht, und wie Kompromisse durch Lösen eines zugehörigen Ti00-

Problems quantifiziert werden können.

Die beiden Aspekte dieser Arbeit weisen eine Berührungsfläche auf.

So stellt sich die Frage, welche Einbußen eine passive Regelung in Bezug
auf 7i°° -Störunterdrückung erleidet. Dies führt auf ein Optimierungs¬

problem, das bis heute analytisch ungelöst ist. Daher werden einige nu¬

merische Optimierungsresultate gezeigt, die mit klassischen PD-Reglern,
d.h. mit speziellen passiven Reglern, erzielt wurden. Diese Resultate

bestätigen das intuitive Gefühl, daß mit „aktiven" Regelungen eine

weitaus bessere 7i°° -Störunterdrückung möglich ist als mit passiven

Regelungen.



Abstraet

The electromagnetic bearing of machinery parts often involves interest¬

ing control problems. The present thesis concentrates on two aspects,

both within the scope of linear control.

The first aspect to be considered here is "passive" control of passive
mechanical Systems. A linear system is called passive if the corresponding
transfer funetion is positive real. It is weil-known that a negative feed¬

back setup of two positive real Systems represents a conservative way

to grant stability of the closed-loop system. We shall investigate which

mechanical plants can be described by positive real transfer funetions.

Which physical effects at the modelling stage can cause the correspond¬

ing transfer funetion not to be positive real? Following, we will proeeed
to discrete time control. An example reveals that certain statements

on stability of continuous control prove invalid in discrete time control.

Therefore, we investigate how positive real funetions are mapped by the

discretization Operator £_<,/,. We succeed in revealing the strueture of

Czoh -transformed lossless positive real funetions.

The second aspect of the present thesis regards the following require¬
ment: "Stiffness of the controlled mechanical parts, subjected to un¬

known dynamic disturbance forces or loads, should not be below a given
value for all relevant frequencies." This requirement can be viewed as a

wide-band disturbance attenuation problem in an 7i°° -setting. We will

define a sample problem that can be solved by the presently available

tools of %co -theory. It will be shown which requirements conflict with

the stiffness requirement, and how trade-offs can be found by solving an

appropriate Ti00 -problem.

The two previously outlined aspects of this thesis come into contact.



We will touch on the problem of quantifying the loss of Performance

regarding W°° disturbance attenuation caused by passive control. This

leads to a constrained optimization problem which is yet analytically
unsolved. Therefore we present some numerical results where the op¬

timization ranges over special passive, namely classical PD Controllers.

This is to confirm that the Performance of "active" Controllers can be

much higher than that of passive ones.



Kapitel 1

Einleitung

Die folgende Abbildung zeigt das stark vereinfachte Funktionsprinzip

eines Magnetlagers:

Regler

rW Ver¬

stärker

Elektro¬

magnet

zu lagerndes
Maschinenteil

Abbildung 1.1: Funktionsprinzip eines Magnetlagers

Ein Sensor misst die Abweichung des zu lagernden Maschinenteils von

seiner Referenzlage. Das Sensorsignal wird einem (dynamischen) Reg¬

ler zugeführt, der seinerseits ein Stellsignal für den Leistungsverstärker

des Elektromagneten erzeugt. Die dadurch erzeugten Magnetkräfte er¬

möglichen ein freies Schweben des Maschinenteils.

9
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Das Wesentliche in Abbildung 1.1 ist, daß eine Feedback-Anordnung
nötig ist, um das System zu stabilisieren. Die vorliegende Arbeit

beschränkt sich daher bewußt auf regelungstechnische Aspekte der

Magnetlagerung. Es werden in dieser Arbeit keinerlei Aspekte der Sen-

sorik, Leistungselektronik, Ansteuerungsarten der Magnetlager etc. zur

Sprache kommen; hierzu wird auf [Visch88, Trax85, Schw88] ver¬

wiesen.

Die Magnetlagertechnik hat in den letzten Jahren einen großen Auf¬

schwung erlebt, sowohl in Bezug auf den Stand der Forschung und

Entwicklung, wie auch in Bezug auf den industriellen Einsatz. Es ist

bekannt, daß die Magnetlagertechnik folgende Vorteile gegenüber klas¬

sischen Lagern aufweist:

• berührungslos, schmiermittelfrei

• kein Abrieb, kleiner Energieverbrauch, zuverlässig

• hohe Drehzahlen sind möglich

• Regelung ermöglicht gezielte Beeinflussung der Systemdynamik,
z.B. automatisches Auswuchten oder Vibration control

• Uberwachungsmöglichkeit des Systems

Die folgende Liste gibt eine Übersicht der Anwendungsgebiete, in denen

Magnetlager bereits eingesetzt werden:

• Rotoren, Turbinen, Wellen

• Linearantriebe, Magnetschwebebahnen

• Werkzeugmaschinen, z.B. Hochgeschwindigkeits-Fräsen

• Vakuumpumpen, Reinraumtechnik

• Epitaxiezentrifugen

• Raumfahrtanwendungen, wie z.B. Lagerung von Satelliten-

Drallrädern
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1.1 Literaturübersicht

Die beiden internationalen Symposien, das 'First International Sympo¬
sium on Magnetic Bearings', Zürich 1988, [Schw88], und das 'Second

International Symposium on Magnetic Bearings', Tokyo 1990, [Higu90],
geben eine allgemeine Übersicht über den aktuellen Stand der Magnet¬

lagertechnik.

Im folgenden wird nun auf diejenigen Referenzen hingewiesen, die

am meisten Einfluß auf die vorliegende Arbeit ausübten. An dieser

Stelle werden diejenigen Veröffentlichungen besprochen, die sich an¬

wendungsspezifisch mit der Regelung magnetgelagerter Systeme be¬

fassen. Spezielle Literaturhinweise zu 7i°° sind im Einführungsab¬
schnitt 2.1 eingeflochten.

Die Dissertation von J. Salm, [Sal88], die sich mit ordnungs¬
reduzierter Regelung elastischer Rotoren befasst, kann als Vorläufer und

Katalysator der vorliegenden Arbeit bezeichnet werden. In [Sal88] wird

das Problem behandelt, die Stabilität des Gesamtsystems zu sichern,
trotz mechanischen Modellfehlern, wie z.B. fehlerbehafteten Massen-

und Steifigkeitsverteilungen und Vernachlässigung von höherfrequenten

Schwingungsmodi (Spillover). In [Sal88] wird eine zeitkontinuierhche

statische Ausgangsrückführung von Sensorauslenkungen und Sensor¬

geschwindigkeiten vorgeschlagen, die bei Einhalten der Kollokations¬

bedingung1 und einer Definitheitsbedingung der Feedback-Matrizen ein

stabiles Gesamtsystem garantiert. Durch die Regelung ändert sich die

Steifigkeitsmatrix K und die Dämpfungsmatrix JD, wobei die Sym¬
metrie und die Definitheit2 erhalten bleibt. Die Bewegungsdifferential¬

gleichungen des geregelten Systems (closed-loop) können somit in der

folgenden vertrauten Form dargestellt werden:

M q + ( D + G ) q + K q = 0

= M'>0 =D'>0 =-G' = K'>0

inkl. Regelung inkl. Regelung

wobei M, D, G, und K, die Massen-, Dämpfungs-, Gyroskopie- und

Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Der Lösungsvorschlag [Sal88] kann als ein

Spezialfall einer passiven Regelung interpretiert werden.

1 Sensoren und Aktuatoren am gleichen Ort mit gleicher Wirkungslinie.
2 Für Insider: Die negative Federsteifigkeit ks der Magnetlager sei schon durch

einen P-Anteil kompensiert.
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Zum weiteren Verständnis muß nun eine wichtige Bemerkung zu den

Adjektiven „aktiv" und „passiv" angebracht werden. Häufig begegnet
man in der Literatur der Abkürzung AMB (active magnetic bearing).
Aus werbetechnischen Gründen steht hier das Adjektiv „active", um zu

verdeutlichen, daß ein Magnetlager ein Stellglied darstellt, das „beliebig"

angesteuert werden kann, im Gegensatz zu konventionellen Lagern oder

zu Permanentmagneten, die in der Literatur oft als „passiv" bezeichnet

werden. In dieser Arbeit werden jedoch die Adjektive „aktiv" und „pas¬

siv" in einem viel strengeren, systemtheoretischen Sinn benützt. Ein Sys¬

tem heisst passiv, falls die zugehörige Ubertragungsfunktion positiv reell

ist (siehe Definition 2.1.), andernfalls wird es als aktiv bezeichnet. Eine

passive elektromagnetische Lagerung ist eine Nachbildung einer Anord¬

nung von Massen rrij > 0, Federn c. > 0, und Dämpfer d3 > 0. Leider

ist die Terminologie in der Magnetlagertechnik diesbezüglich irreführend:

So wird beispielsweise ein Permanentmagnet, der auf ferromagnetischen
Materialien nur anziehende Kräfte ausübt und als negative Feder model¬

liert werden kann, häufig als „passives" Magnetlager bezeichnet. Im Sinne

der vorliegenden Arbeit ist aber eine negative Feder nicht passiv; ein

gegebenes passives mechanisches System wird durch Zufügen einer nega¬

tiven Feder im allgemeinen instabil3 !

Wieso wurden überhaupt passive elektromagnetische Lagerungen be¬

trachtet? Ist das nicht eine sehr große Einschränkung der Freiheit, die der

Regler in sich birgt, und werden damit nicht einige Vorteile der elektro¬

magnetischen Lagerung verschenkt? Dies sind in der Tat sehr aktuelle

Fragen, die auch jetzt noch nicht vollständig beantwortet sind! Eine Mo¬

tivation, passive Regler zu betrachten, ist die folgende:

Die passive Regelung eines passiven Systems stellt einen kon¬

servativen Weg dar, um die Stabilität des Gesamtsystems
zu garantieren4, d.h. die Passivität von Regler und Regel¬
strecke ist eine hinreichende Bedingung für die Stabilität des

Gesamtsystems.

In der Regelungstechnik [POP 73] wird dies als Hyperstabilität bezeich¬

net. Die Stabilität des Gesamtsystems ist in jedem Fall eine technis¬

che Mindestvoraussetzung, die auch bei einer Präsenz von „gewissen"

3
Die Übertragungsfunktion „Kraft/Geschwindigkeit" einer negativen Feder lautet:

i_

G(s) = - und ist für c < 0 nicht positiv reell, s. Definition 2.5.
5

* Zum Beweis dieser bekannten Aussage siehe Abschnitt 2.2.2.
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Modellierfehler der Strecke erhalten werden muß. So dürfen beispiels¬
weise die gyroskopischen Effekte bei der Rotation magnetgelagerter Ro¬

toren keinen Stabilitätsverlust herbeiführen. Im Gebiet der Magnetlager
wurden die modernen Verfahren der Regelungstechnik, wie z.B. LQG,
mit einiger Skepsis aufgenommen, unter anderem weil festgestellt wurde

[BLEU84], daß ein fest eingestellter LQG-Regler, der aufgrund eines still¬

stehenden Rotormodells entworfen wurde, ab einer gewissen Drehzahl zu

Instabilität5 führen kann. Dies hängt damit zusammen, daß a priori die

Ubertragungsfunktion eines LQG-Reglers nicht positiv reell ist. Passive

Regelung ist vor allem dann gerechtfertigt, falls die Regelstrecke passiv
aber nur ungenau bekannt ist.

In den Veröffentlichungen [Ben79, Sev81] werden nicht sta¬

tische Rückführungen, sondern dynamische Kompensatoren betrachtet.

Dadurch ergibt sich wesentlich mehr Entwurfsfreiheit als in [Sal88].
Es wird, ähnlich wie bei der LQG-Regelung, ein quadratischer Per¬

formance-Index minimiert, wobei allerdings als Nebenbedingung ge¬

fordert wird, daß die Regler-Ubertragungsfunktion positiv reell sein soll.

In [Sev81] sind die notwendigen Gleichungen6 für Optimalität her¬

geleitet, und ein numerisches Optimierungsverfahren zur Lösung vor¬

geschlagen worden. Dabei ist jedoch anzuzweifeln, ob die Konvergenz
des Verfahrens gewährleistet ist. Es ist bestenfalls zu erwarten, daß das

Verfahren in [Sev81] lokale Minima der Zielfunktion findet.

5 Gewiss kennt auch die klassische Rotordynamik einige Effekte, so z.B. innere

Dämpfung von Rotoren sowie Parametererregung unsymmetrischer Rotoren, bei de¬

nen die Drehzahl zu Instabilität führen kann, trotz passiver Rotorlagerung!
6 Diese nichtlinearen Gleichungen weisen jedoch keine vergleichbaren Eigenschaften

wie z.B. die algebraische Riccati-Gleichung auf.
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1.2 Motivation und Ziel dieser Arbeit

Die Hauptziele der vorliegenden Dissertation sind:

• Es sollen Untersuchungen im Umfeld der passiven Regelung geführt

werden, um die Arbeit [Sal88] bezüglich den folgenden Frage¬

stellungen auszubauen. In [Sal88] wird das Vorhandensein eines

„exakten" Geschwindigkeitssignals verlangt. In technischen Anwen¬

dungen werden jedoch Weg-Sensoren und nicht Geschwindigkeits¬
sensoren verwendet. Auf der anderen Seite gibt es keinen „idealen"
Differentiator, der nachträglich wieder das „exakte" Geschwindig¬
keitssignal, das in [Sal88] zur Rückführung benötigt wird, gene¬

rieren könnte. Approximative Differenzierer können die Stabilitäts¬

aussage in [Sal88] zunichte machen. Somit stellt sich die Aufgabe,
das Konzept der passiven Regelung in [Sal88] auszubauen auf den

Fall, wo nur Auslenkungssignale zur Verfügung stehen. Die zweite

Ausbaustufe betrifft die zeitdiskrete Regelung. Die Regelung in

[Sal88] wurde zeitdiskret implementiert. Durch die Abtastung
können Stabilitätsprobleme entstehen, da der Approximations¬
fehler zwischen dem implementierten zeitdiskreten und dem an¬

gestrebten zeitkontinuierlichen Regler a priori nicht berücksichtigt
wird. Somit stellt sich die Frage, ob das Konzept der passiven

Regelung in [Sal88] auf den Fall der zeitdiskreten Regelung aus¬

gebaut werden kann.

• Stabilität allein genügt nicht! Nun ist die Erfahrung des Au¬

tors die, daß häufig die Kriterien, denen ein Reglerentwurf
zugrundeliegt, nur einen sehr indirekten Bezug zu praktischen

Anforderungen aufweisen (z.B. pole-placement oder LQG). Eine

hingegen sehr praxis-orientierte Forderung, die an eine Magnet¬

lagerung gestellt wird, ist die folgende: Die dynamische Steifigkeit
von magnetgelagerten Maschinenteilen, die einer unbekannten dy¬
namischen Störkraft unterworfen sind, sollte bei jeder Frequenz
einen vorgeschriebenen Wert nicht unterschreiten. Diese Forderung
führt auf ein H°° -Problem. Dieses 7i°° -Problem soll an einem für

die Magnetlagertechnik relevanten Modellproblem formuliert und

gelöst werden. Ferner sollen diejenigen closed-loop Spezifikationen,
die mit der obigen Forderung in einem Widerspruch stehen, erkannt

und zwecks Abwägung mitberücksichtigt werden.
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1.3 Vorgehensweise

Dieser Abschnitt ist als Leitfaden zum Inhaltsverzeichnis gedacht.

In dem folgenden Kapitel 2 werden einige zum Verständnis not¬

wendige Grundlagen über 7i°° und über positiv reelle Funktionen in

Erinnerung gerufen.

Kapitel 3 behandelt Fragestellungen im Umfeld von passiven

Regelungen. In Abschnitt 3.1 wird untersucht, welche mechanischen

Regelstrecken durch positiv reelle Ubertragungsfunktionen beschrieben

werden, wobei die Ein- und Ausgänge zeitkoniinuierhche Signale sind.

Der zeitdiskrete Fall wird in Abschnitt 3.2 untersucht. Eine kleine Sta¬

bilitätsuntersuchung an einem einfachen zeitdiskret geregelten mecha¬

nischen 1-Massenschwinger, die in in Abschnitt 3.2.1 geführt wird, zeigt,
daß der Approximationsfehler, der durch die Zeitdiskretisierung entsteht,

zu Instabilität führen kann. Um dieses Verhalten besser zu verstehen,

wird in Abschnitt 3.2.2 und 3.2.3 untersucht, wie eine gegebene zeit¬

kontinuierliche Ubertragungsfunktion, die positiv reell ist, durch den

Zeitdiskretisierungs-Operator C, (ohne Halteglied) resp. £_,<,/, (mit zero-

order-hold Halteglied) abgebildet wird.

In Kapitel 4 geht es um Reglersynthese, wobei die Forderung nach

uniform kleiner Nachgiebigkeit eines magnetgelagerten Maschinenteils

gestellt wird. Diese Forderung führt auf ein 7i°° -Problem. Um der

technischen Relevanz Nachdruck zu verleihen und um die folgenden

Problemstellungen schmackhaft zu machen, wird in Abschnitt 4.1 die

industrielle Bedeutung am Beispiel einer elektromagnetisch gelagerten

Fräs-Spindel gezeigt. In Abschnitt 4.2 wird ein konkretes Modellproblem
definiert: Ein 2-Massen-Schwinger soll so geregelt werden, daß eine un¬

bekannte Störkraft, die an das System angreift, im Sinne der || • ||oo-
Norm gut unterdrückt wird. Die Untersuchungen in Abschnitt 4.3 und

4.4 zeigen, daß diese Forderung beim Modellproblem beliebig gut er¬

füllt werden kann auf Kosten einer beliebig hohen Regler-Bandbreite. In

Abschnitt 4.5 wird die Regler-Bandbreite beschränkt. Durch Bilinear-

transformation und Lösen von 7i°° -Problemen wird eine Schar von Reg¬

lern bestimmt, die die möglichen Kompromisse aufzeigt. Diese Schar

von Reglern ist nicht passiv. Es stellt sich daher in Abschnitt 4.6 die

Frage, welche Einbußen hinzunehmen sind, falls zusätzlich gefordert

wird, daß der Regler passiv sein soll. Diese Fragestellung stellt das Binde¬

glied zwischen Kapitel 3 und Kapitel 4 dar. In Abschnitt 4.7 wird sich
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der Frage von mehreren unabhängigen Storkraften, die an verschiedenen

Stellen des mechanischen Systems angreifen, zugewendet Es stellt sich

heraus, daß diese nicht simultan behebig gut unterdruckt werden können

Dies fuhrt auf ein 7i°° multi-disc Problem Dieses wird approximativ ge¬

lost, da keine analytische Losungen angegeben werden können Es folgt
wiederum eine Schar von Reglern, die die moghchen Kompromisse auf¬

zeigt



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Eine elementare Einführung in 7Y°°

In diesem Abschnitt wird nicht versucht, die anspruchsvollen Grundlagen
und regelungstechnischen Anwendungen der 7i°° -Theorie zu rekapi¬

tulieren; hierzu wird auf die Literatur verwiesen. Eine gute und kompakte

Einführungsliteratur ist [FRANC87]. In [Wu90] befindet sich eine um¬

fassende Zusammenstellung von neueren Entwicklungen auf dem Gebiet.

Dieser Abschnitt soll lediglich eine elementare Einführung vermitteln.

Es ist nicht einfach, in einem Satz zu erklären, was ist 7i°° ist1! Da

es viele Blickwinkel gibt, sind sehr verschiedene Antworten möglich, z.B.:

1. 7i°° ist ein normierter vollständiger Raum von analytischen Funk¬

tionen, versehen mit der Supremum-Norm.

2. Ji°° ist eine moderne Frequenzbereichsmethodik für die Synthese
von Reglern.

3. 7i°° ist ein Untergebiet der „Robusten Regelung".

4. 7i°° behandelt „worst-case" Problemstellungen der linearen

Regelungstechnik.

Die erste Antwort ist mathematisch orientiert und „wertfrei", d.h. los-

1 Leicht zu erklären ist hingegen für wen der Buchstabe TH steht: G.H. Hardy war

ein großer britischer Mathematiker dieses Jahrhunderts!

17
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gelöst von irgendwelcher Anwendung. Daher ist die erste Antwort wenig

ansprechend für Ingenieure.

Die zweite Antwort kommt aus dem Blickwinkel der Regelungs¬

technik, wo die 7i°° -Theorie Anwendung findet. Die zweite Antwort ist

aber ein wenig irreführend wegen dem Begriff „Frequenzbereich". Zum

einen steht der Frequenzbereich ein wenig im Hintergrund, da die nu¬

merischen Methoden in 7i°° meistens auf Zustandsraum-Darstellungen
und auf Manipulationen von Matrizen basieren. Zum anderen kann

die [| • HoQ-Norm wahlweise im Frequenzbereich, oder im Zeitbereich

definiert werden. Dies wird weiter unten ausführlicher erklärt. Die Aus¬

sage, 7i°° sei eine Frequenzbereichsmethode, ist daher nicht völlig kor¬

rekt.

Die dritte Antwort ist eindeutig zu eng. Ti°° -Methoden sind zwar

oft zur Lösung von Problemen der „robusten Regelung" benützt worden,
aber es wäre falsch, die Begriffe „Ti00" und „robuste Regelung" streng
zu assoziieren.

Mit dem Ausdruck „worst-case" in der vierten Antwort wird sug¬

geriert, daß bei der H°° -Methodik die Wirkung derjenigen Störung, die

den „größten" Schaden anrichten kann, minimiert resp. unter einer vor¬

gegebenen Schranke gehalten werden soll.

Es folgen nun einige grundlegende Definitionen.

Definition 2.1

7i°° resp. H^xn bezeichnet die Menge aller komplexen Funktionen

G(s),

G: C -r Cmxn

s h-> G(s)

die in der rechten Halbebene {3te(s) > 0} analytisch und beschränkt

sind.

Eine wichtige Untermenge von Ti00 besteht aus den rationalen Über¬

tragungsfunktionen asymptotisch stabiler Systeme, siehe Abbildung 2.1.

Eine rationale Funktion G(s) ist Element von 7i°°
,
falls sie keine Pole in

{3ite(s) > 0} aufweist, und falls G,j (oo) < oo, d.h. falls der Zählergrad
kleiner oder gleich dem Nennergrad ist.
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Zeitbereich:

u

x(t) =Ax(t) + Bu (t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
y

Frequenzbereich:

G(s) = C(sl- A) B + D

Abbildung 2.1: Deis System G.

Definition 2.2

Im skalaren Fall ist die || • Uoo-Norm definiert durch

«

II G ll«, := sup |G(s)| = sup |G(iw)|
Se(j)>0 ->

wobei die Gleichheit der beiden Supremum-Ausdrücke aus dem "maxi¬

mum modulus theorem" folgt. Abbildung 2.2 zeigt die graphische Inter¬

pretation der || • Uoo-Norm. Im multivariablen Fall wird der Absolut¬

betrag in der Definition ersetzt durch den größten Singularwert der Ma¬

trix G(i uj).

Bode Diagramm

II GH,

Abbildung 2.2: Zur Definition der || • Hoo-Norm.

Die || • Hoo-Norm kann auch auf eine andere Weise charakterisiert

werden. Dazu wird das asymptotisch stabile System G in Figur 2.1

betrachtet. Dieses System G vermittelt eine Abbildung von Eingangs¬

signalen u(t) auf Ausgangssignale y(t). Die Energie2 dieser Signale

2
an einer „Einheitslast" von 1J?, falls es sich um elektrische Signale wie Ströme

oder Spannungen handelt.
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kann mit der || • ||2-Norm gemessen werden:

«2 := Ju'(t)u(t)dt
L 0

Für die || • ||oo-Norm von G gilt nun die folgende Eigenschaft:

ii/-n II vh
II GHoo

= SUp rr—rr-

«#0 ||« Ü2

Die || • Hoo-Norm von G kann also als maximale „Energie-Verstärkung"
des Systems gedeutet werden.

In den folgenden zwei Unterabschnitten werden zwei regelungs¬
technische Aspekte der 7i°° -Theorie kurz rekapituliert, die für das Ver¬

ständnis der vorliegenden Arbeit sehr wichtig sind.

2.1.1 Der Begriff der internen Stabilität

eines Regelkreises

Es wird noch einmal das System G in Abbildung 2.1 betrachtet. Falls

keiner der Eigenwerte Aj(A) in der geschlossenen rechten Halbebene

{5fife(s) > 0} liegt, d.h. falls das System asymptotisch stabil ist, so

folgt daraus, daß die Ubertragungsfunktion G(s) in 7i°° liegt. Die Um¬

kehrung hingegen gilt nicht, d.h. falls G £ H°°
,
so folgt daraus noch

nicht, daß G asymptotisch stabil ist. Falls G nämlich nicht steuerbar

und/oder nicht beobachtbar ist, so tritt eine Pol-Nullstellen-Kürzung
in G(s) auf. Diese Kürzung findet in der rechten Halbebene statt, falls

die nicht steuerbaren und/oder nicht beobachtbaren Teilsysteme von G

instabil sind.

Dieses Phänomen der Pol-Nullstellen-Kürzung kann auch in einer

Feedback-Anordnung von zwei Systemen auftreten, siehe Abbildung 2.5.

Intuitiv kann die interne Stabilität einer Feedback-Anordnung folgender¬
maßen definiert werden: Eine Feedback-Anordnung [Gi,G-i\ heisst in¬

tern stabil, falls alle Trajektonen im Zustandsraum R" © Rm des un-

angeregten Gesamtsystems abklingen, d.h. x(t) —? 0 für t —> oo, siehe

Abbildung 2.3. Diese intuitive Definition im Zustandsraum wird jetzt
noch präzisiert und auf die Beschreibung mit Ubertragungsfunktionen
übersetzt. Zuvor wird in Abbildung 2.4 darauf hingewiesen, daß einem
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'it

ri +
x

_ tl

Gi

Zustandsraum R

+ "
e.

o

Zustandsraum R

iRn

x(t0)

Abbildung 2.3: Zur Definition der internen Stabilität einer Feedback-An¬

ordnung.

weiteren Phänomen bei einer Feedback-Anordnung Rechnung getragen

werden muß, nämlich der „well-posedness".

2
2(s+3)

s + 1

) tc )
i

+y
"¦•v.

1

2

-s + 3

2s + l

Abbildung 2.4: Zwei Beispiele für schlecht gestellte Feedback-An¬

ordnungen. Im ersten Fall (links) ist die closed-loop Ubertragungs¬
funktion nicht definiert

„ |", im zweiten Fall (rechts) ist der Zählergrad

der closed-loop Ubertragungsfunktion größer als ihr Nennergrad, d.h.

ein Pol befindet sich im Unendlichen.

Definition 2.3 [Doy84, Vidy85]
Eine Feedback-Anordnung [Gj, G2] heisst gut gestellt (well-posed), falls

det(I+ G!(oo)4G2(oo)) ^ 0.

Die Frequenzbereichs-Definition der internen Stabilität einer Feed¬

back-Anordnung lautet:
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Abbildung 2.5: Beispiel einer Feedback-Anordnung, die nicht intern

stabil ist. Die closed-loop Ubertragungsfunktion von u nach y lautet

¦j-ff 6 7i°°. Der instabile Pol bei s = 2 ist gekürzt worden. Diese

Kürzung tritt aber nicht in allen vier Elementen der closed-loop Ma¬

trix H(Gi,G3) aus Definition 2.4 auf, d.h. H(GUG2) $ n°°.

Definition 2.4 [Doy84, Vidy85, Franc87]
Eine Feedback-Anordnung \G\,G-,\ heisst intern stabil, falls sie gut

gestellt ist und falls

H{GltG2) :=

(/+G1G2)-1

_

G2(J + G..G2)-1

-G^I + GaGfx)-1

(I+G2G!)-1
£ 7ic

Diese Matrix i_T(Gi,G2) beschreibt die Übertragung des Gesamt¬

systems von (ri,n) nach (ei^e^), siehe Abbildung 2.3.

Diese Definition erfasst die Möglichkeit, daß in einigen Elementen

HtJ(s) eine Pol/Nullstellenkürzung in der rechten Halbebene auftreten

kann, siehe Abbildung 2.5.
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2.1.2 Das „Standardproblem" der 7i°°- Optimierung

w

p

(gegeben)

z

1—te>

u y

c

(gesucht)

Abbildung 2.6: Zum H°° Standardproblem.

Das Standardproblem der 7^°°- Optimierung kann wie folgt beschrieben

werden. Ein System P mit zwei Eingängen w,u und zwei Ausgängen

z,y ist gegeben, siehe Abbildung 2.6, wobei die vier Signale w,u,z,y

vektorwertig sein können. Das Eingangssignal w kann z.B. eine unbe¬

kannte externe Störung darstellen, die auf die Strecke wirkt. Das Regel¬
ziel besteht darin, den „Einfluß" von to auf das Ausgangssignal z in

einem bestimmten Sinn klein zu halten. Dazu wird nun ein Regler C

gesucht, der zwischen y und u eingesetzt wird, und der die folgenden
Eigenschaften aufweisen soll: Die Feedback Anordnung [P,C] muß in¬

tern stabil sein und die || • ||oo-Norm der closed-loop Ubertragungs¬
funktion von w nach z soll minimal oder unterhalb einer vorgegebenen
Schrc.nke at sein.

Diese Problemstellung klingt eigentlich sehr einfach; um hingegen die

Lösung des Standardproblems gut zu verstehen, sind profunde Kennt¬

nisse in Mathematik nötig. Da die Lösung des Standardproblems in

der Literatur gut beschrieben ist [Franc87, Doy89] wird sie hier

nicht wiederholt. Die Berechnung der Lösung kann vollständig zurück¬

geführt werden auf das Lösen von Eigenwert-Problemen sowie auf das

Lösen von algebraischen Riccati-Gleichungen. Die Eingabe-Parameter,
die die Lösungsmaschinerie des Standardproblems benötigt, bestehen

lediglich aus den Matrizen einer Zustandsraumdarstellung von P und

der Schranke a. Das Entscheidende ist nun, daß viele Probleme der

linearen Regelungstechnik sich als 7i°° -Standardproblem formulieren

lassen, z.B.

Das „tracking" Problem (Folge-Regelungen)
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• Die robuste Stabilisierung

„disturbance attenuation" (Störunterdrückung)

Das „model matching" Problem, siehe Abbildung 2.7

¦r T

0+

moaei

matching
error z

___

w

*

M

Tz
TC Tl r

gegeben

u y

Q
gesucht

Abbildung 2.7: Das model matching Problem als Spezialfall des Stan¬

dardproblems. Alle beteiligten Ubertragungsfunktionen Tt,T2,Tz,Q
sind Elemente aus Ti00 .

In der vorliegenden Arbeit wird ebenfalls auf die bestehende Lösungs-
Maschinerie des Standardproblems zurückgegriffen.

2.2 Positiv reelle Funktionen

Der Begriff der positiv reellen Funktionen ist bereits in den sechziger
Jahren im Zusammenhang mit der Analyse und Synthese von passiven

elektrischen Netzwerken benützt worden [You59], [And73]. Diese Netz¬

werke bestehen nur aus Spulen L, > 0, Kondensatoren C, > 0, Wider¬

ständen Ri > 0, Gegeninduktivitäten und ggf. Gyratoren Das mecha¬

nische Analogon dazu sind Systeme, die nur aus Federn c, > 0, Massen

rn, > 0, Dämpfern dt > 0, Hebelarmen und Kreiseln bestehen.
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2.2.1 Definitionen

Passive Systeme werden im Frequenzbereich durch positiv reelle Uber-

tragu igsfunktionen charakterisiert. Um die Definition positiv reeller

Funktionen besser verstehen zu können, hilft es, eine stationäre

Leistungsbetrachtung an Systemen mit harmonischer Anregung anzu¬

stellen. Betrachten wir ein lineares, zeitinvariantes System G. Wir wollen

zusätzlich voraussetzen, dass G asymptotisch stabil ist, so dass die Ein¬

schwingvorgänge tatächlich abklingen.

u(t) = u cos ü) t

Kraft

y(t)=y cos(üH+(p)

Geschwindigkeit

y = \G(iui)\ü

<p - axg(G(iw))

Abbildung 2.8: harmonische Anregung

Der Eingang u(t) = ücosut bezeichne eine harmonische Kraft¬

anregung, und der Ausgang y(t) sei die Geschwindigkeit des Kraft¬

angriffspunktes. Die momentane Leistung p(t) der Anregungskraft
berechnet sich im eingeschwungenen Zustand zu:

p(t) = u(t) y(t)

= ü cos(wf) \G(iw)\ü cos(uit + <p)

=
«

"2 \G(iu>)\ (cosy> + cos(2wt + <p)) =: pw + Pb

pw = - ü2 \G(iu))\ cosip = - ü2 3fe(G(iw))

= -j- ü (G(iu) + G(iu)) ü

Die Blindleistung pj, integriert über eine Periode, ergibt keinen Beitrag
zum Energietransfer. Die Wirkleistung pw ist proportional zu cos ip und

kann entweder positiv, negativ oder null sein. Dabei ist der Wert von

cosi/? im allgemeinen nicht konstant, sondern von der Anregungsfrequenz



26 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

w abhängig. Sogar das Vorzeichen von cos^> kann in Abhängigkeit von

w ändern! Wir werden ein System G natürlich nur dann passiv nennen,

falls es sich bei allen Frequenzen w passiv verhält, d.h. $fc(G(iu>)) > 0,
Vw. Im multivariablen Fall (MIMO) lautet die Passivitätsbedingung:

G(iu>) + G*(iu>) > 0, Vw. Das hochgestellte Zeichen * bei Matrizen

oder Vektoren steht für transponiert-konjugiert. Eine komplexe Matrix

X eCmXm heisst positiv semidefinit X > 0, falls u* X u > 0 für alle

komplexen Vektoren u £ Cm .

Nun zu den präzisen Definitionen. G(s) bezeichnet im folgenden eine

rationale Matrixfunktion mit reellen Koeffizienten.

Definition 2.5

G(s) heisst positiv reell, Abkürzung: pr, falls G(s) keine Pole in

{$k(s) > 0} hat und falls die Bedingung

G(s) + G*(s) > 0, Vs G {3fe(s) > 0}

gilt.

Es ist ziemlich unbequem, die Bedingung G(s) + Gk(s) > 0 in der

rechten Halbebene zu checken. Viel bequemer wäre es, wenn es reichen

würde, diese Bedingung nur auf der imaginären Achse s = iw zu über¬

prüfen, d.h. nur für stationäre Anregungen. Es zeigt sich, dass man dies

tun darf; allerdings müssen allfällige grenzstabile Pole und ein allfälliger
Pol bei s — oo „speziell" berücksichtigt werden:

Satz 2.6 [And73, Fau79]
Definition 2.5 ist äquivalent zur folgenden Definition: G(s) ist posi¬

tiv reell, falls G(s) keine Pole in {9fe(s) > 0} hat und falls für alle

0 < u < oo die Bedingung gilt:

G(iu) + G*(iu.) > 0, Vw mit || G(iu) \\ < oo

FaUs iu>o Pol von G(s) ist, so muß es ein einfacher Pol sein und die

zugehörige Residuenmatrix _K"o resp. Ko-, muß hermitesch und positiv

semidefinit sein, d.h.

K0 := limä^lu;o(s-iwo)G(s) = Kjf > 0

Koo := lim,-«, s-1 G(s) = K^ > 0
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Definition 2.7

G(s) heisst strikt positiv reell, Abkürzung: spr, falls G(s) keine Pole

in der geschlossenen rechten Halbebene {9te(s) > 0} hat und falls die

verschärfte Bedingung

G(s) + G*(s) > e > 0, Vs e {3te(s) > 0}

gilt.

Bemerkung 2.8

Diese Funktionen dürfen für s —* oo nicht verschwinden. In einer

Zustandsraum-Darstellung G(s) = C(sl — A)~lB + D einer strikt

positiv reellen Funktion G(s) darf der 'direct feed through' Term D

nicht verschwinden.

Definition 2.9

G(s) heisst verlustlos positiv reell, Abkürzung: lpr, falls G(s) positiv
reell ist und falls die Bedingung

G(iw) -f- G*(i'w) = 0, Vw mit || G(t'w) || < oo

Bemerkung 2.10 Spiegeleigenschaft

Lpr-Funktionen erfüllen die Gleichung: G(s) + G'(—s) = 0.

Die spr-Funktionen und die lpr-Funktionen bilden zwei disjunkte Unter¬

mengen innerhalb der Menge der pr-Funktionen.

2.2.2 Eigenschaften

Passive Systeme verhalten sich beim gegenseitigen Verbinden bezüglich
der Stabilität sehr speziell: Eine Feedback-Anordnung von zwei stabilen

Systemen kann stabil oder instabil sein3, hingegen ist eine Feedback-

Anordnung von zwei passiven Systemen stets stabil. Diese bekannte Tat¬

sache kann hergeleitet werden aus zwei Sätzen bezüglich Addition und

Inversion von positiv reellen Ubertragungsfunktionen.

Satz 2.11

FaUs Gi(s) und G2(s) pr (spr, lpr) sind, und a, b zwei positive Skalare,
so ist auch aGi(s) + 6G2(s) pr (spr, lpr).

3 Feedback fuhrt auf linear-fraktionale Transformationen (LFT). Die Inversion

(-)-1 ist Bestandteil einer LFT. Da die stabilen Systeme nur einen Ring und keinen

Körper bilden, kann eine Feedback—Anordnung von zwei stabilen Systemen durchaus

instabil sein.
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Insofern verhalten sich diese Funktionen genau gleich wie die posi¬
tiven Zahlen. Man spricht von einer Halbgruppe, da man zwar addieren

kann, nicht aber substrahieren.

Beweis: Die Summe von zwei analytischen Funktionen ist analytisch

und es gilt:

u* |oG,(s) + bG2{s) + aG^(s) + bG^(s)\ u

= a u*{G1(8) + G^(s)}u + b u* {G2(s) + G$(s)} u

~^y
v

' s~^ •-
„

-

>o >0 >o >0

Somit ist alles zurückgeführt auf die Summe (und das Produkt) von

positiven Zahlen. ?

Das Produkt von zwei positiv reellen Funktionen ist im allgemeinen nicht

positiv reell, da 5ßs{(a -f bi)(c -f di)} = ac — bd ist und das Vorzeichen

des zweiten Summanden unbestimmt ist. Nun zur Invertierbarkeit:

Satz 2.12

FaUs G(s) strikt positiv reell ist, so ist es auch G~1(s).

Beweis: Wir beschränken uns hier auf den skalaren Fall (SISO). Es

sei G(s) eine strikt positiv reelle Funktion. Dann gilt:

VhiG-'is)} = ^,^{*l} > 0 für ».(*) > 0

Nun muß nur noch gezeigt werden, daß G(s) keine Nullstelle in der

rechten Halbebene hat. Sei G(s) strikt positiv reell und G(so) = 0, wobei

So ein Punkt in der rechten Halbebene ist. Dies ist bereits ein Wider¬

spruch, da der Realteil von G(s0) nicht strikt positiv ist. Nehmen wir

also an, dass G(s) positiv reell ist, aber nicht strikt. Sei G(sQ) = 0 mit

3te (s0) > 0. Da G pr ist, ist G(s) analytisch im Punkt so.

Wenden wir nun den Mittelwertsatz von Cauchy an:

2iT

0 = G(s0) = — JG(s0 -vre'*) d<p
lir

0

2ir

f3fe{G(s0 +re'*)} dip = 0

o
"

.

'

>0, da G pr ist.
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Im (s) '

0<r <Re(s0)

€)
Re(s)

Abbildung 2.9: Nullstelle in der rechten Halbebene

3fe {G(s0 + r ettfi)} = 0, V</>, Vr, 0 < r < 3te (s0)

9m{G(s)} = konstant = 0, weil 9m {G(s0)} = 0.

G(s) identisch null !

Die einzige positiv reelle Funktion mit einer Nullstelle in der rechten

Halbebene ist also die Null-Funktion selbst; oder anders formuliert: Eine

positiv reelle Funktion hat keine isolierte Nullstelle in der rechten Halb¬

ebene. D

Beispiel 2.13
'

+, (-)-1 und die mechanische Kopplung'
Um zu zeigen, wie grundlegend wichtig die beiden Sätze 2.11 und 2.12

sind, betrachten wir das folgende mechanische Beispiel in Ab¬

bildung 2.10. Dieses mechanische System bestehe aus einer Kette mit

n Massen m; > 0, n Federn c3 > 0 und n Dämpfer d} > 0.

Die Ubertragungsfunktion Hn(s) kann in der Form

Hn(s)
£(£)
n(s)

aufgestellt werden, wobei z(s) das Zählerpolynom und n(s) das

Nennerpolynom bezeichnet. Es wäre dann sehr aufwendig, anhand der

Definition 2.5 zu prüfen, ob die Ubertragungsfunktion Hn(s) positiv
reell ist. Es ist hingegen leicht zu verifizieren, daß die Übertragungs-
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fit)

->-r

r-WMy-s

dr.

r-WJfh-,

m
n-1! m,

r-WW—i

cl

<n«>

> V

«

Abbildung 2.10: Schwingende Kette

Eingang: Kraft u(t) — f(t)

Ausgang: Geschwindigkeit y(t) = qn

„Kollokation"
Ubertragungsfunktion: Hn(s)

funktion Hn(s) als Kettenbruch geschrieben werden kann:

1

H„(s) =

mns +
1

an(s) +
1

m„_is +

an-i(-s) +
+

m\ s +
ax(s)

mit ak(s) :=

1

dk+^
s

Die Ubertragungsfunktion Hn(s) kann vollständig mittels den beiden

Operationen -f- und ()_1 aufgebaut werden; es muß nirgendwo sub¬

trahiert oder multipliziert werden. Da die drei mechanischen Grund-
c

funktionen d,m ¦

s,
— positiv reell sind, sofern d > 0, m > 0 und c > 0,
s

folgt rekursiv aus Satz 2.11 und 2.12, daß Hn(s) positiv reell ist für jedes
n = l,2,...

Beispiel 2.14
'

+, (-)"1 und Feedback'

Die Feedback-Anordnung in Abbildung 2.11 ist ein zweites Beispiel zur

Anwendung von Satz 2.11 und 2.12. Dabei spielt es keine Rolle, ob nun



2 2. POSITIV REELLE FUNKTIONEN 31

Abbildung 2.11: Feedback Anordnung

Gj eine Regelstrecke und G2 ein Regler bedeutet, oder ob beispielsweise
Gi und G2 zwei mechanische Systeme darstellen, die gekoppelt werden.

Die Ubertragungsfunktion G des geschlossenen Kreises lautet

G = G, (1 + G2GXl

= (Gf1 + G2)-1

und kann vollständig mittels den beiden Operationen + und (-)-1 und

den Subsystemen G1 und G2 aufgebaut werden;

Falls Gi(s) und G2(s) strikt positiv reell sind, dann ist G nach

Satz 2.11 und 2.12 ebenfalls strikt positiv reell und die Feedback-

Anordnung in Abbildung 2.11 ist asymptotisch stabil. Diese Überlegung
ist nicht umkehrbar, d.h. es gibt auch Funktionen Gi(s) und G2(s), die

nicht positiv reell sind und dennoch einen stabilen geschlossenen Kreis

ergeben.
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Kapitel 3

Passive mechanische

Regelstrecken

„Je besser man ein System kennt, um so besser kann man es regeln."

Es ist eine sehr wertvolle Information, zu wissen, ob und wann ein

zu regelndes mechanisches System passiv ist, d.h. durch eine positiv

reelle Ubertragungsfunktion beschrieben wird, weil beim Reglerentwurf
von dieser Information Nutzen [Sal88, Ben79, Sev81] gezogen werden

kann. In Abschnitt 2.2 wurde ja gezeigt, daß positiv reelle Funktionen

die „nette" Eigenschaft haben, daß eine Feec/Äac^-Anordnung von zwei

positiv reellen Funktionen stets ein stabiles Gesamtsystem ergibt.

In diesem Kapitel geht es nun um die folgenden zentralen Fragen:

• Welche mechanischen Regelstrecken werden durch positiv Reelle

Ubertragungsfunktionen beschrieben? Welche Effekte bei der

Modeübildung eines mechanischen Systems können dafür verant¬

wortlich sein, daß die zugehörige Ubertragungsfunktion nicht posi¬
tiv reell ist?

• Meistens werden Regler zeitdiskret implementiert durch Ein¬

führen von Abtaster und Halteglied. Bleibt die Passivität der

Strecke erhalten durch den Zeit-Diskretisierungsprozess? Welche

strukturellen Aussagen können über abgetastete passive Systeme

gemacht werden?

33
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3.1 Zeitkontinuierlicher Fall

In vielen Arbeiten über die Regelung von mechanischen Systemen

[Sal88, Ben79, Sev81] wird mehr oder weniger direkt davon ausge¬

gangen, daß die Übertragungsfunktion des zu regelnden mechanischen

Systems positiv reell ist. Dabei ist es keinesfalls so, daß jede Über¬

tragungsfunktion einer mechanischen Regelstrecke positiv reell ist. In

diesem Abschnitt werden daher einige neue Sätze über eine Klasse pas¬

siver mechanischer Systeme formuliert und bewiesen.

Im Mittelpunkt unseres Interesses stehen lineare mechanische Sys¬

teme, die sich folgendermaßen beschreiben lassen:

M q(t) + (D + G) q{t) + (K + N) q(t) = B u(t)

y(t) = Cq(t) (3.1)

Dabei bedeutet q(t) der Vektor der verallgemeinerten / Koordinaten,

M,D,K die symmetrischen / x / Massen-, Dämpfungs-, Steifigkeits-

matrizen, G die schiefsymmetrische Matrix der gyroskopischen Kräfte,

N die schiefsymmetrische Matrix der nichtkonservativen Lagekräfte,

u(t) der Vektor der m verallgemeinerten äusseren Kräfte, B die f x m

Eingangsmatrix, C die mx f Ausgangsmatrix und y(t) der Vektor

mit den m Ausgangs-Geschwindigkeiten. Alle beteiligten Matrizen seien

ree//und konstant.

Satz 3.1 „Eine Klasse passiver mechanischer Systeme"
Die m x m Übertragungsmatrxx H(s) des mechanischen Sysiems

H(s) :=sC(s2M-rs(D+G) + K + Ny1 B (3.2)

ist positiv reell, falls die folgenden sechs hinreichenden Bedingungen er¬

füUt sind:

Massenmatrix

Dämpfungsmatrix

Gyroskopische Matrix

Steifigkeitsmatrix

Ein-/Ausgangsmatrix
Zirkulatorische Matrix

M M' > 0 (3.3)
D =2 D' > o (3.4)
G — -G' (3.5)
K — K' > 0 (3.6)
B — C" „Kollokaüon1" (3.7)
N = 0 (3.8)

1 Dies bedeutet, daß die Sensoren/Aktuatoren paarweise am gleichen Ort der

Struktur und mit gleicher Wirkungslinie angebracht sein müssen.
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Beweis: Die Stabilität des Systems (3.2) ist bereits in Arbeiten

von Chetaev, Malkin und Thomson Tait bewiesen worden. Passivität

erfordert aber „mehr" als nur Stabilität; es lohnt sich, den Beweis von

Satz 3.1 vollständig aufzuführen. Es gibt zwei Wege, diesen Satz zu be¬

weisen. Der erste Weg stützt sich auf ein Lemma, das in der Kontroll¬

theorie unter dem Namen "positive real lemma" wohlbekannt ist:2

Lemma 3.2 [And67, And73]
Sei H(s) eine rationale Matrtxfunktion mit reellen Koeffizienten. Sei

|| Jf(oo) || < oo und sei [Ao,Bo,Cq,Dq] eine minimale3 Zustands¬

raum-Darstellung von H(s):

H(s) = D0 + C0{sI- Ao^Bq (3.9)

Dann ist H(s) positiv reell, genau dann falls es reelle Matrizen L, W

und eine positiv definite reelle Matrix P > 0 gibt, sodaß

PA0 + A'0P --LL' (3.10)

PB0 = C'0-LW (3.11)
W'W = D0 + D'0. (3.12)

Dieses Lemma können wir nun zum Beweis von Satz 3.1 verwen¬

den. Zunächst kann man H(s) aus Satz 3.1 in eine Zustandsraum-Dar¬

stellung bringen. Sei

J3n

D0

0 1:0

-M-l{K+N) -M~l{D+G) : M~l B

0 B' 0

(3.13)

2
Anwendungen in der Netzwerktheorie, bei Systemen mit nichtlinearer Rück¬

kopplung (Hyperstabilität) [Pop73] und bei adaptiven Systemen.
3 d.h. steuerbar und beobachtbar.
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Dann ist [Ao,Bq,Co,Do] eine Zustandsraum-Darstellung von H(s).
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daß sie

minimal4 ist. Da _ff(oo) = 0 ist, kann man W := 0 setzen. Die Ma¬

trix P kann folgendermaßen gewählt werden:

K 0

0 M
(3.14)

Dies entspricht der mechanischen Gesamtenergie | q'Mq + \ q'Kq
als Wahl einer Ljapunov-Funktion. Nach Voraussetzung Gl. (3.3) und

(3.6) ist P > 0. Ferner ist durch diese Wahl von P Gl. (3.11) erfüllt.

Es bleibt noch die Existenz von L zu sichern. Sei Q := LL'. Durch

Einsetzen von Gl. (3.14) und (3.13) in (3.10) ergibt sich unter Berück¬

sichtigung der Eigenschaften Gl. (3.3) bis (3.8)

Q
0 0

0 2£>
(3.15)

Nach Voraussetzung Gl. (3.4) ist folglich Q > 0. Somit kann man ein

L finden5, sodaß LL' = Q ist. Nach Aussage von Lemma 3.2 ist also

H(s) positiv reell, und Satz 3.1 ist bewiesen. ?

Der zweite Weg, Satz 3.1 zu beweisen, ist direkter und verzichtet auf

die Anwendung des „positive real Lemma". Beschränken wir uns darauf,

die Definitheitsbedingung

H{s) + ff*(s) > 0 Vs G {3k(s) > 0} (3.16)

positiv reeller Funktionen direkt zu überprüfen. Es gilt:

H(s) + H*(s) = B' {sM + D + G + s-lK)-lB

+ B' (sM + D + G + s^Ky^B

= B'(X-1(s) + X-1'k(s))B

wobei X(s) := sM + D -f G-\- s_1K ist. Da die Kongruenztransfor¬
mation B' (•) B die Definitheit nicht verändert, genügt es also zu zeigen,

4
falls [Ao, Bq , Co, Do] nicht minimal ist, kann man die nicht steuerbaren resp.

nicht beobachtbaren Subsysteme abspalten. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1

sind diese stabil.
5 z.B. mit Cholesky Zerlegung von Q.
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daß

X~l(s) + X'^is) > 0 Vs G {5&(s) > 0}

<<==> z* (X~l(s) + X~l*(s)) z > 0 V* G Cm und V 3fe(s) > 0

Führen wir nun eine Koordinatentransformation z =: X(s)w durch.

Die Transformationsmatrix X(s) ist regulär in der rechten Halbebene,
da wir bereits gezeigt haben, daß das System Ljapunov-stabil ist. Nun

ist

^{X-1 + X1 )z=w*X {X-1 + X* )X

= w*(X + X*)w

und nach Einsetzen von X(s) unter Berücksichtigung der Symmetrie¬

eigenschaften Gl. (3.3) ... (3.6) erhält man:

w*(X(s) + X*(s))w
= w* ((s + s)M + 2D + (s-1 + s-^K) w

= 2«>*(3fe(s)M + D +^r$-K)w
1*1

i

> 0 Vz G Cm und Vs G {5fe(s) > 0}

wegen den Definitheitseigenschaften Gl. (3.3) ... (3.6) der Matrizen

M,D,K. Somit gilt Gl. (3.16) und der zweite Beweis von Satz 3.1 ist

erbracht. D

Bemerkung 3.3 Physikalische Interpretation von Satz 3.1

Stellen wir uns ein Gedankenexperiment vor: Zur Zeit tQ befinde sich das

mechanische System in seiner Ruhelage, d.h. q(to) = 0 und q(to) = 0.

Folglich ist zur Zeit try keine potentielle und keine kinetische Energie
im System gespeichert. Nun beginnen die Aktuatorkräfte «(<), das

System anzuregen. Wegen der Kollokationsbedingung Gl. (3.7) besteht

der Vektor y(t) aus den Geschwindigkeits-Komponenten der Aktuator¬

kräfte entlang ihrer Wirkungslinie. Das Produkt u'(t)y(t) bedeutet

somit physikalisch die momentane Gesamtleistung der Aktuator-Kräfte-

gruppe. Die Arbeit _4 der Aktuatoren im Zeitintervall [to ¦ ¦ ¦ t{\ berech¬

net sich zu:

n

A{t0,tuu(-)) = Ju'(t)y(t)dt
to



38 KAPITEL 3. PASSIVE MECHANISCHE REGELSTRECKEN

Mit dem Theorem von Parseval kann nun leicht überprüft werden,
daß sich aus der Freguenz&ereic/is-Aussage ,,H(s) positiv reell" die fol¬

gende Aussage im Zeitbereich ergibt:

„Für jedes <o>'i und für jede Aktuator-Anregung u(t) ist die zuge¬

hörige Arbeit _4(to,ti,«()) positiv resp. nicht negativ." Das mecha¬

nische System kann also keine Energie abgeben, falls anfänglich keine

Energie in ihm gespeichert ist.

Es folgen nun drei Ergänzungen zu Satz 3.1. Die erste Ergänzung
betrifft Rotorsysteme und Space-Applications: hier treten oft „ungefes-
selte" Starrkörpermodi (Frequenz 0) auf. Dies äussert sich in einer sin¬

gulären Steifigkeitsmatrix K. Somit ist K nur positiv semidefinit, und

Satz 3.1 ist nicht anwendbar, da dann die im Beweis getroffene Wahl der

Matrix P nicht mehr den Anforderungen von Lemma 3.2 entspricht. Es

stellt sich jedoch heraus, daß die Aussage von Satz 3.1 auch für den

Grenzfall „K singular" noch gilt:

Satz 3.4

Set H(s) so definiert wie in Satz 3.1 mit den Eigenschaften Gl. (3.3),
(3.4), (3.5), (3.7) und (3.8). AnsteUe von Gl. (3.6) gelte jedoch die

gelockerte Bedingung K — K' > 0. Dann ist H(s) immer noch

positiv reell.

Beweis: Die6 Eigenwerte einer Matrix hängen stetig von den

Einträgen der Matrix ab. Diese Eigenschaft wird nun mehrmals

benützt. Man betrachte eine gegen das gegebene positiv semidefinite

K konvergente7 positiv definite Matrizenfolge K}. Es gelte also

Kj = K3' > 0 mit lim^oo \\K - K} || = 0 Sei

H)(s)-sB'(s2M+s(D + G) + lfJ)"1B

die zugehörige Folge von rationalen Ubertragungsfunktionen. Satz 3.1

besagt, daß jedes Element der Funktionenfolge H}(s) positiv reell ist.

Sei nun s G {3te(s) > 0} fest. Wegen der Stetigkeitseigenschaft des

Spektrums einer Matrix muß nun diese Funktionenfolge punktweise
Vs G {5fite(s) > 0} konvergieren. Das gleiche Argument8 sichert die

8
Mit Dank an Miguel Sofer.

7
da / < oo, ist die Konvergenz unabhängig von der Wahl der Norm || • ||.

8 intuitiv: die Pole von H} (s) können nicht in die rechte Halbebene springen, wenn

] —* oo . Ein Pol von Hj (s) ,
nämlich der erwähnte Starrkörpermode, strebt von links

auf den Nullpunkt zu.
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Analytizität der Grenzfunktion H(s) in {5te(s) > 0} sowie die Be¬

dingung

H(s) + H*(s) > 0, Vs G {3fe(s) > 0}.

Nach Definition ist folglich der Limes H(s) positiv reell. ü

Die zweite Ergänzung zu Satz 3.1 betrifft elastische mechanische

Strukturen, die meist eine sehr kleine Werkstoffdämpfung aufweisen. Bei

der Modellbildung wird diese oft sogar völlig vernachlässigt. Dann ist die

Übertragungsfunktion H(s) verlustlos positiv reell.

Satz 3.5

Sei H(s) :=sB' (s2 M + sG + K)~X B mit

M = M' > 0

G =-G'

K = K' > 0.

Dann ist H(s) "verlustlos positiv reell", d.h. H(s) ist positiv reell und

es gilt die Spiegeleigenschaft:

H(s) + H'(-s) = 0 (3.17)

Vs G C, die nicht Pol von H(s) sind, also z.B. V3Je(s) ^ 0.

Beweis: Aus Satz 3.4 folgt, daß H(s) positiv reell ist. Ferner ist

H(s) + H\-s) = B'(sM + G + s-1K)-1B

+B'{-s M' + G' -s-1 K')-lB
=M =-G =K

= JB'((...)-1-(...)"1)B l 0

Also ist H(s) verlustlos positiv reell. G

Bei diesen kollokierten MGK-Systemen liegt bekanntlich zwischen

je zwei Resonanzfrequenzen von H(s) stets eine Tilgungsfrequenz, siehe

Abbildung 3.1. Es lohnt sich, diese wichtige Eigenschaft explizit hervor-
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K: singular
Im(j)

Re(j)

/fc-reguiar Im(5)

Rc(s)

X:Pol

o: Nullstelle

Abbildung 3.1: Beispiel einer Pol-Nullstellenverteilung einer skalaren

verlustlos positiv reellen Funktion.

zustreichen, da im nächsten Abschnitt untersucht wird, ob und wie der

Zeit-Diskretisierungsprozess diese Eigenschaft verändert.

Korollar 3.6 Pol-Nullstellenstrukur im skalaren Fall (Abb. 3.1)
Sei H -^ 0 verlustlos positiv reell, so wie in Satz 3.5. Dann sind alle Pole

Pj und alle Nullstellen z3 von H(s) einfach und liegen auf der ima¬

ginären Achse: p±3 = ±iu>j und z±: = ±ii/j . Eine einfache NullsteUe

liegt im Unendlichen. Ferner gilt die folgende 'interlacing-property':

i. FaUs K singular ist („ungefesselter Starrkörpermode"), dann sind

die Pole und Nullstellen folgendermaßen ineinander geschachtelt:

0 = Wt < l'l < W2 < . . . < OJf < Vj — oo

n Falls K regulär ist („statisch stabil"), dann sind die Pole und

NuUsteUen folgendermaßen ineinander geschachtelt:

0 = Ul < wx < v2 < ... < Uj < l/f+x = oo

Beweis: Nach Satz 3.5 ist H(s) eine skalare verlustlos positiv reelle

Funktion. Also gilt H(s) + HXs) — 0. Falls sp ein Pol von H(s) ist, so

muß folglich —sp ebenfalls ein Pol sein. Die gleiche Überlegung gilt auch
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für die Nullstellen von H(s). Da nun aber H ^ 0 positiv reell ist, kann

H(s) nach Definition keine Pole und keine Nullstellen in {3te(s) > 0}
haben. Folglich müssen alle Pole und alle Nullstellen von H(s) auf der

imaginären Achse liegen. Die Aussage, daß die Pole resp. Nullstellen ein¬

fach sein müssen, kann mittels einer Laurent- resp. Taylor-Entwicklung
bewiesen werden. Nun zu der interlacing property: Sei tr = 3te(s) und

w •¦= ^sm(s) und sei s+ := i w* kein Pol von H(s). Da H(s) eine rationale

Funktion ist, ist H(s) =: ß(-r,w) -f i I(cr,ui) analytisch im Punkt s*. Die

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichung ergibt dann:

dl(ay)
du

dR(cr,X

(0,w*)

"

do-
-. %

(0,w,)

Ferner ist ß(0,w*) = 0 und R{tr > 0,w._) > 0. Daraus folgt: D(w*) > 0.

Also ist 7(0, w*) eine monoton steigende Funktion von w*. Folglich
muß 1(0, w) jeweils genau eine Nullstelle zwischen zwei aufeinander¬

folgenden Polen haben. ü

Nun zur dritten und letzten Ergänzung zu Satz 3.1:

Bemerkung 3.7 „Reziprozität" von H(s)
Es ist leicht zu überprüfen, daß ein nichtgyroskopisches System

H(s) :=sB' (s2M-r-sD + K)'1 B

mit M = M', D = D' und K — K' eine symmetrische Ubertragungs-
matrix H(s) = H'(s) hat. Dies ist eine dynamische Version des Rezi¬

prozitäts-Satzes von Maxwell. Die Präsenz einer gyroskopischen Matrix

G im System zerstört die Reziprozität.

Es folgen nun vier Bemerkungen, die zeigen, welche Effekte dafür

verantwortlich sein können, daß sich eine mechanische resp. mecha-

tronische Regelstrecke nicht passiv verhält.

Bemerkung 3.8 Weg-Sensoren
In Satz 3.1 und 3.4 wurden als Systemausgänge y immer Geschwindig¬
keiten gewählt:

y(t) = Cq{t) = B'q(t)

Die Sensorik in technischen Anwendungen misst jedoch meistens Ver¬

schiebungen und nicht Geschwindigkeiten. Die entsprechende Über-
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tragungsfunktion

H(s) = B' (s2 M + s (D + G) + K)"1 B

kann niemals positiv reell sein, da H(s) eine doppelte Nullstelle bei

s — oo hat Bekanntlich kann aus Kausahtatsgrunden ein Regler nicht

exakt differenzieren, somit scheidet Cr(s) = s I als stabilisierender Reg¬
ler aus Aus dem gleichen Grund ist es nicht möglich, die Regelstrecke

H(s) mittels eines unterlagerten kausalen Reglers so zu kompensieren,
daß eine erweiterte Strecke mit positiv reeller Ubertragungsfunktion ent¬

steht Da sH(s) jedoch positiv reell ist, kann ein Regler Cr(s) mit

der Eigenschaft verwendet werden, daß s_1 Cr(s) positiv reell ist Die

folgende Ubertragungsfunktion

Cr(s) =

jfci(s) 0

0 k2(s)

0

0

*,(.) = *, + <*, y + T.,

P} > o

d3 > 0

0 < Tj < 1

0 0 fcm(s)
.

Tj +S
mit

beschreibt einen dezentralen „voreilender" Regler, der im Gegensatz
zum idealen Differentiator implementierbar ist Es ist leicht zu über¬

prüfen, daß s~1 Cr(s) positiv reell ist Somit stabilisiert der Regler

Cr(s) alle Regelstrecken H(s) der obigen Form Dieses Resultat baut

die Stabihtatsaussage in [Sal88] insofern aus, daß die Notwendigkeit des

Geschwindigkeitssignais entfallt

Bemerkung 3.9 Magnetlager als Aktuator

In [Tra85] wird gezeigt, daß sich ein Magnetlager bei paarweiser Lager¬

anordnung und bei Einfuhrung eines konstanten Vormagnetisierungs-
stroms mit guter Genauigkeit Imeansieren lasst Em Magnetlager wird

dann meistens als lokale negative Federsteifigkeit mit überlagerter
„Kraftquelle" modelliert Da der Starrkorpermode des zu lagernden
Maschinenteils meist ungefesselt ist, wird das ungeregelte System
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durch die negative Federsteifigkeit des Magnetlagers instabil. Die Über¬

tragungsfunktion eines ungeregelten mechanischen Systems mit Magnet¬

lager ist folglich nicht positiv reell. Dieser Effekt kann jedoch durch

einen unterlagerten P-Regelkreis kompensiert resp. überkompensiert wer¬

den, so daß eine erweiterte Regelstrecke entsteht, die ihrerseits wieder

passiv ist. Problematischer ist die Mitmodellierung des Verstärkers zur

Ansteuerung eines Magnetlagers. Dessen Eigendynamik, die meist nicht

genau bekannt ist und somit nicht exakt kompensiert werden kann, be¬

wirkt oft, daß sich das mechatronische System, bestehend aus Verstärker,

Aktuatoren, mechanischem Teil und Sensorik, nicht mehr passiv verhält.

Bemerkung 3.10 Kollokationsfehler

Die Kollokationsbedingung C — B' wird im allgemeinen dann ver¬

letzt, falls die Aktuatoren und Sensoren nicht paarweise an der gleichen
Stelle des mechanischen Systems angebracht werden. Falls C / B', gibt
Satz 3.1 keine Aussage, ob die Übertragungsfunktion des Systems posi¬
tiv reell ist oder nicht. Häufig kann die Kollokationsbedingung aus kon¬

struktiven Gründen nicht genau eingehalten werden. In [Lar90] wird

beispielsweise eine Signalmittelung von zwei Sensoren vorgeschlagen, die

beidseitig vom Aktuator angeordnet sind. Dadurch soll die Kollokations¬

bedingung „angenähert" werden. Intuitiv könnte man annehmen, daß die

folgende Aussage stimmt:

Sei Hq(s) die positiv reelle Ubertragungsfunktion einer „ideal-
kollokierten" mechanischen Regelstrecke und sei He(s) die Über¬

tragungsfunktion des Systems mit „Kollokationsfehler" e. Ein kleiner

Wert von e soll bedeuten, daß die Annäherung der Kollokations¬

bedingung in einem „gewissen" Sinn „gut" ist. Ist dann Hc(s) positiv
reell, sofern e > 0 „klein genug" ist?

Es wird nun gezeigt, daß diese Aussage im allgemeinen falsch ist, d.h.

es gibt Systeme, bei denen für jeden noch so kleinen Kollokationsfehler

e > 0 die Passivität verlorengeht9. Dazu betrachten wir die schwin¬

gende Kette in Abbildung 3.2. Diese besteht aus n Massen rrij > 0, n

Federn Cj > 0 und n Dämpfer dj > 0. Die Aktuatorkraft wirkt an der

Masse mn, der Sensor hingegen misst die Geschwindigkeit der Masse mt.

In Abschnitt 2.2 wurde gezeigt, daß die Übertragungsfunktion Ht im

Kollokationsfall l = n positiv reell ist Vmj > 0, Vcj > 0 und \/dj > 0.

Nun sei aber beispielsweise £ = n — 1. Falls die Verbindungsfeder c„

und der Verbindungsdämpfer dn zwischen den Massen m„ und mn_i

9 In der Arbeit von P. Niederer, 'Annehmbare Modelle in der linearen Stabili¬

tätstheorie', Diss. ETH 4837, 1972, werden ähnliche Untersuchungen in Bezug auf

Stabilität angestellt.
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Abbildung 3.2: Schwingende Kette

Eingang: Kraft u(t) = f(t)

Ausgang: Geschwindigkeit y(t) = qt

\<t<n

Übertragungsfunktion: Hi(s)

sehr „gross" sind10, sind die Massen mn und m„_i „fast" starr gekop¬

pelt und führen „fast" die gleiche Bewegung aus, so daß die Kollokation

„angenähert" wird. Dennoch ist die zugehörige Übertragungsfunktion
Hn_\ niemals positiv reell: Es lässt sich leicht zeigen, daß //„-l stets

eine doppelte Nullstelle bei s = oo aufweist. Hn_2 weist eine dreifache
Nullstelle bei s = oo auf, #„_-. eine (k + 1)-fache u.s.w. Nun ist es

aber so, daß positiv reelle Funktionen höchstens eine einfache Nullstelle

bei s = oo haben, folglich sind Hn_\, Hn_2, ... nicht positiv reell,

ganz unabhängig von den Parameterwerten rrij > 0, c}- > 0 und dj > 0.

Physikalisch ausgedrückt: Auch wenn die Kopplung zwischen benach¬

barten Massen noch so stark ist, so gibt es immer höhere Anregungs¬

frequenzen w —? oo, bei denen sich der Kollokationsfehler dennoch aus¬

wirkt. Selbst kleinste Fehler in der gegenseitigen Anordnung der Sensor-

Aktuator Paare, Fehler, die beispielsweise durch Fertigungstoleranzen
entstehen oder aus konstruktiven Gründen sogar „mit eingeplant" sind,
können also dazu führen, daß die Ubertragungsfunktion des mecha¬

nischen Systems die Klasse der positiv reellen Funktionen verlässt. Dies

bedeutet nicht zwingend, daß der geschlossene Regelkreis instabil wer¬

den muß in der Präsenz von Kollokationsfehler, sondern nur, daß keine

Garantie mehr geleistet werden kann, daß ein gegebener positiv reeller

Regler das gestörte System noch stabilisiert.

Cn, dn —* co sind singulare Pertubationen des Systems.
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Bemerkung 3.11 nichtkonservative Lagekräfte
Falls die Symmetriebedingung K = K' oder die Definitheitsbedingung
K > 0 nicht erfüllt ist, so gibt Satz 3.1 keine Aussage, ob die

Ubertragungsfunktion des Systems positiv reell ist oder nicht. Diese

Situation tritt physikalisch gesehen z.B. dann auf, wenn nicht-

konservative Lagekräfte im Spiel sind. In der Rotordynamik ist bekannt

[GASCH75, MÜL77], daß bei der Modellierung von schnelldrehenden

Rotoren mit Werkstoffdämpfung ein schiefer Beitrag N = —N' zur

Steifigkeitsmatrix K entsteht. Vom Energiehaushalt her betrachtet,
kann von der angetriebenen Drehbewegung her Energie in die Biege¬

schwingung fliessen. Solche Rotorsysteme sind im allgemeinen oberhalb

einer bestimmten Drehzahl QkT instabil. Aber das System kann be¬

reits bei Drehzahlen unterhalb von J?ir die Passivität verlieren. Es sei

noch einmal daran erinnert, daß positiv reelle Funktionen durch zwei

unabhängige Bedingungen charakterisiert sind: die Stabilitätsbedingung
der Pole und die Definitheitsbedingung des Energieflusses: H(s) +

H*(«) >0, V3fc(s) >0.

Die Bemerkungen 3.9, 3.10 und 3.11 können folgendermaßen zusammen¬

gefasst und interpretiert werden:

• Die Entscheidung, ob ein gegebenes „mechatronisches" System pas¬

siv ist oder nicht, hängt sehr stark von der physikalischen Modell-

bildung ab! Dieses Problem ist hier viel ausgeprägter als beispiels¬
weise bei elektrischen RLC-Netzwerken. Je genauer ein mecha¬

tronisches System modelliert wird, umso wahrscheinlicher ist es,

daß Effekte hervorkommen, die die Passivität verletzen.

• Es gibt einen Schwachpunkt in den Forschungs-Arbeiten

[Sal88, Ben79, Sev81], in denen eine gewisse „Robustheit"der Sta¬

bilität des Gesamtsystems dadurch erhofft wird, daß auch der Reg¬
ler positiv reell gewählt wird. Dieser Schwachpunkt ist, daß keiner¬

lei besondere Vorkehrungen getroffen werden für den Fall, wo die

Regelstrecke „ein wenig" aus der Klasse der positiv reellen Funk¬

tionen abweicht. Die qualitative Aussage, daß eine Feedback-An¬

ordnung von zwei positiv reellen Funktionen stabil ist, genügt
nicht. Bei der Regler-Synthese sollte auch quantitativ berück¬

sichtigt werden, „wie weit" die Regelstrecke ausserhalb der Menge
der positiv reellen Funktionen liegen darf, ohne daß die Stabilität

des Gesamtsystems verloren geht. Diese Fragestellung wurde je¬
doch in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt.
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3.2 Zeitdiskreter Fall

Im vorhergehenden Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, daß die Modellbildung
von mechanischen Systemen unter gewissen Voraussetzungen auf passive

Systeme führen kann. Wie bereits mehrmals betont, rührt das Haupt¬

interesse an passiven Systemen daher, daß jede Feedback-Anordnung,
die aus einer positiv reellen Strecke und einem positiv reellen Regler

besteht, ein stabiles Gesamtsystem garantiert. Es gibt „se/ir einfache"
zeitkontinuierhche Regler, die jede passive Regelstrecke stabilisieren. Der

einfachste stabilisierende Regler ist der folgende: Cr(s) = 0 ! In der Tat

ist jede positiv reelle Regelstrecke bereits ohne Regler stabil, aber nicht

unbedingt asymptotisch stabil. Nun möchte man aber durch einen Reg¬

ler Cr(s) meAr erreichen: Pole, die „zu nahe" an der imaginären Achse

liegen, sollten durch die Regelung besser gedämpft werden. Dies kann oft

mittels sehr einfachen positiv reellen Regler-Ubertragungsfunktionen er¬

reicht werden: Cr(s) = Konstant > 0. Cr entspricht einer Geschwindig¬

keits-Rückführung; der Regler simuliert also ein lokales Dämpferelement.
Durch Variation von Cr > 0 entstehen Wurzelortskurven, die auf „Halb¬

bögen" vollständig in der linken Halb ebene verlaufen.

Bisher wurden nur Aussagen über zeitkontinuierhche Regler Cr(s)
gemacht. Aus diversen Gründen werden jedoch heute bevorzugt digi¬
tale Regelungen eingesetzt. Eine digitale Regelung kann bekanntlich das

Abtasten des Sensorsignals y(t) und das Andern des Stellsignals u(t)
nur zu diskreten Zeitpunkten durchführen. Gibt es ähnlich wie im zeit¬

kontinuierlichen Fall auch einfache zeitdiskrete Regler, die jede abge¬
tastete passive Regelstrecke stabilisieren? In diesem Abschnitt wird ver¬

sucht, strukturelle Aussagen über abgetastete passive Systeme zu treffen.

Zur Motivation der Untersuchungen dieses Abschnitts wird zunächst

als Beispiel ein einfacher zeitdiskreter Regler betrachtet, der einen

mechanischen Schwinger dämpfen soll. Wie äussert sich der Einfluß des

Zeit-Diskretisierungsprozesses?

3.2.1 Beispiel: Stabilität eines zeitdiskret geregelten
Schwingers

Man betrachte den einfachen Regelkreis in Fig 3.3. Die Strecke bestehi

aus der Masse m, der Feder c sowie dem Dämpfer 6. Der Regler tastet

die Geschwindigkeit y(t) — q(t) in äquidistanten Zeitpunkten 0,T, 2T,
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v _2.

Regler

Abbildung 3.3: Zeitdiskret geregelter Schwinger

3T,... ab und erzeugt eine proportionale treppenförmtge Kraft u(t).

Das System wird beschrieben durch die folgenden Gleichungen:

mq(t) + 6q(t) + cq(t) = u(t) (3.18)

u(t) = -d yk für kT < t < (k + l)T (3.19)

yk = q(kT) wobei T die Abtastzeit ist. (3.20)

Gesucht sind Stabihtätsbedingungen in Funktion der Parameter m, S, c, T

und d.

Im zeitkontinuierlichen Grenzfall „T —- 0" addieren sich 6 und d,
und die Frage nach der Stabilität ist trivial. Der zeitdiskrete Fall hin¬

gegen ist nicht trivial und bedarf einiger Rechnung.

Imfolgenden wird der Systemzustand x(t) — [q(t),q(t)]' nur noch zu

den diskreten Abtastzeitpunkten t = kT betrachtet. Sei

m := 1 (ohne Beschränkung der Allgemeinheit)

6:=\6>0
y-.= c-s2>o

Die Eigenfrequenz der Strecke liegt bei —6 _t j w. Durch Integration von

Gl. (3.18) über eine Abtastperiode geht die Differentialgleichung in eine
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Differenzengleichung der Form x-.+i = Axy. -+- buk, y. = c'xk über.

Die Matrizen A, b, c' ergeben sich zu11:

A — exp(-ST)

•5sin(wT)
,

rp^A L + cos(wT) w

sin(wT) (w2 + <52)
, „.

6sin(wT)
i L-)j L

cos(wT) S L

b = exp(—ST)

c' = [0 1]

w exp(ST) - -5sin(wT) - w cos(wT)

w(w2 + ~S2)

sin(wT)

Somit wird der geschlossene Regelkreis beschrieben durch die

Differenzengleichung a.jt+1 = (A — bdc')xk. Bei der Bildung des zuge¬

hörigen charakteristischen Polynoms treten die Produkte u>T, ST und

dT auf. Sei

ü

A

D

= UlT

= dT

Das charakteristische Polynom p(z) = det[_rl— (A — bdc')] ergibt sich

zu:

p(z) = z2 + ai(ß, zi, D) z + a0(fl, A D)

ax = ü-1e-A(DsinÜ - 2/2cosß)

a0 = n-le~2A(il - DeAsinQ)

11 Hinweis zur Berechnung: Gl. (3.18) auf erste Ordnung umschreiben, dann die

Matrixexponentialfunktion verwenden.
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Der geschlossene Regelkreis ist genau dann stabil, wenn die Nullstellen

von p(z) im Einheitskreis liegen. Das Schur-Cohn Kriterium liefert:

o-o + o-i -f 1 > 0 (Austritt bei z = 1)

ao
—

cti + 1 > 0 (Austritt bei z = —1)

1 — ao > 0 (konj. kompl. Austritt)

Das Stabilitätsgebiet S im Parameterraum (ü, A, D) kann nach einiger

Rechnung folgendermaßen dargestellt werden: Diejenigen Parameter¬

punkte (_?, A, D), für die D „zwischen" zwei Flächen D\(Q, A) und

D2(Q, A) liegt, ergeben ein stabiles System. Konkret:

S:= ((Ü,A,D) I min(Di,D2)< D < max(Di, D2)}

Qe-A
Di(ß, A) := -X— (e2A + 2eA cos ß + l)

Zi sin. ¦! /

Z32(ß,^):=^(l-e2^)
sin ß

Bei festem A liegt das Stabilitätsgebiet S zwischen den Kurven D\(ü)
und D2(Q). In den Abbildungen (3.4) - (3.6) sind diese Kurven für

verschiedene Werte von A aufgetragen.

Die folgenden Konsequenzen können aus dieser Stabilitätsanalyse gezo¬

gen werden:

• Das gewählte Beispiel läßt sich noch analytisch durchrechnen. Bei

komplizierteren Problemen ist dies prinzipiell nicht mehr möglich,
da das Resultat der Matrix-Exponentialfunktion nicht geschlossen
darstellbar ist.

• Das Stabilitätsgebiet S weist im zeitdiskreten Fall eine viel kom¬

plexere Form auf als im zeitkontinuierlichen Fall: 8 + d> 0, c>0.

Im zeitdiskreten Fall ist die Bedingung d > 0 weder hinreichend

noch notwendig für die Stabilität des Gesamtsystems Offen¬

sichtlich ist der Zeit-Diskretisierungsprozess „Abtasten und Hal¬

ten" nicht passivüätserhaltend.
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Delta = 0
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Abbildung 3.4: Das Stabilitätsgebiet S für A = 0.

Für die ungedämpfte Strecke, d.h. für A — 0, ist das entsprechende

Stabilitätsgebiet in der (ß,D)-Ebene nicht zusammenhängend,
siehe Abbildung 3.4; es gibt kein D, so daß der geschlossene Kreis

für jedes Q asymptotisch stabil ist12 .

Das Stabilitätsgebiet vergrossert sich mit zunehmender innerer

Dämpfung A, was physikalisch zu erwarten war. Für A > 0 ist das

Stabilitätsgebiet zusammenhängend, siehe Abbildungen 3.5 und

3.6.

Eine Stabilisierung der Strecke ist auch oberhalb der „Shannon"-
Frequenz Q — ir noch möglich.

Bei der Untersuchung der Stabilität eines zeitdiskret geregelten magnetgelager¬
ten Kreisels wurden die gleichen Beobachtungen gemacht [Vig88]. Bei zeitdiskreter

Regelung kann man die Stabilität nicht mehr für jede Drehzahl 17 garantieren.
Resultate aus der klassischen Rotordynamik lassen sich also nicht ohne weiteres

auf zeitdiskret geregelte Rotorsysteme übertragen! Die Anwendung von Stabilitäts¬

sätzen, die von der Definitheit der Strukturmatrizen M, D, G, K Gebrauch machen

(P.C. Müller, Chetaev), führen im zeitdiskreten Fall zu falschen Resultaten!
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Delta = 0.05
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Abbildung 3.5: Das Stabilitätsgebiet S für A = 0.05. Das Gebiet

zwischen der gestrichelten und der durchgezogenen Kurve entspricht den

stabilen Parameterwerten.

• Die Asymptoten bei ft = ktr, k= 1,2,... rühren davon, daß das

Paar (A,b) für ft = kir nicht steuerbar ist. In diesen Punkten

übt der Regler keinen Einfluß und nur die Eigendämpfung S ist

präsent.

Im nächsten Kapitel folgen nun Untersuchungen, mit dem Ziel, struk¬

tureUe Aussagen über passive zeitdiskretisierte Systeme zu finden.

3.2.2 Der passivitäts-erhaltende Operator (

Der Zeit-Diskretisierungsprozess besteht aus den Operationen „Abtas¬
ten" und „Halten". Diese Operationen können mathematisch getrennt
betrachtet werden, auch wenn sie bei der technischen Realisierung im¬

mer gemeinsam auftreten. In diesem Abschnitt wird ausschließlich der
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Abbildung 3 6 Das Stabilitatsgebiet S für A = Ol Das Gebiet

zwischen der gestrichelten und der durchgezogenen Kurve entspricht den

stabilen Parameterwerten

Abtastvorgang behandelt, das Halteglied wird erst im nächsten Ab¬

schnitt mitbetrachtet Die Grundlagen von Abtastregelungen, wie z B

die z-Transformation, können in jeder Standard-Literatur über Abtast¬

regelung nachgelesen werden Abbildung 3 7 zeigt eine Beschreibung des

Abtastvorgangs Die Emgangs-Wertefolge uk moduliert (durch Multi¬

plikation) eine T-periodische Dirac-,Funktion", diese modulierte Dirac-

Folge dient als Eingang des zeitkontinuierhchen Systems G(s) Das Aus¬

gangssignal y(t) ist eine mindestens stückweise stetige Funktion, sofern

G(oo) = 0 Aus dieser stuckweise stetigen Funktion wird durch den Ab¬

taster wieder eine Zahlenfolge yk gebildet Da die Abtastung synchron
mit den etwaigen Unstetigkeitsstellen von y(t) verlauft, soll der Mittel¬

wert

Vk = l^t^kT-1*® + «i™+y(1)) (3 21)
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Abbildung 3.7: Modell der Abtastung

des rechts- und linksseitigen Grenzwertes als Funktionswert verein¬

bart werden. Vorerst soll es nicht stören, daß ein Dirac-Pulsmodulator

technisch nicht realisiert werden kann, und daß ein zeitkontinuierliches

System technisch nicht mit Dirac-Folgen gespiesen werden kann. Die

technische Relevanz ergibt sich erst im Zusammenspiel mit dem Halte¬

glied.

Die folgende Definition beschreibt den Zusammenhang zwischen der

Ubertragungsfunktion G(s) des zeitkontinuierlichen Systems und der

zeitdiskreten Ubertragungsfunktion G(z).

Definition 3.12

Es wird im folgenden stets vorausgesetzt, daß G(oo) = 0. Dann wird der

Zeit-Diskretisierungsprozess „Abtasten" durch den folgenden linearen

Operator £T beschrieben:

CT : G(s) i- GT(z)

Das Bild Gt(z) ist durch die folgende Laurent-Reihe definiert:

GT(z) := £ z~kgk
k=0

gk -.= \ {c-l(G)(kT~) + £-1(G)(kT+)}
Dabei bedeutet £_1 die inverse Laplace-Transformation:

/ \ 1 6+ioo

C-l(G(s))(t) = — / e>*G{s)ds
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Das Bild der £ -Transformation wird im folgenden immer mit dem

Akzent" gekennzeichnet.

Bemerkung 3.13 zur praktischen Berechnung von G(z)
Falls G(s) in Form einer Partialbruchzerlegung vorliegt, so können we¬

gen der Linearität von C die einzelnen Partialbrüche mittels tabellierten

Korrespondenzen separat transformiert werden. Rationale Funktionen

werden durch C auf rationale Funktionen übergeführt, wobei sich die

Pole Sj von G(s) sich mit z. — e'>T auf die Pole z} von G(z) trans¬

formieren. Für die Nullstellen hingegen gibt es keine einfache Trans¬

formations-Formel. Zur numerischen Berechnung wird man im allge¬
meinen eine Zustandsraum-Darstellung bevorzugen. Sei [A,B,C,0]
eine Zustandsraum-Darstellung von G(s). Dann ist es leicht zu über¬

prüfen, daß [Ä,B,C,D] mit Ä:=eTA, B:=eTAB, C := C und

D := \CB eine Zustandsraum-Darstellung von G(z) ist.

Bemerkung 3.14

Der Operator £ ist nicht injektiv, d.h. es gibt G\ ^ G2, so

daß C(C"-i) = C(G2) („aliasing"). Ebenfalls ist £ kein Homomorphismus,
d.h. C(G-i ¦ G2) ist im allgemeinen nicht gleich C(Ci) ' C(G2).

Es bleibt noch, die Eigenschaft „positiv reell" für zeitdiskrete Sys¬
teme zu definieren. Diese Eigenschaft wird mit „diskret positiv reell"

bezeichnet, um Verwechslungen zu vermeiden.

Definition 3.15

G(_r) heisst diskret positiv reell, Abkürzung: dpr, falls G(z) keine Pole

in Vext := {z komplex mit \z\ > 1} hat und falls die Bedingung

G(z) + G*{z) > 0, Vz e Vext (3.22)

gilt.

Genau wie im zeitkontinuierlichen Fall genügt es dann, die Be¬

dingung (3.22) nur auf dem Rand jz| — 1 zu erfüllen mit einer Zusatz¬

bedingung für allfällige Rand-Pole:
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Satz 3.16

G(z) ist diskret positiv reell, falls G(z) keine Pole in Vext hat und falls

G(e,v) + G^e*"5) > 0, Vy> mit \\ G(e,,fi) \\< oo

Falls e"^ Pol von G(z) ist, dann muß es ein einfacher Pol sein und für
die Residuen-Matrix

IL, := lim (z-e'v)G(z) (3.23)
¦r -^ r"P

muß gelten:
*

e-'VR,, = e'*R > 0 (3.24)

Beweis: Die gleiche Beweistechnik wie im zeitkontinuierlichen Fall

[And 73]. ü

Analog zum zeitkontinuierlichen Fall kann innerhalb der Menge der

dpr-Ubertragungsfunktionen die Untermenge der „verlustlosen" dlpr-

Ubertragungsfunktionen definiert werden. Die Pole und Nullstellen von

skalaren dlpr-Funktionen alternieren auf dem Einheitskreis.

Definition 3.17

G(z) heisst diskret verlustlos positiv reell, Abkürzung: dlpr, falls G(z)
dpr ist und falls die Spiegeleigenschaft G'(z~l) + G(z) — 0 erfüllt ist.

Satz 3.18

G(s) pr => GT(z) dpr.

G(s) lpr => GT(z) dlpr.

Beweis: Intuitiv: Im Zeitbereich werden positiv reelle Systeme durch

eine Definitheitsbedingung des Skalarproduktes (-,-) zwischen Ein- und

Ausgangssignal charakterisiert.

zeitkontinuierlicher Fall: (u, y) = fu'(t)y(t)dt

zeitdiskreter Fall: (u, y) = Ylu'k Vk
k
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Da u(t) aus einer modulierten Dirac-Folge besteht, ist das obige Inte¬

gral identisch mit der diskreten Summe. Vermutlich könnte ein elegan¬
terer Beweis des Satzes 3.18 mittels den Zustandsraum-Formeln von (
und dem 'positive real lemma' resp. 'discrete positive real lemma' gefun¬
den werden. ?

3.2.3 Der nicht passivitäts-erhaltende Operator (zori

In diesem Abschnitt wird das Halteglied (zoh: zero order hold) mit¬

betrachtet. Das Halteglied erzeugt aus der modulierten Dirac-Folge eine

stückweise konstante Funktion u(t). Diese Treppenfunktion u(t) dient

als Eingang des zeitkontinuierlichen Systems G.

Zahlen¬

folge

zeitdiskretes System G

Dirac Puls¬

modulator

n

/
Z8(t-kT)
k

zoh

Halte¬

glied

m

u(t)=uk
kT<t<(k+l)T

zeit¬

kontinuierliches

System G

Abtaster

y(')?j

yk=y(kT)

yk

Zahlen¬

folge

Abbildung 3.8: Modell des Abtast- und Haltevorganges

Der Ausgang y(t) des Systems G ist eine überall stetige Funktion, sofern

G(oo) = 0. Deshalb ist die Aufgabe des Abtasters wohldefiniert, und es

muß keine Mittelwertbildung von rechts- und linksseitigen Grenzwerten

mehr vorgenommen werden.

Die folgende Definition beschreibt den Zusammenhang zwischen der

Ubertragungsfunktion G(s) des zeitkontinuierlichen Systems und der

zeitdiskreten Ubertragungsfunktion G(z).
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Definition 3.19

Es wird im folgenden stets vorausgesetzt, daß G(oo) = 0. Der Zeit-

Diskretisierungsprozess trAbtasten und Halten" wird durch den folgenden
linearen Operator C,zohT beschrieben:

Gofcr ¦ G(s) ^ GT(z)

Das Bild Gt(z) ist durch durch die folgende Laurent-Reihe definiert:

z- 1

Gt{z) := '—^(s-'Gi*))

OO / \

£ z~kC-1(s-1G{s))(kT) (3.25)
k-0

v '

z

z- 1

Dabei bedeutet C die inverse Laplace-Transformation.

Das Bild der £20/_-Transformation wird im folgenden immer mit dem

Akzent ~gekennzeichnet.

Bemerkung 3.20 zur praktischen Berechnung von G(z)
Die erste Möglichkeit zur Berechnung von G(z) besteht aus einer

Partialbruch-Zerlegung von s_1 G(s). Die einzelnen Partialbrüche

können z.B. mittels Tabellen (^transformiert werden. Rationale Funk¬

tionen werden wieder auf rationale Funktionen überführt, wobei sich die

Pole Sj von G(s) sich mit z}
= e'>T auf die Pole z3 von G(z) trans¬

formieren. Für die Nullstellen hingegen gibt es keine einfache Trans¬

formations-Formel. Zur numerischen Berechnung wird man im allge¬
meinen eine Zustandsraum-Darstellung bevorzugen. Sei [A,B,C,0]
eine Zustandsraum-Darstellung von G(s). Dann ist es leicht zu über¬

prüfen, daß Ä = eTA, B = ^etABdt, C = C, und _D = 0

Das Einführungs-Beispiel in Abschnitt 3.2.1 deutete bereits darauf

hin, daß die (^/.-Transformation nicht pr-erhaltend ist. In der Tat

ist es leicht zu zeigen, daß das Bild G(z) der (zori -Transformation

niemals diskret positiv reell sein kann, unabhängig vom Urbild G(s) (mit
G(oo) = 0). Vom zeitkontinuierlichen Fall her ist es bekannt, daß positiv
reelle Funktionen niemals eine isolierte Nullstelle im Innern des Analy-

tizitätsgebietes aufweisen. Auf dem Rand des Analytizitätsgebietes sind

Nullstellen mit Vielfachheit 1 erlaubt. Im zeitkontinuierlichen Fall liegt
der Punkt oo auf dem Rand des Analytizitätsgebietes. Im zeitdiskreten

Fall hingegen liegt der Punkt oo im Innern des Analytizitätsgebietes.
Da G(oo) = 0, ist G niemals diskret positiv reell.
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Nun geht es darum, weitere struktureUe Aussagen über G(z) zu

finden, falls die Kenntnis vorliegt, daß das Urbild G(s) des Zeit-

Diskretisierungsprozesses Czoh positiv reell ist.

Dazu wird zunächst ein sehr einfaches Beispiel betrachtet, aus dem

die Aussage des Satzes 3.22 hervorgehen wird.

Beispiel 3.21

Wir betrachten die Ubertragungsfunktion

m. m c2 mx

m =nt)

0—m*—4|—-ww—Q—ww fcj\

y(t) = q3(t) n2(t) qx(t)

Abbildung 3.9: 3-Massenschwinger

G(s)
s(s2 + 1.52)(s2 + 32)

(s2-f l)(s2 +22)(s2+42)

eines 3-Massenschwingers in Abbildung 3.9. Es ist leicht zu überprüfen,
daß G(s) lpr ist — die Pole und Nullstellen von G(s) alternieren auf der

imaginären Achse. G(s) wird nun (*<,/, -transformiert, wobei die Abtast¬

zeit T als variabel betrachtet wird. Es soll numerisch an diesem Beispiel
untersucht werden, wo die Pole pj und Nullstellen z,- der zeitdiskreten

Beschreibung Gt{z) in Abhängigkeit von T liegen. Die Pole pj von

Gt{z) können sehr leicht in Abhängigkeit von T angegeben werden:

T ~ \Pj\ = 1

T i-r arg(pj) = {±T, ±2T, ±4T} modulo 2tt

Hingegen ist Nullstellenverteilung Zj(T)

T h-4- \Zj\ (3.26)

T ^ arg(z;) (3.27)

nicht trivial. In den Abbildungen 3.10 und 3.11 sind die numerischen
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Betrag der Nullstellen in Funktion der Abtastzeit

¦=• 0
An /rv> X.

\JKJ \^X-S

0.5 1.5 2 2.5

tau

3.5

Abbildung 3.10: logflzjl) in Funktion von r.

Ergebnisse der Funktionen 3.26 und 3.27 graphisch dargestellt, wobei der

Betrag | ¦) logarithmisch aufgetragen ist. Die Abtastzeit ist folgender¬
maßen skaliert:

\T

tr

Der Wert r = 1 entspricht also gerade der Abtastzeit, bei der die höchste

Eigenfrequenz des Systems (~ima~ = 4 auf die Shannon-Grenze fällt.

Die Abbildungen 3.10 und 3.11 können folgendermaßen interpretiert wer¬

den:

Für r < 1 liegen alle Nullstellen von G(z) auf dem Einheitskreis,
d.h. log(|zj|) = 0, siehe Abbildung 3.10. Abbildung 3.11 zeigt,
daß für r < 1 die Pole und Nullstellen alternieren,bis auf ein

„Loch", d.h. eine fehlende NullsteUe bei z— — 1. Für einen fes¬

ten Wert t < 1 ist eine typische Pol/Nullstellen-Verteilung in

Abbildung 3.12 abgebildet. Für r < 1 weist also die Funktion

(z + 1) G(z) die 'dlpr interlacing property' auf.
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Argumente der Pole und Nullstellen in Funktion der Abtastzeit

Abbildung 3 11: arg(z;) und arg(p;) in Funktion von r Die gestrichel¬
ten geraden Linien entsprechen den Polen

• Für t > 1 können die Nullstellen von G(z) den Einheitskreis ver¬

lassen, d.h. log(|Zj |)^0, siehe Abbildung 3.10. Die Symmetrie der

Kurven in Abbildung 3 10 bezüglich der Null-Linie zeigt, daß das

Verlassen des Einheitskreises immer paarweise stattfindet, wobei

die Spiegelsymmetne zum Einheitskreis gewahrt wird. Falls zq eine

Nullstelle von G(z) ist, so muß Zq1 ebenfalls eine Nullstelle von

G(z) sein. Für einen festen Wert r > 1 ist eine typische Pol/Null¬
stellen-Verteilung in Abbildung 3.13 abgebildet.

• Für r > 1 treten „Kollisionen" zwischen den Polen und Nullstellen

auf, d.h es gibt Abtastzeiten, bei denen das zeitdiskrete System
nicht steuerbar resp. beobachtbar ist

Der folgende Satz über Struktur von £_<,/, transformierte lpr-
Funktionen zeigt, daß sich die Beobachtungen von Beispiel 3.21 verall¬

gemeinern und beweisen lassen.
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Im z

für T < 1

Rez

Abbildung 3.12: mögliche zeitdiskrete Pol-Nullstellenverteilung falls die

Abtastbedingung eingehalten wird.

Imz

für T > 1

Rez

Abbildung 3.13: mögliche zeitdiskrete Pol-Nullstellenverteilung falls die

Abtastbedingung verletzt wird.

Satz 3.22

G(s) lpr

und sin(wj T) > 0, V Pole iu>j
(z + 1) GT(z) dlpr

Die Bedingung

sin(w;- T) > 0, V Pole iuij

wird im folgenden als Abtastbedingung bezeichnet.

(3.28)
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Beweis: Der Beweis benötigt folgendes Lemma über die DarsteUung
von lpr-Funktionen13:

Lemma 3.23

Sei G(s) lpr und G(oo) = 0. Dann enthält die Partialbruch-Zerlegung

von G(s) nur lpr-Funktionen. Somit hat G(s) die Form:

^Xys-iXr <329>

Dabei sind alle Matrizen Yo, V3 und W3 reell, und es gilt:

Vj = v;

Wj = -w;

v, -i^ Wj > 0

Yo = YÖ> 0

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Beweis: Da G(s) lpr ist, liegen alle Pole G(s) auf der imaginären
Achse. Alle Residuenmatrizen Rq := lo, R} ¦— \ {Vj ± iujx W})
müssen hermitesch und positiv semidefinit sein. Ferner muß die Spiegel¬

bedingung G'(-s) -I- G(s) = 0 gelten. Durch Gl. (3.30)-(3.33) werden

beide Bedingungen erfüllt. D

Zurück zum Beweis von Satz (3.22). Nach Lemma (3.23) kann die

Ipr-Funktion G(s) als Partialbruchzerlegung Gl. (3.29) angeschrieben
werden. Wegen der Linearität von (20/, kann jeder Term in der Partial¬

bruchzerlegung separat transformiert werden. Die Rechnung ergibt:

Y T ~

Czoh-r (— ) = ;^o = '• 1^(2)
s z — 1

c (
sV>

.-

silier) (z-i)
_.

~

^ohT
V + uf

>
~

uij (z2 - 2z cos(WjT) + 1)
J

~' 3K)

13 Die Darstellung in Lemma (3 23) kann nicht auf pr-Funktionen verallgemeinert
werden Eine pr-Funktion kann durchaus eine Partialbruch-Zerlegung haben, in der

einzelne Partialbrüche nicht pr sind!
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TVs2+w2y w2 (z2 - 2zcos(u.jT) + 1)
3 JW

Es gilt:

G(z) = Y0(z) + j:(Vj(z)-rWj(z))
i

Da die dlpr-Funktionen eine additive Halbgruppe bilden, genügt es

zu beweisen, daß (z + 1) Y0(z), und (z + 1) (V,(z) -f Wj(z)) dlpr-
Funktionen sind. Nach Definition (3.17) sind also folgende zwei Punkte

nachzuprüfen:
1. Residuenbedingung.
Die möglichen Pole von (z -f 1) G(z) liegen auf dem Einheits-Kreis bei

z = 1 und bei z — e±,lpr mit <p. := UjT. Die Residuenmatrizen berech¬

nen sich zu:

#0:= lim (z-l)(z-fl)Y0(z) = 2TY0
Z —? 1

RV} := lim (z-e,v>)(z+l)Vj(z)

sin >pj cos (pj + i sin ^
= Vj

Uj

RWj.= lim (z-et,fi')(z-rl)Wj(z)
z^e'*'

_

sin y'j
— i sin <¦?_¦ cos V;

w

Wegen Gl. (3.33) gilt ßo = R^ > 0. Ferner folgt aus Gl. (3.30)-(3.32)
und Gl. (3.28)

sin ipj
{Vj - iw^ Wj) > 0

Somit ist die Residuenbedingung erfüllt.

2. Spiegelbedingung.

zunächst: (z"1 + l)ir'0(z-1) + (z+l)y0(z)
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_

T{l + z) T{z+\)

= 0 wegen Gl. (3.33)

ferner: (z"1 + 1) V',(z-1) + (z + l)Vj(z)

_

(l + z)(--z)ain(v.T)
v,

wJ(l-2zcos(wJT) + z2) ;

(z +1)(^-1) sin^T)
v

uij (z2 - 2z cos(-jjT) + 1)
3

- 0 wegen Gl (3 30)

und zuletzt: (z"1 + 1) W', (z-1) + (z-rl)Wj(z)

=
(l + z)(l + z)(l-cos(u>JT))

cjj2(1-2zcos(w_,T) + z2) ;

(z + l)(z+l)(l-cos(^r))TV
w2(z2-2zcos(w:,T)+l) '

= 0 wegen Gl. (3.31)

Damit ist auch die Spiegelbedingung gezeigt. Also ist (z + 1) G(z) dlpr,
d.h. die Aussage von Satz (3.22) ist bewiesen. ?

Falls die Abtastbedingung sin(w7 T) > 0 verletzt ist, gilt immer noch

folgendes Korollar:

Korollar 3.24

Sei G(s) lpr. Dann erfüUt die Czoft -Transformierte für jede Wahl der

Abtastzeit die folgende Spiegeleigenschaft:

(z-Xl)G'T(z-1) + (z+l)GT(z) = 0

<^> G'(z-1) = -zG(z)
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Die Nullstellen von G(z) können also paarweise den Einheitskreis

verlassen, falls Gl. (3.28) nicht erfüllt ist, aber sie liegen immer spiegel¬

symmetrisch zum Einheitskreis.

Satz (3.22) zeigt also die strukturelle Beschaffenheit von zeit-

diskretisierten lpr-Ubertragungsfunktionen. Zur Erinnerung: kollok-

ierte mechanische MGKSysteme werden durch lpr-Ubertragungs¬
funktionen beschrieben. Es stellt sich die Frage, ob auch strukturelle

Aussagen über zeitdiskretisierte passive Systeme mit Dämpfung möglich
sind. Es wäre wichtig zu wissen, ob Satz (3.22) von der Klasse der

lpr-Funktionen auf die Klasse der pr-Funktionen verallgemeinert wer¬

den kann. Es folgt eine Vermutung über die Struktur von (,zofl trans¬

formierten pr-Funktionen:

Vermutung 3.25

G(s) pr

und sin < 9m (s}) T > > 0,

für alle Pole s: von G

(z + l)GT(z) dpr

Analytische Beispiele niedriger Ordnung und numerische Beispiele

höherer Ordnung haben das Gefühl erhärtet, daß die Vermutung (3.25)
stimmt. Der Beweis (oder ein Gegenbeispiel) konnte jedoch nicht gefun¬
den werden.
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3.3 Zusammenfassung des Kapitels 3

In Kapitel 3 werden mechanische Regelstrecken auf die Eigenschaft der

Passivität hin untersucht. Die erzielten Resultate stellen einen Ausbau

der Arbeit [Sal88] in zwei Richtungen dar.

In Kapitel 3.1 wird untersucht, welche zeitkontinuierliche mecha¬

nische Regelstrecken durch positiv reelle Ubertragungsfunktionen be¬

schrieben werden.

In Kapitel 3.2 wird der Effekt der Abtastung auf die Passivität der

Strecke untersucht. Es wird in Abschnitt 3.2.1 gezeigt, daß ein Stabili¬

tätsverlust bei zeitdiskreter Geschwindigkeits-Rückführung auftreten

kann. Für den Spezialfall von verlustlos positiv reellen Funktionen, die

bei der Modellierung von kollokierten MGK-Systemen entstehen, wird

in Abschnitt 3.2.3 eine Aussage über die Pol/Nullstellen-Struktur der

zeitdiskreten Streckenbeschreibung gewonnen. Es ist zur Zeit noch offen,
ob und welchen Nutzen diese Aussage für den zeitdiskreten Regler-Ent¬
wurf hat.



Kapitel 4

.00

H optimal steif

geregelte Systeme

Bei der Regelung von mechanischen Systemen, wie bei der Regelung
von vielen anderen technischen Prozessen, ist es oft nicht leicht zu

entscheiden, welche closed-loop Eigenschaften eigentlich wünschenswert

sind Sicher ist die Stabilität eine Mindestvoraussetzung, die immer

gefordert werden muß, aber Stabilität allem genügt nicht So können

an einem geregelten mechanischen System Störungen auftreten, z B un¬

bekannte dynamische Storkrafte oder Belastungen, die irgendwo auf die

mechanische Struktur einwirken Im Zentrum von Kapitel 4 steht daher

die Anforderung an einen Regler, eine „gute" breitbandige Storunter-

druckung am Gesamtsystem zu leisten Dabei ist das Adjektiv „gut" im

Sinn von „worst case" zu verstehen, d h die „Wirkung" derjenigen Stor¬

kraft, die „den größten Schaden" anrichten kann, soll minimiert resp

klein gehalten werden Das Handwerkzeug dazu ist die 7i°° -Theorie

Bei der Regler-Synthese steht man oft vor dem Dilemma,
daß mehrere closed-loop Anforderungen gleichzeitig zu erfüllen sind,
die in einem Konflikt zueinander stehen Erst wenn man sich dieser

Konflikte bewusst ist und sie numerisch quantifiziert hat, ist man in

der Lage, eine gute Regelung zu entwerfen Diese Überlegung wird

in Kapitel 4 auf die Regelung eines 2-Massen-Schwingers angewendet
Kapitel 4 tragt dabei den Charakter einer extensiven Fallstudie mittels

Ti00 Standard-Techniken werden numerische Untersuchungen an einem

67
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konkreten Modellproblem angestellt.

4.1 Industrielle Bedeutung

Der Ansporn und die Motivation zu den nun folgenden Unter¬

suchungen rührt aus dem Gebiet der berührungslosen elektromagne¬
tischen Lagerung von Maschinenteilen*. Eine wichtige Anforderung an

die Regelung magnetgelagerter Systeme ist, eine vorgegebene Steifigkeit
des Maschinenteils unter dynamischer Belastung zu garantieren. Der Ein¬

satz von Magnetlagern in Fräs-Spindeln ist eine Anwendung, bei der die

Forderung nach Steifigkeit eine große Rolle spielt. Dieses Anwendungs¬
feld wird nun etwas näher betrachtet.

Das Hauptargument für den Einsatz von Magnellagern in Hochleis-

tungs Fräs-Spindeln ist die von konventionellen Lagern nicht erreichbare

hohe Umfangsgeschwindigkeit, die größere Schnittgeschwindigkeiten er¬

möglicht. In [Sieg89] wurde eine solche elektromagnetisch gelagerte

Fräs-Spindel erfolgreich realisiert.

Beim Bearbeitungsvorgang erfährt die Spindelnase eine breitbandige

Anregung infolge der Schnittkraft2. Um eine gute Maßhaltigkeit
und Oberflächenqualität des Werkstücks zu erhalten, ist es wichtig,
daß die Auslenkung des Werkzeugs unter dieser Schnittkraft möglichst
klein ist. Die Nachgiebigkeit des Werkzeugs ist eine Funktion der

Anregungsfrequenz und sollte uniform über dem ganzen3 Frequenz¬
bereich möglichst klein sein.

Nun werden oft sehr heuristische Überlegungen zur Reglerauslegung
durchgeführt: Wird die Regelung sehr „weich"4 eingestellt, so ist auch die

Spindelnase „weich", was offensichtlich nicht die gegebene Steifigkeits-
Anforderung erfüllt. Auf der anderen Seite führt aber auch eine sehr

„hart" eingestellte Regelung, d.h. eine Regelung mit großen Rückführun¬

gen, nicht zum Ziel: Die Lagerstelle wird dann sehr unnachgiebig, und

der Rotor kann praktisch ungedämpfte Schwingungsmodi mit Knoten in

der Lagerstelle ausführen. Die Nachgiebigkeit an der Spindelnase wird

1 Der Stand der Magnetlager-Technologie ist in [Schw88] bestens dokumentiert.
2
Umfangreiche Untersuchungen zur Fräsdynamik sind in [Gyga82] zu finden.

3
resp. dem Teil des Frequenzbereichs, in dem die entsprechenden spektralen Kom¬

ponenten der Störkraft-Anregung viel Energie aufweisen.

*Bsp.: im Sinn von kleinen Rückführkoeffizienten p, d.
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folglich bei diesen Resonanzfrequenzen sehr groß. Dies läuft wiederum

der Forderung nach einer breitbandig steifen Spindelnase entgegen. Diese

heuristische Überlegung führt also zu dem Schluß, daß es keine Regelung
gibt, die eine breitbandig sehr steife Spindelnase ermöglicht. In Ab¬

schnitt 4.4 wird gezeigt, daß dies ein Trugschluß ist — es gibt sehr wohl

Regelungen, die eine uniform beliebig steife Spindelnase ermöglichen. Es

wird aber auch gezeigt, mit welchen anderen Kriterien dies in einem

Konflikt steht, und wie mit der H°° -Methodik Kompromisse gefunden
werden können. Schließlich wird in Abschnitt 4.6 auf den Unterschied

zwischen „passiver" und „aktiver" Regelung aufmerksam gemacht; dieser

Unterschied ist nämlich für den Trugschluß verantwortlich!

Die Überlegungen dieses Abschnitts werden nun in der Form eines

vereinfachten Modellproblems zusammengefasst.

4.2 Ein Modellproblem: Steife Regelung
eines 2—Massen—Schwingers

Man betrachte das mechanische System P ("plant") in Abbildung 4.1.

P ist ein 2-Massenschwinger mit Massen m\, m2 und Verbindungs-
Federsteifigkeit c. Das System P soll als primitiver Stellvertreter für

einen elastischen Rotor angesehen werden. Der Wegsensor (Signal y)
und der elektromagnetische Aktuator (Signal u) befinden sich an der

oberen Masse m2. Durch den Regler C ("Controller") soll der 2-Massen¬

schwinger schwebend gelagert werden. An der unteren Masse m_ greift
eine unbekannte Störkraft w(t) an.

Die Bewegungsgleichungen des mechanischen Systems lauten:

= c(y-z) + w

- c(z -y) + u

Dabei stellt y(t) die Auslenkung der oberen Masse m2, und z(t) die

Auslenkung der unteren Masse mj dar. Die Auslenkung z(t) steht je¬
doch nicht als Mess-Signal zur Verfügung.

Im folgenden wird zur Vereinfachung my — m2 — c = 1 gesetzt.

Die Strecke P hat also zwei Eingänge u,w und zwei Ausgänge y, z.
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Stor¬

kraft w

Abbildung 4 1 Ein Modellproblem

Die zugehörige 2x2 Ubertragungsmatrix5 P(s) berechnet sich durch

Auflosen von Gl (4 1) im Laplacebereich

P{') =
Pn(s) Pi2(s)

P2l(s) P22(S) J

s2 + l 1

s2 (s2 + 2) s2 (s2 + 2)

1 s2+l

s2 (s2 + 2) s2 (s2 + 2)

(4 2)

Die Verknüpfung der Strecke P mit dem Regler C ist in Abbildung 4 2

dargestellt und wird durch die folgenden algebraischen Gleichungen
beschrieben

z(s)

2/(s)

Pn(s) Pl2(s)

P2l(s) P22(s)

w(s)

u(s) (4 3)

u(s) = C(s)y(s)

5 P ist symmetrisch Der Grund ist die Reziprozität der mechamschen Strecke

Siehe auch Bemerkung 3 7
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Nachgiebigkeit T_

<r

71

*j3
vv

p

z

u y

c

Abbildung 4.2: Das Standard Block-Diagramm

Die lokale Nachgiebigkeit z/w an der unteren Masse mi wird im

Frequenzbereich mit T\(s) bezeichnet.

z(s) = Ti (*)«;(«) (4.4)

Ti(s) ist eine Funktion, die vom Regler C(s) abhängt. Durch Auflösen

des Gleichungssystems (4.3) nach z erhält man als Nachgiebigkeit 7\ :

Ti(C,s) = Pn + Pl2C(l - P22C)~1P21

def
= : Fp (C(s)) (linear-fraktionale Transformation)

C(s)-(s2 + l)

(s2 + 1) C(s) - s2(s2-t2)
(4.5)

Die Ziele des Reglers C sollen vorläufig darin bestehen, einerseits P

asymptotisch zu stabilisieren und andererseits den Einfluss der Störkraft

w auf die Auslenkung z, d.h. die Nachgiebigkeit T\(s) „klein" zu hal¬

ten. „Klein" soll bedeuten, daß die „worst-case"Nachgiebigkeit ||Ti ||oo ,

definiert durch

II 2i lloo d= sup ITxMI (4.6)
0<w<oo

die Bedingung || 7\ ||oo < et erfüllen soll. Dabei bedeutet et eine

„anwenderspezifische" positive Zahl. Bevor nun die eigentliche Problem¬

stellung definiert wird, folgen zunächst einige Bemerkungen über die

getroffenen Vereinfachungen beim Modellproblem:

• Es wird vorläufig angenommen, daß das Nominalmodell Gl. (4.2)
von P exakt stimmt, d.h. die Robustheit wird vorläufig außer Acht

gelassen.
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• Die Störkraft w(t) sei vorläufig die einzige Störkraft, die auf das

System einwirkt. Erst in Abschnitt 4.7 wird eine weitere unbekan¬

nte Störkraft vi(t) an der oberen Masse m2 mitberücksichtigt. In

praktischen Anwendungen treten häufig zwei weitere bedeutende

Störeinflüsse auf: die harmonischen Unwuchtkräfte an drehenden

Rotoren und das Sensorrauschen resp. alle externe Störungen, die

in der signalverarbeitenden Kette auftreten.

• Alle Frequenzen im Modellproblem sind „gleichberechtigt". Die

Nachgiebigkeit T\{iu) sollte also für jede Frequenz w unter einer

vorgegebenen Schranke a > 0 liegen, d.h. |7i(iw)| < a, für alle

u. Es wäre jedoch ohne Probleme möglich, ein verfeinertes Modell¬

problem zu definieren, bei dem verschiedene Frequenzbereiche
unterschiedlich gewichtet werden könnten.

• Der Aktuator wird der Einfachheit halber als „Kraftquelle"6 an¬

genommen. Der Aktuatoreingang u(t) ist also gleich der Kraft auf

die obere Masse m2 .

• Die Modellstrecke P hat nur Mac-Millan Ordnung 4. Die Model¬

lierung von realen elastischen Rotoren führt auf wesentlich höhere

Ordnungen. Die Ordnung des Modellproblems ist bewusst niedrig

gehalten, um gewisse Rechnungen mit erträglichem Aufwand noch

analytisch führen zu können.

• Das Modellproblem weist der Einfachheit wegen nur einen Aktua¬

tor und einen Sensor auf. Es sei aber speziell erwähnt, daß die

H°° -Theorie auch auf MIMO (multiple input multiple output)
Systeme zugeschnitten ist.

• Das Modellproblem ist zettkontinuierhch geregelt. Damit wird ver¬

mieden, daß alle Ergebnisse der nun folgenden Untersuchungen
auch noch von der Abtastzeit abhängen. Die 7i°° -Methodik steht

jedoch sowohl für zeitkontinuierliche als auch für zeitdiskrete Sys¬
teme zur Verfügung.

Im folgenden bezeichnet S(P) die Menge aller Regler C, die die Modell¬

strecke P intern asymptotisch stabilisieren7.

6 Für Insider: Die negative Steifigkeit, die durch einen elektromagnetischen Aktua¬

tor eingeführt wird, sei schon durch einen „P—Anteil" kompensiert.
7 siehe Definition in Abschnitt 2.1.1.
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Nun folgt die erste Problemstellung:

Poblemstellung 1

(a) Sei a > 0 gegeben. Gibt es Regler C, sodaß:

i. C stabilisiert P, d.h. C 6 S(P).

ü- || T\ Uoo < a, wobei at > 0 die geforderte worst-case Nach¬

giebigkeit ist.

(b) Welches ist das kleinstmögliche a, sodaß die Lösungsmenge der

Problemstellung (a) nicht leer ist, und welcher Regler C löst das

zugehörige Minimax-Optimierungsproblem:

c M{p) || rl(C..) ,U

Nimmt dieses Optimierungsproblem überhaupt eine Lösung an?

Zunächst folgt nun eine grobe Skizze des Lösungsweges.

Es sind ein paar Zwischenschritte erforderlich: Als erstes wird in

Abschnitt 4.3 die Nebenbedingung „interne Stabilität" umgeschrieben
auf Interpolationsbedingungen für T\(s). In Abschnitt 4.4 stellt sich dann

heraus, daß es in der Problemstellung 1 für jeden Wert von a > 0

stabilisierende Regler C gibt. Für a = 0 gibt es allerdings keinen stabili¬

sierenden Regler. Für kleine Werte von ot ist die Bandbreite und die

Verstärkung von C unrealistisch groß und einige Pole des geschlossenen
Kreises nehmen sehr große Beträge in der linken Halbebene an. Daher

wird in Abschnitt 4.5 versucht, einen Kompromiss zwischen a und der

Pollage des geschlossenen Kreises zu finden.

4.3 Interne Stabilität bedeutet

Interpolationsbedingungen

„Kann man für die Nachgiebigkeit T\(s) eine beliebige stabile Uber¬

tragungsfunktion vorgeben, mittels Gl. (4.5) den zugehörigen Regler

C(s) berechnen und dann hoffen, daß dieser Regler C die Strecke P
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intern stabilisiert?" Die Antwort ist: JVein! Ti(s) muß zusätzliche Be¬

dingungen erfüllen, die im folgenden gesucht werden. Um die Bedingung
der internen Stabilität korrekt zu formulieren (s. Abschnitt 2.1.1 und

[VIDY85, Fran87]), muß der Regelkreis in Abbildung 4.2 durch zwei

Hilfseingänge v\, v2 und zwei Hilfsausgänge u, y gemäß Abbildung 4.3

ergänzt werden. Der Hilfseingang v\ möge eine weitere Störkraft dar¬

stellen, die auf die obere Masse m2 wirkt, und der Hilfseingang v2 möge
dem Sensorrauschen entsprechen.

H(P,C)

w

P

z

vl
r-C?T*
?.•

¦*

+
V

C

1

fs
i

y
2 - ^

Abbildung 4.3: zur Definition der internen Stabilität

Das erweiterte System H(P, C)
Übertragungsmatrix Gl. (4.7) gegeben.

wird durch die (3x3)-

z Hn #12 #13 W

u = #21 #22 #23 Vi

y #31 #32 #33 v2

(4.7)

Definitionsgemäß ist der geschlossene Kreis [P, C] dann und nur dann in¬

tern stabil, falls H € 7i°° . Da ohnehin nur endlich-dimensionale Regler
in Frage kommen, ist H G Ti00 gleichbedeutend damit, daß jedes Ele¬

ment Hij(s) eine stabile rationale Funktion mit Zählergrad < Nenner¬

grad sein muß. Beim Modellproblem (4.2) ergibt die Berechnung von

H(s):

H =

1 - P22C

#n(l 22C) + P12P21C #12 #12<7

#21C 1 C

#21 #22 1
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n(s)

-C + s2 +1 1 C

C s2(s2-r2) s2(s2 + 2)C

1 s2-fl s2(s2+2) J

mit n(s) := -(s2 + 1) C(s) + s\s2 + 2) (4.8)

Das Element #n(s) ist natürlich identisch mit der Nachgiebigkeit Ti(s).
Durch Auflösen von Gl. (4.5) nach C(s) erhält man den Regler C in

Funktion der Nachgiebigkeit Ti:

C(s)
s2(s2 + 2)Ti(s) - (s2 + l)

(s2 + l)Ti{s) - 1
(4.9)

Durch Einsetzen von Gl. (4.9) in Gl. (4.8) ergibt8 sich H in Abhängig¬
keit von Ti:

erste Spalte
von H

zweite Spalte
von H

dritte Spalte
von H

s2(s2-r2)Ti - (s2 + l)

(s2 + l)Ti - 1

(s2 + l)T! - 1

s2(s2-r2)((s2 + l)Ti - 1)

(52 + l)((*3 + l)T1 - 1)

s2(s2 + 2)T1 - (s2+l)

s2(s2 + 2)(s2(s2 + 2)T1 - (s2 + l))

s2(s2 + 2)((s2 + l)T1 - 1)

(4.10)

Jedes Element #,j(s) ist eine affine Funktion von Ti(s), d.h.

Hij(s) = p,J(s)T1(s) + qij{s)

Das Aussergewöhnliche9 an diesem Problem ist nun folgende Fest¬

stellung: Pij(s) und qij(s) sind Polynome in s. Der höchste Grad tritt

in Polynom P23 auf und beträgt 8. Wird für die Nachgiebigkeit Ti (s)
8 Diese Rechnung kann mit einem Symbol-Manipuationsprogranim wie MAC-

SYMA oder MATHEMATICA sehr einfach ausgeführt werden.
9
Eigentlich hätte man erwarten können, daß Pij(s) und 1,j(s) rationale Funktio¬

nen sind. Das Modellproblem ist in einem „gewissen" Sinn speziell; an späterer Stelle

wird dies näher erläutert.
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eine beliebige rationale stabile Ubertragungsfunktion angesetzt, so liegen
automatisch alle Pole von #.j(-s) in der linken Halbebene; es ist je¬
doch möglich, daß #tj(s) einen Pol bei s = oo hat. Welche Bedingungen
muß Ti(s) erfüllen, damit #.j(s) keinen Pol im Unendlichen hat? Dazu

muß Ti(s) in einem Gebiet |s| > r in eine Laurent-Reihe um den Punkt

s = oo entwickelt werden. Es soll r > 0 so gewählt werden, daß alle Pole

von Ti(s) in der linken Hälfte der Kreisscheibe |s| < r liegen, siehe Ab¬

bildung 4.4.

Ims

Res

Gebiet mit Loch

Abbildung 4.4: Zur asymptotischen Entwicklung von Ti(s)

Die Laurent-Entwicklung von Ti G *H°° kann keine positiven Potenzen

in s aufweisen, da Xi(oo) endlich ist.

rr. , . ö-l 0.-2 d-3
7\(s) = ao-t-—±+-r-r—£¦ + ¦-.

s sJ sö
(4.11)

Die positiven Potenzen in den Laurent-Entwicklungen von #,j(s)
müssen ebenfalls verschwinden. Durch Einsetzen der Entwicklung
Gl. (4.11) in Gl. (4.10) werden die folgenden acht Interpolations¬
bedingungen an die Koeffizienten a< erhalten:

(4.12)

ao = o, a-i = 0

a_2 = 1, a-3 _= 0

a_4 = -1, a_5 = 0

a-6 — 2, a_7 = 0
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Diese Bedingungen beziehen sich also auf die Laurent-Entwicklung
der Funktion Ti(s). Die Anzahl der Interpolationsbedingungen erklärt

sich durch den Grad 8 des Polynoms p23. Es treten also beim be¬

trachteten Modellproblem keine Interpolationsbedingungen der Form

Ti(sjt) = wk auf, wobei sk vorgeschriebene Stützpunkte in der rechten

Halbebene und wk vorgeschriebene Funktionswerte bezeichnet, son¬

dern alle Interpolationsbedingungen beziehen sich auf die Laurent-Ent¬

wicklung der Funktion T\(s) um den Punkt oo. Der „Punkt" oo liegt
auf dem Rand der rechten Halbebene. Aus diesem Grund definiert (4.12)
ein Randmterpolationsproblem.

Definition 4.1

Es wird Ti(s) zulässig genannt, falls T\ £ 7i°° und falls die Koeffizien¬

ten a,, i = 0, — 1,..., — 7 der asymptotischen Entwicklung von Ti(s)
die Werte von Gl. (4.12) annehmen.

Die wichtige Aussage dieses Abschnitts lautet zusammengefasst:

Aussage 4.2

C stabilisiert P •*=> H(P,C) € 7ifx3

<=¦> T_ zulässig

Jede zulässige Nachgiebigkeit Ti(s) generiert somit einen stabili¬

sierenden Regler C(s) und jeder stabilisierende Regler generiert eine

zulässige Nachgiebigkeit.

Problemstellung 1 Seite 73 ist somit äquivalent zur Problemstellung 1':

Problemstellung 1'

(a) Für welche et gibt es zulässige Funktionen T_ mit || T\ ||oo < <* ?

(b) Welche Nachgiebigkeit Ti(s) löst das folgende Minimax-

Optimierungsproblem?

in?
. II Ti IU

über alle zulässigen T_

Nimmt dieses Optimierungsproblem überhaupt eine Lösung an?
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Beispiel 4.3 „PD-Reglertyp"
Für welche Werte von p, d, r stabilisiert der folgende „voreilende" Regler
die Strecke P?

7* *4- s

CpdT(s)~-p -drr-—
1 -+- TS

Die zugehörige Nachgiebigkeit Ti(s) ergibt sich nach Gl. (4.5) zu:

Ti{s,p,dy) =

ts3 + s2 + (Tp + d + t)s + rd + p + l

rs5 + s4 + [rp + d + 2r)s3 + (rd + p + 2)s2 + (rp + d)s + rd + p

Die ersten Terme der Entwicklung10 von Ti(s,p,d,r) lauten:

^ . .x
1 * 2 rp + -i + 4r

stimmt ! r im Nenner !

Ti(s,p,d,r) erfüllt also Vp, Vd, Vr ^ 0 die Interpolationsbedingungen.
Es bleibt noch zu überprüfen, für welche Werte von p, d, t die Uber¬

tragungsfunktion Ti stabil ist. Durch Anwenden des Routh-Hurwitz

Kriteriums auf das Nennerpolynom von Ti ergeben sich nach kurzer

Rechnung folgende Bedingungen an die Parameter p,d,r:

r > 0 und <i(l-r2)>0 und r_/ + p>0

Dies sind die notwendigen und hinreichenden11 Bedingungen, damit

Cpir € S(P).

Beispiel 4.4 „idealer" PD-Regler: r = 0

Der nicht kausale Regler C(s) = —1 — s ist nicht intern stabilisierend.

Das kommt dadurch zum Ausdruck, daß die Funktion

H23{s) = nr-c

s5 + s4 + 2s3 -(- 2s2
£ #°

s4 + s3 + 3s2 + s + 1

unbeschränkt ist für s-4 oo. Praktische Konsequenz: Aktuatorsattigung

10 kann z.B. mit MATHEMATICA berechnet werden.
11 In Bemerkung 3.8 ist der Reglertyp CpjT(s) bereits im Zusammenhang mit pos¬

itiv reellen Funktionen untersucht worden.
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durch die hochfrequenten Anteile des Sensorrauschens. Zwar ist die Nach¬

giebigkeit Ti eine stabile Funktion:

aber gemäß Aussage 4.2 können die Interpolationsbedingungen nicht

erfüllt sein:

1 1 2 1 4

Tl(s) = ?"^
+
7-j^

_

^
+ '-'

*Tl

Bemerkung 4.5

Die Beispiele 4.3 und 4.4 deuten an, daß die Interpolationsbedingungen

äquivalent sind mit der Forderung, daß der Regler C proper ist, d.h.

|C(oo)| < oo, d.h. Zählergrad < Nennergrad. Das Modellproblem ist

insofern speziell, als diese ungewöhnliche Äquivalenz gilt.

4.4 Beliebig steife Regelung
bei beliebig hoher Reglerbandbreite

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß eine beliebig kleine worst-

case Nachgiebigkeit || T\ ||oo bei gleichzeitiger Erhaltung der internen

Stabilität erreicht werden kann. Es ist naheliegend, denjenigen Regler
C --Co zu berechnen, der eine Nachgiebigkeit Ti(s) = 0 ergibt. Dazu

dient Gl. (4.9), in der der Regler C(s) in Abhängigkeit der Nachgiebig¬
keit Ti(s) dargestellt ist. Durch Einsetzen von Ti(s) = 0 folgt eindeutig:

C0{s) = s2 + l (4.13)

Bemerkung 4.6 zum Regler Co

Abbildung 4.5 zeigt, daß das Verhalten des Reglers Co durch eine

negative Masse —

m2 = —1 und eine negative Federsteifigkeit —c = — 1

exakt nachgebildet werden kann. Wegen diesen negativen mechanischen

Elementen ist Co nicht passiv. Die Dynamik der Strecke P wird durch

den Regler Co spiegelbildartig rückgängig gemacht, so daß die Ver¬

bindungsstrecke vom Aufhängepunkt zur unteren Masse mi sich als

starre Verbindung T\ = 0 verhält.
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physikalischer
Ersatz des

Reglers C0

Abbildung 4.5: Der Regler Co = s2 + 1 ergibt für c/0 eine starre

Verbindung zur unteren Masse mi .

Der nicht-kausale und somit nicht-implementierbare Regler Co weist

eine unbeschränkte Bandbreite auf und verletzt natürlich die Bedingung
der internen Stabilität. Wie äussert sich dies? In Gl. (4.8) wurde die er¬

weiterte closed-loop Matrix H(P,C) in Abhängigkeit des Reglers C

definiert, ifo := H(P,Co) ergibt sich zu:

H0(s) =

H0(s) i H

0 -1

_s2 _ 1 _g4 _ 2g2

-1 -S2 - 1

-S2 - 1

c2/-_.2 , 1V 2
.

-s2(s2 + l)(s2 + 2)
-S4 - 2s2

(4.14)

3X3

Die meisten Elemente von iJ0 sind für s = oo unbeschränkt; dies ist

definitionsgemäß der Grund, weshalb der Regler Co nicht intern stabili¬

sierend sein kann. So ist beispielsweise [_Ho_2i(°°) = oo, d.h. die hoch¬

frequenten Anteile der Störkraft w führen zu einer Aktuatorsattigung.

Es wird nun gezeigt, daß eine Folge Ct von stabilisierenden Reglern
konstruiert werden kann, mit der Eigenschaft, daß || Ti}C H«, zu Null

strebt für e —? 0. Es geht intuitiv darum, den Regler Co auf geeignete
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Weise so zu „modifizieren", daß er sich für hohe Frequenzen „anständig"
verhält. Jedoch führt der naive Ansatz:

Ct(s) :=
C0(s) s2 + l

(es +1)2 (es+1)2

nicht zum Ziel: C£ ^ S(P) für keinen Wert von e, wegen den Vor¬

zeichen der Koeffizienten des zugehörigen charakteristischen Polynoms

Pc(s):

p£(s) = £2s6 + 2es5 + 2z2 s4 + 4es3 -1

>o <o

Hingegen ist der folgende Weg geeignet, um eine Folge C£ von stabili¬

sierenden Reglern zu erhalten. Zunächst kann die Menge der zulässigen

Ti in der Form eines 'model-matching' Problems parametrisiert werden:

-—

Nachgiebigkeit Tj

Sj
(gegeben ) matching

S r-
s

i

ß

(gegeben)(gesucht)

Abbildung 4.6: Das model-matching Problem

Ti(s) = Ta(s) - Q(s)Tb(s)

Dabei stellt Ta(s) eine zulässige Nachgiebigkeits-Funktion dar, und

Tt(s) ist eine „Ausblende"-Funktion, d.h. eine stabile Funktion deren

Laurent-Koeffizienten a,, i = 0, — 1,...,— 7 verschwinden. Falls Q(s)
die Menge #°° durchläuft, so durchläuft Ti die Menge der zulässigen

Nachgiebigkeits-Funktionen, und C durchläuft die Menge der stabili¬

sierenden Regler. Eine Wahl für Ta,Ti, ist:

Ta(*) =
s3 + 2s2 + 4s + 5

s5 + 2s4 + 5s3 + 7s2 + 3s + 3
G H°
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_L 1
— _

L
s2 s4 s6 s8

stimmt !

Tb^
(s -r l)3 (s5 + 2s4 + 5s3 + 7s2 + 3s -f 3)

G ^

n
0 0 15

=0+ +...+ + +...

Es gilt:

^«r)
_ /¦„ , i\3/03 , o„2

Ti(s)=0 <=* Q(«) =

-^
=

(s + 1)J (sJ + 2s2 + 4s + 5)

= : Qo(s) kf W°

Nun kann Qo „ersetzt" werden durch Qe mittels Abflachen bei hohen

Frequenzen, z.B.:

«¦<•> ¦=

(.TTT?
e «" V£>°

Die Rückwärtsberechnung Q£ i—> T-.|£ h+ C£ liefert eine Folge12
stabilisierender Regler13 Ce mit der Eigenschaft, daß die zugehörige
worst-case Nachgiebigkeit beliebig klein wird für £ —? 0.

Erkenntnis 4.7

Die Lösungsmenge der Problemstellung 1 (a) Seite 13 ist für jeden
Wert von a > 0 nicht leer. Das Optimierungsproblem 1 (b) nimmt keine

Lösung an, da C für den Wert a = 0 nicht zur Menge der Funktionen

gehört, über die sich die Optimierung erstreckt.

Der Rest dieses Abschnitts und ein großer Teil dieses Kapitels be¬

handelt die Nachteile, die sich zwangsläufig ergeben, falls die geforderte
worst-case Nachgiebigkeit et klein ist.

12 Diese Folge konvergiert nicht in der £°° Norm, da die Verstärkung ständig
wächst.
13 Die zugehörigen Regler Ce haben Ordnung 7. In Abschnitt 4.5 wird eine andere

Folge C_, von stabilisierenden Reglern dritter Ordnung konstruiert, mit der gleichen

Eigenschaft, daß || Tli} ||oo-+ 0. Knobelfrage: Gibt es eine Folge stabilisierender Reg¬
ler Cj mit Ordnung < 3, so daß die worst-case Nachgiebigkeit || T\ ||oo beliebig klein

wird?
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Die Pole des geschlossenen Kreises [PjCe] sind die Nullstellen des

folgenden charakteristischen Polynoms pe(s):

Pc(s) = (£s+l)6(s5 + 2s4 + 5s34-7s2-|-3s-(-3)

Für £ —? 0 entfernen sich 6 Pole des geschlossenen Kreises immer mehr

nach links; dies ist ein Ausdruck dafür, daß die Verstärkung und die

Bandbreite des zugehörigen Reglers Cc zunimmt. Diese Beobachtung
der Pol-Wanderung gegen oo für || Ti Uoo—* 0 ist sehr wichtig. In Ab¬

schnitt 4.5 werden Regler mit realistisch hoher Bandbreite und realis¬

tisch hoher Verstärkung dadurch gesucht, daß das erlaubte closed-loop
Polgebiet eingeschränkt wird.

Bisher stand in der closed-loop Matrix das Element Hn = Ti im

Mittelpunkt. Nun werden die anderen Elemente H{j mitbetrachtet. Es

sei an die physikalische Bedeutung der beiden Hilfseingänge vi,v2 in

Abbildung 4.3 erinnert: Der Hilfseingang vi stellt eine weitere Störkraft

dar, die auf die obere Masse m2 wirkt, und der Hilfseingang v2 entspricht
dem Sensorrauschen. Abbildung 4.7 erläutert die die physikalische Be¬

deutung der einzelnen Elemente H{j .

Konflikt

Hn : klein

Auslenkung z

durch Storkraft w

= Nachgiebigkeit T.

an der unteren Masse

H 2,: gross

V | Aktuatorsignal u

durch Störkraft w

(.
Sensorsignal y

durch Störkraft w

H,3 : gross

Auslenkung z

durch Sensorrauscbeo v.

H23 : gross

Aktuatorsignal u

I durch Sensorrauschen v.

Storkraft v

= Nachgiebigkeit T2
an der oberen Masse

H33: gross

Sensorsignal y

I durch Sensorrauschen v.

Abbildung 4.7: Konfliktverhältnisse innerhalb der Matrix H.

Gleichung (4.14) gibt an, welche Elemente Hij divergieren, falls

Hn —-0. Abbildung 4.7 zeigt diese „Konfliktverhältnisse", die inner-
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halb der Matrix H vorherrschen. Es ist erstaunlich, daß auch das Ele¬

ment Hs2, das die dynamische Nachgiebigkeit T2 an der oberen Masse

m2 darstellt, im Konflikt beteiligt ist: Offensichtlich können || Ti ||oo
und || T2 Uoo nicht gleichzeitig beliebig klein werden. Dies wird in Ab¬

schnitt 4.7 weiter verfolgt.

Ratschlag 4.8 für Praktiker

Mit dem Erstellen eines „guten" Nominalmodells P einer Regelstrecke
ist die Modellierphase eines technischen Prozesses noch lange nicht ab¬

geschlossen. Die folgende Kenntnis ist für einen Reglerentwurf sehr wert¬

voll und gehört auch in das Pflichtenheft der Modellierphase: Wo, d.h.

an welchen Stellen des Prozesses, sind welche Störsignale zu erwarten,

und an welchen Stellen des closed-loops ist der Einfluß dieser Störungen
in welchem Sinn14 zu minimieren?

Offensichtlich geht es darum, „gute" Kompromisse zu finden. Aber

die Entscheidung, was ein guter Kompromiss heissen soll, kann natürlich

nicht von der Ti00-Theorie beantwortet werden; dies ist nämlich extrem

abhängig von der jeweiligen Anwendung und erfordert viel know how

über die Aufgabe und das Umfeld des zu regelnden Systems. So ist es

durchaus möglich, daß in speziellen Anwendungen, wie z.B. bei elektro¬

magnetisch gelagerten Fräs-Spindeln, ein grosser Wert von || H23 ||oo
toleriert werden kann15 und toleriert werden muß, um als primäres Ziel

eine hohe dynamische Steifigkeit an der Spindelnase zu erreichen.

4.5 Beschränkung der Reglerbandbreite
via Beschränkung der closed-loop Pole

Offensichtlich muß verhindert werden, daß die closed-loop Pole zu weit

links liegen, denn dies ergibt Regler mit unrealistisch hoher Band¬

breite und unrealistisch hoher Verstärkung. Das erlaubte Polgebiet soll

also nicht mehr die gesamte linke Halbebene sein, sondern nur noch

eine Kreisscheibe innerhalb der linken Halbebene. Diese Kreisscheibe

wird mit P bezeichnet und soll der Einfachheit halber den Nullpunkt

444 ¦'
resp. bezüglich welcher Norm: "H00 ,H2 oder C1 ?

15 z.B. indem durch gute Abschirmungen und durch andere schaltungstechnische
Maßnahmen versucht wird, das Sensorrauschen v. selbst klein zu halten, so daß trotz

großer Ubertragungsfunktion || H23 ||oo nur eine kleine Auswirkung auf den Lager¬
strom u entsteht.
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berühren. Der Radius g der Kreisscheibe P wird als variabler Para¬

meter betrachtet. Anstelle von g wird der Parameter ß verwendet,
mit g := (1 — ß)~l. Für ß —? 1 wächst das erlaubte Polgebiet Pß zur

gesamten linken s-Halbebene.

In den folgenden drei Unterabschnitten werden Standardtechniken

der H°° -Theorie angewendet [Franc87], um Regler zu finden, die eine

7i°° optimale Steifigkeit ergeben, unter der Bedingung, daß das closed-

loop Polgebiet auf Pß beschränkt ist.

4.5.1 Bilineartransformation

s - Ebene
z =
_ßf- 1

5+1 z - Ebene

Interpolation
im Unendlichen.

s =
1+z

ß-z
Interpolation

im Punkt z- ß.

Abbildung 4.8: Bilineartransformation

In der mathematischen Literatur über Ti00 ist die Einheitskreisscheibe

D := { |z| < 1} ein Standardgebiet. Daher wird nun die Bilineartrans¬

formation in Abbildung 4.8 eingeführt, die das erlaubte Polgebiet Pß
in der s-Ebene auf das Komplement der Einheitskreisscheibe D in der

z -Ebene transformiert.

Der Punkt s — oo wird auf den Punkt z = ß abgebildet, wobei ß im
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offenen Intervall ] — !,![ liegt. Sei

Nß(z) := Ti(s)
1 + z

(4-15)
S =

—z

Die neuen Interpolationsbedingungen für die Funktion Nß(z) sind in

Gl. (4.16) aufgelistet16.

o
, 2£1W = oN(ß) =

d2 N(z)
dz2

{ß)

d4N(z)(0)

dz4
{ß)

*"«(*

—- -N{z)(ß) -

12

(ß + 1)2
'

dz3
^'

(ß+l)3

(ß+l)4
'

<9z5
W

2160 d7N(z) 10080

3^(0
(^+i)6

'

dz7 ^'

(ß+iy

(4.16)

Definition 4.9

Eine rationale Funktion N(z) wird /^-zulässig genannt, falls sie keine

Pole in D hat und die Interpolationsbedingungen Gl. (4.16) erfüllt.

Die Transformation der rechten s-Halbebene ergibt eine Kreisscheibe

Dß, die in der Einheitskreisscheibe D enthalten ist. Die || • Uoo-Norm
von Ti kann also folgendermaßen aus Nß erhalten werden:

117111«.= max|^(z)| (4.17)
z € Dß

Die Idee wäre nun, /3-zulässige Funktionen Nß(z) zu suchen, mit der

Bedingung:
max \Np(z)\ < a (4.18)
z € Dß

16 Diese Berechnungen wurden unterstützt durch das symbolische Manipulations¬

programm MACSYMA.
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Dies ist jedoch ein schwieriges Problem, da zwei verschiedene Gebiete

D und Dß im Spiel sind; viel einfacher ist es, das Maximum über die

gesamte Einheitskreisscheibe D zu bilden. Es bezeichne 7i°°(D) den

Hardy-Raum aller komplexwertigen Funktionen, die in der Einheitskreis¬

scheibe D analytisch und beschränkt sind. Die zugehörige Norm wird

mit || • IL~.fr). bezeichnet. Falls keine Verwechslungen zu erwarten sind,

wird die einfachere Bezeichnung || • H^ verwendet.

Wegen des Maximum-Prinzips gilt für jedes —1 < ß < 1:

II Nß llw-u,) < "

=> II Ti IU < a (4.19)

Problemstellung 2

(a) Für welche a,ß gibt es /^-zulässige Funktionen Nß mit

lltylloo < «

(b) Löse das folgende Optimierungsproblem:

inf
.

|| Nß Hc.
über alle ß -zulässigen JV^

Nimmt dieses Optimierungsproblem eine eindeutige Lösung an?

Die Lösungsmenge von Problemstellung 2 (a) ist eine Untermenge
der Lösungsmenge von Problemstellung 1 (a), Seite 73. Für ß = 1 sind

die beiden Problemstellungen 1 und 2 äquivalent.

4.5.2 Transformation

auf das model-matching Problem

Die Menge der /^-zulässigen Funktionen Nß kann in der Form eines

"model-matching" Problems parametrisiert werden:

Nß = Taß - Tbß Q (4.20)
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Dabei ist Taß(z) eine beliebige ß-zulässige Funktion. Tbß G H°°(D) ist

eine „Ausblendefunktion", und Q £ 7i°°(D) kann frei gewählt werden.

Falls Q die Menge H°°{D) durchläuft, so durchläuft Nß die Menge
aller ß-zulässigen Funktionen. Die Ausblendefunktion Tbß muß so ge¬

wählt sein, daß das Produkt Tbß ¦ Q und deren sieben ersten Ableitungen
am Stützpunkt z = ß verschwindet. Spezielle Ausblendefunktionen sind

Blaschke-Produkte („Allpässe"), die auf dem Einheitskreis Betrag 1

haben:

nß{z) = [iZtlf G H°°W (4-21>

\Tbß(e^)\ = 1 (4.22)

Da die Polynome in Ti°°(D) enthalten sind17, bietet sich ein Inter¬

polationspolynom als besonders einfache Wahl für Taß an. Die Be¬

stimmung der Polynom-Koeffizienten führt auf ein lineares (8 x 8)
Gleichungssystem18. Taß ergibt sich in faktorisierter Form zu:

T'ßW =

IßXW
• ('"fl2" <*+!)• (*-2/?-l)2-

(2z2 - (5/? + \)z + Aß2 + 3/9 + 1) (4.23)

Problemstellung 2'

(a) Für welche a,ß gibt es Funktionen Q 6 7i°°(D), sodaß

|| Ta„ - Ti-Q II«, < at

(b) Löse das folgende Optimierungsproblem:

inf || Taß - TbßQ Ho«,

Nimmt dieses Optimierungsproblem eine eindeutige Lösung an?

17 im Gegensatz zum Raum WX>(C+), der keine Polynome ausser der Konstanten

enthält.
18 Die Auflösung erfolgte dank MACSYMA.
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4.5.3 Transformation auf das Nehari Problem

Die Transformation auf das Nehari-Problem erweist sich dank der ge¬

schickten Wahl der Ausblendefunktion Tbß in Gl. (4.21) als trivial, da

die inner-outer Faktorisierung [Franc87] von Tbß eingespart wird. Aus¬

gehend vom model-matching Problem wird Gl. (4.20) folgendermaßen

umgeformt:

Nß = Taß -TbßQ

= Tbß(Tb-l-Taß - Q) (4.24)
V

*
'

—'¦ Rß

II Nß IU = || RP - Q Hoc wegen \Tbß(ei*)\= l (4.25)

Rß sieht folgendermaßen aus:

(2+l)(z-2ß-l)2(l-ßz)*
M*)

(ß + iy(z-ß)*

(2z2 - (5/?+l)z + 4/?2 + 3/?+l) (4.26)

Die Funktion Rß gehört nicht zu Ti°°(D), da bei der Bildung
Tj-1 -Ta Pole in der Kreisscheibe bei z — ß auftreten. Die Probleme

"min || Ä—Q ||oo" und "||ß — <3 ||oo < <*" werden in der Literatur

[Neh57, Fran87, Part88] als Nehari-Problem bezeichnet.

Nun werden die „stabilen" und „instabilen" Projektionen von Rß
gebildet:

Rß = Rß+ + Rß_ wobei

6-W~(D) €H°£(D)

7i^(D) = Menge der Funktionen £ ckzk ,
die

— oo

in {|^| > 1} analytisch und beschränkt sind.

Diese Projektionen sind für das gegebene Rß sehr einfach durchzu¬

führen, da der einzige Pol von Rß, der in {|z| > 1} liegt, der Punkt oo

ist.

Rß+ (z) = c7z7 + c6z6 + ... + ci z + c0 (4.27)
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Rß-(z)= E c*2* = c_i2-1 + c_22-2 + ... (4.28)

P"1
+ ---+7T^b + 7T^ (4-29)

(z-ß) (z-ßf (z-ßf

Die Koeffizienten Co ... C7 sowie r_i... r_6 hängen von /? ab und sind im

Anhang A.l aufgelistet. R-{z) hat einen 6-fachen Pol bei z = ß. Diese

Vielfachheit könnte an verschiedenen Stellen in den nachfolgenden Rech¬

nungen numerische Schwierigkeiten bereiten. Um diese zu umgehen, wer¬

den alle Berechnungen zunächst symbolisch durchgeführt, unterstützt

durch das Programmpaket MACSYMA.

Das Problem || R — Q ||oo < at wird durch Abspalten des Teils Ä+
von R auf das Problem \\ R~ — X H«, < ct geführt. Die Bildung:

Q := X - R+ (4.30)

führt auf die Lösung des ursprünglichen Nehariproblems.

Problemstellung 2"

(a) Für welche a,ß gibt es Funktionen X G H°°(D), sodaß

II Rß- ~ X IU < a

(b) Löse das folgende Optimierungsproblem:

inf \\Rß_ - X||oc

Nimmt dieses Optimierungsproblem eine eindeutige Lösung an?

Bemerkung 4.10 "model matching transformation zeroes"

Die Transformation des model-matching Problems auf das Nehari

Problem versagt, falls ß = l. Dieses Phänomen ist in der Liter¬

atur [0'Young89] bekannt unter dem Begriff "model matching trans¬

formation zeroes".

4.5.4 Lösung des Nehari Problems

Sei —1 < ß < 1 vorgegeben. Es bezeichne at(ß) den Wert des Infimums:

&{ß) := «S(D)I|ä"-"i|Im (4-31)
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Alle Funktionen, die sich auf die Lösung dieses Optimierungsproblems
beziehen, werden im folgenden mit dem Akzent

"

versehen.

Es zeigt sich nun, daß a für ein gegebenes ß sehr leicht berechnet

werden kann. Die dazu nötigen Ergebnisse aus der 7i°° -Theorie wer¬

den nun ohne Beweise kurz aufgelistet. Ausführliche Darstellungen und

Beweisführungen können aus [ALLIS83, FRAN87 und Part88] ent¬

nommen werden.

Tatsache 4.11 (konkrete Berechnung der Lösung)
Die Lösung a(ß) kann durch die Wahl einer Zustandsraumdarstellung
von R_ auf ein endliches Eigenwert-Problem der linearen Algebra

zurückgeführt werden.

Rß_(z) = Cß(zl - Aß)-1 Bß

Es bietet sich die Partialbruch-Zerlegung Gl. (4.29) an, indem die Matrix

Aß als Jordanblock 6ter Ordnung gewählt wird:

AB =

ß 1 0 0 0 0

0/?1000
0 0 ß 1 0 0

0 0 0/310
0 0 0 0 ß 1

0 0 0 0 0 0

Cß = [ r_6(/?) r.5(ß) r_A{ß) r_3(/?) r_a(/?) r_i(ß) ]

Die Funktionen r_i(/?)... r^s(ß) sind im Anhang A.l aufgelistet.

Nun müssen die folgenden Lyapunov-Gleichungen gelöst werden:

Aß Leß Aß LCß = -Bß Bß (4.32)

(4.33)

Die Theorie [Franc87] besagt nun, daß die gesuchte Größe a(ß) sich

aus dem folgenden Eigenwert-Problem ergibt:

Aa L0a Aß
— Loh

— —C» C,
Joß Aß oß

Ot(ß) = \J>kmzx{L<rß L0ß) (4.34)

Dabei bezeichnet Amax den größten19 Eigenwert der Matrix LtßLBß.
Die Lösungsmatrizen Le,La der Lyapunov-Gleichungen dienen eben-

19 Die Eigenwerte von LeLo sind reell.
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falls dazu, Rß_ (z) auf eine sogenannte balancierte Zustandsraum-Dar¬

stellung zu transformieren [Silv80, Glov84], was unmittelbar zur

Lösungsfunktion X führt.

Tatsache 4.12

Die Lösung des Optimierungsproblems hat die Allpass-Eigenschaft:

\Rß_(e1*) - Xß(eltfi)\ = konst. = a(ß) (4 35)

Somit ist auch der Betrag der Nachgiebigkeit Ti(s) konstant auf dem

Rand des erlaubten Polgebietes Pß. Da das erlaubte Polgebiet Pß den

Nullpunkt berührt, gilt:

HTiOOHoo =¦= || *„(*) \\n„(D) = &{ß) = |Ti(0)| (4.36)

zum numerischen Ergebnis:
In Abbildung 4.9 ist das Ergebnis a(ß), das aus der numerischen Eigen¬
wertbestimmung Gl. (4.34) folgt, graphisch dargestellt.

Die folgenden Schlüsse lassen sich daraus ableiten:

Erkenntnis 4.13

Das Optimum 6t(ß) ist eine monoton abnehmende Funktion von ß und

strebt für ß —* 1 gegen 0! Für die ursprüngliche Problemstellung 1 (b),
die ohne den Parameter ß lebt, bedeutet dies, daß man eine Folge von

intern stabilisierenden Reglern Cj(s) konstruieren kann, so daß die zu¬

gehörende worst-case Nachgiebigkeit \\ Tij ||oo beliebig klein wird. Dte

Kenntnis der Funktion ot(ß) tn Abbildung J,.9 kann dazu verwendet wer¬

den, das closed-loop Polgebiet, das zum Erreichen einer gewissen worst-

case Nachgiebigkeit notwendig ist, abzuschätzen. Eine kleine worst-case

Nachgiebigkeit bedeutet automatisch, daß einige Systempole weit links in

der s-Ebene hegen20.

Bemerkung 4.14 zur Ordnung des resultierenden Reglers C

Bei der Rückwärtsberechnung X i—* Q >—- _Vi—? Ti i—? C treten

Pol/Nullstellen-Kürzungen auf. Diese Kürzungen können numerisch

extrahiert werden. Der resultierende Regler C hat Ordnung 3 und

die Nachgiebigkeit T\ (closed-loop) hat somit Ordnung 3 + 4 = 7.

Die Pol/Nullstellen-Kürzungen beim Rückwärtseinsetzen sind in

20 siehe Tabelle in Anhang A.2.
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Abbildung 4.9: Numerische Auswertung der Funktion ä(ß)

[Lime86, Lime88] untersucht worden. In jüngster Zeit sind effizientere

Berechnungsalgorithmen für Ji°° -Regelungsprobleme entwickelt worden

[Doy89], die im Zustandsraum basieren und die die umständliche und

numerisch heikle Extraktion von Pol/Nullstellen-Kürzungen völlig ver¬

meiden.

Im Anhang A.2 befindet sich eine Tabelle, in der die worst-case Nach¬

giebigkeit || Ti ||oo und die sich ergebenden closed-loop Pollagen von

Ti(s) für verschiedene Werte von ß aufgelistet sind.

Beispiel 4.15

Ein instruktives Beispiel, das den resultierenden Regler C für ß = 0.6

zeigt, befindet sich im Anhang A.3.
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4.6 Passive Regelungen

Es wurde schon mehrmals betont, daß ein Interesse an der passiven

Regelung mechanischer Systeme besteht. Ein passiver Regler C(s)
kann sogar durch mechanische Netzwerke von positiven Massen, posi¬
tiven Federn und positiven Dämpfern realisiert21 werden. Beim Modell¬

problem Seite 70 liegt dann eine passive Regelung vor, falls die Funk¬

tion —s~1C(s) positiv reell ist22. Die Schar von Reglern Cß(s),
die in dem vorigen Abschnitt als 7i°° Kompromiss-Lösungen hervor¬

gingen, sind nicht passiv und teilweise sogar instabil im Open-loop.
Dies ist nicht verwunderlich, denn die Passivität wurde in der bisherigen

Problemstellung nicht explizit verlangt. Daher wäre es interessant, das

Optimierungsproblem 1 Seite 73 durch eine Nebenbedingung so zu modi¬

fizieren, daß nicht mehr alle stabilisierenden Regler C G S(P) zuge¬

lassen sind, sondern nur noch diejenigen, die passiv sind.

Problem 4.16

Welcher passiver Regler löst das folgende Optimierungsproblem?

inf. ||7\(C,*) |U
C passiv

Dieses Problem ist leider zur Zeit ungelöst — es ist Gegenstand
meiner aktuellen Forschung. Weder eine analytische Lösung noch ein

numerisches Verfahren zur Lösung sind dem Autor zur Zeit bekannt.

Bekannt ist hingegen eine untere Schranke für das Optimum von Pro¬

blem 4.16:

inf. || Ti(C,5) IU > 1

G passiv

Diese Schranke ergibt sich auf triviale Weise, wenn der statische Fall

21
z.B. Netzwerksynthese nach Darlington.

22 Der Vorfaktor —s_1 bedarf einer Erklärung: Die Polarität der Rückführung beim

Modellproblem ist +. Daher erscheint ein — Vorzeichen beim Regler. Es ist leicht

zu überprüfen, daß die Regelstrecke P des Modellproblems die Eigenschaft aufweist,
daß die Funktion s ¦ P(s) positiv reell ist (s. Bemerkung 3.8). Dieser Faktor s wird

durch s im Regler kompensiert. Falls — s • C(s) positiv reell ist, so weist der ge¬

schlossene Kreis automatisch keine instabilen, aber möglicherweise noch grenzstabile
Pole auf. Es ist aber leicht möghch, die Bedingung eines passiven Reglers zu ver¬

schärfen, so daß keine grenzstabilen Pole mehr auftreten können.
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d.h. s = 0 betrachtet wird23.

Es wird im folgenden kurz skizziert, wieso das scheinbar harmlos

aussehende Problem 4.16 so vertrackt ist. Alle Optimierungsprobleme
in Ti.00, die bis heute gelöst24 sind, weisen konvexe 'sublevel sets' auf

[Helt87, Boyd90]. Es kann jedoch gezeigt werden, daß Problem 4.16 meht

konvexe sublevel sets aufweist. Diese Andeutung soll genügen, um den

Schwierigkeitsgrad von Problem 4.16 zu belegen.

In Anbetracht der Tatsache, daß passive Regelung für viele An¬

wendungen sehr sinnvoll ist, werden in den folgenden beiden Unter¬

abschnitten Problemstellungen untersucht, die mit dem ungelösten
Problem 4.16 in einem Bezug stehen. Im Unterabschnitt 4.6.1 geht es

um PD-Regler. Dies sind spezielle passive Regler, die in der Praxis

häufig eingesetzt werden. Das ungelöste Optimierungsproblem 4.16, das

in einem Funktionenraum gestellt ist, wird ersetzt durch eine numerische

Optimierung über zwei Parameter p und d. Unterabschnitt 4.6.2 steht

ebenfalls in einem Bezug zum ungelösten Problem 4.16. Anstelle des

breitbandigen || • Hoo-Optimalitätskriteriums wird eine schmalbandige
Tilgungsbedingung gefordert.

4.6.1 PD Regler

Sei

CpdT(s) = -P-d 1±± (4.37)
1 + TS

mit p > 0, d > 0 und 0 < r < 1 (4.38)

Im folgenden wird CpdT(s) einfach als „PD-Regler" bezeichnet. Es

wird nun gezeigt, daß dieser Reglertyp ziemlich ungeeignet ist, um der

Forderung nach einer uniform niedrigen Nachgiebigkeit |Ti(?w)| gerecht
zu werden. Die Freiheit, die die Parameter p,d,T bieten, reicht nicht

aus, um hohe Anforderungen an die dynamische Nachgiebigkeit Ti zu

stellen.

24444Serieschaltung zweier Federn cg^^^ — c= \ und cj^e„ier > 0 wegen der ge¬

forderten Passivität des Reglers.
24

Analytisch gelöst sind H°° -Probleme mit Kreisscheiben als sublevel sets, wie z.B.

das model-matching Problem. Andere H°° -Probleme, d.h. solche mit allgemeineren
konvexen sublevel sets, können numerisch gelöst werden, so z.B. das multi-disc Prob¬

lem [Boyd90].
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Im Gegensatz zum Problem 1 (b) Seite 73, bei dem die Optimierung

sich über die „riesige" Menge S(P) aller stabilisierenden Regler er¬

streckte, soll nun nur noch über die „winzige" Teilmenge aller PD-Regler

optimiert werden:

min ||Ti(*,pId)r)||00 (4.39)
p,d,T

Die Optimierung läuft über drei Parameter, wobei die Ungleich¬
heiten (4.38) zu berücksichtigen sind. Es gibt keine Theorie über die

Eigenschaften und die Lösung(en) dieses Optimierungsproblems. Es gibt
nicht einmal vernünftige numerische Algorithmen, mit denen dieses

Problem effizient gelöst werden könnte. Da die Strecke P und der Reg¬

ler Cpdr(s) niedrige Ordnungen aufweisen, bleibt nur noch ein "brüte

force" Weg über zwei verschachtelte numerische Optimierungen übrig.
Die "high level" Optimierung läuft über die Variablen p,d und r, wobei

gemäß Gl. (4.38) nur eine Teilmenge aus R3 zugelassen ist. Jede Aus¬

wertung der "high level" Zielfunktion erfordert bereits einen Aufruf

der "low level" Optimierung25 über u. Dabei können lokale Extrema

auf beiden Stufen auftreten. Zudem muß die "high level" Optimierung
mit einer nicht glatten Zielfunktion kämpfen, da die || • Hoo-Norm nicht

differenzierbar ist.

Der enorme Rechenaufwand, der für die numerische Lösung dieses

Optimierungsproblems erfordert ist, kann etwas reduziert werden indem

der Parameter r „ausgeblendet" und auf Null gesetzt wird26. Das ver¬

einfachte Optimierungsproblem lautet dann:

&PD := min ||Ti(«,p,d)||oo (4.40)
p, d > 0

Dieses Problem wurde numerisch gründlich untersucht. Abbildung 4.10

zeigt einige approximative Niveaulinien von || Ti ||oo in der (p,d)-
Ebene. Als approximative Lösung von (4.40) wurde ermittelt:27

25 In jüngster Zeit sind brauchbare Algorithmen zur Berechnung der || • ||oo-Norm
entwickelt worden [Boyd88]. Dabei wird nicht über die w -Achse optimiert, sondern

der Wert der Norm wird von beiden Seiten iterativ eingekesselt.
26 Die Bedingung der internen Stabilität sei für den Moment gelockert. Nachträglich

kann der Parameter r wieder auf einen kleinen Wert c gesetzt werden.

2T
"high level": Matlab Optimierungsroutine NELDER (Nelder-Mead Simplex Al¬

gorithmus), "low level": Algorithmus von [Boyd88],
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p « 0.7444

d « 2.0478

aPD » 2.3438 (4.41)

Erkenntnis 4.17

Es gibt keine PD-Regler, die beim Modellproblem eine behebig

kleine worst-case Nachgiebigkeit ergeben. Die bestmögliche worst-case

Nachgiebigkeit, die mit diesem Reglertyp erreicht werden kann, hegt

enttäuschend hoch28.

28 mehr als doppelt so groß wie der Wert der Verbindungsfeder c
"
— 1 zwischen

den Massen m_, mi.
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contour plot

0.7 0.8 0.9

Koeffizient P

1.2

Abbildung 4.10: Niveau-Linien der worst-case

Nachgiebigkeit || TliPd(s) H«, = {2.5,2.75,3} in der (p,c.)-Ebene. Die

Niveau-Linien wurden approximativ bestimmt durch Auswerten der

Funkion || Ti)P<_(s) ||oo auf einem Gitternetz von 100 x 100 Punkten.

Das Optimum (p, d) ist mit x gekennzeichnet.
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10i
Amplitudengang der Nachgiebigkeit Tl, "pd-optimal"

Abbildung 4.11: Amplidudengang der Nachgiebigkeit |_TiiPCj(»w)| bei op¬

timaler Einstellung des PD-Reglers, d.h. p = p, d — d. Es gibt also keine

Parameterwerte (p, d). die eine uniform tiefere Nachgiebigkeit ermög¬
lichen. Auffällig ist der extrem flache Frequenzgang bei niedrigen Fre¬

quenzen, der ein wenig an die All-Pass Eigenschaft der 7i°°-Optimalität
erinnert.
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4.6.2 Tilgungsstellen

Wie schon erwähnt, gibt es zur Zeit kein Lösungsweg für das „breit¬

bandige" Optimierungsproblem 4.16 Seite 94. Daher ist es naheliegend,
zu untersuchen, ob eine schmalbandige Version von Problem 4.16 er¬

folgversprechender ist. In der Tat wird sich im herausstellen, daß das

folgende Problem sehr elegant lösbar ist:

Problem 4.18

Gibt es passive Regler C, sodaß die Nachgiebigkeit Ti die folgenden

Tilgungsbedingungen erfüllt?

Ti(iw.) = 0 für j = 1,2,...,/ (4.42)

wobei £ Tilgungsfrequenzen w; vorgeschrieben sind.

Wo sind die Gemeinsamkeiten und wo sind die die Unterschiede

zwischen dem Problem 4.18 und dem Problem 4.16 von Seite 94? Beim

jetzigen Problem 4.18 spielt der Wert von || Ti H«. überhaupt keine

Rolle, d.h. es wird nicht gefordert, daß |Ti(iw)| uniform klein ist

für alle Frequenzen w, sondern die Frequenz ist „eingefroren" auf

den £ vorgeschriebenen Werten u>}. Zudem ist Problem 4.18 nicht als

Optimierungsaufgabe formuliert, sondern als Frage nach der Existenz

von passiven Reglern, die bei den festen Frequenzen w} null Nachgiebig¬
keit erreichen.

Es ist interessant, daß sich Problem 4.18 lösen lässt, im Gegensatz
zu Problem 4.16. Noch interessanter ist die Lösung selbst:

Aussage 4.19

Problem 4-18 hat stets Lösungen C, auch bei beliebig vielen Tilgungs-

frequenzen u:, j = 1,2,.../ < oo. Die ri°°-Theorie führt zu einer

Parametrisierung der Lösungsmenge { C }.

Es folgt nun eine kurze Beweisskizze dieser Behauptung. Die

Tilgungsbedingungen Gl. (4.42) können mit Hilfe von Gl. (4.9) Seite 75

auf die folgenden £ Interpolationsbedingungen bezüglich dem Regler um¬

geschrieben werden:

C{iuj) = 1 - w2 (4.43)

Beim Modellproblem gilt:

passive Regelung •<=>• C(s) := —s-1 C(s) positiv reell
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Dies führt auf ein Äand-Interpolationsproblem für die Funktion C(s):
Gibt es positiv reelle Funktionen C(s), die in den Punkten iujj die

folgenden Funktionswerte /; annehmen?

C(iLüj) = fj := l-XX±i (4.44)
u>j

Man bemerke, daß der Realteil der Funktionswerte /; null ist. Durch die

folgende klassische Beziehung

S = ?—£ (4.45)
1 + C

wird die Menge der positiv reellen Funktionen C(s) auf die Menge

{S G 7i°° I \\S ||oo < 1} abgebildet. Nun kann ein Lemma über

Nevanlinna-Pick Rand-Interpolation angewendet werden.

Lemma 4.20 [Ball90, Seite 461]
Es seien 2£ komlexe Zahlen mit Betrag 1 gegeben

Zi,...,Zt, Wi,...,Wt

wobei die zi,... ,zi gegenseitig verschieden sind. Dann gibt es stets ratio¬

nale Funktionen g(z), die keine Pole in der Einheitskreisscheibe D auf¬
weisen und die Beschränkung

IM|oo< 1

sowie die Interpolationsbedtngungen

g(zj) = Wj für 1 <j < £

erfüllen.

Zur Parametrisierung der Lösungsmenge wird ebenfalls auf [Bali_90]
verwiesen. Soviel zur Beweisskizze von Aussage 4.19.

In einfachen Fällen, wo z.B. nur eine Tilgungsfrequenz vorgeschrieben
ist, kann ein passiver Regler auch mittels eines Ansatzes gefunden wer¬

den.

Beispiel 4.21

Es sei eine einzige Tilgungsfrequenz bei wi = 0.5 vorgeschrieben. Nun

wird die folgende Funktion C(s) betrachtet:

28s4 + 32s3 + Ils2 + 5s + 1

c(s) =

(27TT?
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Es soll im Moment nicht stören, daß C(s) nicht proper ist. Es kann leicht

verifiziert werden, daß C(s) :— —s_1 C(s) positiv reell ist:

Abbildung 4.12 zeigt das mechanische Äquivalent des Reglers C. Die

Aus-
-r

lenkung z 1

3
y physikalischer

„ \ Ersatz eines
mA>0 \4

/ passiven

Reglers
d>0 I c

Stör¬

kraft w

Abbildung 4.12: Eine passive Regelung

zugehörigen Parameter lauten: m3 = 7, m.4 = 1, c2 = 1, c3 = 0.25 und

d=l. Um zu zeigen, daß die Tilgungsbedingung bei wi = 1/2 erfüllt

ist, kann Ti(s) nun explizit berechnet werden:

Ti(s)
(4s2 + 1) (8s2 + 9s + 2)

32s6 + 36s5 + 48s4 + 45s3 + 14s2 + 5s + 1

Dies ist nur als ad hoc Beispiel zu verstehen; es gibt unendlich viele

passive Regler, die die geforderte Tilgungsbedingung erfüllen.

Es wäre klug, die verbleibende Freiheit in C zu nützen, um den Ver¬

lauf von |Ti(iw)| auch zwischen den Tilgungsstellen unter einer gegebe-
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nen Schranke zu halten. Dies wäre eine Erweiterung des ungelösten
Problems 4.16. Es besteht die folgende Vermutung:

Vermutung 4.22

Je mehr Ttlgungsfrequenzen bei einer passiven Regelung gefordert wer¬

den, umso höher ist || T\ ||oo, siehe Abbildung J,. 13.

3

M
60

Sb
.c

I
\ /

: - \ /

drei Tilgungsstellen

zwei Tilgungsstellen

eine Tilgungsstelle

CO, CO. co3 Frequenz co

Abbildung 4.13: Beispiel zur Vermutung 4.22

Hingegen können bei einer aktiven Regelung beliebig viele Tilgungs¬
frequenzen bei gleichzeitiger beliebiger Begrenzung von || Ti ||oo erreicht

werden.
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4.7 Trade—offs zwischen Steifigkeiten
an verschiedenen Stellen

der mechanischen Struktur

Bei der Regler-Synthese steht man oft vor dem Dilemma, daß mehrere

closed-loop Anforderungen gleichzeitig zu erfüllen sind, die in einem

Konflikt zueinander stehen In Abschnitt 4.5 wurde der Konflikt

zwischen einer kleinen worst-case Nachgiebigkeit || T\ ||oo und der

Beschränkung des erlaubten closed-loop Polgebietes untersucht. In

diesem Abschnitt geht es um einen neuen Konfliktstoff! Es wird eine zu¬

sätzliche unbekannte Störkräfte vi mitberücksichtigt, die an der oberen

Masse m2 angreift. Die dynamische Nachgiebigkeit der oberen Masse

m2 wird mit T2 := H32 bezeichnet. In diesem Abschnitt geht es nun

darum, die folgende Aussage quantitativ zu erfassen.

Aussage 4.23

Beim Modellproblem ist es unmöglich, stabilisierende Regler C zu

finden, mit der Eigenschaft, daß die worst-case Nachgiebigkeit || Ti ||oo
an der unteren Masse mi und die worst-case Nachgiebigkeit \\ T2 ||oo
an der oberen Masse m2 simultan beliebig klein werden.

Hingegen gibt es stabilisierende Regler, mit der Eigenschaft, daß ent¬

weder || T\ Uoo oder || T2 H^ beliebig klein wird.

Die beiden Extremfälle lauten:

|| Ti ||oo = 0 =>

II T2 II«, = 0 =>

Zudem gibt es in diesen beiden Extremfällen keine zugehörigen Regler C,
die intern stabilisierend sind. Es wäre interessant, die Grenze zwischen

den beiden Extremfällen auszukundschaften:

Problem 4.24

Gegeben sei eine Schranke g > 0 für || T2 ||oo • Minimiere || T\ ||oo
unter den Nebenbedingungen, daß || T2 ||oo < g und daß der zugehörige

Regler C intern stabilisierend ist.

r2||oo = II -s2--1

TlHoo = II
1

s2 + 1

Es ist leider bis jetzt unmöglich, Problem 4.24 analytisch zu lösen 29

29 Problem 4.24 ist ein sogenanntes multi-disc Problem. In jüngster Zeit wurde ein



4.7. TRADE-OFFS ZWISCHEN Tx UND T2 105

da es sich um ein Schnittmengenproblem in Funktionenräumen handelt.

Das folgende Ersatzproblem stellt einen Ausweg dar:

Problem 4.25

Definiere eine diagonal gewichtete Nachgiebigkeitsmatrix Wg(s)
gemäß Abbildung 4.14. Dabei bezeichnet Ti2 :— Hi2 und T-_i := H3i
die „Kreuznachgiebigkeiten30" zwischen vi und z resp. y und w. Be¬

trachte nun das folgende Optimierungsproblem31:

inf

Ti zulässig

\ Q2Ti Tu 1

[ T12 y2 t2 l

We(8)

gewichtete fo
^
7" T

Nachgiebigkeits-
matrix

W(s) Un p-y

wl

W2
verallgemeinerte Strecke

? f r-l
w

-

(Pn Pn)
{p2i pj

y>
£~—<Q-£

Regler
C

•mt

Abbildung 4.14: Gewichtung von Ti und T2.

Die || • Hoo-Norm von matrixwertigen Ubertragungsfunktionen ist

definiert durch den größten Singularwert entlang der iw-Achse:

|| W II«, := sup amax{W(iu))

numerisches Lösungsverfahren 'QDES' dafür vorgestellt [Boyd90].
30

Bemerke, daß T21 = T12 wegen der Reziprozität der mechanischen Strecke.
31 Aus T_ folgt ein-eindeutig T2 und T_2 .
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Um Problem 4.25 zu lösen, wird im wesentlichen die gleiche Methodik

wie in Abschnitt 4.5 verwendet, d.h.:

• Transformation auf ein model-matching Problem.

• Transformation auf ein "4-Block" Problem. Dies ist im

wesentlichen eine Matrix-Verallgemeinerung des Nehari Problems.

• Lösen des "4-Block" Problems.

Da diese Schritte in der Pi°° -Literatur bestens dokumentiert sind

[Franc87], wird hier nur auf den ersten Schritt näher eingegangen. Ent¬

scheidend für die Lösbarkeit des model-matching Problems ist, daß die

Übertragungsmatrizen Tb(iu>) und Tc(iui) des model-matching Prob¬

lems einen konstanten Rang für alle 0 < w < oo aufweisen [FRANC87].
Es ist leicht zu zeigen, daß diese Rangbedingung beim Problem 4.25

verletzt ist. Die Folge davon ist, daß die Lösung Ti des Optimierungs¬

problems nicht zulässig im Sinn der Definition 4.1 ist. Es gibt drei

Möglichkeiten, um dieses Problem zu umgehen:

• Die Bedingung der internen Stabilität kann temporär gelockert
und erst nachträglich auf der Ebene des model-matching Prob¬

lems wieder angepasst werden. Diese Technik wurde auf Seite 82

bereits benützt.

• Der Einfluß von Sensor- und/oder Aktuatorrauschen kann explizit
in das Optimierungsproblem eingebettet werden. Dazu müssten

weitere Gewichtungsfaktoren resp. Gewichtungsfunktionen einge¬
führt werden.

• Das erlaubte closed-loop Polgebiet könnte eingeschränkt werden.

Dieser indirekte Weg wurde in Abschnitt 4.5 bereits benützt.

Der Einfachheit halber wird hier der erste Weg eingeschlagen. Die Be¬

dingung der internen Stabilität wird nun provisorisch gelockert und

erst nach dem Optimierungsprozess wieder verschärft. Das zugehörige

model-matching Problem kann z.B. wie folgt erhalten werden. Betrachte

den Regler

C(s) = -1 -2s
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Die zugehörige Nachgiebigkeit Ti(s) lautet:

s2 + 2s + 2
Ti(s)

(s2 + s + l)2 s

1_
_

1_ J2_
_

_2_
2

~

c4 + «6 fi7 + •••

S-4 S° S'

#0

Es soll im Moment nicht stören, daß die letzte Interpolationsbedingung
verletzt wird. Für diese Wahl von Ti ergibt sich die gewichtete Nach¬

giebigkeitsmatrix WQ =: _Ta zu:

r „2

Ta(s) :=

g2 (s2 + 2s + 2)

(s2 + s + l)2

1

(«J + S + 1)2

e~
2
(s2 + 1)

(s2 + s + l)2 (s2 + s + l)2

Das model-matching Problem weist die folgende Form auf:

Ta - TbQTcot(g) :— inf

= ^(*)

mit Ta G "W^a- T* ^ K^i und Tc e "^^2- Nun müssen nur noch

die Übertragungsmatrizen Tb und Tc definiert werden, wobei darauf zu

achten ist, daß der Rang von Tb(iuj) und Tc(i-j) konstant ist für alle

0 < w < oo. Eine mögliche Wahl ist:

Tc(s):=T'b(s):--
Q-Xs2+l) 1

[ (s + l)2 (s + l)2

Falls Q die Menge 7ii°xl durchläuft, so weist

We = Ta - TbQ Tc

die Eigenschaft auf, daß die 4 ersten Interpolationsbedingungen
Gl. (4.12) von Ti erfüllt sind.

Abbildung 4.15 zeigt die Lösungsmenge, die durch Variation des

Gewichtungsfaktors g entsteht.

Ein großer Wert von g bewirkt, daß || Ti Uoo klein wird zu Lasten eines

großen Wertes von || T2 ||oo • Ein kleiner Wert von g bewirkt genau das

Gegenteil, d.h. || _T2 ||oo ist „privilegiert" gegenüber || Tx ||oo.
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Erreichbare Kompromisse

12 3 4 5 6

worst-case Nachgiebigkeit IIT 1 ll_infinity

Abbildung 4.15: g y-> (|| Ti ||oo,||T2 H«,). g läuft von 0.35...2. Alle

Punkte oberhalb der gezeichneten Grenzkurve stellen erreichbare Kom¬

promisse dar.

Beispiel 4.26

Sei g = 0.95. Als numerische Lösung wurde ermittelt:

|| W,=o.95 IU = ä(0.95) « 1-7028

|| fiHoo* 1.562, || f. ||oo « 1-537

Der zugehörige Regler lautet:

*,, ,
-1.5368s3 + 0.6490s2 - 2.5368s - 1.1543

C(s) tv
v ;

-1.5368s+ 0.6490

Wie erwartet, ist dieser Regler nicht proper und somit nicht sta¬

bilisierend im strengen Sinn der Definition. Wie auf Seite 82 gezeigt,
müsste der zugehörige Parameter Q £ 7i°° „abgeflacht" werden zu

einem Q£ t= 7i°°. Die Grenzkurve, die in Abbildung 4.15 angegeben
wurde, kann nicht erreicht, sondern nur beliebig nahe approximiert wer¬

den mit stabilisierenden Reglern.
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4.8 Zusammenfassung des Kapitels 4

Im Mittelpunkt von Kapitel 4 steht die folgende primäre Anforderung,
die an die Regelung von Magnetlagern gestellt wird: „Die dynamische

Nachgiebigkeit von magnetgelagerten Maschinenteilen, die einer un¬

bekannten dynamischen Störkraft unterworfen sind, sollte bei jeder Fre¬

quenz einen vorgeschriebenen Wert nicht überschreiten."

Stellvertretend für die Magnetlagerung eines elastischen Maschinen¬

teils wird ein Modellproblem an einem 2-Massen-Schwinger definiert

Durch Anwenden von 7i°° -Standardtechniken werden die folgenden
Punkte gezeigt:

• Eine beliebig kleine worst-case Nachgiebigkeit ^ 0 kann erreicht

werden, falls eine entsprechend große Regler-Bandbreite und Ver¬

stärkung zur Verfügung gestellt wird.

• Mit passiven Reglern, wie z.B. PD-Reglern, kann keine beliebig
kleine worst-case Nachgiebigkeit erreicht werden.

• Um Regler mit realistisch hoher Verstärkung zu finden, können mit

ri°° -Techniken trade-offs zwischen der worst-case Nachgiebig¬
keit und der Beschränkung des erlaubten closed-loop Polgebietes
berechnet werden.

• Die worst-case Nachgiebigkeiten an zwei verschiedenen Stellen der

magnetgelagerten Struktur können nicht simultan beliebig klein

sein. Auch hier wird gezeigt, wie mit Ti00 -Techniken Kompromisse
berechnet werden können.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und

Ausblick

An dieser Stelle werden die Problemstellungen, die Ergebnisse und die

offenen Probleme der vorliegenden Arbeit noch einmal kurz zusammen¬

gefasst und bewertet.

Es werden die folgenden zwei Problemstellungen, die bei der Regelung
elektromagnetisch gelagerter Maschinenteile auftreten, behandelt:

• Das Problem der Anwendbarkeit der passiven Regelung mecha¬

nischer Systeme.

• Das Problem der Störunterdrückung von unbekannten dynamischen

Kräften, die an einem geregelten mechanischen System angreifen.

Das Konzept der passiven Regelung mechanischer Systeme ist weitver¬

breitet. Es wurden jedoch bisher wenig Überlegungen angestellt, wo die

Grenzen dieses Konzeptes liegen. Die vorliegende Arbeit zeigt einige
dieser Grenzen auf. So kann beispielsweise dieses Konzept bei zeit¬

diskreter Regelung grundsätzlich nicht mehr das einhalten, was man sich

von ihr verspricht, nämlich eine „Garantie" für die Stabilität des closed-

loops. Die Passivität der Regelstrecke geht verloren durch die Operatio¬
nen „Abtasten und Halten", unabhängig davon, wie klein die Abtast¬

zeit gewählt wird. Es wird eine strukturelle Aussage über die Pol/Null-

111
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stellen-Verteilung abgetasteter Lpr-Systeme hergeleitet. Die Brauch¬

barkeit dieses Resultates beim zeitdiskreten Reglerentwurf ist zur Zeit

noch offen. Eine zweite Grenze der Anwendbarkeit passiver Regelun¬

gen wird aufgezeigt: Falls hohe Anforderungen an die Störunterdrückung
unbekannter dynamischer Störkräfte gestellt werden, so ist eine aktive

Regelung einer passiven weitaus überlegen. Dies stellt das Bindeglied
zur zweiten Problemstellung dieser Arbeit dar. Es wird versucht, mit

bekannten Werkzeugen der W00-Theorie die erreichbare „Performance"
von Regelungen zu bestimmen. Anforderungen, die in einem Konflikt

zueinander stehen, werden aufgezeigt. Durch Einbettung in ein Ti00-

Problem gelingt es, eine Schar von Kompromiss-Lösungen zu berechnen.

An verschiedenen Stellen der vorliegenden Arbeit sind Probleme auf¬

getaucht, die nicht oder bis jetzt nur teilweise gelöst worden sind.

So ist in Kapitel 3 Seite 65 eine Vermutung über die Struktur

von Czoh -transformierten positiv reellen Funktionen aufgestellt worden,
deren Beweis noch aussteht. Für den Spezialfall von verlustlos positiv
reellen Funktionen ist die Vermutung bewiesen.

In Kapitel 4 Seite 94 ist ein Optimierungsproblem im Zusammenhang
mit der passiven Regelung ungelöst geblieben. Dieses Problem wird zur

Zeit vom Autor näher behandelt. Ebenfalls wurde Seite 103 eine unbe¬

wiesene Vermutung im Zusammenhang mit Tilgungsstellen aufgestellt.

Die vorliegende Arbeit könnte insofern ausgebaut werden, daß in

der Fallstudie von Kapitel 4 auch Aspekte der Robustheit berücksichtigt
würden.

Die experimentelle Seite der Magnetlagerung müßte vermehrt Auf¬

schluß liefern, welchen closed-loop Anforderungen welche Bedeutung
zukommt. An welchen Stellen eines Magnetlagersystems sind welche

Störungen zu erwarten, und an welchen Stellen ist der Einfluß dieser

Störungen in welchem Sinn klein zu halten? Sobald diese Fragen von der

praktischen Seite besser abgeklärt sind, kann die 7i°° -Methodik dazu

verwendet werden, Konflikte zwischen Entwurfszielen zu quantifizieren
und trade-offs zu finden.
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