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K urzfassung

Zu Beginn der achtziger Jahre wurde ein neuer, iterativer Algorithmus
zur Lösung großer Anfangwertprobleme, wie sie etwa bei der Simula¬

tion elektrischer Schaltkreise auftreten, entwickelt. Dieser Algorithmus,
der Waveform-Relaxation-Algorithmus genannt wurde, war besonders

für den Einsatz auf Parallelrechnern geeignet. Ausgehend von einer

Anfangsnäherung der Lösung wird bei diesem Algorithmus ein großes
Anfangswertproblem in viele kleine Teilprobleme zerlegt, die dann auf

mehreren Prozessoren eines Parallelrechners gleichzeitig gelöst werden,
wodurch man eine neue, genauere Näherungslösung erhält. Mit dieser

neuen Näherung löst man nun die Teilsysteme erneut. Diese Iteration

bricht man ab, wenn sich keine deutlichen Änderungen zweier aufein¬

anderfolgender Näherungslösungen mehr zeigen.

In der vorhegenden Arbeit wird ein neuer Algorithmus vorgestellt, der

Multisplitting-Algorithmus genannt wird und der als eine Erweiterung
des oben erwähnten Algorithmus betrachtet werden kann. Bei dieser

Erweiterung erlaubt man, daß die Teilsysteme, in die das Anfangswert¬

problem aufgespalten wird, überlappen dürfen, was beim Waveform-

Relaxation-Algorithmus nicht möglich war. Durch geeignete Wahl ei¬

niger Parameter erhält man als Spezialfall den Waveform-Relaxation-

Algorithmus. Der Multisplitting-Algorithmus wird in der vorhegenden
Arbeit eingeführt und untersucht.

Nach der Definition des Verfahrens wird die Konvergenz des Multisplit¬

ting-Algorithmus nachgewiesen. Sowohl bei exaktem Lösen der Teil¬

systeme als auch bei Einsatz eines numerischen Integrationsverfahrens
zur Bestimmung der numerischen Lösung der Teilsysteme, wird die Kon¬

vergenz für gewisse Problemklassen bewiesen. Weiterhin wird in einem
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Vergleichssatz gezeigt, daß ein Überlappen der Teilsysteme keine lang¬
samere Konvergenz zur Folge hat. Durch einige numerische Beispiele
wird verdeutlicht, daß man bei überlappenden Teilsystemen eine deut¬

lich schnellere Konvergenz erhält. Dabei wurden die numerischen Tests

sowohl auf einem seriellen Rechner als auch auf einem Parallelrechner

durchgeführt. Die Beschleunigung, die bei Einsatz mehrerer Prozesso¬

ren erreicht werden konnte, zeigt, daß der Multisplitting-Algorithmus
besonders für den Einsatz auf Parallelrechnern geeignet ist.



A bstract

In the early eighties a new iterative algorithm for solving large initial

value problems that arise in the Simulation of electrical circuits was in-

troduced. This algorithm was called Waveform-Relaxation-Algorithm
and was specially designed for implementation on a parallel Computer.

Starting with an initial approximation to the Solution, the problem is

split into several Subsystems that can be solved in parallel and whose

Solution yields a better approximation to the Solution of the original pro¬

blem. Using this new approximation the Subsystems are solved again
until convergence is achieved.

In this thesis a new algorithm titled Multisplitting Algorithm is intro-

duced which can be regarded as ah extension to the above mentioned

waveform-relaxation-algorithm. We allow the Subsystems into which

the problem is split to overlap. Using a special setting of the Parame¬

ters one recovers the waveform-relaxation-algorithm. In this thesis the

multisplitting algorithm is defined and studied.

After defming the algorithm we will show the convergence of the multi¬

splitting algorithm if the Subsystems are solved exactly and if a numeri-

cal Integration method is used for solving the Subsystems. Furthermore

we will present a comparison theorem which states that the rate of con¬

vergence does not decrease if we allow the Subsystems to overlap. The

increase of the rate of convergence by using overlapping Subsystems is

demonstrated by various numerical examples performed on a serial and

parallel Computer. The speedups that can be achieved by using several

processors demonstrate the excellent parallelization possibilities of the

multisplitting algorithm.
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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Algorithmus zur Lösung
von Anfangswertproblemen vorgestellt, welche bestimmten Bedingun¬

gen genügen müssen. Da diese Eigenschaften bei Anfangswertproble¬
men auftreten, die elektrische Schaltkreise simulieren, möchten wir uns

in diesem Kapitel zunächst dem Problem der Schaltkreissimulation zu¬

wenden. Ferner werden wir den Waveform-Relaxation-Algorithmus
vorstellen, welcher bereits bei der Lösung solcher Anfangswertprobleme

Anwendung findet und — wie wir später sehen werden — als ein Spe¬
zialfall des in dieser Arbeit vorgestellten Multisplitting-Algorithmus
betrachtet werden kann. Da sowohl der Waveform-Relaxation-Algo-
rithmus als auch der Multisplitting-Algorithmus besonders effizient auf

Rechnern mit mehreren Prozessoren implementierbar sind, wird in die¬

sem Kapitel ebenfalls kurz auf jene sogenannten Parallelrechner einge¬

gangen werden.

1.1 Simulation elektrischer Schaltungen

Bis Anfang der sechziger Jahre wurden Schaltungen aus einzelnen, dis¬

kreten Bauteilen gefertigt. Dies änderte sich in den sechziger Jahren,

als es möglich wurde, mehrere Bauelemente gemeinsam auf einem Silici-

umsubstrat herzustellen. Bis Mitte der achtziger Jahre verdoppelte sich
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die Anzahl der Transistoren pro Chip alle ein bis zwei Jahre, was eine

drastische Verkleinerung der Strukturen auf dem Chip zur Folge hatte.

Entsprechend der Anzahl von Elementen pro Chip spricht man von

Small - (SSI), Medium - (MSI), Large - (LSI), Very Large - (VLSI) und

seit neuestem sogar von Ultra Large Scale Integrated Circuits. Wenn

man bedenkt, daß sich die zur Verfügung stehende Fläche von ungefähr
100mm2 kaum vergrössert hat, und daß auf dieser Fläche bis zu 100000

Bauteile untergebracht sind, läßt sich erahnen, welche Schwierigkeit es

bereitet, ein defektes Bauteil zu lokalisieren.

Beim Entwurf komplexer Schaltungen werden heute in jeder Phase Si¬

mulationen auf dem Computer durchgeführt. In der ersten Phase, in

der das zu entwerfende System definiert wird, testen Programme das

globale Systemverhalten. Dazu gehört zum Beispiel der Test der Al¬

gorithmen zur Warteschlangenabwicklung oder von SpeicherZugriffen.
In der nächsten Entwurfsstufe, der sogenannten Register-Transfer-
Ebene, in der die Systemarchitektur festgelegt wird, testen Programme
die Interaktion von Blöcken, wie zum Beispiel Mikroprozessor und Spei¬
cher. Im nächsten Schritt wird festgelegt, wie diese Blöcke realisiert

werden sollen. Dazu werden die Blöcke in digitale Elemente wie Gatter

oder Flipflops zerlegt, und die so erhaltene logische Schaltung mit so¬

genannten Logik-Simulatoren getestet. Hierbei werden Wahrheitsta¬

feln der Grundelemente unter Berücksichtigung der Laufzeit verknüpft.
Zuletzt werden dann die digitalen Grundelemente durch die Zusammen¬

schaltung von elektrischen Bauelementen wie Transistoren, Kapazitäten
oder Widerständen realisiert. Die so erhaltene Schaltung wird dann mit

sogenannten Schaltkreis-Simulatoren getestet.

Diskrete Schaltungen wurden getestet, indem Messungen an einer Ver¬

suchsschaltung durchgeführt wurden. Dies ist bei integrierten Schaltun¬

gen nicht mehr möglich, da zum einen integrierte Schaltungen zu kom¬

plex sind, um sie mit diskreten Bauelementen nachbilden zu können,
zum anderen parasitäre Nebeneffekte, die durch die enge Nachbarschaft

der Bauelemente hervorgerufen werden, nicht beachtet werden können.

Man bedient sich daher der bereits erwähnten Schaltkreis-Simulatoren,
um die korrekte Funktionsweise integrierter Schaltungen vor der Her¬

stellung zu testen. Diese sind nicht nur sehr genau und sehr schnell, son¬

dern erlauben auch durch einfaches Abändern von Parametern eine ein¬

fache Modifikation der Schaltung. Diese Simulationsprogramme führen

meist die sogenannte Transienten-Analyse durch. Dabei berechnet
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man das zeitliche Verhalten von Spannungen oder Stromstärken an be¬

liebigen Stellen in Abhängigkeit von gewissen Anfangsbedingungen. In

welch großem Umfang diese Programme benutzt werden, sei an einigen
Zahlen erläutert: Bei einem Hersteller integrierter Schaltungen wird das

am Electronic Research Laboratory in Berkeley entworfene Programm
zur Simulation von elektrischen Schaltkreisen "SPICE", mehr als 10000

mal pro Monat aufgerufen. An der University of California in Berke¬

ley selbst zählt man fast 60000 Aufrufe von SPICE jährhch. Newton

schätzt die Kosten für die Analyse eines Schaltkreises mit über 10.000

Transistoren mit dem Simulationsprogramm SPICE2 über ein Zeitin¬

tervall von 1/xs auf einer IBM 370/168 bei Kosten von US$ 1.000,-

pro CPU Stunde auf über US$ 30.000, - [Newt78]. Bei einem anderen

Hersteller werden 70% der Rechenzeit einer IBM 3090 ausschließlich zur

Simulation von Schaltkreisen benutzt.

Die Simulationsprogramme erwarten vom Benutzer die Eingabe einer

Beschreibung des zu simulierenden Schaltkreises, wobei Art und Merk¬

male der Komponenten und ihre Verbindungen untereinander definiert

werden müssen. Aus dieser Beschreibung erzeugt dann das Programm
selbst mit Hilfe der Kirchhoff'sehen Gesetze ein implizites Differential¬

gleichungssystem. Eine Beschreibung, wie die Gleichungen aufgestellt
werden, findet man im Buch von Desoer und Kuh [DeKu69].
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Abbildung 1.1: Lösen der Differentialgleichungssysteme in SPICE
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Nachdem die Differentialgleichungssysteme aufgestellt sind, werden sie

von Simulationsprogrammen wie SPICE oder MOTIS gelöst, wie in Ab¬

bildung 1.1 dargestellt ist. Da die auftretenden Differentialgleichungssy¬
steme meist steif sind, verwendet man implizite Integrationsverfahren,
die ein nichthneares Gleichungssystem liefern. Dieses wird mit dem

Newton-Verfahren iterativ gelöst, wobei dann in jedem Newton-Schritt

ein lineares Gleichungssystem zu lösen ist. Zum Lösen der linearen Glei¬

chungssysteme bieten sich nun direkte Verfahren wie Gauß-Ehmination

oder iterative Verfahren wie Einzel- oder Gesamtschrittverfahren an.

Nachdem Konvergenz des Einzel- bzw. Gesamtschrittverfahrens vor¬

liegt und auch das Newton-Verfahren keine große Änderung zweier auf¬

einanderfolgender Iterationen zeigt, speichert man die erhaltene Lösung
ab und geht zum nächsten Zeitpunkt über. Wir wollen betonen, daß

eine Entkopplung des Differentialgleichungssystems erst auf der Ebene

der linearen Gleichungssysteme stattfindet. Ferner geht man erst dann

zur Berechnung des nächsten Zeitpunktes über, wenn der aktuelle Zeit¬

punkt komplett gelöst ist.

Anfang der achtziger Jahre wurde am Electronic Research Laboratory
in Berkeley ein anderer Zugang gewählt, der sich in den letzten bei¬

den Punkten von früheren Schaltkreissimulatoren unterscheidet, und

der Waveform-Relaxation-Algorithmus genannt wurde.

Der Waveform-Relaxation-Algorithmus wurde erstmals in der Arbeit

von E. Lelarasmee "The Waveform Relaxation Method for Time Do¬

main Analysis of Large Scale Integrated Circuits" aus dem Jahre 1982

vorgestellt. Bei diesem Algorithmus entkoppelt man nicht erst das

lineare Gleichungssystem, sondern bereits das Differentialgleichungs¬
system. Dies bedeutet, daß man den zu untersuchenden Schaltkreis

in Teile, sogenannte subcircuits zerlegt. Man löst dann die subcircuits

und hofft, über diese Lösungen eine Lösung des Gesamtsystems zu er¬

halten. Dabei nimmt man an, daß die Terme, die die Koppelung der

subcircuits untereinander beschreiben, bekannt sind. Dies geschieht,
indem man gewisse Anfangsnäherungen für diese Terme ansetzt. Mit

diesen Termen löst man die subcircuits nun unabhängig voneinander.

Diese Lösungen berechnet man allerdings nicht nur für einen einzigen
Zeitpunkt, sondern über ein ganzes Zeitintervall. Nachdem man alle

Teilsysteme gelöst hat, hat man auch neue Näherungslösungen für die

Koppelungsterme berechnet und kann nun mit diesen neuen Näherun¬

gen für die Koppelungsterme die Teilsysteme erneut lösen. Dies wieder-
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holt man, bis sich kaum mehr Änderungen in den Lösungen ergeben.

Wie bereits erwähnt, besteht zwischen den einzelnen Teilsystemen keine

Abhängigkeit, wenn für die Koppelungsterme die Lösungen der letzten

Iteration eingesetzt werden. Dadurch erhält man die Möglichkeit, die

Berechnung der Teilsysteme zur gleichen Zeit zu berechnen, was auf

einem Parallelrechner, d.h. auf einem Computer mit mehreren Prozes¬

soren, möglich ist.

Darüberhinaus besitzt ein Schaltkreis eine gewisse Lokalität, was be¬

deutet, daß nur gewisse Teile des Schaltkreises zu einem bestimmten

Zeitpunkt aktiv und einer schnellen Änderung ihres Zustandes unter¬

worfen sind, während der Rest des Schaltkreises sich in "Ruhelage"
befindet. Die sich schnell ändernden Komponenten bedingen die Wahl

kleiner Schrittweiten, welche auch für die sich nicht ändernden Kompo¬
nenten benutzt werden müssen. Beim Waveform-Relaxation-Algorith-
mus jedoch können wir für verschiedene Teilsysteme auch verschiedene

Schrittweiten wählen, was sich als weiterer Vorteil des Verfahrens er¬

weist.

Es stellt sich die schwierige und bislang nicht ausreichend zu beantwor¬

tende Frage, wie man den zu simulierenden Schaltkreis aufspalten soll.

Dieser Umstand hat sich für die Anwendung des Waveform-Relaxation-

Algorithmus in der Praxis als großer Nachteil erwiesen. Es erscheint

logisch, daß man eng gekoppelte Elemente nicht trennen darf, da sich

sonst eine zu große Zahl von Iterationen ergeben würde, die man zur

Konvergenz benötigt. Darüber hinaus sollten die entstehenden Teil¬

systeme eine Gestalt besitzen, die ein einfaches Lösen des Differential¬

gleichungssystems des Schaltkreises ermöglichen.

In der vorhegenden Arbeit greifen wir eine Idee auf, die erstmals von

O'Leary und White 1985 in "Multi-Splittings of Matrices and Paral¬

lel Solution of Linear Systems" [01Wh85] zur Berechnung der Lösung
eines linearen Gleichungssystems vorgestellt wurde. Anstatt die im

Problem auftretende Matrix einmal aufzuspalten, verwenden sie eine

Mehrfachzerlegung oder ein Multisplitting der Matrix. Übertragen
auf die Schaltkreissimulation bedeutet dies, daß man den zu simu¬

lierenden Schaltkreis, bzw. das den Schaltkreis beschreibende Dif¬

ferentialgleichungssystem auf verschiedene Arten aufspaltet. Daraus

erhält man mehrere verschiedene Differentialgleichungssysteme, die un¬

abhängig voneinander gelöst werden können, wobei man wiederum da-
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von ausgeht, daß man für gewisse Elemente bereits Näherungslösungen
kennt. Die so erhaltenen, verschiedenen Näherungslösungen werden ge¬

eignet gewichtet, um eine bessere Approximation der Lösung zu erhal¬

ten.

Sowohl beim Multisplitting-Algorithmus, als auch beim Waveform-

Relaxation-Algorithmus wird das Differentialgleichungssystem aufge¬
spalten und man löst die Teilsysteme gleichzeitig. Diese Art von Par¬

allelverarbeitung wurde von Gear in einer 1986 veröffentlichten Arbeit

[Gear86] als "Parallelität über das System" (parallelism across the

system) oder auch als "Parallelität über den Raum" (parallelism
across space) bezeichnet. Eine andere Möglichkeit, mehrere Prozesso¬

ren gleichzeitig zur Lösung von Differentialgleichungssystemen zu be¬

nutzen besteht darin, die Lösung an mehreren Zeitpunkten gleichzeitig
zu berechnen. Man schreitet also nicht, wie sonst üblich, von einem

Zeitpunkt zum nächsten, sondern schreitet in Blöcken von Zeitpunk¬
ten vorwärts, weshalb diese — bereits zu Beginn der 70er Jahre von

Shampine und Watts [ShWa69] untersuchten und von Chu und Ha¬

milton 1987 [ChHa87] verallgemeinerten — Verfahren auch als Block-

Verfahren bezeichnet werden. Diese Möglichkeit, mehrere Prozessoren

zu verwenden, wurde von Gear als "Parallelität über das Verfah¬

ren" (parallelism across the method) oder "Parallelität über die

Zeit" (parallelism across time) bezeichnet. Eine weitere Möglichkeit
für Parallelität über das Verfahren besteht darin, die verschiedenen

Stufen eines Runge-Kutta Verfahrens gleichzeitig zu berechnen. Ver¬

fahren, die diese Möglichkeit nutzen, wurden von Jackson und Norsett

[JaNo90] und anderen untersucht. Weiter sind in der Literatur soge¬

nannte parallele Prädiktor-Korrektor-Verfahren bekannt, die bereits

1967 von Mirankar und Liniger [MiLi67] untersucht wurden. Die Idee

dieser Verfahren ist es, den Korrektor eines bestimmten Zeitpunktes
und den Prädiktor eines anderen Zeitpunktes gleichzeitig zu berechnen.

Wir wollen hier noch die erste, von Nievergelt [Niev64] stammende

und aus dem Jahre 1964 datierende Arbeit erwähnen, die sich mit der

Möglichkeit befaßte, mehrere Prozessoren gleichzeitig beim Lösen von

gewöhnlichen Differentialgleichungen zu verwenden. In ihr beschreibt

Nievergelt einen dem mehrfachen Schießverfahren ähnlichen Algorith¬

mus, der jedoch für praktische Anwendungen nicht geeignet ist.

Eine mathematische Beschreibung des Waveform-Relaxation-Algorith-
mus folgt in Kapitel 2. Dort wird neben anderen Bezeichnungen auch
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das in dieser Arbeit behandelte Problem definiert. Im dritten Kapi¬
tel werden wir den Multisplitting-Algorithmus zur Lösung von linea¬

ren Anfangswertproblemen vorstellen. Ausserdem wird eine Möglichkeit
zur Bildung eines Multisplitting betrachtet, die auf einer — möglicher¬
weise überlappenden — Blockzerlegung der Menge der Komponenten
des zu lösenden Problems basiert. Mit Hilfe des Formelmanipulations-

Programms Maple werden wir an einem kleinen Beispiel eine solche

Mehrfachzerlegung durchführen. Im vierten Kapitel untersuchen wir,

ob, und in welchen Fällen der Multisplitting-Algorithmus gegen die

Lösung des Differentialgleichungssystems konvergiert, unter der Vor¬

aussetzung, daß die auftretenden Teilsysteme exakt gelöst werden. Das

nächste Kapitel befaßt sich mit dem Fall, daß die Teilsysteme mit einem

numerischen Verfahren nur näherungsweise gelöst werden. Im sechsten

Kapitel werden wir zeigen, daß ein Überlappen von Teilsystemen zu

beschleunigter Konvergenz führen kann. Die beiden letzten Kapitel be¬

inhalten schheßhch einige numerische Beispiele sowie die Formuherung
des Multisplitting-Algorithmus für nichtlineare Anfangswertprobleme
gewöhnlicher Differentialgleichungen.

1.2 Parallelrechner

Im vorherigen Abschnitt haben wir erwähnt, daß einer der Vorteile des

Waveform-Relaxation-Algorithmus das parallele Lösen der subcircuits

sei. In diesem Abschnitt wollen wir kurz erläutern, was wir unter einem

Parallelrechner verstehen.

Seit der Entwicklung der ersten Computer zu Beginn der fünfziger Jahre

war man stets bemüht, die Rechenleistung, d.h. die Anzahl der (brauch¬
baren) Ergebnisse pro Zeiteinheit, zu erhöhen. Diese Bemühungen wa¬

ren von großem Erfolg gekürt, verzehnfachte sich die Rechnerleistung
der schnellsten Rechner der jeweiligen Zeit doch etwa alle fünf Jahre.

Dabei konnten Steigerungen primär durch Herabsetzen der Taktraten

der Rechner erzielt werden. Diese Rechner arbeiteten alle seriell, was

bedeutet, daß zu einem bestimmten Zeitpunkt jeweils eine Operation
durchgeführt wurde. Von paralleler Arbeitsweise spricht man im Ge¬

gensatz dazu, wenn zu einem bestimmten Zeitpunkt mehrere Operatio¬
nen durchgeführt werden.
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Die Möghchkeit, mehrere Ergebnisse zur gleichen Zeit zu erhalten,
wurde bereits 1842 von Menabrea entdeckt [HoJe88], jedoch erst zu

Beginn der sechziger Jahre wurde diese Idee bei der Entwicklung von

Rechnern mit mehreren Prozessoren wieder aufgegriffen. Man entwarf

einzelne Prototypen, die in der Lage waren, mehrere Ergebnisse gleich¬
zeitig zu liefern, welche allerdings nie auf den Markt kamen, sondern

meist Forschungseinrichtungen oder Universitäten vorbehalten waren.

Erst Mitte der siebziger Jahre versuchte man gezielt, durch architekto¬

nische Änderungen Rechner zu entwerfen, die mehrere Ergebnisse gleich¬
zeitig hefern konnten. Man wendete sich vom bis dahin dominierenden

Typ des von Neumann-Rechners ab und versuchte, durch das Über¬

lappen von Operationen, eine weitere Leistungssteigerung zu erreichen.

Rechner des von Neumann-Typs gehören zur Klasse der SISD-Rechner

(single Instruction, single data), bei denen immer genau eine Operation
auf einem Datum ausgeführt wird. Die nun entworfenen Rechner, soge¬

nannte SIMD-Rechner (single Instruction, multiple data), führen die

gleiche Operation auf mehreren Daten, etwa den Komponenten eines

Vektors, gleichzeitig aus. Zu dieser Klasse von Rechnern zählen sowohl

die Connection Machine der Firma Thinking Machines Corporation,
die seit 1985 auf dem Markt angeboten wird, als auch die Rechner der

Firma Cray Research. Bereits 1976 lieferte Cray Research den ersten

Vektorrechner, die "CRAY-1", an das Los Alamos Scientific Labora-

tory. Mit Auslieferung dieses Rechners begann die Ära des sogenannten

SuperComputings. Bei den CRAY-Rechnern werden Operationen quasi

gleichzeitig ausgeführt. Dabei bedeutet "quasi", daß eine Operation
in verschiedene Instruktionen oder Stufen zerlegt wird. Die Berechnung
der einzelnen Stufen kann dann für mehrere verschiedene Daten "quasi"

gleichzeitig erfolgen. Die Abarbeitung einer Operation erfolgt also wie

am Fließband, weshalb diese Rechner auch häufig als Pipelinerechner
oder auch als Vektorrechner bezeichnet werden. Wir möchten dabei auf

das bestens bekannte Beispiel der Addition zweier Vektoren verweisen.

Bei einem wahren SIMD-Rechner wie der Connection Machine kann die

Addition zweier Vektoren wirklich parallel ablaufen. Weist man einem

Prozessor jeweils eine Komponente der beiden Vektoren zu, so können

alle Prozessoren gleichzeitig die Summe ihrer Komponente berechnen

und man erhält für jeden benutzten Prozessor ein Ergebnis.

Man ist natürhch bei dieser Art von Rechnern der Beschränkung unter¬

worfen, daß nur die gleiche Operation ausgeführt wird. Bei MIMD-
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Rechnern (multiple Instruction, multiple data) ist man dieser Be¬

schränkung nicht unterworfen. Auf Rechnern dieser Art können ver¬

schiedene Prozessoren unterschiedliche Operationen auf verschiedenen

Daten durchführen. Diese Rechner stellen die allgemeinste Art von

Parallelrechnern dar, und wurden im vorherigen Abschnitt unter dem

Terminus Parallelrechner angesprochen. Nur auf Rechnern dieses Typs

ist eine effiziente Implementierung des Waveform-Relaxation-Algorith¬

mus und des Multisplitting-Algorithmus möglich. Je nach Organisation
des Speichers unterteilt man diese Klasse von Rechnern weiter in soge¬

nannte Rechner mit gemeinsamem Speicher (shared memory) und

Rechner mit verteiltem Speicher (distributed memory). Bei shared

memory-Rechnern haben alle Prozessoren auf einen gemeinsamen Spei¬

cher, das sogenannte global memory, Zugriff. Beim distributed me¬

mory hingegen besitzt jeder Prozessor einen eigenen (kleinen) Speicher,
auch local memory genannt. Jeder Prozessor greift ausschliesslich auf

seinen eigenen Speicher zu.

Auf eine noch genauere Unterscheidung der Rechner, die auf die Verbin¬

dung der einzelnen Prozessoren untereinander ausgerichtet ist, wollen

wir verzichten.

Welche Leistungssteigerungen kann man von den einzelnen Architektu¬

ren erwarten?

Dazu betrachten wir eine Operation, die auf den n Elementen eines

Vektors ausgeführt werden soll. Diese Operation sei in k Stufen zerleg¬

bar, wobei wir der Einfachheit halber annehmen, daß die Berechnung

jeder Stufe die gleiche Zeit, nämlich t Taktzykeln benötige. Ein seriel¬

ler Rechner hat diese Operation nach nkt Takten ausgeführt, während

man bei einem Vektorrechner nach k Zykeln das erste und dann alle t

Taktzykeln ein weiteres Ergebnis erhält. Insgesamt beträgt die Zeit, die

für diese Operation auf einem Pipelinerechner notwendig ist (n — 1 -f k)t
Taktzykeln. Betrachtet man einen SIMD-Rechner wie die Connection

Machine oder einen MIMD-Rechner, kann man — genügend viele Pro¬

zessoren vorausgesetzt — alle n Ergebnisse gleichzeitig berechnen. Dem¬

nach wäre auf einem solchen Rechner die Operation also bereits nach

kt Taktzykeln ausgeführt. Die Steigerung beträgt bei Vektorrechnern

also für große Vektorlängen ungefähr k und bei MIMD-Rechnern ist

die Beschleunigung n. Dabei wurde als Maß für die Beschleunigung der

Quotient aus der Zeit, die auf einem seriellen Rechner notwendig ist so¬

wie der Zeit, die auf einem Vektorrechner bzw. einem MIMD-Rechner
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notwendig ist, genommen. Dieses sehr einfache Modell, worin die Zeit,
die zum Start des Vektorprozessors, bzw. die Zeiten, die zur Kommu¬

nikation der Prozessoren untereinander notwendig sind, vernachlässigt

werden, zeigt deutlich, daß ein weitaus größeres Potential in den MIMD-

Rechnern, als in den Vektorrechnern steckt.

Wir beschhessen diesen Abschnitt mit der Angabe eines Beispiels ei¬

nes MIMD-Rechners mit shared memory und eines MIMD-Rechners

mit distributed memory. Der Sequent Symmetry S81b ist ein MIMD-

Rechner mit 26 Prozessoren1, die auf einen gemeinsamen Speicher von

160-MByte zugreifen. Jeder Prozessor besteht aus einem Intel 80386,
wie er in gewöhnlichen Personal Computer verwendet wird, mit einem

Weitek Floating-point Prozessor für Gleitpunkt Operationen. Ein ein¬

zelner Prozessor erreicht eine maximale Rechenleistung von etwa 200-

KFlops bis 300-KFlops [Rueh92].

Auf diesem Rechner des Institutes für Integrierte Systeme an der ETH

Zürich wurden die numerischen Beispiele des letzten Abschnittes des

siebten Kapitels berechnet.

Als Beispiel eines MIMD-Rechners mit verteiltem Speicher führen wir

die von der Firma Parsytec angekündigten Rechner der GC Baureihe

an [Pars91]. Bei diesen Rechnern werden, je nach Ausbaustufe, 64 bis

maximal 16384 Prozessoren zusammenfügt. Ein einzelner Prozessor ist

dabei ein T9000 Transputer, welcher aus einem 32-bit Prozessor, ei¬

nem 64-bit Floating-point Prozessor, einem 16-KByte Cache und ei¬

nem Kommunikationsprozessor sowie 4 Verbindungen zu benachbarten

Transputern besteht. Die maximale Rechenleistung eines solchen Trans¬

puters beträgt 25 MFlops. Jeweils 64 dieser Prozessoren sind zu einem

sogenannten Gigacube zusammengefaßt. Der kleinste Rechner dieser

Baureihe besteht aus einem Gigacube, also aus 64 Transputern, und

der maximale Ausbau besteht aus 4*8*8 Gigacubes, die in Form eines

Quaders angeordnet sind. Je nach Art der verwendeten Speicherchips
reicht der Speicherplatz von 2-MByte bis zu 32-MByte pro Transputer.

Nach Angaben der Firma Parsytec beträgt die maximale Rechenleistung
in der größten Ausbaustufe 400-GFlops.

Im weiteren Verlauf der vorhegenden Arbeit wird nun nur noch der Ter¬

minus Parallelrechner verwendet werden, womit jedoch ausschheßlich

lwovon einer Kontrollaufgaben übernimmt, und die anderen 25 Prozessoren dem

Benutzer zur Verfügung stehen
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Rechner des MIMD-Typs angesprochen sind.



Kapitel 2

G rund lagen

Dieses Kapitel dient der Einführung der in den späteren Kapiteln be¬

nutzten Bezeichnungen. Da in dieser Arbeit die Anwendung des Mul¬

tisplitting-Algorithmus auf lineare Anfangswertprobleme untersucht

wird, beginnen wir mit der Vorstellung dieser Problemklasse. Ferner

werden einige Sachverhalte bezüglich einer bestimmten Klasse von Ma¬

trizen in Erinnerung gerufen. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels

beschäftigen wir uns dann nochmals mit dem Waveform-Relaxation-

Algorithmus und werden eine kurze Aufstellung der Ergebnisse, die für

diesen Algorithmus gefunden wurden, präsentieren.

2.1 Definitionen

Wir beginnen mit der Definition des Problems. Obwohl die bei der

Simulation von elektrischen Schaltkreisen auftretenden Differentialglei¬

chungssysteme meist nichtlinear sind, werden wir uns mit Ausnahme des

letzten Kapitels auf lineare Differentialgleichungssysteme beschränken.

Deshalb wollen wir zuerst definieren, was wir unter einem linearen An-
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fangswertproblem verstehen.

Definition 2.1 lineares Anfangswertproblem der Dimension m

Ein lineares Anfangswertproblem der Dimension m sei ge¬

geben durch

x'(t) + Ax(t) = f{t) x(0) = xo (2.1)

mit

t e [o,r],

x C1([0,TI;Rm),

/ sei stückweise stetige, vektorwertige Funktion

A e JRmXm,

x0 e JET.

An dieser Stelle stellen wir bewußt keine Bedingungen an die Matrix

A. Dies geschieht an den verschiedenen Stellen in den späteren Ka¬

piteln. Da sowohl beim Waveform-Relaxation-Algorithmus, als auch

beim Multisplitting-Algorithmus die Matrix A aufgespalten wird, defi¬

nieren wir, was unter einer Zerlegung oder einem Splitting einer Matrix

zu verstehen ist:

Definition 2.2 Zerlegung, Splitting

Das Paar (M,N) mit M,N RmXm heißt Zerlegung oder

Splitting der Matrix A, falls M regulär ist, falls A = M — N gilt
und falls für die Elemente der Matrizen M und N gilt: M(i,j) G

{A(i,j),0} und N(i,j) G {-A(i,j),0} für alle 1 < i, j < m.
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Bemerkung 2.1

In der Literatur sind auch Zerlegungen der folgenden Art bekannt,
die jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht in Betracht gezogen wer¬

den.

Bevor wir spezielle Zerlegungen definieren, müssen wir festlegen, wie

wir Matrizen und Vektoren miteinander vergleichen wollen.

Definition 2.3 nichtnegative Matrix, positive Matrix

Es seien A,B G JRrX". Die Relationen " <" und "<" sind auf
HrX* gegeben durch:

A < B 4=> A(i,j) < B(i,j) l<i<r l<j<s
A < B <£=> A(i,j) < B{i,j) l<i<r 1 < j < s.

Gilt 0 < A bzw. 0 < A, so nennt man A eine nichtnegative
Matrix bzw. eine positive Matrix.

Folgerung 2.1

Mit s = 1 bzw. r = 1 erhält man entsprechende Aussagen für

Spaltenvektoren bzw. Zeilenvektoren.

In dieser Arbeit werden wir ausschließlich reguläre .M-Matrizen be¬

trachten, obwohl in der Literatur sowohl reguläre als auch singulare
AI-Matrizen bekannt sind [BeP179]. Wir definieren eine .M-Matrix wie
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folgt:

Definition 2.4 M-Matrix

Eine Matrix A G IRmXm heißt M-Matrix falls gilt:

(i) A(i,j) < 0 füri^j 1 < i, j < m,

(ii) die Inverse A~x existiert mit A"1 > 0.

Nun können wir eine bestimmte Zerlegung definieren, wie sie von Schnei¬

der in [Schn84] angegeben wird:

Definition 2.5 M-Splitting

Ein Splitting (M,N) von A heißt .M-Splitting, falls M eine

Ai-Matrix und N > 0 ist.

Falls man einer Matrix die Eigenschaften einer .M-Matrix nachweisen

möchte, stößt man beim Nachweis, daß die Inverse nichtnegativ ist,
meist auf Schwierigkeiten. Das nächste Lemma zeigt, daß man diese

Schwierigkeit umgehen kann, indem man eine äquivalente Bedingung
nachweist. Den Beweis dieses Lemmas findet man in [From90].

Lemma 2.1

Es sei A G ]Rmxm mit A(i,j) < 0 für i ^ j. Dann sind die

folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A~x existiert und A~x > 0.

(ii) Es existiert ein Vektor u G !Rm, u > 0 mit Au > 0.

Die beiden nächsten Lemmata stammen ebenfalls aus dem Buch von

Frommer [From90], dem sich auch die zugehörigen Beweise entnehmen

lassen. Sie werden sowohl beim Beweis der Konvergenz des diskreten
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Multisphtting-Algorithmus im fünften Kapitel, als auch beim Beweis

des Vergleichssatzes im sechsten Kapitel benutzt.

Lemma 2.2

Es seien A,B G lRmXm. A sei eine M-Matrix und B > A mit

bi,j < 0 für i 7^ j. Dann ist auch B eine M-Matrix.

Lemma 2.3

Es sei A G lRmxm eine nichtnegative Matrix und u G !Rm ein

positiver Vektor. Falls Au < u, so gilt: p(A) < 1.

Wir schhessen diesen Abschnitt mit der Einführung einer Klasse von

Matrizen mit komplexen Elementen.

Definition 2.6 Betragsmatrix,Vergleichsmatrix, Ti-Matrix

EsseiAemXm.

(i) Die Matrix \A\, bei der von jedem Element von A der Betrag

genommen wird, heißt Betragsmatrix von A.

(ii) Die Matrix <A>, definiert durch

<*M-{^ •£ ""
(2'3)

heißt Vergleichsmatrix von A.

(iii) A heißt ?i-Matrix, falls die zugehörige Vergleichsmatrix

<A> eine M-Matrix ist.
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2.2 Der Waveform-Relaxation-Algorith-
mus

In diesem Abschnitt fassen wir die bezüglich des Waveform-Relaxation-

Algorithmus erzielten Ergebnisse kurz zusammen. Da sich der Wave-

form-Relaxation-Algorithmus auch heute noch eines eifrigen Interesses

der Wissenschaft erfreut, muß diese Zusammenfassung unvollständig
sein. Dies hegt zum Teil daran, daß viele Wissenschaftler heute der

Meinung sind, Parallelität über das System sei die einzige Möghchkeit,
massiv parallele Rechner zur Lösung von großen Differentialgleichungs¬
systemen einzusetzen. Wir wählen in dieser Arbeit jedoch bewußt die

Einschränkung auf lineare Differentialgleichungssysteme, da der Mul¬

tisphtting-Algorithmus in dieser Arbeit auch nur für diese Probleme

untersucht wird und die Unterschiede dieser beiden Verfahren somit

deutlicher werden.

Wir betrachten ein lineares Anfangswertproblem der Dimension m.

x'(t) + Ax(t) = /(*) s(0) = x0.

Wie bereits in der Einleitung erwähnt, kann man das Differentialglei¬
chungssystem entkoppeln, indem man die Matrix A geeignet zerlegt.

A = M - N

Man erhält

x'(t) + Mx(t) = Nx(t) + f(t) x(0) = xo. (2.4)

Dabei enthält die Matrix N diejenigen Terme, die die Kopplung des Sy¬
stems beschreiben. Wir nehmen nun an, daß wir eine Anfangsnäherung
der Lösung kennen. Diese setzen wir auf der rechten Seite für x(t) ein

und lösen dann das Differentialgleichungssystem nach den Unbekann¬

ten auf der hnken Seite. Wie bereits erläutert, benutzt man die neu

berechnete Lösung als neue Näherung auf der rechten Seite und löst

dann (2.4) erneut. Mathematisch kann man diesen Vorgang durch die

folgende Iteration mit Iterationsindex n = 0,1,... beschreiben:

x'n+1{t) + Mxn+1(t) = Nxn(t) + f{t) (2.5)

xn+l(0) = x0.
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Wie in der Einleitung bereits erwähnt, sollte dabei die Matrix M so

gewählt werden, daß (2.5) erheblich einfacher zu lösen ist als das ur¬

sprüngliche Differentialgleichungssystem (2.1). Aus obiger Gleichung
erkennt man, daß wir eine Anfangsnäherung a:o(*) benötigen, um den

Iterationsprozeß zu starten. Bei der Wahl von xo(t) sind wir nur der

Einschränkung unterworfen, daß xo(t) den Anfangwert erfüllen muß,
was bedeutet, daß xo(0) = *o gelten muß. Es hat sich gezeigt, daß

die Wahl von x0(t) als konstante Anfangswerte, xo(t) = x0 günstig ist.

Die Iteration wird so lange ausgeführt, bis sich kaum mehr Unterschiede

zwischen xn(t) und xn+x(t) ergeben. Dieses entkoppelte Differentialglei¬

chungssystem wird nicht nur für einen einzigen Zeitpunkt, sondern über

ein ganzes Integrationsintervall gelöst. Eine Erklärung dafür geben wir

im dritten Kapitel bei der Vorstellung des Multisphtting-Algorithmus,
bei dem auch über ein ganzes Intervall integriert wird.

Man hat nun die Wahl, welche Elemente von A man in die Matrix

M steckt und welche in der Matrix N benutzt werden. Genau wie bei

linearen Gleichungssystemen definieren verschiedene Belegungen von M

und N auch verschiedene Verfahren. Betrachtet man die Matrix M

als Blockmatrix, so erhält man das Block—Gauß—Jacobi Verfahren,
falls nur die Diagonalblöcke der Matrix M besetzt sind. Die Matrix M

besitzt dann die Gestalt:

M =

( Dt \
D2 0

V 0 Dr )

(2.6)

Das Differentialgleichungssystem ist also in r Blöcke zerlegt worden,
wobei jedes Dj eine m.j x mj Matrix ist. Dabei gilt offensichtlich

2_] rrij = m.

i=i

(2.7)

Besetzt man auch die Blöcke von M, die unterhalb der Diagonalen lie¬

gen, so erhält man das Block-Gauß-Seidel Verfahren.
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Algorithmisch läßt sich der Waveform-Relaxation-Algorithmus folgen¬
dermaßen beschreiben:

Waveform-Relaxation—Algorithmus:

Initialisiere

x0(t) = x0 V«G [0,T]

n:=0

Repeat

Löse

<+1 (t) + Mxn+1 (t) = Nxn (t) + f(t) xn+l (0) = x0 (2.8)

n := n + 1

Until Abbruchkriterium.

Der Waveform-Relaxation-Algorithmus ist in diversen Arbeiten unter¬

sucht worden. Während sich verschiedene Mitarbeiter des Electro¬

nic Research Laboratory in Berkeley ausschließlich mit der Anwen¬

dung auf nichtlineare Differentialgleichungssysteme beschäftigten —

eine Zusammenfassung der Ergebnisse für nichtlineare Differentialglei¬
chungssysteme findet man in [WhSa87] — untersuchten Nevanhnna und

Miekkala in [Neva89] und [MiNe87] die Anwendung des Waveform-

Relaxation-Algorithmus auf (2.1).

Wir wollen hier etwas ausführlicher die Ergebnisse für lineare Pro¬

bleme vorstellen. Die wohl umfassendste Arbeit über den Waveform-

Relaxation-Algorithmus für lineare Anfangswertprobleme ist die Arbeit

von Nevanhnna "Remarks on Picard-Lindelöf Iteration" [Neva89]. In

dieser Arbeit untersucht Nevanhnna zuerst die Konvergenz des Verfah¬

rens, falls die auftretenden Differentialgleichungssysteme exakt gelöst
werden. Wir werden im vierten Kapitel analoge Ergebnisse für den
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Multisphtting-Algorithmus erhalten. Weiterhin versucht Nevanhnna,
Schranken für die Anzahl der durchzuführenden Iterationen anzuge¬

ben, und untersucht die Konvergenzgeschwindigkeit bei Verwendung
eines allgemeinen linearen Mehrschrittverfahrens zur numerischen In¬

tegration. Abschließend behandelt er noch die Frage, wie genau man

die auftretenden Differentialgleichungssysteme in den ersten Iterationen

lösen soll und welche Größe des Integrationsintervalls besonders günstig
ist.

Da die Konvergenzgeschwindigkeit stark von der Koppelung des Sy¬
stems, und damit von der Art des Splittings abhängt, hat man ver¬

schiedene Möglichkeiten betrachtet, den Waveform-Relaxation-Algo-
rithmus zu beschleunigen. In [Neva90] versucht Nevanhnna durch Line¬

arkombination der ersten Iterationen eine Beschleunigung zu erzielen.

Obwohl er in dieser Arbeit theoretische Ergebnisse vorstellt, in denen

eine Beschleunigung im allgemeinen als nicht möglich erscheint, präsen¬
tiert Skeel in [Skee89] sowohl theoretische Betrachtungen, als auch nu¬

merische Ergebnisse, die eine deuthche Beschleunigung zeigen. Dieser

(scheinbare) Widerspruch konnte jüngst von Lubich in [Lubi92] geklärt
werden. Er zeigt, daß Nevanhnna und Skeel nicht die gleiche Art der

Beschleunigung betrachten.
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Kapitel 3

Der Multisplitting-

A lgorithm us

In diesem Kapitel wird der Multisphtting-Algorithmus zur Lösung ei¬

nes linearen Differentialgleichungssystems der Dimension m vorgestellt.
Zuerst werden wir definieren, was wir unter einem Multisplitting einer

Matrix verstehen.

Definition 3.1 Anzahl der Splittings, Multisplitting, Konsistenzbedin¬

gung

Es sei L > 1 eine natürliche Zahl, die die Anzahl der Split¬

tings bezeichne. Weiter seien A, Mi, iVj, Ei reellemxm Matrizen.

Die Menge der Tripel (Mi,Ni,Ei) l = 1,...,L heißt ein Multi¬

splitting von A, falls gilt:

(i) (Mi, Ni) ist für alle l = 1,..., L ein Splitting von A.

(ii) Die Matrizen Ei mit l = 1,...,L sind nichtnegative Diago¬
nalmatrizen und genügen der Konsistenzbedingung

!> = *• (3-1)
i=i
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Benutzt man nun A = Mi — Ni, so kann man (2.1) umschreiben als L

verschiedene Differentialgleichungssysteme

x'{t) + Mix(t) = NlX(t) + f(t) l = l,...,L (3.2)

Genau wie beim Waveform-Relaxation-Algorithmus werden wir einen

iterativen Algorithmus formulieren, wobei wir annehmen, daß die rech¬

ten Seiten von (3.2) jeweils bereits bekannt sind und nur die hnken

Seiten die Unbekannten enthalten, nach denen wir die Differentialglei¬
chungssysteme lösen müssen. Diese Trennung in bekannte und unbe¬

kannte Variablen wollen wir verdeuthchen, indem wir (3.2) umschreiben

in

y[{t) + Mm(t) = Ntx(t) + f(t) für / = 1,... ,L. (3.3)

Definition 3.2 l. Teilsystem von (2.1), l. Teilsystem

Für ein festes l mit 1 <l < L nennen wir (3.3) das /. Teilsystem
von (2.1) oder einfacher l. Teilsystem.

Wir wählen zuerst Anfangsnäherungen xo(t) für x(t). Mit diesen

Näherungen berechnen wir nun die Lösung yi(i) für das l. Teil¬

system. Nachdem alle Teilsysteme gelöst worden sind, d.h. wenn

3/i (*)>3/2 (*)>••->1/l(*) zur Verfügung stehen, berechnet man eine neue

Näherung für x(t). Dazu bedient man sich der .Ei Matrizen, mit denen

die Lösungen der Teilsysteme gewichtet werden. Nachdem man eine

neue Approximation für xn+1(t) gewonnen hat, kann man diese in (3.3)
wieder einsetzen und die L Teilsysteme erneut lösen. Der Multispht¬
ting-Algorithmus ist also — genau wie der Waveform-Relaxation-Al-

gorithmus — ein iterativer Algorithmus. Nach dieser informellen Be¬

schreibung wollen wir eine algorithmische Beschreibung des Multispht¬
ting-Algorithmus betrachten:
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Multisplitting-Algorithmus;

Initialisiere

x0{t) = x0 vt G [o,r]

n:=0

Repeat

Lose für / = 1,..., L { gleichzeitig }

y'i,n+1(t) + Miyi,n+l(t) = Nixn(t) + f(t) yi,n+1(0) = xo (3.4)

Berechne neue Approximation

L

xn+1(t):= Y,Em,n+i(t) (3.5)
J=i

n := n + 1

Until Abbruchkriterium.

Genau wie beim Waveform-Relaxation-Algorithmus verwenden wir

auch hier als Startfunktion

x0(t) = x0 für alle t G [0,T]. (3.6)

Es lassen sich natürlich noch andere Möghchkeiten denken, etwa ein

expliziter Euler-Schritt

x0(t) = x0 + t(f(t) - Ax0),

der jedoch bei steifen Problemen eine sehr falsche Anfangsnäherung
liefern kann. Man muß wieder beachten, daß man bei der Wahl von

x0(i) immer den Anfangswert erfüllt, d.h. xo(0) = xo-

Die Lösungen der Teilsysteme müssen natürhch auch den Anfangswert

erfüllen, da man sonst ein anderes Anfangswertproblem löst.
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Als Abbruchkriterium überprüft man üblicherweise, ob die Differenz

zweier aufeinanderfolgender Näherungen xn(t),xn+i(t) in einer gegebe¬
nen Norm || • || eine gewisse vorgegebene Toleranz e unterschreitet. Ein

mögliches Abbruchkriterium könnte also die folgende Gestalt besitzen:

\\xn+l(t)-xn(t)\\<e (3.7)

Wir haben bei der Vorstellung des Waveform-Relaxation-Algorithmus
erwähnt, daß einer seiner Vorteile die Möglichkeit ist, verschiedene Teil¬

systeme auf verschiedenen Prozessoren eines Parallelrechners parallel zu

berechnen. Betrachten wir (3.3) einmal genauer, so stellen wir fest, daß

das i. Teilsystem keinerlei Bezug nimmt auf das j. Teilsystem für ver¬

schiedene Teilsysteme i und j. Dies gibt uns auch hier die Möglichkeit,
diese beiden Teilsysteme nicht nacheinander (seriell), sondern gleichzei¬
tig (parallel) zu berechnen.

Betrachten wir die Berechnung der neuen Näherungslösung xn+1(t), so

sehen wir sofort, daß die i. Komponente der Lösung des l. Teilsystems

y\n(t) nur dann bei der Berechnung von xn+i(t) benutzt wird, falls

Ei(i,i) ^ 0. Falls jedoch Ei(i,i) = 0 ist, so haben wir y\n(t) vergeblich
berechnet und hätten auch ganz auf die Berechnung dieser Komponente
verzichten können, falls dies die Zerlegung (Mi,Ni) von A zugelassen
hätte. Wie wir im nächsten Abschnitt, in dem wir ein Beispiel für ein

Multisplitting betrachten, sehen werden, bedeutet dies, daß die Dimen¬

sionen der Teilsysteme nicht gleich der Dimension von (2.1) m sind,
sondern deutlich kleiner sein können. Wir werden die Zerlegungen so

wählen, daß die Dimensionen der Teilsysteme alle in der Größenordnung
von ^ hegen.

Auch hier werden die Lösungen der Teilsysteme nicht nur für einen ein¬

zigen Zeitpunkt berechnet, sondern für ein ganzes Zeitintervall. Dies

hat Vorteile bei Parallelrechnern, da ein Austausch von Informationen

der Prozessoren untereinander immer zu Zeitverlust führt und mit Ko¬

sten verbunden ist. Da wir aber nicht nur einen einzigen Zeitschritt

berechnen, sondern ein ganzes Zeitintervall, findet eine Kommunika¬

tion der Prozessoren erst nach Berechnung der Lösungen aller Teilsy¬
steme statt. Dadurch versucht man, eine grobe Granularität der

parallelen Berechnung (coarse gram parallelism) zu erreichen, d.h. man

versucht, die Prozessoren über möglichst lange Zeit unabhängig vonein¬

ander rechnen zu lassen, bis sie zum Austausch von Daten ihre Arbeit

unterbrechen müssen. Nachdem alle Prozessoren gestartet sind, wäre es
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also wünschenswert, sie so lange wie möglich parallel rechnen zu lassen.

Man könnte also das zu berechnende Zeitintervall behebig vergrößern.
Wie wir jedoch später sehen werden, bedeutet dies, daß wir dann auch

mehr Iterationen benötigen werden, bevor das Abbruchkriterium erfüllt

ist. Es muß ein guter Kompromiß zwischen der Anzahl der Kommuni¬

kationen und der Effizienz des Algorithmus gefunden werden.

Bemerkung 3.1

Man erkennt sofort, daß wir für L = 1 den im vorherigen Kapitel

vorgestellten Waveform-Relaxation-Algorithmus erhalten. Man

kann also jede Zerlegung des Waveform-Relaxation-Algorithmus
durch ein Multisplitting mit L = 1 erhalten. Im nächsten Ab¬

schnitt werden wir sehen, daß man spezielle Zerlegungen beim

Waveform-Relaxation-Algorithmus auch als Multisplitting mit

L > 1, jedoch ohne Überlappung betrachten kann.

**

3.1 Überlappende Blockzerlegung

In diesem Abschnitt geben wir ein Beispiel für ein Multisplitting, ba¬

sierend auf einer überlappenden Blockzerlegung des Indexbereiches an.

Wie wir im letzten Abschnitt bereits erwähnt haben, brauchen wir die¬

jenigen Komponenten i eines Teilsystems l nicht zu berechnen, die mit

einem Gewicht 0, d.h. für die Ei(i,i) = 0 ist, multiphziert werden. Wir

geben in diesem Abschnitt eine Vorschrift an, die diese "überflüssigen"

Komponenten ehminiert. Dazu benötigen wir die folgende Definition:

Definition 3.3 Indexmenge des Problems (2.1)

Mit S = {1,2,... ,m} bezeichnen wir die Indexmenge des Pro¬

blems (2.1).

Zuerst wählen wir L Teilmengen von 5i, 52, • •
•, Sl von S, die die fol¬

gende Bedingung erfüllen müssen:

i=i
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Da die Teilsysteme, d.h. die Matrizen Mi und Ni für l — 1,... ,L nur

mit Hilfe dieser Teilmengen definiert werden, können wir einige Begriffe
nur unter Benutzung der Teilmengen festlegen. Das Gauß-Jacobi-Mul-

tisphtting erhält man durch folgende Wahl der Mi Matrizen:

.,
,. ., / A(i, j) falls i = j oder (i G St A j G Si)

M<(^) =

\ 0 sonst

Dabei muß die Diagonale von Mi nur deshalb besetzt werden, damit

Mi regulär ist. Wie wir jedoch später sehen werden, sind einzig die¬

jenigen Komponenten, die Element von Si sind von Bedeutung. Wie

wir ebenfalls bei unseren weiteren Betrachtungen sehen werden, können

wir uns auf die Berechnung derjenigen Komponenten i von yi,n+i(t)
beschränken, die auch Element von Si sind, weshalb die "relevante" Di¬

mension eines Teilsystems nicht m, sondern gleich der Mächtigkeit der

zugehörigen Teilmenge 5j ist. Bezeichnet man mit m/ die Mächtigkeit
der Menge Si, so erhalten wir sofort

L

yjmi > m.

i=i

Vergleicht man dies mit (2.7) so erkennt man, daß die Summe der "re¬

levanten" Dimensionen der Teilsysteme die Dimension von (2.1) über¬

steigen kann. Dies war beim Waveform-Relaxation-Algorithmus nicht

möghch. Wir erhalten in obiger Ungleichung nur dann Gleichheit, wenn
die Teilmengen disjunkt sind.

Definition 3.4 überlappendes Multisplitting, disjunktes Multisplitting

Ein Multisplitting heißt überlappendes Multisplitting, falls
mindestens ein Paar von Indizes i ^ j, 1 < i,j < L existiert mit

Si D Sj 7^ 0. Sonst nennen wir das Multisplitting ein disjunktes
Multisplitting
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Definition 3.5 Block-Multisplitting

Ein Multisplitting heißt Block-Multisplitting, falls mit i G Si
und i + r Si auch j mit i < j < i + r Element von 5/ ist für
r >0, r GlN.

Wir nehmen hier die folgenden Vereinfachungen an:

(i) Es überlappen sich höchstens benachbarte Teilsysteme.

(ii) Eine Komponente ist höchstens in zwei Teilsystemen enthalten.

Definition 3.6 Überlappung k, k überlappende Komponenten

Ein Multisplitting hat k überlappende Komponenten oder be¬

sitzt Überlappung k, falls gilt:

Jfe=|Sjn5i+i| fürl = l,...,L-l.

Falls ein Multisplitting Überlappung k hat, so bedeutet dies, daß man

eine gleichmäßige Überlappung gewählt hat. Sollte ein Teilsystem deut¬

lich mehr Komponenten als die anderen Teilsysteme enthalten, so darf

man davon ausgehen, daß die Berechnung dieses Teilsystems deutlich

mehr Zeit benötigt als die Berechnung der anderen Teilsysteme. Bei

einem Parallelrechner, bei dem die Berechnung der Teilsysteme paral¬
lel ablaufen soll, bedeutet dies, daß die anderen Prozessoren auf diesen

einen Prozessor, der ein deutlich größeres Teilsystem zu lösen hat, war¬

ten müssen, da die nächste Iteration erst dann gestartet werden kann,

wenn alle Teilsysteme der vorherigen Iteration gelöst worden sind. Die

Verteilung der Arbeit ist unausgeglichen (load imbalancing) und man

bezeichnet die Prozessoren in der Warte-Phase als idle. Man muß also

versuchen, eine möghchst gleichmäßige Verteilung der Rechenlast zu

erreichen. Ohne Kenntnisse der Dynamik des Systems, ist dies am ehe¬

sten dadurch zu erreichen, daß man die Teilsysteme gleich groß und eine

gleichmäßige Überlappung wählt.
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Wir benutzen nun nur diese Teilmengen, um das Multisplitting zu defi¬

nieren. Als erstes wollen wir festlegen, welche Elemente der Ei Matrizen

verschieden von Null sind. Dabei müssen wir beachten, daß die Konsi¬

stenzbedingung erfüllt wird.

Die Ei Matrizen sind Diagonalmatrizen mit Ei(i,i) ^ 0 für % G Si.

Mit dieser Definition wissen wir nun genau, welche Komponenten der

Lösungen des l. Teilsystems zur Berechnung von xn+\(t) herangezogen
werden, und welche Komponenten nicht benutzt werden. Wir werden

nun versuchen, eine Vorschrift zu entwickeln, die diese Komponenten,
die nicht verwendet werden, von vornherein eliminiert.

Dazu projizieren wir das Problem (2.1) auf die L Teilprobleme, und zwar

genau auf diejenigen Komponenten, die wirklich bei der Berechnung von

xn+i(i) benutzt werden. Dies geschieht mittels Projektionsmatrizen Pi

für l = 1,..., L. Wir besetzen die Pi Matrizen wie folgt:

Die Pi Matrizen sind Diagonalmatrizen mit Pi(i,i) = 1 für i G Si-

Es werden also nur diejenigen Elemente auf der Diagonalen von Pi ge¬

setzt, deren Index ein Element von 5/ ist.

Wir benutzen nun diese L Projektionsmatrizen, um das lineare Anfangs¬
wertproblem der Dimension m (2.1), in L Teilräume zu projizieren, die

sich — je nach Wahl der Teilmengen — überlappen oder nicht überlap¬

pen. Dann lösen wir die Teilsysteme im jeweihgen Teilraum, wobei wir

die Komponenten der anderen Teilräume als Eingabe benutzen.

Da für I = 1,...,I£| und Pi Diagonalmatrizen sind, kommutieren sie,
und es gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.1

Bei einem Multisplitting gilt PiEi = EiPi = Ei für l = 1,..., L.

Betrachten wir nun noch einmal (3.5), so gilt nach obigem Lemma:

L L

xn+i(t) = Y,Eiyi,n+i(t) = X^pw.»+i(0
1=1 1=1
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Wie wir dieser Gleichung entnehmen können, werden nur diejenigen

Komponenten von yi>n+i(t) zur Berechnung von xn+i(t) benutzt, die

auch Element der zugehörigen Teilmenge Si sind. Deshalb wird man

bei einer Implementierung des Multisphtting-Algorithmus auf einem

Rechner auch nur diese Komponenten berechnen. Bei einer Imple¬

mentierung des Algorithmus projizieren wir also zuerst A und spalten
dann die Projektion PiA auf, d.h. statt A = Mi — Ni verwendet man

PiA = Mi - Ni. Offensichtlich erhält man durch Wahl von Mi = PiAPi

und Ni = PiA(Pi — I) das Gauß-Jacobi-Multisplitting.

Da diese Restriktion auf die wirklich benötigten Komponenten jedoch
nur dazu dient Rechenzeit und Speicherplatz zu sparen, verwenden wir

bei unseren theoretischen Untersuchungen in den nächsten Kapiteln aus¬

schließlich die Definition 3.1 eines Multisphttings.

3.2 Beispiel

In diesem Abschnitt betrachten wir ein kleines Beispiel. Wir berechnen

mit Maple die exakte Lösung dieses Differentialgleichungssystems und

konstruieren gemäß dem vorherigen Abschnitt sowohl ein disjunktes, als

auch ein überlappendes Multisplitting, basierend auf einer überlappen¬
den Block-Zerlegung. Wir berechnen für beide Multisphttings die erste

Approximation und plotten von jeder Komponente diese beiden ersten

Approximationen zusammen mit der exakten Lösung dieser Kompo¬
nente.

Wir betrachten das vierdimensionale Problem

/ 4(0
4(0
4(0

\ 4(o

+

/

V

2 -1 0

-1 2 -1

0 -1 2

0 0 -1

o\
0

-1

2/

/ *i(0 \
x2{t)
xz(t)

\ »4(0 / V i/

1 \
1

1

1

mit Anfangswert x(0) = (1,0,0,0)T.
Die von Maple berechnete exakte Lösung dieses Differentialgleichungs¬

systems lautet:

/ x
2 1 / AI Ai\ 1 /~ .Ai _ .

2 - 5e *)
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x2{t)

x3(t)

x4(0

wobei

= IM

5 10 V

.y/lt

e
~

+2e"

e -r -2e

3 t
_

S_
e ^ +e 2

1 ) c — e * d)

2 ) c + e ' d)

h(-^—-)VÜ und d

9e~~ +5e"

cosh( —-).

0

2
' v

2

Die Indexmenge des Problems lautet: S = {1,2,3,4}. Wir wählen

zwei Zerlegungen, d.h. L = 2. Zuerst betrachten wir ein disjunktes

Multisplitting, welches durch die Wahl der Teilmengen von S: S\ —

{1,2} und S2 = {3,4} gegeben sei. Aus dieser Wahl der Teilmengen
erhalten wir für die Matrizen Mi,M2,Nx,N2,Ei,E2 für das Block-

Gauss-Jacobi-Multisplitting die folgenden Werte, wobei man beachte,
daß gemäß Definition 3.1 die Matrizen M\ und M2 regulär sein müssen.

Mi

M2 =

/ 2

-1

V

/ 2

2

0

2

-1

E, =

( 1

V

\

0

2/

\

-1

2/

0

N, =

N2 =

/0

V

i

0

1

1

0

1

1

0

1

1

0

E2 =

\

/ 0

V

\

1

\

\

1/
Wir erhalten die beiden Differentialgleichungssysteme:

/ yii(0 \
2/i2(0
yi3(0

V 2/14(0 J

/o

+

/ 2

-1

0

1

V

i

0 1

1 0/

2

0

-1

2

0

2/

/ MO \
MO
»03(0

V »04(0 )

\ ( MO \
MO
2/13(0

V 2/u(0 J
/-1 \

1

-1
+
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+

/ MO \ / 2

MO
MO

V MO / V

/o 1

1 o 1

1 o

V o

2 -1

-1 2/

( MO \
x02(0
MO

V «04(0 /

\ / MO \

»22(0
MO

V MO /

+
1

-1

V 1/

Löst man nun mit Maple die beiden Differentialgleichungssysteme, so

erhält man als Lösung für das erste System

5e-3 t ,-t

MO =

~ö + —^ + ^t

MO

MO

MO

3 6

1 5e~3t

3 6

—e-1 sinh(f)

+

= e
-t

sinh(f)

und als Lösung für das zweite System

2/2! (0

Ife2(0

2/23(0

2/24(0

e-t cosh(i) - 2 e~* sinh(<)

2e_tsinh(0

2e-Vsinh(^)
3

2e-¥sinh(^)

wobei j/y (0 die j. Komponente des I. Teilsystems und xy (i) die j. Kom¬

ponente der n. Approximation bezeichne. Die erste Näherung xi(t) hat

also die folgende Gestalt:

*i(0 = (M0iM0iM0»M0)a

Wie wir sofort erkennen, ist dies äquivalent dazu, daß wir sofort die

beiden kleineren Differentialgleichungssysteme
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( MO \.( 2 -i\( MO \
_

12/12(0)+ v -i 2; v 2/12(0;"

/ 0 0 0 0 \

V o o i o )

/ MO ^

a:o2(0
MO

V »04(0 )

+("0

und

( 2/23(0 \,( 2 -1 \ / MO ^ _

V 2/24(0 )
+ { -1 2J\ »24(0 )

"

/ 0 1 0 0 \

\0 0 o oj

( MO \
X02(0
2:03(0

V 2:04(0 /

("-)•
betrachten können. Diese beiden kleineren Differentialgleichungssy¬
steme können wir jedoch als ein vierdimensionales Differentialglei¬

chungssystem schreiben:

( MO \
MO
2/23(0

V 2/24(0 /

/ 0

+

V

0

1

1

0

\

V 0/

+

/ MO \
2:02(0
2:03(0

V «04(0 } \

Dies ist der Waveform-Relaxation-Algorithmus bei Wahl einer Block-

Gauß-Jacobi Zerlegung.

\ / 2/11 (0 \
*

2/12(0
2/23(0

V 2/24(0 /

-1 \
1

-1

1 /

Mit dieser Wahl erhält man für

Nun betrachten wir ein überlappendes Multisplitting, bei dem die

zweite und dritte Komponente in beiden Teilsystemen enthalten ist.

Dieses Multisphtting ist gegeben durch die folgende Wahl von Teilmen¬

gen Si = {1,2,3} und S2 = {2,3,4}
die Matrizen M[,M'2,N{,N^,E[,E2

( 2 -1 0 \
-1 2 -1

0-12

V 2/

M[

/o

N[ =

0

1

1

0/
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(2 \ /Ol \

M'2 =
2

-1

-1

2

0

-1
-- 10o

V 0 -1 2/ V 0 )

/l \ f° ^

E[ =

di

d2
E> =

1-di

l-d2

\ oj \ W
mit 0 < di, d2 <1.

Wir benutzen wieder Maple, um die beiden Teilsysteme zu lösen. Als

Lösung des ersten Teilsystems erhalten wir:

»ii (0

»12(0

»13(0

»14(0

1 e

"2
+
^

-2 t

+ e~21cosh(v/2t)

= e-2tsinh(v/20v/2
1
_

e__
~2 2~

e~l sinh(f)

2t

+ e
2 *

cosh(\/20

und als Lösung des zweiten Teilsystems

»21 (0

»22(0

»2s(0

»24(0

= e_< cosh(*) - 2 e-' sinh(t)

5
_

4

1

2"e

,-2t e-2tsinh(v^0v/2
4 4

-2tsinh(v/20V/2-

-e~2tcosh(\/2t)

e_2*cosh(V2"0

3 e
2t -2 t sinh(v^0V^

- e~2tcosh(V2t)

Auch hier hätten wir auf die Berechnung von 2/14 (0 und »21 (0 verzich¬

ten können, wodurch wir zwei äquivalente dreidimensionale Differenti¬

algleichungssysteme erhalten hätten. Es ist jedoch nicht möghch, dieses

überlappende Multisplitting als ein vierdimensionales Differentialglei¬
chungssystem zu schreiben.

Wir wollen nun die exakte Lösung und die ersten beiden Approxima¬
tionen des überlappenden und des disjunkten Multisphttings für jede
Komponente betrachten.
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Nachdem wir die exakte Lösung geplottet haben, berechnen wir für

jede Komponente jeweils den Fehler, d.h. den Absolutbetrag der Dif¬

ferenz der jeweiligen Näherungslösung und der exakten Lösung dieser

Komponente. Das obere Bild gibt jeweils den Fehler der ersten Nähe¬

rungslösung des überlappenden und disjunkten Multisphttings und das

untere Bild die entsprechenden Fehler der zweiten Approximationen
wieder. Der Fehler des disjunkten Multisphttings ist durch die et¬

was dickere Linie dargestellt und der Fehler des überlappenden Mul¬

tisphttings wird durch die feinere Linie angegeben. Als Gewichte in

den Ei Matrizen des überlappenden Multisphttings wurden d\ und d2
als di = | und d2 = | gewählt. Weshalb diese Parameter so gewählt

wurden, werden wir im ersten Abschnitt des siebten Kapitels erklären.

Zuerst plotten wir die exakte Lösung und dann die einzelnen Kompo¬
nenten:

Abbildung 3.1: exakte Lösung
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1. Iteration

disjunkt überlappend

_J L J I l_

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1 1 I

2. Iteration /

disjunkt

/

i —— -i^ i

überlappend

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Abbildung 3.2: Fehler der 1. Komponente
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1 1 1 p |

1. Iteration

"

1

überlappend /

-

/ disjunkt
-

^^ i i i • L 1 1

-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

2. Iteration ^^

disjunkt /

/

überlappend

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Abbildung 3.3: Fehler der 2. Komponente
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U.jiO r- 1 l i i

1. Iteration

I 1 —T 1

0.2 ^

0.15
disjunkt "

0.1 / S^

0.05 y^

n ^L. 1 1 ——•r"'

überlappend

i i i i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

0.045

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0

disjunkt

2. Iteration

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 U

Abbildung 3.4: Fehler der 3. Komponente
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Abbildung 3.5: Fehler der 4- Komponente



Kapitel 4

Analytisches Lösen der

T e ilsy s t e m e

In ersten Abschnitt dieses Kapitels untersuchen wir, ob der Multispht¬

ting-Algorithmus konvergiert, falls man die Teilsysteme exakt löst. Um

zu zeigen, daß der Waveform-Relaxation-Algorithmus konvergiert —

ein exaktes Lösen der Teilsysteme vorausgesetzt — werden wir dabei

den Weg einschlagen, der von Nevanhnna in seiner Arbeit "Remarks on

Picard-Lindelöf Iteration" [Neva89] gewählt wurde. Die meisten in die¬

sem Kapitel vorgestellten Ergebnisse, reduzieren sich für den Fall L = 1

auf die Ergebnisse, die Nevanhnna in obiger Arbeit erzielen konnte.

Wie wir sehen werden, können wir die Konvergenz auf einem endli¬

chen Teihntervall nachweisen. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels
werden wir die Konvergenz des Verfahrens auf beliebig großen Integra¬
tionsintervallen nachweisen.
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4.1 Konvergenz im nicht steifen Fall

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit Angabe der Lösung des l. Teil¬

systems der (n + 1). Iteration. Dazu benötigen wir die folgende Defini¬

tion:

Definition 4.1 Kiu(i), ki(t)

Sei Y — (C([0,T];lRm) der Raum der stetigen, vektorwertigen

Funktionen und X = C(Y, Y) der Banachraum der stetigen, li¬

nearen Operatoren von Y inY. Wir betrachten den linearen In¬

tegraloperator Kiu(t), mit Ki £ X, der definiert ist durch

Ki u(t) = f kt(t - s)u(s)ds fürl = l,..., L. (4.1)

Dabei ist der Kern des Integraloperators ki(t) definiert mittels

ki(t) = exv{-tMi)Ni fürl = l,..., L. (4.2)

Damit können wir die Lösung des l. Teilsystems bei der (n + 1). Itera¬

tion expüzit angeben. Die dabei verwendete "Variation der Konstanten

Formel" setzen wir als bekannt voraus, weshalb wir auch auf den Beweis

des Lemmas verzichten.

Lemma 4.1

Die Lösung des l. Teilsystems bei der (n + 1). Iteration lautet

yi,n+i(t) = Ki xn(t) + <pi(t) für 1 = 1,..., L, (4.3)

wobei <fi(t) als abkürzende Schreibweise für

(pi(t) = exp(-tMi)x0 + eicp((s-t)Mi)f(s)ds ßrl — l,...,L
Jo

benutzt wird.

Im zweiten Schritt des Multisphtting-Algorithmus werden diese Lösun¬

gen der Teilsysteme durch Multiplikation mit den Ei Matrizen gewich¬
tet und die gewichteten TeUlösungen zur Bildung der nächsten Iteration



4.1. Konvergenz im nicht steifen Fall 49

aufsummiert. Deshalb ist die folgende abkürzende Schreibweise nütz¬

lich:

Definition 4.2 K (t), fc(t), (p(t)

L

:= ££7,/Ci«(0
i=i

:= X>M0
l=i

L

:= J>¥>i(0
l=i

Mit Hilfe dieser Definition können wir die Folgerung angeben, die offen¬

sichtlich ist und auf deren Beweis wir verzichten wollen.

Folgerung 4.1

Die (n+1). Näherungslösung xn+i(t) besitzt die Darstellung

xn+i(t) = Kxn(t) + <p(t). (4.4)

In Lemma 4.1 haben wir die Lösung der Teilsysteme angegeben. Das

nächste Lemma gibt Aufschluß darüber, wie sich die exakte Lösung

x(t) von (2.1) in den Teilsystemen verhält. Wir dürfen erwarten, daß

die exakte Lösung von (2.1) auch eine Lösung jedes Teilsystems ist.

Lemma 4.2

x(t) ist die exakte Lösung von (2.1) genau dann, wenn x(t) die

Lösung von jedem Teilsystem (3.3) ist.

Beweis:

Nach Voraussetzung löst x(t) jedes Teilsystem und besitzt nach Lemma

4.1 die Darstellung x(t) = Ki x(t) + <pi(t). Wir müssen nun nachprüfen,

Ku(t)

MO

<p(t)
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ob der Anfangswert erfüllt ist und ob x(t) (2.1) erfüllt. Man sieht sofort,
daß der Anfangswert erfüllt ist und man erhält für alle l = 1,..., L:

x'(t) = Nix(t) + f{t) + (-Mi) ( f exp((s - t)Mi)Nix(s)dsj
>.

„

'

Kix(t)

+ (-Mi) ( I exp((s - t)Mi)f(s)ds + exp(-tM,)s0]
v

v
>

v»i(0

= Nix(t) + f(t) + (-Mi) (Ki x(t) + Vi(0)
S

*
'

X(t)

= JV-,a!(0 + /(0 + (-Afi)x(O
= -(Mi-ivo^o + AO

= -Ac(0 + /(0-

Also ist die Lösung der Teilsysteme auch Lösung von (2.1).

)) V ».

x(t) ist die Lösung von (2.1). Demnach ist x(t) auch Lösung von

x\t) + Mlx(t) = Nlx{t) + f{t).

Dann besitzt x(t) aber nach Lemma 4.1 die DarsteUung x(t) — Ki x(t) +

<pi(t). m

Es gilt:

x(t) = Kix(t) + <pi{t)

EiX(t) = Ei(Kix(t) + <pi(t))

L L

2^135(0 = 52El(>bx(t) + <pi(t))
1=1 1=1

x(t) = Kx(t) + <p(t). (4.5)
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Die Lösung x(t) von (2.1) ist also Fixpunkt der Fixpunktgleichung des

Multisphtting-Algorithmus.

Wenn wir die Konvergenz dieser Fixpunktiteration nachweisen woUen,
müssen wir die Kontraktivität des Iterationsoperators K nachweisen.

Dazu führen wir die folgende Norm für Funktionen ein.

Definition 4.3 •IlT

Für eine Funktion u 6 Y definieren wir die Norm \\ • \\ij> als

IMIr= max |u(0|, (4.6)

dabei bezeichnet \ | eine beliebige Vektornorm des ]Rm.

Bemerkung 4.1

Die durch (4.6) induzierte Matrix- und Operatornorm werden wir

auch mit \\ -\\t bezeichnen.

Als nächstes werden wir eine Abschätzung für die Integraloperatoren

Kiu(t) für l = 1,...,L herleiten. Zuerst betrachten wir den Kern ki(t)
des Integraloperators Kiu(t). Da das Intervaü [0,T] beschränkt ist, ist

der Kern beschränkt:

IN|r<Ci für l = l,...,L. (4.7)

Die Summe dieser L Schranken bezeichnen wir mit C, d.h.

L

C:=J>
i=i

Nach Definition 3.1 sind die Ei Matrizen nichtnegativ und genügen der

Konsistenzbedingung. Dadurch gilt für die Diagonalelemente der Ei

Matrizen: 0 < Ei(i,i) < 1. Daraus folgt:

||£j||r<l für Z = !,...,£. (4.8)
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Bemerkung 4.2

Durch (4-8) vereinfachen sich einige der Ergebnisse, die in

[JePo91] nachgewiesen werden konnten. Weshalb wurde dann

diese Abschätzung nicht auch in obiger Arbeit vorgenommen? In

[JePo91] wurde bei der Definition des Multisphttings auf die Be¬

dingung, daß die Ei Matrizen nichtnegativ sein sollen, verzichtet.

Dadurch konnte man obige Abschätzung nicht vornehmen. Da wir

jedoch im nächsten Kapitel, in dem wir die Teilsysteme numerisch

lösen, diese Bedingung benötigen, erschien es uns sinnvoll nur mit

einer Definition eines Multisplittings zu arbeiten und die Eigen¬

schaft von den Ei Matrizen sofort zu verlangen.

Als Schranke für die Matrix k(t) ergibt sich sofort:

|*(OI<tmax. |*(0|=||*||t<C. (4.9)

In Folgerung 4.1 haben wir einen Ausdruck für die (n + 1). Nähe¬

rungslösung xn+i(t) gefunden. Auf der rechten Seite dieses Ausdrucks

taucht die n. Näherungslösung auf. Wir werden nun versuchen, die

(n + 1). Näherung in Abhängigkeit von der Anfangsnäherung a;0(0 zu

setzen. Dies können wir erreichen, indem wir (4.4) n-mal (rekursiv)
anwenden.

Lemma 4.3

Für n > 1 erhalten wir als Näherungslösung xn(t) von x(t) bei

der n. Iteration:

n-l

xn(t) = Knx0(t) + ^Ki<p(t) (4.10)
»=o

Beweis:

Wir führen den Beweis mittels voUständiger Induktion über den Itera¬

tionsindex n:

n = l:
o

»1(0 = KxxQ(t) + £/c V(0 = £*o(0 + p(')-
i=0
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Dies entspricht aber genau (4.4) für die erste Näherungslösung.
n —» n + 1:

Nach (4.4) gilt :

*n+i(0 = Kxn(t) + ip(t)

Nun verwenden wir die Induktionvoraussetzung für xn(t):

/ n-l \

sn+1(0 = /Cf/C^o(0 + ££V(0)+P(0

n-l

k B+1»o(0 + 2 *i+V(0 + v(0
»=o

n

o=4+i) /c^xoCO + Xl^MO + 'cVO
j=i

= /cn+1x0(0 + J]^MO
i=o

Wir werden nun versuchen, eine Abschätzung für den im letzten Lemma

verwendeten Operator K
*

zu finden. Wir beginnen mit der Angabe der

Gestalt dieses Operators. Nach Definition 4.2 erhalten wir für Knu(t):

L L

«"«(0 = E E ••• E EhKhEi7Kh...EinKinu(t)-
h=n2=i j„=i

Dies ist aUerdings eine Form, der wir kaum Bedeutung zumessen können

und die wir auch nicht weiter benutzen werden. Das nächste Lemma

zeigt, daß sich hinter diesem undurchsichtigen Term eine n-fache Fal-
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tung verbirgt.

Lemma 4.4

Für i G IN sei k%* rekursiv definiert mittels

k(i+1> = k*k{*

wobei k * u(t) = / k(t — s)u(s)ds.
Jo

Dann gilt für den Operator Kn:

Knu(t)= [ kn*(t-s)u(s)ds. (4.11)
Jo

Beweis:

Auch hier führen wir den Beweis mittels voUständiger Induktion. Hier

über die Potenz n.

n = l:

Ku(t) = ^EiKiu(t) = J2El h(t - s)u(s)ds
l=i i=i

Jo

= / y~] Eiki(t - s)u(s)ds = / k(t - s)u(s)ds.
Jo

[=l
Jo

n —> n + 1:

Kn+1u(t) = K(Knu(t))

= KU kn*(t-s)u(s)dsj

= f k(t-s)( f kn*(s - v)u(v)dv j ds

flt ps

= k(t-s)(kn*(s-v)u(v)dv)ds
Jo Jo
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A

/
A

A

A
/

/
/

/
/

/
/

t .VTT

a) alte b) neue

Abbildung 4.1: Integrationsrichtungen

In Abbildung 4.1 a) betrachten wir das Integrationsgebiet und die Inte¬

grationsrichtungen, die durch die Integrationsreihenfolge bestimmt sind.

s läuft von 0 bis t und die Laufvariable v läuft von 0 bis s. Also besitzt

das Integrationsgebiet die in Abbildung 4.1 a) angedeutete Gestalt.

Wir ändern nun die Reihenfolge der Integration. Dadurch ergibt sich

auch eine Änderung der Integrationsrichtungen.

pt pt

Kn+1u(t) = k(t-s)kn*(s-v)dsu(v)dv
JO Jv

Führt man die Substitution w = s — v durch, erhält man als neue

untere Integrationsgrenze w = 0 und als neue obere Integrationsgrenze
w — t — v. Dann gilt:

Kn+1u(t) = f f k(t-(v + w)kn*(w)dwu(v)dv
Jo Jo

pt pt—v
= / / k((t -v)-w) kn*(w) dw u(v)dv

Jo Jo

= / k*kn*(t-v)u(v)dv
Jo
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= / kn+1*(t-v)u(v)
Jo

dv.

Im letzten Lemma haben wir gesehen, daß der Operator K
"

als n-fache

Faltung mit Kern kn* aufgefasst werden kann. Bevor wir den Operator
Kn* selbst abschätzen, zeigen wir zuerst die folgenden Schranken für

die iterierten Kerne kn*.

Lemma 4.5

Für den Kern des Iterationsoperators Kn gelten die beiden

Abschätzungen:

\kn*(t)\ < C f \k(n-V*(s)\ds, (4.12)
Jo

\kn*(t)\ < C^^. (4.13)

Beweis:

Nach Lemma 4.4 gilt:

|fcn*(*)| = \k*k^n-1>(t)\ = \ f k(t-s)k(n-l>(s)ds\
Jo

< f \k(t-s)\\k(n-V*(s)\ds
Jo

< [ ll*l|r |fc(n-1)*(*)| ds <C f Ifc^-1)*^)! ds.
Jo Jo

Die zweite Ungleichung beweisen wir wieder mittels voUständiger In¬

duktion:

n = l :

|*(0I < c{j^- = C,
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dies entspricht aber genau (4.9).
n — n + 1:

\k(n+1>(t)\ = \k*kn*(t)\

| f k(t-s)kn*(s)ds\
Jo

f \k(t-s)\\kn*(s)\ds
Jo

f \\k\\T\kn*(s)\ds
Jo

C f \kn*(s)\ds
Jo

<

<

(I.V.)

1)!
t -n-l

Cn+1 / -t —ds = Cn+1

Jo (n-

I
Jo (n-l)!

Cn+1tn _n(Ct)n
71! 71!

Nachdem wir diese Vorbetrachtungen abgeschlossen haben, können wir

mit Hilfe von Lemma 4.4 und Lemma 4.5 eine Abschätzung für den

Iterationsoperator Kn angeben.

Lemma 4.6

Für den IterationsOperator K
n

gilt die folgende Schranke:

(CT)n
\\v \t<

n!
(4.14)

Beweis:

Es gilt:

||£1T = sup ||£»«||T
||U||T = 1
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= sup sup |£"u(0|
NIt=1 *[0,T]

= sup sup j / kn*(t — s)u(s)ds\
||u||T=i*[o,r] Jo

< sup f \kn*(t-s)\ds
t[0,T] Jo

= sup
/ \kn*(v)\dv

<e[o,r] Jo

< / Cn- ^-dv

Jo (n - 1)!

<
(cn

n>

Damit haben wir aber gezeigt, daß für den Spektralradius des Itera¬

tionsoperators p(K) gilt:

p(K) = lim ||/Cn||| < lim f^I^lY
n—»oo

*
n—>oo \ nl J

lim -^- = CT lim MX
'

(n!)i
—"V

n—+oo (nll^: n—>oo

Mit der Stirlingschen Formel n! « (^)nv/27rn gilt:

CT hm (n!)"i = CTe lim -.

n—»oo n—+oo n

Demnach ist der Spektralradius p(K) auf jedem endhchen Integrations¬
intervall [0,T] gleich NuU, was bedeutet, daß der Multisplitting-Algo¬
rithmus auf jedem endhchen IntervaU konvergiert. Je größer aUerdings
das Integrationsintervall oder C, desto später tritt die Konvergenz ein.

Eine formale Lösung der Fixpunktgleichung (4.5) ist durch die folgende
Reihe gegeben.



exp{CT)\\<p\\T=z

t^flMlr<

t-0

Ell^HMk
oo

<

i=0

Ell^VWIlr
oo

i=0

llE^VCOllr

VI

VIVW
i=0

gilt:Esexistiert.haupt

über¬ReihederGrenzwertderobklären,zuFragedienochbleibtEs

j=0

E^Mo-=

j=l

oo

\i=0i=0

^VO+E^MO=

oo

i=0

oo

\OO/oo

ein:(4.5)Fixpunktgleichungdiein(4.15)setzenWir

Beweis:

»=0

(4-15)Y,£Wt)=x(t)

oo

Gestaltdiebesitzt(4.5)FixpunktgleichungderLösungDie

4.7Lemma

59FallsteifennichtimKonvergenz4.1.
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Daraus folgt nach dem Majorantenkriterium die Konvergenz der Reihe

(4.15).

Mit Hilfe der obigen Betrachtungen sind wir nun in der Lage, das fol¬

gende Lemma zu beweisen, durch welches der Bezug zum Multisplit¬

ting-Algorithmus wieder hergesteht wird.

Lemma 4.8

x(t) ist die exakte Lösung von (2.1) genau dann, wenn x(t) die

Lösung der Fixpunktgleichung ist.

Beweis:
» .».

Diesen Teil haben wir bereits im Anschluß an den Beweis von Lemma

4.2 gezeigt.

» ».

Nach Vorraussetzung gilt:

L

x(t) = Kx(t) + <p(t) = J2 Ei(Ki x(t) + <pi(t))
i=i

Ableiten liefert analog zu Lemma 4.2:

L

x'(t) = ^^(iVi^ + AO + ^Mi^i^ + ^Mi^iW)
l=i

= JTEi \Nix(t) + f(t) + (-Mi)(Kix(t) + <pi(t))
1=1

\ .(*)

= f]Ei\-(Mi-Ni)x(t) + f(t)

L

= Y,Ei(-Mt) + f(t)) = -Ax(t) + f(t).
i=i
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Man überzeugt sich leicht, daß auch der Anfangswert erfüllt wird, womit

das Lemma bewiesen ist.

Bemerkung 4.3

Das Aufspalten des Integrationsintervalles [0,T] in kleinere Be¬

reiche [0,To],[To,Ti],...,[r„r], die in [WhSa87] Windows ge¬

nannt werden, wird beim Waveform-Relaxation-Algorithmus be¬

nutzt, um die Konvergenzrate zu beschleunigen. Man integriert
die Teilsysteme also nicht über dem gesamten Integrationsinter¬

vall, sondern nur über ein aktuelles Teilintervall. Erst wenn man

Konvergenz auf diesem Teilintervall hat, d.h. wenn auf diesem

Teilintervall das Abbruchkriterium (3.7) erfüllt ist, geht man zum

nächsten Teilintervall über.

Mit diesen Vorbetrachtungen sind wir in der Lage, Angaben über die

Genauigkeit der n. Näherungslösung, d.h. über den Fehler

\\x(t)-xn(t)\\

zu machen. Subtrahiert man (4.10) von (4.15), so erhalten wir

oo

ar(0 - sc„(0 = E^W " £n*o(0 (4-16)
t=n

Nun können wir den Fehler der n. Approximation abschätzen:

Lemma 4.9

Der Fehler der n. Approximation ist beschränkt durch

II* " *»l|r < ^(exP(OT)|M|r + ||x„||r) (4.17)

Beweis:

Wir betrachten (4.16)

II*-*»||t < sj^Eikvw-k^oCoi
te[o,r] -?
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oo

< ElrtrlMIr 4^1x11*0117

oo

(4.U)
~

(CT)\. .. (CT)" .,

t=n

(CT)" /^ (CT)'""»*! ..

N

\i=n

j=i-n (CT)» (^(CTYnl
=

-^r^Lü+^riHir+ii^ik

(CT)1
n

-(exp(Cr)||^||r + ||x0||r)

Dabei haben wir bei der letzten Ungleichung benutzt, daß für beliebige
natürhche Zahlen a,b die folgende Ungleichung gilt:

.i i

(a + 6)!
~

6!

Wie man (4.17) entnehmen kann, beeinflußt die Größe des Integrations¬
intervalls bzw. die Größe des Windows stark die Konvergenz des Ver¬

fahrens. Wir erhalten für große T oder für große TeihntervaUe [0,Io]
nur eine sehr langsame Konvergenz. Als Motivation für den nächsten

Abschnitt betrachten wir abschließend als kleines Beispiel die Wärme¬

leitungsgleichung

ut(t,x) — uxx(t,x) = 0 u(0,x) =u0,

die die Wärmeleitung in einem Stab in Abhängigkeit von einer Tempe¬

raturverteilung u0 zum Zeitpunkt 0 beschreibt. ut bezeichne die Ablei¬

tung nach der Zeit und ux die Ableitung nach dem Ort, wobei belie¬

bige Randbedingungen vorgegeben seien. Diese parabohsche, partielle
Differentialgleichung diskretisieren wir in Ortsrichtung mittels zweiten
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Differenzenquotienten und erhalten das lineare Anfangswertproblem

ut(t,x) + -^

( 2

-1

-1

2/

u(t,x) = 0 u(Q,x) = u0,

wobei h die Gitterweite bezeichne. Löst man nun dieses Anfangswert¬

problem mit dem Multisplitting-Algorithmus und so erkennt man, daß

in die Bestimmung der Konstanten C der Faktor -K eingeht, was be¬

deutet, daß für feine Gitter CT sehr groß werden kann, so daß wir nur

eine sehr langsame Konvergenz erwarten dürfen oder wir müssen das

IntegrationsintervaU in viele kleine Windows zerlegen, damit CTq klein

bleibt. Dies kann sogar dazu führen, daß die Schrittweite eines nume¬

rischen Integrationsverfahrens durch die Größe des Windows bestimmt

wird.

4.2 Konvergenz im steifen Fall

In diesem Abschnitt werden wir Bedingungen an die Matrix A stellen, so

daß wir die Konvergenz des Multisplitting-Algorithmus auch für unend¬

lich große Integrationsintervalle beweisen können. Bevor wir dies jedoch
nachweisen können, müssen wir einige Vorbetrachtungen durchführen.

Es sei Y = (C([0,oo];IRm) und X = CP(Y,Y) mit 1 < p < oo. Unser

Ziel ist der Nachweis, daß auf X gilt:

P(K)<1.
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Wir beweisen zuerst das folgende Lemma, welches uns erlaubt, bei den

weiteren Betrachtungen nur noch die Laplace-Transformierte des Kerns

des Iterationsoperators zu betrachten. Für Operatoren, die in den kom¬

plexen m-dimensionalen Raum abbilden, ergibt sich das Lemma als eine

Folgerung eines Satzes von Paley und Wiener (z.B. Seite 68 in [Cord73]).
Wir präsentieren hier einen etwas einfacheren Beweis. Wir bezeichnen

die Laplace-Transformierte des Kerns k(t) von K mit K und mit K; die

Laplace-Transformierte von fej(t).

Lemma 4.10

Für den Spektralradius des Iterationsoperators gilt:

p(K)= sup p(K(z)). (4.18)
Re(z)>o

Beweis:

Wir beginnen mit der Berechnung von K(z). Es gilt:

L L

K(z) = Y,EiKl(z) = J^Ei^I + Mi)-1^.
i=i i=i

K(z) ist eine Matrix, deren Elemente rationale Funktionen in z sind.

K(z) besitze die Partialbruchzerlegung:

S Vi s

K(z) = V^ E^'(2 - -Z')~J wobei E"* -

^m%

»=1 }=1 i=l

Berechnen wir davon die inverse Laplace-Transformation, so ergibt sich

als Gestalt von k(t):

kM = E Ecv77rTvexp(z'0-
i=i j=i

^ >'

Aus dieser DarsteUung erkennen wir sofort, daß gilt:

K £X <s> Re(z.) <0. (4.19)
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Dies ist jedoch äquivalent dazu, daß K(z) analytisch ist für Re(z) > 0.

Wir bestimmen nun den Spektralradius p(K). Dazu müssen wir unter¬

suchen, für welche Werte von A der Operator XI — K auf X invertierbar

ist. Wir betrachten die inhomogene, lineare Volterrasche Integralglei¬

chung zweiter Art

(\I-K)x(t) = f(t).

Die Lösung dieser Integralgleichung besitzt die Gestalt,

x(t) = (^i-n)f(t),
wobei TZ ein Faltungsoperator mit Kern r(t) ist. Für die Laplace-
Transformierte von r(t), die wir mit R(z) bezeichnen, gilt:

R(z) = i/-(A7-K(z))"1.

Man erkennt sofort, daß R(z) wieder eine rationale Funktion in z ist,
und daß die folgende Äquivalenz gilt:

(aj-/c)-1gx & nex.

Der gleichen Argumentation folgend, die wir oben bereits für K benutzt

haben, ist dies nun äquivalent dazu, daß R(z) in der rechten komplexen
Halbebene analytisch ist.

Insgesamt erhalten wir:

(XI - K )-x £ X <& (XI- K(z))"1 ist analytisch für Re(z) > 0.

Es gilt nun für aüe r < p(K) nach Seite 212 aus [Yosi68]:

r < p(K) <$ 3 A, mit |A| = r, so daß (AI — K) nicht invertierbar ist

•& 3A, mit |A| = r und 3 z mit Re(z) > 0,

so daß (XI — K(z)) nicht invertierbar ist

O 3 z mit Re(z) > 0 und 3 A, mit |A| = r,

so daß (AI — K(z)) nicht invertierbar ist

<S> 3z mit Re(z) > 0, so daß r < p(K(z))

<& r < sup p(K(z)).
Re(z)>o
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Da die obigen Äquivalenzen für aUe r < p(K) gelten, erhalten wir die

Behauptung des Lemmas.

Ziel dieses Abschnittes ist also der Nachweis der folgenden Abschätzung:

sup pQ2 Ei(zl +Mi)-1Ni)<l.
Re(z)>o i=i

(4.20)

Dazu beweisen wir zuerst einige Lemmata, die wir später benutzen wer¬

den.

Lemma 4.11

Für eine beliebige Matrix A £<DmXm gilt:

P(A) < P(\A\). (4.21)

Beweis:

Da

/ J
aikbkj

k=i

< E \aikhj\ < ^2 \aik\ \bkj\
k=i t=i

erhalten wir sofort: \AB\ < \A\ \B\. Als direkte Folgerung daraus

ergibt sich: \Ak\ < \A\k für k G IN. Wir betrachten nun die Frobenius

Norm || • || f- Ohne Beweis geben wir die beiden Eigenschaften an, die

offensichtlich sind und nicht bewiesen werden.

(i) \A\ < \B\ => \\A\\F < \\B\\F

(ii) || \A\ \\F = \\A\\F.

Nach diesen Vorbetrachtungen ergibt sich aber:

II^IIf = \\\Ak\\\F < \\\A\k\\F
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und damit

p(A)= lim y||A*||F< lim tf\\\A\"\\P = p{\A\).
k—»oo * «—»oo >

Auch das nächste Lemma wird sich beim Beweis der Hauptaussage die¬

ses Abschnittes als sehr nützhch erweisen.

Lemma 4.12

Es sei z eC mit Rez > 0 und A lRmXm sei eine M-Matrix.

Dann gilt:

{(zI + A)-1] <<zI + A>~1
. (4.22)

Beweis:

Der Einfachheit halber setzen wir: F := zl + A und zeigen zuerst, daß

die Matrix F eine W-Matrix ist. Dazu betrachten wir ihre Vergleichs¬
matrix <F>. Es gut:

*F^(ift-f -\A(*J)\ = MhJ) füri^j

<*>{i,J)-\ \Z + AM\ > AM

Dabei haben wir benutzt, daß die Matrix A eine .M-Matrix ist. Folglich

gilt <F>> A, woraus sich nach Lemma 2.2 ergibt, daß <F> eine

M-Matrix ist. Es gelte F — D — B, wobei D die Diagonale von F

bezeichne. Dann existiert die Inverse von D und nach Theorem 7.5.14

(3) aus [BeP179] folgt

^(ir1^) < 1.

Da <F> eine .M-Matrix ist, existiert ein positiver Vektor u G fftm mit

<F> u > 0. Die Vergleichsmatrix <F> von F besitzt die Darstellung:

<F>= \D\ - \B\. Damit erhalten wir:

(\D\-\B\)u > 0

\D\u > \B\u.
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Multiplikation mit {D^l = |D|_1 hefert:

\D~1B\u<u.

Da die Matrix |Z)_15| nichtnegativ ist, bedeutet dies nach Lemma 2.3:

p(\D-lB\) < 1.

Zusammenfassend gUt also:

oo oo

J2(D'1B)i = (I-D-1B)-1 und ^ {D^Bf = (I - IZT1^)"1.
t=0 t=0

Nun benutzen wir die folgenden Ungleichungen:

oo oo oo

lEtfr1*)*! <Ei(^_lß)i <£ij>_1*i'
t'=0 t'=0 1=0

und beenden den Beweis des Lemmas:

KI-D-'B)

\(I -D^ByWD-1
\(I-D-1B)-lD~'1

mi-D-'B))-1

l(D-B)-1

[F-1

< (I-\D-iB\)-*
< (I-lD^BD^lDl-1
< (I-lD^Bl)-1^]-1
< ({DKI-ID-'BI))-1
< (\D\-\B\)-'
< <F>_1

Nun können wir die Hauptaussage dieses Abschnittes beweisen:

Satz 4.1

Es sei A G lRmXm eine M-Matrix und für jedes l = 1,... ,L sei

(Mi,Ni) ein M-Splitting von A. Weiter sei z GC mit Rez > 0.

Dann gilt:
L

p(Y/Ei(zI + Mi)-1Ni)<l. (4.23)
i=i
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Beweis:

Nach Lemma 4.11 reicht es zu zeigen, daß gut:

L

p(\Y,Ei(zI+Mi)~xNi\)<l.
i=i

Die Matrix | Y^i=i Ei(zl+Mi)~rNi\ ist offensichtUch eine nichtnegative,
reeUe Matrix. Nach Theorem 2.8 aus [Varg62] folgt dann aber mit

B = IZtiMzI + M^Ni] und A = £f=1 \Et\ \(zl + Mi)"1! |JV,|,
daß p(B) < p(A) gilt. Demnach genügt es nachzuweisen, daß gilt:

L

p(Y,Ei\(zI + Mi)-1\Ni)<l.
i=i

Dabei haben wir benutzt, daß die Ei und Ni Matrizen nach Defini¬

tion eines Multisphttings und eines M-Splittings nichtnegativ sind und

deshalb dort die Beträge überflüssig sind. Unter Berücksichtigung von

Lemma 4.12 reicht es dann jedoch nachzuweisen, daß

L

p(^Ei <zI + Mi>~1 Nt) < 1

i=i

gilt. Dies werden wir nun zeigen, wobei wir diese Matrix mit J bezeich¬

nen wollen.

OffensichtUch ist die Matrix J nichtnegativ, da jeder Faktor nichtnega¬
tiv ist — Ei und Ni nach Defintion und <zl + Mi>-1, weil <zl + Mj>
eine .M-Matrix ist. Es gilt:

|JV,| = Ni = <Mi> - <A> = <zl + Mi> - <zl + A> .

Demnach gilt für J:

L

J = ^EiKzI + Miy-1 Ni

i=i

L

= Y,Ei <zl + Mi>-1 (<zl + Mi> - <zl + A>)
i=i

L L

= ^2E[-J2Ei<zI + Mi>-l<zI + A>
i=i i=i

L

= I-Y,Ei<zI + Mi>~1<zI + A>
i=i
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Wir werden nun Lemma 2.3 benutzen, um den Beweis zu vollenden.

Dazu wählen wir einen positiven Vektor u G Hm

u=<zI+A>~1 1T mit

Da <zl + A> eine .M-Matrix ist — man vergleiche mit der Argumen¬
tation in Lemma 4.12 — kann sie keine Zeile enthalten, die aus lauter

Nullen besteht, da sie sonst nicht invertierbar wäre. Demnach ist der

Vektor u > 0. Wir berechnen nun Ju und erhalten:

Ju = ll-^2Ei <zI + Mi>~1<zI + A> j u

L

= u-^Ei<zI + Mi>-ll2

Wir müssen nun nur noch nachweisen, daß die Summe einen positiven
Vektor liefert. Dazu betrachten wir eine behebige Komponente i mit

1 < i < m. Dann existiert mindestens ein l in {1,... ,L} mit Ei(i,i) >

0, da sonst die Konsistenzbedingung nicht erfüllt wäre. Mit der gleichen

Argumentation wie zuvor gilt, daß <zl + Mi> eine .M-Matrix ist und

deshalb keine ZeUe besitzt, die aus lauter NuUen besteht. Der Vektor

<z/ + Mi>-1 1 ist also genau die i. Zeilensumme der nichtnegativen
Matrix <zl + Mi>-1. Also ist die i. Komponente der Summe positiv
und wir erhalten Ju < u, was nach Lemma 2.3 bedeutet, daß

L

p(J) = p(^ Ei <zl + Miy-1 Ni) < 1.

/=i

Bezeichnen wir mit statischer Multisplitting-Algorithmus die An¬

wendung eines Multisphttings zur Lösung eines linearen Gleichungssy¬
stems, wie sie etwa in [From90] beschrieben wird, und mit dynami¬
scher Multisplitting-Algorithmus den in dieser Arbeit vorgestell¬
ten Algorithmus zur Lösung des linearen Anfangswertproblems (2.1), so

können wir den folgenden Satz beweisen:
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Satz 4.2

Es sei A G RmXm eine M-Matrix und für jedes l = 1,...,L
sei (Mi,Ni) ein M-Splitting von A. Wenn man die auftretenden

Teilsysteme exakt löst, dann konvergiert der dynamische Multi¬

splitting-Algorithmus genau gleich schnell wie der statische Mul¬

tisplitting-Algorithmus.

Beweis:

Da der Iterationsoperator des statischen Multisphtting-Algorithmus

L

Y^EiM^Ni
l=i

ist, müssen wir die folgende Ungleichung nachweisen:

L L

p(Y,Ei(zI + Mi)-1Ni) < p^EiM^Ni).
i=i i=i

Im Beweis des vorherigen Satzes hatten wir gesehen, daß gilt:

L L

pQ^E^zI + Mi)-1^) < p(Y,Ei <zI + Mi>~x Ni).
i=i i=i

Weiterhin wissen wir, daß ]Ci=i Ei <zl + Mj>-1 Ni eine nichtnegative
Matrix ist und sowohl die Matrizen < zI + Mi > als auch Mi für aUe

l = 1,..., L .M-Matrizen sind. Dann gilt jedoch:

Mi < <zl + Mi>

MfxMj <zl + Mi>_1 < Mf1 <zl + MiXzI + Mi>_1

<z/ + Mi>-1 < Mf1.

Daraus folgt sofort mit Theorem 2.8 aus [Varg62] die Behauptung.



Leer - Vide - Empty



Kapitel 5

Numerisches Lösen der

Te ilsy steme

In letzten Kapitel haben wir untersucht, ob der Multisplitting-Algorith¬
mus konvergiert, wenn die Teilsysteme exakt gelöst werden. In diesem

Kapitel betrachten wir den FaU, daß ein numerisches Integrationsverfah¬
ren benutzt wird, um die Lösung der Teilsysteme zu bestimmen. Dabei

beschränken wir uns auf implizite Verfahren, da die Anfangswertpro¬
bleme, die bei der Schaltkreis Simulation auftreten, meist steif sind.

Des weiteren werden wir voraussetzen, daß die Stützstellen äquidistant
sind.

5.1 Implizites Euler-Verfahren

Zuerst werden wir einige Bezeichnungen einführen. Da wir äquidistante
StützsteUen verwenden woUen, bezeichnen wir den Abstand zweier

StützsteUen mit h und nennen dies die Schrittweite des Verfahrens. Mit

tr bezeichnen wir den Zeitpunkt to +rh. Dabei sei f0 der linke Anfangs¬
punkt des aktueUen IntegrationsintervaUs, welchen wir der Einfachheit

halber als 0 annehmen werden. Weiter benutzen wir:
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Vl,n,r bezeichne die Näherung für die Lösung des l. Teilsystems bei der

n. Iteration zum Zeitpunkt tr.

xntr bezeichne die n. Näherung für die Lösung von (2.1) zum Zeitpunkt

fr bezeichne die Auswertung der Funktion f(t) zum Zeitpunkt tr.

x(tr) bezeichne die exakte Lösung von (2.1) zum Zeitpunkt tr.

Wir wenden nun das implizite Euler-Verfahren auf das l. Teilsystem von

(3.4) an und erhalten die folgende Gleichung:

yi,n+l,r+l + hMiyi,„+l,r+l = yi,n+l,r + h(NiXn<r+i + fr+l)

=> (1+ hM{)yitn+itr+1 = yi,„+i,r + h(Nixn,r+i + fr+1)

yi,n+i,r+i = (I + hMi)-1 (yi,n+ilP + h(NixntT+1 + /P+1)) (5.1)

Auf die Lösbarkeit dieser Gleichung, d.h. auf die Existenz der Matrix

(I + AM/)-1, werden wir zu einem späteren Zeitpunkt zurückkommen.

Nachdem alle Teilsysteme gelöst worden sind, berechnen wir mit (3.5)
eine neue Approximation und lösen dann die Teilsysteme erneut. Dies

wiederholen wir so lange, bis die Näherungslösungen xn gegen eine feste,
diskrete Funktion konvergiert sind. Wenn wir nun Konvergenz nachwei¬

sen woUen, so interessiert uns nur die Abhängigkeit der (n+1). Iteration

von der n. Iteration. Aus diesem Grund ist aber die DarsteUung (5.1)
unbefriedigend, da in dieser DarsteUung auch die Abhängigkeit von den

vorherigen Stützstellen der gleichen Iteration eingeht. Dabei hängt die

Lösung j//)t»+i,r+i von folgenden Werten ab:

yi,n+i,r d.h. von der Lösung des l. Teilsystems der n+1. Iteration zum

Zeitpunkt tr, der aktuellen Iteration also

xn,r+i d.h. von der n. Approximation der Lösung zum Zeitpunkt tr+1,
der vorherigen Iteration.

Wünschenswert wäre eine exphzite Formel für die Rekursion (5.1). Be¬

trachtet man (5.1), so können wir für y/,n+i,r wieder den gleichen Aus¬

druck wie in (5.1) einsetzen. Nach insgesamt r + 1-maligem rekursivem

Anwenden von (5.1) haben wir den Anfangswert t0 erreicht. Dieser Wert



5.1. Implizites Euler-Verfahren 75

ist jedoch bekannt, da der Anfangswert vorgegeben ist. Verwenden wir

als abkürzende Schreibweise

£, = (1+ hMi)~\

so können wir das folgende Lemma beweisen, welches die diskrete Form

der Variation der Konstanten Formel ist:

Lemma 5.1

Verwendet man zur Integration der Teilsysteme das implizite

Euler-Verfahren, so erhalten wir für die Lösung des l. Teilsystems
bei der (n + 1). Iteration zum Zeitpunkt tr:

!ft,„+i,r = Bi f£ Bf-»/»(#,*„,< + fi) + B^xoj . (5.2)

Beweis:

VoUständige Induktion über r:

r = l :

yi,n+i,i = Bi (h(Ntxn>i + fi) + yhnfi),

da yi,n,o = Xq, entspricht dies (5.2) mit r = 1.

r — r + 1 :

y/,n+l,r+l = Bl (yi,n+l,r + M-^n.r+l + fr+l))

(I= -]
Bf (JT Bf-'hiNtXnj + fi) + B^xo

+Bih(Nixn>r+i + fr+i)
V

= Bi^B^-'HNix^ + fi)
i=l

+£fx0 + 5,r+1-(p+1)fe(JVi*»,r+i + /r+1))

= Bi (^B^-^Nix^i + fi) + Bf*„ )
^»=i
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Daraus ergibt sich sofort

Folgerung 5.1

Für die Näherungslösung £n+i)r von x(tr) nach der (n + 1). Ite¬

ration zum Zeitpunkt tr gilt:

xn+i>r = Y, EiBi J2 Brih(Nixn,i + fi) + Bf"1*,, I (5.3)
/=i ^»=i

Im Folgenden betrachten wir ein festes IntegrationsintervaU, welches die

StützsteUen to,ti,t2,.. .,tr besitze. Die Lösung zum Zeitpunkt to ist

durch den Anfangswert gegeben. Wir können die Approximationen der

n. Iteration an den Stützstellen als rm dimensionalen Vektor betrachten

und bezeichnen diesen Vektor mit xn = (x^1,x^2,-- >x%r)T •

Wir schreiben nun (5.3) für jeden Zeitpunkt des Integrationsintervalls
und erhalten dann die rm dimensionale Fixpunktiteration:

cn+i = Hxn + hJi> + g0 x0. (5.4)
x=i

Dabei sind H,J,G G IRrmXrm, V e Krm und besitzen die folgende
Gestalt:

H = h

( UtiEiBiNi

Zf=iEiBfNi Ef=i EiBiNi

\ Eli EiBlNi EtiEiBr'Ni

( Ew EiBi

\

J =

EtiEiBiNi )

\

E/=i EiBf Y,i=i EiBi 0

\E?=iEiBl Y:tiEiBrrl ... Ef=i EiBi J
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4 = ULfL,£?,

( Ef=i EiBi 0 \

H
V 0 Ef=i EiBf J

r

^+i Xq = (X0 , XQ , . • •

, Xq J .

r mal

Aus dieser DarsteUung erkennen wir sofort, daß die Konvergenz der Fix¬

punktiteration und damit die Konvergenz des diskretisierten Multispht¬
ting-Algorithmus nur vom Spektralradius der Matrix fi abhängt. Wenn

wir H etwas genauer betrachten, so erkennen wir, daß diese Matrix eine

untere Block-Dreiecksgestalt besitzt. Folglich hängt der Spektralradius
von 7i nur von den Blöcken auf der Diagonalen ab. Diese Blöcke sind

aber alle identisch und somit reicht zum Nachweis der Konvergenz be¬

reits:
L

p(hJ2EiBtNi)<l.
i=i

Dies jedoch können wir für h klein genug ohne zusätzhche Forderungen
erreichen, denn es gilt:

L L L

pC^EiBiNi) = pC^Eitf + hM^Ni) h-^ pC^EiNi) < oo.

Z=l 1=1 1=1

Folghch existiert ein h0 > 0, so daß für alle h < ho gilt:

£

P(hJ2EiBiNi)<l.
i=i

Falls wir jedoch auch für große Schrittweiten die Konvergenz nachweisen

möchten, ist dies nur durch zusätzhche Bedingungen an A und das Mul¬

tisplitting möghch.

Um die Schreibweise etwas zu vereinfachen, verwenden wir im Folgenden
die Bezeichnung:

L

H = hY^ElBiNi.
i=i
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Wir kommen nun zur Hauptaussage dieses Abschnitts, dem Konver¬

genzsatz des diskretisierten Multisphtting-Algorithmus.

Satz 5.1

Es sei A eine M-Matrix und (Mi,Ni,Ei) sei ein Multisplitting

von A derart, daß für jedes 1 < l < L das Splitting (M/, JV/) ein

M-Splitting von A sei. Dann gilt für alle h > 0:

L

p(H) = p(H) = p(hY,Ei(I + hMl)-1Ni) < 1.

i=i

Beweis:

Den Beweis erhält man sofort, indem man in Satz 4.1 z

gut nämlich:

K(i) = XX^+ Mi)-1^)
i=i

L

= Y,Ei{h-\l + hMi))-lNi
i=i

L

= h^E^I + hMi)-1^.
i=i

Daher wissen wir nach Satz 4.1 und Satz 4.2, daß gilt:

p(H) = p(K(\)) < p(K(0)) < 1.

Wir haben nun gezeigt, daß der diskretisierte Multisplitting-Algo¬
rithmus unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 auf einem endh¬

chen IntegrationsintervaU gegen eine diskrete Grenzfunktion konver¬

giert. Wir müssen nun noch die Frage klären, ob diese Grenzfunktion

auch tatsächhch die numerische Lösung von (2.1) ist.

= v setzt. Es
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Wenn wir das imphzite Euler-Verfahren nicht auf die Teilsysteme, son¬

dern direkt auf (2.1) anwenden, so erhalten wir:

(I + hA)xr+i = xr + hfr+i

Wir benutzen nun, daß A = M/ — iVj gut, und wir erhalten für jedes
1 = 1,...,L

(I + hMi)xr+i = xr + h(Nixr+i + fr+l)

=> xr+i = Bi(xr + h(Nixr+i + fr+i))

Analog zu Lemma 5.1 erhalten wir mittels voUständiger Induktion das

folgende Lemma:

Lemma 5.2

Verwendet man zur Integration des linearen Anfangswertproblems

(2.1) das implizite Euler-Verfahren, so gilt für alle l = 1,..., L:

xr = B, (j^Br'HNiXi + fi) + Bf1^ ) •

Beweis:

analog zum Beweis von Lemma 5.1

Daraus folgt dann aber:

= Eixr = B,B,(^Bf-ifc(JV,xi + /0 + Bf-1xo)
L L / r

=* £>/xr = J2ElB< [J^Br'HNiXi-rf^+BJ-1

L

Xr = Y EiBi Y, BrHNiXi + fi) + Bf-Xx0 (5.5)
/=i \i=i
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Auch diese Gleichung schreiben wir nun für jeden Zeitpunkt unseres In¬

tegrationsintervaUs. Wir benutzen x := (x^x^,... ,x;T)T und erhalten

damit:

r

x = Wx + /iJV + ö0xo, (5.6)
i=l

wobei die Matrizen H,J,Q und der Vektor vj die gleiche Gestalt besit¬

zen wie in (5.4). Daraus erkennen wir sofort, daß x der Fixpunkt der

Fixpunktgleichung (5.4) ist.

Dies bedeutet, daß das mehrfache Aufspalten des Differentialgleichungs¬

systems, darauf folgendes Diskretisieren mit dem impliziten Euler-

Verfahren und dann Iterieren, gegen die diskrete Lösung von (2.1) kon¬

vergiert, die man erhält, wenn man das imphzite Euler-Verfahren direkt

auf (2.1) anwendet. Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes im fol¬

genden Satz zusammen:

Satz 5.2

Benutzt man den dynamischen Multisplitting-Algorithmus zur

Lösung eines linearen Anfangswertproblems (2.1) und löst man

die auftretenden Teilsysteme mit dem impliziten Euler-Verfahren,
so konvergiert der Multisplitting-Algorithmus gegen die diskrete

Lösung, die man erhält, wenn man das implizite Euler-Verfahren
direkt auf (2.1) anwendet.

5.2 Lineares Mehrschrittverfahren

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, daß ein lineares Mehr¬

schrittverfahren zur Lösung der Teilsysteme benutzt wird. Darüberhin¬

aus werden wir nicht mehr fordern, daß wir über einem Integrationsin¬
tervaU mit endhch vielen StützsteUen integrieren, sondern wir werden

auch unendhch viele Stützstellen in Betracht ziehen. Wir nehmen an,

daß das Anlaufstück bereits berechnet worden ist.

Diskretisieren wir das /. Teilsystem mit einem linearen Mehrschrittver-
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fahren, so erhalten wir:

k k / k \

Yaiyi,n+hr+i + hYßiMiyi,n+l,r+i = h I J^ ßi (N'ia'n.r-H + fr+i) )
»=0 i=0 \i=0 )

(5-7)
Dabei sei ßk ^ 0, damit es sich um ein implizites Mehrschrittverfahren

handelt. Die erste Frage, die wir erörtern woUen, ist die Frage nach der

Existenz einer Lösung für yi>n+i,r+k-

Lemma 5.3

Die Differenzengleichung (5.7) besitzt eine eindeutige Lösung,

falls gilt:

— ist kein Eigenwert von — hMi. (5.8)
ßk

Beweis:

(5.7) ist eindeutig lösbar, falls (akI + hßkMi)-1 existiert. Es gilt:

det (akI + hßkMi) ^ 0

<=* det(ßk(^I + hMi)) ? 0
Pk

ß? det A+hMi) ? 0
Pk

da ßk ^ 0, ist dies gleichbedeutend damit, daß §* kein Eigenwert von

-hMi ist.

Wir nehmen im Folgenden immer an, daß (5.8) erfüllt sei.

Im Gegesatz zum vorherigen Abschnitt betrachten wir nun nicht mehr

ein Integrationsintervall mit endhcher Ansatz StützsteUen, sondern ein

"unendhch großes" IntervaU, d.h. wir betrachten Folgen im m dimen-
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sionalen Raum:

yi,n := (yi,n,r)l^o n- Näherung der Lösung des l. Teilsystems

Vi := (Vi,r)r*Lo numerische Lösung des l. Teilsystems

xn := (a;n,r)^!-o n' Näherung der Lösung von (2.1)

x := (xr)r*Lo numerische Lösung von (2.1)

Wir definieren nun den Fehler der (n + 1). Approximation:

en+1 := (e„+i>r)~ 0
= xn+i - x = (xn+i,r)* „

~ (sr)^=0

Dieser setzt sich zusammen aus den Fehlern e/)n+i der einzelnen Teil¬

systeme:
L L

e„+i = YEl (»'."+1 ~ y<) = Yl Eiel<n+i.

OffensichtUch erfüllt der Fehler die folgende Differenzengleichung:

k k k

Y aiel,n+l,r+i +hY ßiMlel,n+l,r+i = h^ ßiNien>r+i (5.9)
t=0 t=0 i=0

Wie bereits erwähnt nehmen wir an, daß das Anlaufstück, d.h. die

Lösungen an den StützsteUen to,...,tk-i bereits bekannt sind. Dies

bedeutet, daß für den Fehler an den StützsteUen j = 0,..., k — 1 gilt:

el,n+l,j = el,n,j = n+l,j = en,j = "•

Wir schreiben nun (5.9) für Folgen:

/ k k \
°°

/ k \
°°

f Y Oliei,n+l,r+i + hMi ]T ßieitn+itr+i ) = hNt I Y ßi«n,r+i )
\»=o «=0 / r=0 \t"=0 / r=0

Von diesen Folgen berechnen wir nun die 2-Tansformierte [BrSe87].
Dazu multiphzieren das r. Folgenghed mit £_r, wobei |£| > 1 sein muß,
damit die Folgengheder beschränkt bleiben.



j=0j=i
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oooo

0.=enj=eitn+iji:<jfürjedochgiltDannk.<i<0wobei

j=ir=0

Ee,>n+i'^~'-=Etv+i.''+^~(r+')
oooo

durch:i+r=jIndextransformationfolgendediewirführenNun

r=0i=0

oofcr=0t=0

r=0i=0

wv,EÄ<<Ec»."+^"(r+0=

oofcr=0t=0

ei,n+hr+iC{r+i)EßtC£hMl+ei,n+i,r+iC{r+i)E«iCE

man:erhältDaraus

/t=0\r=0

E(fciV'E^ie„,I.+ir(p+0=

\fc/oo

t=0Vr=0/\t=0r=0

(fcMiE/3iC,ci.»+i,r+iC-(H-fl+E^aic^,„+1,r+ir(r+i)£

i=0\r=0

[hN^ßte^r+iCE=

\fc/oo

t=0\r=0/\i=0r=0

ÄCl,n+l,r+tC"EhMl(E+Iaiei.n+l,r+iC"rE(E
fc/OO\fc/oo

aufFolgengliederallesummierenund

r=0/\»=o

Efte».H-iCr/iiv,=

oo

0r/*=0\r=o/»=0

IÄei,„+i,r+iC"r^hMi(+1aiej.n+i.r+iC"'*E
x"fc/\°°k

83MehrschrittverfahrenLineares5.2.
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Verwenden wir nun die übhchen Schreibweisen:

fc fc

«(0 = 5>«C und KO = I>C'
»=0 i=0

und bezeichnen wir die 2-Transformierte mit:

**«)••= !><"r'
r=0

so erhalten wir:

"(Oetn+i«)+ hMib(()eln+1(() = hNib(()e*n(()

=>- (a(()I + hMib(())eln+l(() = hb(()Nie*n(()

=» <n+i(0 = HOl + hMib^r^ONieUC)

Wir erhalten also für jedes Teilsystem einen diskreten linearen Operator:

K?*(() = (a(C)I + hMib(Q)-lhb((:)Ni

Daraus erhalten wir:

L

<+i(C) = 2>/cF«(C) = £**<(0-
i=i

Für Kh* (C) gut demnach:

L

£** (C) = £ Ei (a(()I + /lM/6(C))-1/l6(C)iVi.
f=i

Um die Konvergenz nachzuweisen müssen wir nun wieder zeigen, daß

sup p(Kh*(()) <1. (5.10)
ICI>1
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Es gilt jedoch

L

Kh*(Q = ^EiHOl + hMMOy'hb^Ni
1=1

= £> (hb(Q(l^I + Mi)} \b(C)Ni

- K\hW))-

Verlangen wir nun, daß das lineare Mehrschrittverfahren A-stabil ist,
so gilt [HaWa91]:

A-stabü => Re (^r) > 0 für |C| > 1.

Damit erhalten wir die Konvergenz des diskretisierten Multisplitting-
Algorithmus auf unendlich großen IntegrationsintervaUen, denn es gilt:

sup
ICI>i 'Hi$DK^'<KW)-/>(K(0))-

Ist nun, analog zum vorherigen Kapitel, A ein .M-Matrix und ist für

aUe / = 1,..., L das Sphtting (Mi, Ni) ein .M-Splitting, so ist die Kon¬

vergenz bewiesen. Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes im fol¬

genden Satz zusammen:

Satz 5.3

Es sei A eine M-Matrix und (Mi,Ni,Ei) ein Multisplitting von

A derart, daß für alle l = 1,... ,L das Splitting (Mi,Ni) ein M-

Splitting ist. Verwendet man zur Bestimmung der numerischen

Lösung der Teilsysteme ein A-stabiles lineares Mehrschrittverfah¬

ren, dann konvergiert die Iteration des Multisplitting-Algorithmus

gegen die Lösung von (2.1) auf jedem Integrationsintervall [0,T].
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Kapitel 6

Vergleichssatz

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, daß die Iteration des Multisplit¬

ting-Algorithmus gegen die diskrete Lösung von (2.1) konvergiert, wenn

man die Teilsysteme mit einem impliziten Verfahren löst. Wie die Expe¬

rimente in Kapitel 7 zeigen werden, hat das Überlappen der TeUsysteme
eine schneUere Konvergenz des Verfahrens zur Folge. Wir woUen uns

in diesem Kapitel fragen, ob wir diese schneUere Konvergenz auch ma¬

thematisch nachweisen können. Unser Ziel ist es nachzuweisen, daß der

Konvergenzradius von H' kleiner gleich dem Konvergenzradius von 7i

ist, wobei H' die Iterationsmatrix eines überlappenden Multisphttings
und H die Iterationsmatrix eines disjunkten Multisphttings ist.

Untersuchungen dieser Art wurden für Multisphtting-Verfahren zur

Lösung von Unearen Gleichungssystemen von Neumann und Plemmons

in [NeP187] durchgeführt. Dabei wird ein Multisplitting mit L Teilsyste¬

men eines m dimensionalen Gleichungssystems umgeschrieben als eine

(einmalige) Zerlegung eines Lm dimensionalen Gleichungssystems. Den

Zugang, den sie gewählt haben, werden wir uns zu eigen machen und

einen analogen Weg einschlagen.

In diesem Kapitel betrachten wir zwei verschiedene Multisphttings, das

erste, (M^N'^E'j) bezeichne das überlappende Multisplitting und das

zweite (Mi,Ni,Ei) bezeichne das disjunkte Multisplitting. Weiterhin

nehmen wir an, daß das imphzite Euler-Verfahren mit äquidistanten

Stützstellen zur numerischen Integration der Teilsysteme verwendet
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wurde. Dies steUt keine Einschränkung der AUgemeinheit dar, da man

auch für den allgemeinen Fall eines linearen Mehrschrittverfahrens eine

äquivalente Aussage erhält.

Ziel ist der Nachweis der folgenden Ungleichung:

L L

p(H') = p&J^EKl+ hMiyNl) < p^^E^I+ hMi)-1^) = p(H)
1=1 i=i

(6.1)

Wir betrachten zwei Fixpunktiterationen (5.4), deren Iterationsmatrix

H bzw. H' ist. Wie im vorherigen Abschnitt gesehen, sind einzig die

Blöcke auf der Diagonalen für die Konvergenz entscheidend. Deshalb be¬

trachten wir zwei m-dimensionale Fixpunktiterationen, gegeben durch

die folgende Iterationsvorschrift:

zn+i = Hzn + d

<+i = H'z'n + d'

wobei z,z',d,d' G ]Rm.

Bevor wir diese beiden Iterationen vergleichen, werden wir die Itera¬

tionen umformuheren und die Iteration in der anderen Formulierung
untersuchen. Da diese Transformationen für beide Fixpunktiterationen

analog laufen, betrachten wir zuerst nur noch die erste dieser Iteratio¬

nen. Bezeichnen wir wieder, wie im vorherigen Kapitel die Inverse der

Matrix I + hMi mit B/, so gilt offensichtlich der folgende Zusammen¬

hang:

Lemma 6.1

zn+i = Hzn + d konvergiert •<=>• Zn+i = CZn + D konvergiert,
wobei

A — \Zi 5 *i , • • • ) *i )
y

v

'

L mal

D := (f,dT ...,dTf
L mal

— r^p2«)
j=i

L

1=1
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Die Matrix C ist gegeben durch:

l E1B1N1

C = h

\ E1B1N1

• ELBLNL \

ELBLNL j

C kann als Produkt der Matrizen C = FG mit

/ Ei ... Ei

F =

und

G = h

\ Ei ... El

( BiNi 0

0 B2N2 0

0 \

\ 0 0 BLNL )

geschrieben werden.

Die Dimension des Systems ist vergrößert worden und wir betrachten

nun eine Fixpunktiteration im Et m. Nun können wir das folgende
Lemma beweisen:

Lemma 6.2

Die Matrix C = FG hat bis auf Vielfachheit die gleichen Eigen¬

werte wie die Matrix C = GF.

Beweis:

Es sei A ein Eigenwert von C. Wir unterscheiden nun die FäUe A = 0

und A ^ 0. Falls A ^ 0 Eigenwert von FG ist und u ^ 0 der zugehörige

Eigenvektor ist, so gut:

definiere v := Gu

FGu = Au

GFGu = GXu = XGu

GFv = Xv
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Demnach ist A Eigenwert von GF mit zugehörigem Eigenvektor v.

Da F singulär ist, sind C und C singulär. Daraus folgt, daß A = 0 ein

Eigenwert von C und C ist.

Die Matrix C besitzt die folgende Gestalt:

/ BiJVitfi ... BiNxEL \
B2N2Ei ... B2N2EL

C = h

V BLNLEi BLNLEL j

Bei näherer Betrachtung ergibt sich die Matrix C aber auch als Itera¬

tionsmatrix einer einfachen Zerlegung einer Lm x Lm Matrix A:

A = M-Af,

wobei die Matrizen M und J\f wie folgt gewählt sind:

-l

M =

( Bl

V 0

0

3-1

0 \

0 B^ )

JV = h

= h

( NiEi NiE2

N2Ei N2E2

\NLEi ...

f Ni 0
...

0 N2

NiEL \

NLEL.i NLEL )
0 \

\ 0
...

0 NL J
Die Matrix A hat demnach die Gestalt:

/ Bi1 - hNiEi -hNiE2

-hN2Ei B2-x - hN2E2
A =

-hNiEL \

\ -hNLEi BlL - hNLEL J
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A ist eine Lm x Lm Matrix, die aus L x L Blockmatrizen der Dimen¬

sion m besteht. Dies bedeutet, daß wir zum Beispiel den i. Block auf

der Diagonalen als A(i,i) bezeichnen werden. Wir werden nun unter¬

suchen, inwieweit sich gewisse Eigenschaften der "kleinen" Matrix A,
bzw. des "kleinen" Multisphttings (M/,iVj,B/) auf die "große" Matrix

.4, bzw. die Zerlegung (M,JV) übertragen lassen. Wir beginnen mit

Untersuchungen über die Zerlegung von A.

Lemma 6.3

Es sei A eine M-Matrix und für alle l = 1,..., L sei (Mi, Ni) ein

M-Splitting. Dann ist (M, A/) ein M-Splitting von A.

Beweis:

Wir müssen Folgendes nachweisen:

1. M ist eine .M-Matrix,

2. AT ist nichtnegativ.

ad (1): nach Voraussetzung ist Mi eine .M-Matrix. Dann ist aber auch

hMi eine .M-Matrix. Also ist auch I + hMi eine AI-Matrix. Demnach

gut für aUe 1 < i, j < Lm mit i ^ j: M(i,j) < 0. Weiter ist

/ (I + hMi)-1 0 ...
0 \

0 (I + hMi)-1
M~L =

\ 0
...

0 (I + hML)-1 J

weshalb auch gilt: M~x > 0, da jeder Diagonalblock eine Af-Matrix

und somit nichtnegativ ist.

ad (2): klar, da nach Voraussetzung Ni>0,Ei>0,h>0 ist.

Lemma 6.4

Es sei A eine M-Matrix und für alle l = 1,..., L sei (Mi, Ni) ein

M-Splitting. Dann ist A eine M-Matrix.
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Beweis:

Auch hier müssen wir wieder zwei Eigenschaften von A nachweisen:

1. A(i, j) < 0 für 1 < i,j < Lm mit i ^ j und

2. A'1 > 0

ad (1): klar nach Konstruktion von A, da h > 0, Ei > 0, Ni > 0.

ad (2): Zum Nachweis, daß A eine Af-Matrix ist, verwenden wir wieder

Lemma 2.1 aus dem zweiten Kapitel. Wir wählen den Vektor v G H
m

als

v^QKl + hA^l^Qu
i=i i=i

Es ergibt sich sofort, daß v > 0. Wir betrachten nun den i. m-dimen-

sionalen Block von Av:

(Av)(i) = U + hMi-^ThNiEAu

= ll+hMi-hNiJ^Ei) u

-1-frT
= (I + HMi-NW+hA)-1!
= Ir>0

Demnach ist das i. Element von Au positiv und deshalb ist auch Av

positiv. Dies ist aber nach Lemma 2.1 äquivalent zur Bedingung, daß

die Inverse von A nichtnegativ ist.

Bevor wir fortfahren, woUen wir uns kurz die Definition der u-Norm in

Erinnerung rufen:
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Definition 6.1 u-Norm

Es sei u6ß" mit u > 0. U G RnXn definiert durch

/ «i 0 \
«2

tf :=

0

Die u-Norm || • ||u ist definiert durch

1*11« := ll^^lloo.

Die zugehörige Operatornorm für A G JtnXn ist definiert durch

\\A\\U := WU-'AUU

Folgerung 6.1

Für die u-Norm gilt die folgende Eigenschaft:

\\Au\\u = \\A\\U. (6.2)

Beweis:

Nach Definition 6.1 gilt:

n

|L4||U = ||C7-1AC/||0O= max^-i|A(z,j)l
l<»<n f—' tij

1
n

pu||u = max — ^2\A(i,j)\uj
l<»<n Ui T-*

1=1

Folgerung 6.2

Die u-Norm ist eine monotone Norm, d.h. falls für zwei Vektoren

x,y G 1R" gilt \xi\ < \yi\ für alle 1 < i < n, dann gilt auch

INI« < NI«.
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Beweis:

Es sei r die Komponente von x, für die gut:

-—- = max i—r,
|Tfr| !<»<" \Ui\

dann gilt

| n
\Xi\ \XA

,
\Vr\

,

\Vi\
|| ||HL = max -,—,

=
-j—r < -—r < max -—\ = \\y t1 "

KKnUi \ur\ \ur\l<i<n \ui\
" '

Nun können wir das folgende Lemma beweisen, welches wir beim Beweis

der Hauptaussage dieses Kapitels benutzen werden.

Lemma 6.5

Es seien Ai,A2 M-Matrizen. Ai = Mi - Ni und A2 = M2- N2
seien M-Splittings mit M2-1 > Mx_1. Falls ein positiver Vektor u

existiert mit

0 < Aiu < A2u, (6.3)

dann gilt in der u-Norm:

IlMj-^all^llMf1^!!«. (6.4)

Falls ein zu p(M^Ni) gehörender positiver Eigenvektor existiert,

gilt:

p(M~1N2) < p(M~xNi). (6.5)

Beweis:

Zuerst woUen wir (6.4) beweisen.

Nach Voraussetzung gilt M2-1 > M{"x und 0 < Aiu < A2u.
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Folgerung 6.2

Folgerung 6.1

MfxAiu < M^A2u < M2xA2u

Mi1(Mi-Ni)u < M2~1(M2-N2)u

(I-M^Ni)u < (I-M^N^u

M^NiU < M^Niu

||M2-xiV2n||u < WM^NiuWv

\\M^N2\\U < \\M^Ni\\u.

Nun woUen wir (6.5) beweisen. Es sei v ein zu p(Mx xNi) gehörender
positiver Eigenvektor, der normiert sei. Da für jede beliebige Norm gut:

p(M2-1AT2)<||M2-1iV2||, folgt:

p(M2~1N2) < HM^iVall, = \\M^N2v\\v < \\M^Niv\\v

WM^NivlU = MM^NjvlU
= p(M^1Ni)\\v\\v=p(M-1Ni)

*

Nun können wir zum Vergleich zweier Multisphttings zurückkehren und

die Hauptaussage dieses Kapitels, den Vergleichssatz beweisen.

Satz 6.1

Es sei A eine M-Matrix und (Mi,Ni,Ei) und (M/, JV/.Bj) seien

zwei Multisphttings von A. Weiter seien für alle l = 1,...,L

(Mi, Ni) und (M[, N[) M-Splittings. Für jedes l = 1,..., L gelte

M[ < Mi. Dann gilt für jede Wahl von nichtnegativen Diago¬

nalmatrizen Ei, El, die der Konsistenzbedingung genügen und für

jeden positiven Vektor u G !Rm mit Au > 0

||M'~V||„ < WM-WWv (6-6)

wobei
L

tj:=0«
l=i
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Beweis:

Wir woUen Lemma 6.5 anwenden, dazu müssen wir aber überprüfen,
ob die Voraussetzungen von Lemma 6.5 erfüUt sind. Nach Lemma 6.3

wissen wir, daß sowohl (M, A/), als auch (M', W) ein Af-Splitting einer

Matrix A bzw. einer Matrix A' sind. Nach Lemma 6.4 ist sowohl A

als auch A' eine Af-Matrix. Nun zeigen wir, daß Av = A'v ist, so

daß der zweite Teil von (6.3) erfüUt ist. Wir betrachten wieder den

i. m-dimensionalen Block von Av. Es gut

(Av)(t) = U + hMi-hNi^EAu
= (I+h(Mi-Ni))u
= (/ + hA)u
= (I + h(M[-Nl))u

= ll+hM'i-hN'^E'Au
= (A'v)(i)

Nun müssen wir nur noch überprüfen, ob auch Av > 0 gilt. Nach

Voraussetzung ist Au > 0. Wie wir gerade gesehen haben, gilt für den

i. m-dimensionalen Block (Av)(i) = (I+hA)u = u + hAu. Daraus folgt
sofort, da h > 0, u > 0 und Au > 0, daß auch Av > 0. Setzt man nun

Ai = A und A2 = A' und die Sphttings entsprechend, so können wir

Lemma 6.5 anwenden. Wir müssen nur noch zeigen, daß M2_1 > Mx_1
bzw. M'~ > M~x. Nach Voraussetzung gilt für jedes / = 1,... ,L:

M[ < Mi. Damit erhalten wir:

=» hM[ < hMi für/i>0

=> I + hMl < I + hMi

da I + hM[ und / + /iM/ M-Matrizen sind

=* I < (I + hMi)-l(I + hMi)

=* (I + hMi)-1 < (I + hMl)-1

Jeder Block von Ai' ist also größer als der entsprechende Block von

Af und somit sind aUe Voraussetzungen von Lemma 6.5 erfüllt und wir
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haben die Aussage des Vergleichssatzes bewiesen.

Falls wir auch (6.5) nachweisen woUen, müssen wir noch zeigen, daß ein

zu p(M~1Af) gehörender positiver Eigenvektor existiert. Die Theorie

lehrt uns, daß der zum Eigenwert p(M~lM) einer nichtnegativen Matrix

Af-1A/ gehörende Eigenvektor positiv ist, falls die Matrix irreduzibel

ist. Falls wir jedoch einfachste Beispiele betrachten, erkennen wir, daß

die Matrix Af-1A/ durchaus reduzibel sein kann. Deshalb müssen wir

uns die Frage steUen, wann eine reduzible, nichtnegative Matrix einen

positiven Eigenvektor zum Eigenwert p besitzt.

6.1 Ein Exkurs in die Graphentheorie

Wir beschränken uns im Folgenden auf den Fall, daß die Matrix M-1A

zu einem disjunkten Multisplitting eines Block-Gauß-Jacobi-Multi-

splittings gehört. Dies erleichtert es uns, die Struktur von Af-1A/ zu

untersuchen. Dazu müssen wir einige Grundlagen der Graphentheorie
heranziehen und folgende Definitionen einführen [BeP179]:

Definition 6.2 gerichtete Graph G(Ä)

Der zu einer Matrix A G IRnXn gehörende gerichtete Graph

G(A) besitzt n Knoten und höchstens n2 Pfeile oder gerichtete

Kanten, wobei ein Pfeil (Pi,Pj) genau dann ein Pfeil vom Knoten

i zum Knoten j ist, falls A(i,j) ^ 0.

Definition 6.3 erreichbar, stark zusammenhängend

Sei A G RnXn mit A > 0. Für 1 < i, j < n ist j erreichbar von

i, falls eine Folgen von Pfeilen in G(A) von Pi nach Pj existiert, i

und j sind stark zusammenhängend, falls sowohl i erreichbar

ist von j als auch j erreichbar ist von i.
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Definition 6.4 starke Zusammenhangskomponenten

Die Äquivalenzklassen von Knoten bezüglich der Relation stark zu¬

sammenhängend nennt man starke Zusammenhangskompo¬
nenten.

Folgerung 6.3

Da auch Folgen von Pfeilen der Länge 0 zugelassen sind, ist jeder

Knoten mit sich selbst stark zusammenhängend.

Definition 6.5 Terminalkomponente, Basiskomponente

Eine starke Zusammenhangskomponente a erreicht eine starke

Zusammenhangskomponente ß, falls für ein i G oc und ein j G ß

gilt, daß j von i erreichbar ist. Eine starke Zusammenhangskom¬

ponente heißt Terminalkomponente, falls von ihr aus keine

weitere starke Zusammenhangskomponente erreichbar ist. Eine

starke Zusammenhangskomponente a heißt Basiskomponente,

falls p(A[a\) = p(A), wobei A[a] die Teilmatrix von A bestehend

aus den Indizes aus a ist.

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun der folgende Satz, dessen Beweis man

z.B. in [BeP179] auf Seite 40 findet:

Satz 6.2

Zum Spektralradius p(A) von A > 0 gehört genau dann ein posi¬
tiver Eigenvektor, wenn die Terminalkomponenten von A genau

die Basiskomponenten sind.

Wir kehren nun zurück zu der Frage, ob der zu M-1M gehörende Ei¬

genvektor positiv ist. Dazu untersuchen wir die Struktur von Af-1A".

Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, daß m = qL.
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Dann können wir die Matrix A in L2 Blockmatrizen der Größe g x g

aufteilen:

Ai,i ... Ai,l

A = Atj E 1R« x«

AL<X ... ALtl

Die Blöcke Aij auf der Diagonalen zerlegen wir in A^ = Di + Ri mit

k 0 \ / 0 * \

0 * / \ * 0 /

Mit diesen Bezeichnungen kann man die Matrix Mj schreiben als

/ Di

Mi =

Di.t-i

A»,«
Di+i

jw

Daraus erhält man sofort als Gestalt für Ni\

( Bi ^1,2

Ni = Ai,i .

Ww

-A»,,-i 0, Aij+i
Ri+l

Ai,l \

AiyL

Al,l-i Rl J

wobei 0o die q x q Matrix bezeichne, die nur NuUen enthält. Für ein

disjunktes Multisphtting besitzen auch die Ei Matrizen eine besondere
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Gestalt. Man kann Ei schreiben als

/0,

Ei =

0„\

0D

Iq 0,

\o0 o, /

Wir fragen uns nun, wie ein Element A/(i,j) G EtmXm der Matrix M

aussieht. Nach Konstruktion gilt: Af(i,j) ~ hNiEj. Betrachten wir

A/(i, j) wieder als eine L x L Matrix von q x q Blockmatrizen, so erhalten

wir als Gestalt für M~(i, j) mit i ^ j:

M(i,j) =

/ 0, ... 0, hAhj 0,

0, hAj-ij

: : hRj :

hAj+ij 0q

09 \

\ 0, ... 0, hALJ 0o ... 09 /

Für die Blöcke auf der Diagonalen gilt:

/ 0o

AT(i,i) =

0. hAu 0o 0q \

0o Mj-l,i

: 0„

hAi'+!,»

\0o ^i,i 0q o, /

Man erkennt sofort, daß einzig die j. Spalte von g x g Blöcken von

M(i,j) nicht identisch NuU ist. Der Block Af(i +1, j) besitzt genau die

gleich Form, woraus wir sofort ableiten können, daß sich die Nullspalten
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durch ganz A/ fortsetzen. Da die Matrix A/(z, j) aus (L— l)g Spalten mit

lauter NuUen besteht, hat die Matrix A/ insgesamt L(L — l)q Spalten,
die identisch NuU sind. Umgekeht bedeutet dies, daß A* nur m = Lq

Spalten besitzt, die verschieden von NuU sind.

Die Matrix Af-1, mit der Af multiphziert wird, besitzt eine Block¬

diagonale Gestalt, weshalb diese Multiplikation nichts an der Struktur

der Matrix Af ändert. Die Matrix M-1Af hat ebenso viele NuUspalten
wie Af.

Folgerung 6.4

Da M-1Af Nullspalten besitzt, ist M~1Af reduzibel.

Da die Matrix M~xAf reduzibel ist, existiert eine Permutationsmatrix

P, die die Matrix M~xAf mittels B := PM~xAfPT auf die folgende
Gestalt transformiert:

/
. Bu G M.LqxLq = Rmxm

B = (
r r

) 5i2 g nL(L-1)q*Lq = miL-^mxm
V ^12 -«22 /

ß^ £ RL(L-l)gxL(L-l)g = R(I-l)mx(L-l)m

Dabei werden, wie wir später sehen werden, aUe Einträge der Matrix

B22 gleich NuU sein.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie die Permutationsmatrix P aus¬

sehen muß. Dabei betrachten wir im Folgenden als eine Spalte einen

Block von q Spalten. Die Permutationsmatrix muß die folgenden Spal-

tenvertauschungen vornehmen:

Spalte in M~xhf Spalte in B

1 1

(L + 1) + 1 2

2(L + 1) + 1 3

(t-l)(L+l) + l t

L2 L
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Dies kann erreicht werden, wenn man die Permutationsmatrix P nach

folgender Vorschrift besetzt:

P(i,k) = l imk = (i-l)(L + l) + l i = l,...,L

P(i,k) = l tiiri = (k-l)(L + l) + l k = l,...,L

bei aUen anderen Spalten setzt man P(i,i) = 1.

Man prüft leicht nach, daß gut:

(i) PPT = ILm

(ii) FaUs A ein Eigenwert einer Matrix A mit zugehörigem Eigenvek¬
tor u ist, dann ist A auch Eigenwert von PAP1 mit zugehörigem

Eigenvektor v = Pu.

Nach (ii) haben M~xAf und B die gleichen Eigenwerte und nach Kon¬

struktion ist nun B22 identisch Null, und alle Eigenwerte, die verschie¬

den sind von Null, sind auch Eigenwerte von Bn. Insbesondere ist

p(M~xAf) Eigenwert von Bn.

Wir haben unser Ziel erreicht, wenn wir nachweisen können, daß die

Indizes von ßn eine starke Zusammenhangskomponente bilden, die Ba¬

siskomponente und Terminalkomponente ist, denn dann ist nach Satz

6.2 der zu p(Bn) gehörende Eigenvektor positiv. Dazu untersuchen wir

zuerst die Struktur der Matrix Bn.

Ci,L\

Bn =

( Oo

C2,l
Cl,2
Oo

Cl,3
C2,3

Cij

Cz± <?3,2 0,
•

Cj,i ... C'},}-!
Ci-i,i

0, Cjj+1 .. cjti,L

\ cLA CL,j % )

Es ist offensichtlich, daß wir jeden behebigen Block Cij von jedem an¬

deren Block Ck,i für 1 <i,j,k,l<L erreichen können. Also bilden die

Indizes von ßu nach Definition 6.3 eine starke Zusammenhangskompo¬
nente.
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Weiterhin erkennt man an der Struktur von B sofort, daß diese starke

Zusammenhangskomponente keine weitere Komponente erreicht. Dem¬

nach bilden die Indizes von Bu nach Definition 6.5 eine Basiskompo¬
nente.

Zusammenfassend erhalten wir, daß die (einzige) Basiskomponente von

M~xAf zugleich Terminalkomponente ist, weshalb die reduzible Matrix

M~xAf einen Eigenvektor zum Eigenwert p(M~xAf) besitzt. Damit

können wir jedoch auch (6.5) auf die beiden Multisphttings anwenden

und wir erhalten den Satz:

Satz 6.3

Es sei A eine M-Matrix und (Mi,Ni,E{) und (M[,N[tE\) seien

zwei Multisplittings von A, wobei (Mi, Ni, Ei) ein disjunktes Mul¬

tisplitting bezeichne. Weiter seien (Mi,Ni) und (M/,AT/) für
alle l = 1,..., L M-Splittings und für jedes l = 1,..., L gelte

Ml < Mi.
Dann gilt für jede Wahl von nichtnegativen Diagonalmatrizen

Ei,E[, die der Konsistenzbedingung genügen

p(M'-xAf') < p(M~xAf). (6.7)
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Kapitel 7

Numerische Ergebnisse

Die Stärke des Multisphtting-Algorithmus hegt zweifellos sowohl in der

Überlappung der Teilsysteme, als auch in der Unabhängigkeit der Teil¬

systeme, die ein paralleles Lösen ermöghchen. Deshalb werden wir in

diesem Kapitel unser Hauptaugenmerk auf diese beiden Punkte rich¬

ten. In diesem Kapitel wird ein Programm vorgesteUt, welches zur

Lösung von hnearen Differentialgleichungssystemen mit dem Multispht¬
ting-Algorithmus geschrieben wurde. Mit diesem Programm, welches

sich in einfacher Weise auf einen Parallelrechner übertragen läßt, wer¬

den diverse numerische Beispiele berechnet. Einen schematischen Pro¬

grammablauf kann man Abbüdung 7.1 entnehmen.

Dieses Kapitel ist unterteilt in drei Abschnitte. Wir beginnen mit Über¬

legungen zur Wahl der Gewichte. Im zweiten Abschnitt werden Tests

auf einem serieUen Rechner durchgeführt und die verschiedenen Lauf¬

zeiten gemessen, wobei deutlich wird, wie positiv sich die Überlappung
auswirkt. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels testen wir den Multi¬

sphtting-Algorithmus auf einem Parallelrechner und untersuchen die

Beschleunigung, die durch den Einsatz mehrerer Prozesoren erzielt wer¬

den kann.

Bei allen in diesem Kapitel betrachteten Beispielen basiert das Mul¬

tisphtting auf einer überlappenden Blockzerlegung des Indexbereiches,
die bereits in Abschnitt 3.1 vorgesteUt wurde. Im Hinblick auf den
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Start

nächstes window

Initialisiere

Zerlege die Matrix A

nächste Iteration

Löse Teilsystem 1 gleichzeitig Löse Teilsystem L

Gewichte Teillösung 1 Gewichte Teillösung L

Berechne neue Approximation

Abbruchkriterium erfüUt?
Nein

Ja

Nein
leizies \viiiuuw :

Ja

Ende

Abbildung 7.1: schematischer Programmablauf
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späteren Einsatz auf einem ParaUelrechner betrachten wir das Block-

Gauss-Jacobi-Multisplitting. Dabei beinhaltet jedes Teilsystem q Kom¬

ponenten, faUs m = qL. FaUs jedoch L kein Teiler von m ist, d.h. falls

m = qL + r mit 0 < r < L, so fügen wir den letzten r Teilmengen
Sl-v+i, • j Sl jeweüs ein Element hinzu. Wie bereits erwähnt, versu¬

chen wir dadurch eine möghchst gleichmäßige Verteilung der Rechenlast

zu erreichen.

Rechnen wir nun mit Überlappung k — nach Definition 3.6 bedeutet

dies, daß |5j D £i+i| = k für l = 1,..., L — 1 — so fügen wir den er¬

sten L — 1 Teilmengen jeweils k Elemente an. Dies verdeutlichen wir

an einem kleinen Beispiel mit m = 14, L = 4,fc = 3. Die TeUmengen
5i,..., 54 besitzen dann folgende Elemente:

5i={l, 2, 3, 4, 5, 6 }
S2={ 4, 5, 6, 7, 8, 9 }
S3={ 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 }
54={ 11, 12, 13, 14}

Unser Interesse gilt besonders dem Einfluß der Überlappung, weshalb

wir eine Reihe von Parametern bei unseren Tests konstant halten. Bei

allen hier behandelten Beispielen wurde zur Integration der Teilsysteme
das implizite Euler-Verfahren mit konstanter Schrittweite h verwendet.

Die Anfangswerte sind, falls nichts anderes angegeben ist, durch eine

Sinusfunktion vorgegeben. Als Abbruchkriterium summieren wir für

jede Komponente die Differenz der (n + 1). und n. Näherung an den

StützsteUen auf und verlangen, daß in jeder Komponente diese Summe

eine gewisse Toleranz e nicht überschreitet.

7.1 Wahl der Gewichte

Der ersten Frage, der wir uns zuwenden woUen, ist die Frage nach der

Wahl der Gewichte, bzw. die Frage nach den Einträgen der Ei Ma¬

trizen in den überlappenden Komponenten. Wir betrachten dazu eine

Matrix A, die wir bereits in [JePo91] verwendet haben, und die in fast

der gleichen Form auch in [FrMa90] zur Untersuchung des Multisplit¬

ting-Algorithmus für lineare Gleichungssysteme herangezogen wurde.
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Iterationen

10

o • • • o o

5 »»«••••oooo

Gewichte ^
o lineare Gewichte

Überlappung
5 10 15 20

Abbildung 7.2: m = 80, L = 4,/i = 0.1, e = 10~8

die Lösung für diese Komponente aus dem zweiten Teilsystem mit ei¬

nem kleinerem Fehler behaftet ist, als die entsprechende Lösung aus dem

ersten Teilsystem. Mit obiger Wahl der Ei wird diesem Umstand jedoch
nicht Rechnung getragen, sondern die ungenauere Lösung aus dem er¬

sten Teilsystem mit dem gleichen Wert gewichtet wie die genauere des

zweiten TeUsystems. Es wäre demnach wünschenswert, der ungenaue¬

ren Lösung ein kleineres Gewicht zu geben als der genaueren Lösung.
Dies kann man durch eine hneare Gewichtung erreichen, bei der man

die Gewichte zum Rand des Teilsystems hin kleiner werden läßt.

Dazu bezeichnen wir die untere Grenze eines TeUsystems mit Zmtn und

die obere Grenze eines Teilsystems mit lmax, d.h. es gilt (/m,n — 1) £ Si
und (lmax + 1) ^ Si. Offensichtlich ist lmin = 1 und Lmax = m. Mit

di(i) bezeichnen wir den Abstand der i. Komponente von der oberen

Grenze, also di(i) = lmax — i- FaUs wir mit Überlappung k rechnen,
so bedeutet dies, daß die Komponenten lmax — fc + 1,... ,lmax in zwei

TeUsystemen enthalten sind. Wir setzen für diese Komponenten die

Einträge in den Ei Matrizen mittels:

Dadurch sind die Gewichte der letzten fc Komponenten der ersten L — 1

TeUssyteme festgelegt. Da wir vorausgesetzt hatten, daß eine Kompo¬
nente höchstens in zwei Teilsystemen enthalten ist, sind damit aber auch
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h o, 0, o, 0, 0)

3 i 3

4' X> 4'

1

2' i. o)

o, o, i, 1

2' !. i)

die entsprechenden Gewichte für die ersten fc Komponenten der letzten

L — 1 TeUsysteme eindeutig bestimmt. Damit ergibt sich für das obige

Beispiel die folgende Belegung der Diagonalen der Gewichtsmatrizen:

Ei = ( 1, 1, 1, f, \, \, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

E2 = ( 0, 0, 0, £, 2' 4' 4> 2'

E3 = ( 0, 0, 0, 0, 0, 0, i, \,

Ei =( 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

Wie man in Abbüdung 7.2 erkennt, kann man durch eine solche lineare

Wahl der Gewichte das starke Wiederansteigen fast voUständig vermei¬

den. Eine noch größere Überlappung ist in dem dargestellten Beispiel
nicht möghch, da sonst Komponenten in mehr als zwei Teilsystemen
enthalten wären. Aus diesem Grunde setzen wir bei allen weiteren Bei¬

spielen immer eine lineare Belegung der Ei Matrizen voraus.

7.2 Testlaufe auf seriellem Rechner

In diesem Abschnitt werden wir unser Augenmerk darauf richten, ob ein

Überlappen der Teilsysteme wirklich auch zu kürzeren Laufzeiten führt.

Da die zu lösenden Teilsysteme bei einem überlappenden Multisplitting

größer sind als bei einem disjunkten Multisplitting — dies ist auch der

Grund warum man lange Zeit annahm, der Multisphtting-Algorithmus
mit Überlappung könne nur auf einem ParaUelrechner schneller Ergeb¬
nisse hefern, als der disjunkte Multisphtting-Algorithmus — dürfen wir

uns dabei nicht allein auf die Anzahl der benötigten Iterationen be¬

schränken, sondern wir müssen Zeitmessungen durchführen. Aus diesem

Grunde geben wir außer den benötigten Iterationen auch die Zeit an, die

zur Berechnung notwendig war. Diese Zeitangaben sind Prozentzahlen,
wobei als Bezugswert, d.h. als 100 % immer der Wert benutzt wurde,
der zur Berechnung ohne Überlappung notwendig war. Den Computer,
den wir für diese Tests benutzt haben, ist eine SUN Sparc2 Workstation.

Mit dem ersten Beispiel, welches wir betrachten, woUen wir verdeutli¬

chen, daß es tatsächlich nicht genügt, nur die Anzahl der benötigten
Iterationen zu betrachten. Obwohl mit steigender Überlappung die An¬

zahl der notwendigen Iterationen sinkt, steigt die Rechenzeit an.
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Dazu müssen wir eine Belegung der Matrix A konstruieren, die jedoch
für praktische FäUe unmöghch ist, da man ein solches Problem niemals

mit dem Multisphtting-Algorithmus lösen würde. Dabei ist A stark

gekoppelt, denn wir wählen A als voUbesetzte .M-Matrix, die durch die

folgende Belegung gegeben ist:

A(i,j) = (n + l)I-lti -{ -1

n

für

für i = j

Wir benutzen die folgenden Parameter: m = 100, L = 10, h = 0.05, e =

10-3 und erhalten die folgende Anzahl Iterationen und Rechenzeiten:

fc 0 1 2 3 4

Itera. 111 110 109 108 107

Zeit[%] 100.00 111.02 118.00 126.64 136.94

fc 5 6 7 8 9

Itera. 106 105 104 103 101

Zeit[%] 146.46 154.22 166.87 178.41 189.63

Man könnte nun vermuten, daß bei allen voUbesetzen Matrizen der

Multisphtting-Algorithmus ohne Überlappung kürzere Rechenzeiten

benötigt, dies ist jedoch nicht der FaU, wie wir im nächsten Beispiel
sehen werden. Dazu greifen wir das im vorherigen Abschnitt behan¬

delte Beispiel auf und erweitern die Bandstruktur, bis die Matrix A voll

besetzt ist. Es gilt dann:

A(i,j) = {
_2-l<-il für i £ j

2 für i = j

Für diesen FaU einer voll besetzten Af-Matrix, erhalten wir für die

Parameter m = 80, L = 4,/i = 0.1, e = 10-8 die folgenden Laufzeiten:

fc 0 1 2 3 4

Itera. 14 11 10 9 8

Zeit[%] 100.00 81.75 83.46 82.22 79.36

fc 5 6 7 8 9

Itera. 7 7 6 6 6

Zeit[%] 73.88 80.34 74.28 80.37 83.90
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Nun jedoch woUen wir auch für das Beispiel des letzten Abschnittes,
bei dem neben der Diagonalen nur die fünf unteren und oberen Neben¬

diagonalen sowie die rechte obere und hnke untere Ecke der Matrix A,
besetzt sind, Zeitmessungen durchführen.

fc 0 1 2 3 4 5 6

Itera. 13 11 10 8 7 6 6

Zeit[%] 100.00 89.45 86.01 80.23 74.42 70.35 74.79

fc 7 8 9 10 11 12 13

Itera. 6 5 5 5 5 5 5

Zeit'%] 81.57 71.99 77.82 83.64 90.05 90.15 96.65

Das nächste Beispiel, das wir betrachten, ist die in Ortsrichtung semi-

diskretisierte Wärmeleitungsgleichung, die wir bereits in vierten Kapitel

angesprochen haben. Bei diesem Problem ist die Matrix A eine tridia-

gonale Matrix. Wir betrachten einen Stab der Länge 7r, der an seinen

Endpunkten die Temperatur Eins und dazwischen die Temperatur Null

besitzt. Zu berechnen ist nun die Wärmeverteilung in dem Stab nach

einer Zeiteinheit. Der Stab wurde durch 80 StützsteUen diskretisiert,
d.h. die Schrittweite in Ortsrichtung beträgt ^. Auch hier haben wir

vier TeUsysteme gewählt und benutzen eine Schrittweite für die Zeit¬

richtung von 0.01. Für dieses Beispiel haben wir nicht nur die Anzahl

der Iterationen und die zugehörigen Rechenzeiten aufgelistet, sondern

auch einige Iterationen graphisch veranschaulicht. In den Abbildungen
auf den beiden folgenden Seiten sieht man neben der numerisch berech¬

neten Lösung die Näherungslösung nach der 5., 10. und 15. Iteration.

Dabei haben wir einmal ohne Überlappung und das andere Mal mit

fc = 10 überlappenden Komponenten gerechnet. Man erkennt deutlich,
wie weit die Näherungslösungen bei der Berechnung ohne Überlappung
noch von der richtigen Lösung entfernt sind und wie gut die Näherungen
der Rechnungen mit Überlappung die Lösung bereits approximieren.

Hier nun die zugehörige Anzahl Iterationen und die benötigten Rechen¬

zeiten:

fc 0 1 2 3 4 5 6

Itera. 109 60 42 33 27 24 21

Zeit[%] 100.00 58.01 45.26 38.83 34.28 32.74 31.00
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fc 7 8 9 10 11 12 13

Itera. 19 17 16 15 14 13 12

Zeit[%] 30.32 29.16 29.55 29.64 29.73 29.52 29.22

fc 14 15 16 17 18 19 20

Itera. 12 11 11 10 10 9 8

Zeit[%] 31.04 30.50 32.48 31.41 33.40 31.83 30.16

Bei diesem Beispiel, benötigen wir bei Rechnung mit Überlappung also

weniger als ein Drittel der Rechenzeit, die wir bei der Berechnung ohne

Überlappung investieren müssen, obwohl wir die Grösse der Teilsysteme

verdoppelt haben.
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ohne Überlappung

5. Iteration

10. Iteration

15. Iteration



7.2. Testlaufe auf seriellem Rechner 115

mit Überlappung

5. Iteration

10. Iteration

15. Iteration
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7.3 Testlaufe auf einem Parallelrechner

Wie im ersten Kapitel bereits erwähnt, woUen wir auch einige Tests

auf einem MIMD-Rechner, der bereits erwähnten Sequent Symmetry,
durchführen. Dabei werden wir einen Test mit verschiedener Anzahl

von Prozessoren durchführen. Wir wählen L = 24 Teilsysteme, so daß

ein Einsatz von p Prozessoren, wobei p6 {1,2,3,4,6,8,12,24}, gerecht¬
fertigt ist. Wir werden demnach ein Problem betrachten, bei dem als

einziger Parameter die Anzahl der verwendeten Prozessoren verändert

wurde. Wir messen die Zeit Tp, die für die Berechnung mit p Prozesso¬

ren benötigt wurde und bilden den Quotienten:

°p — T
•

1p

Diese Größe wird in der Literatur als speed—up bezeichnet.

Wir betrachten die im vorherigen Abschnitt bereits angesprochene se-

midiskretisierte Wärmeleitungsgleichung. Diesmal diskretisieren wir

die Ortsrichtung durch 120 Punkte und wählen eine Überlappung von

fc = 4. Die Schrittweite beträgt h = 0.05 und das Integrationsintervall
sei [0,T] = [0,1]. Als Abbruchkriterium wählen wir e = 0.5. Für dieses

Beispiel werden 18 Iterationen benötigt.

V 1 2 3 4 6 8 12 24

Sp 1.00 1.99 2.96 3.92 5.80 7.79 11.60 22.65

Als letztes Beispiel betrachten wir noch den speed-up bei Verwendung
der im ersten Abschnitt dieses Kapitels angegebenen Matrix A. Bei

diesem Beispiel verwenden wir m = 240, L = 24, fc = 7, e = 10-6.

Dafür benötigt man 5 Iterationen. Auch hier erhalten wir einen sehr

guten speed-up, der den maximal zu erzielenden linearen speed-up fast

erreicht.

p 1 2 3 4 6 8 12 24

Sp 1.00 1.99 2.98 3.98 5.94 7.88 11.73 22.52

Wie in der Einleitung bereits angesprochen, ist die Rechenleistung eines

einzelnen Prozessors der Sequent Symmetry mit 200-KFlops bis 300-

Kflops doch sehr gering, weshalb auf Tests mit größeren Dimensionen

verzichtet werden mußte.
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In diesem Kapitel werden wir eine Formulierung des Multisplitting-

Algorithmus für nichthneare Probleme vorsteUen. Wir werden keinerlei

Konvergenzbetrachtungen vornehmen, sondern verstehen dies als klei¬

nen Ausbhck auf zukünftig anzugehende Probleme. Analog zum dritten

Kapitel geben wir ein Beispiel eines Multisphttings basierend auf einer

(überlappenden) Blockzerlegung des Indexbereiches an.

Definition 8.1 nichtlineares Anfangswertproblem der Dimension m

Ein nichtlineares Anfangswertproblem der Dimension m

sei gegeben durch

x'(t) = g(t,x(t)) x(0) = xo, (8.1)

wobei
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t e [o,T],

x e Cx([0,T];TRm),

g e C([0,T]xlRm;]Rm),

x0 e nm.

Definition 8.2 nichtlineares Multisplitting, Konsistenzbedingung

Es sei L > 1 eine natürliche Zahl, die die Anzahl der Splittings
bezeichne.

Weiter seien L Funktionen Gi G C([0,T] x ]Rm x IR"1;©,)
gegeben. Die Menge der Tupel (Gi,Ei) l = 1,...,L heißt ein

nichtlineares Multisplitting von g, falls gilt:

(i)

Gi(t,u(t),u(t)) = g(t,u(t)) für l = l,...,L, (8.2)

wobei ueC([0,T];Um).

(ii) Die Matrizen Ei mit l = 1,...,L sind nichtnegative Diago¬
nalmatrizen und genügen der Konsistenzbedingung

L

YE* = L (8-3)
i=i

Mit Hilfe dieser Definition kann man nun den Multisphtting-Algorith¬
mus zur Lösung von nichtlinearen Anfangswertproblemen angeben:
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Multisplitting-Algorithmus;

Initialisiere

xo(t) = xoVte[0,T]

n:=0

Repeat

Lose für l = 1,..., L { gleichzeitig }

y'i,n+i(t) = G,(<,2//,„+i(t),M0) an+i(0) = xo (8.4)

Berechne neue Approximation

L

xn+1(f):= ^£/y,>n+1(f) (8-5)
i=i

n := n + 1

Until Abbruchkriterium.

Auch hier erkennt man sofort, daß wir die Teilsysteme auf einem Paral¬

lelrechner gleichzeitig lösen können. Weiterhin erkennen wir, daß dieje¬

nigen Komponenten der Lösung des l. Teilsystems, die später mit einem

Gewicht NuU multipliziert werden, nicht berechnet werden müssen. Aus

diesem Grunde werden wir diese Komponenten der Lösungen der Teil¬

systeme auch gar nicht berechnen.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie man die Funktionen

Gi(t,u(t),v(t)) wählen soU. Dazu wählen wir, analog zum dritten Ka¬

pitel ein Multisphtting basierend auf einer (überlappenden) Blockzerle¬

gung des Indexbereiches. Wir bezeichen wieder mit S die Indexmenge
des Problems. Es seien L Teilmengen Si,...,Sl gegeben, deren Verei¬

nigung wieder S ergibt. Mit Hilfe dieser TeUmengen werden — genau

wie im dritten Kapitel — Projektionsmatrizen Pi,...,Pl gewonnen.

Mit diesen Projektionsmatrizen definieren wir nun die Funktionen Gi

für l = 1,..., L durch:

Gi(t,u(t),v(t)) = g(t,PlU(t) + (I- Pi)v(t)). (8.6)
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