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A]ostracts

English Abstract

This thesis discusses the persistence of one or many of the breather solutions

m sin wt
u = 4arctan ———— | w=+vV1l-m? 0<m<xl
wcosh mz

to the sine Gordon equation on the real line
Uy — Ugppe +8iDU=0, z€R
under perturbation by an analytic function A of u alone:

Upt — Uy + sinu = eA(u) + 0o(e?), A(0)=0.

Chapter 2 introduces the main methods used and proves the basic result: Essentially,
for any perturbation of the specified type, at most finitely many breathers can
persist, and this result follows already from the first order equations in ¢. Strictly

speaking, this is only true with the following modifications:

e There is a two dimensional space of trivial perturbations for which all breathers
persist. The perturbed equation with these perturbations is obtained by rescal-
ing of w and (z,t) in the unperturbed one.

There is another one dimensional space of perturbations for which nonpersis-
tence is a result of the second order in ¢ of the equation, whereas the first
order equations have a solution for all m. This is discussed in chapter 5.

At most finitely many breathers persist in any interval 2 € ]0, p] that is inside
the domain of analyticity of the function z — A(4 arctan z), hence none persist
in an appropriate neighbourhood of 0. However, accumulation of persistent
breathers at the boundary of the domain of analyticity cannot be ruled out by
our arguments.

Chapter 4 explains why persistence or non-persistence of single breathers under
general perturbations is a question beyond the scope of first order perturbation
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theory. Although no definite result on (non-)persistence is proved, perturbations are
given explicitly, for which all first order persistence conditions are satisfied. They
span an infinite dimensional space for each fixed m. It is assumed that 0 < m < 1/\/5
in this argument.

The key results are consequences of explicit formulas, whose deeper meaning is not
vet understood completely. A first approach to replace explicit calculations by more
intuitive geometric arguments is described in chapter 3.

Chapters 1 and 6 are of independent interest. Chapter 1 offers an introduction to
physical and heuristic arguments that shed light on the contents of the following
chapters. It also reviews related work in an attempt to make available essential
background information also to mathematicians that do not specialize in dynamical
systems. (In spite of this attempt, the review cannot pretend to be complete.)
Chapter 6 offers an elementary introduction to some methods used for studying the
unperturbed sine Gordon equation.

Deutsche Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation diskutiert die Persistenz einer oder vieler der Breather-

Losungen

msinwt
u = 4arctan —————— | w=V1i-m?2, 0<m<l1
w cosh me

der Sinus-Gordon-Gleichung auf der reellen Achse
Uy — Ugpy +SiDU =10, r€eR
unter Storung durch eine analytische Funktion A, die nur von u abhangt:

Uy — Upy +sinu = eA(u) + O(e?), A(0)=0.

In Kapitel 2 werden die hauptsachlich verwendeten Methoden eingefiihrt und das
grundlegende Resultat bewiesen: Im wesentlichen bleiben unter irgendeiner Storung
der angegebenen Art héchstens endlich viele Breather erhalten, und dieses Resultat
folgt bereits aus den Gleichungen erster Ordnung in €. Genaugenommen gilt das
eben Gesagte nur mit folgenden Modifikationen:

e Es gibt einen zweidimensionalen Raum von trivialen Storungen, unter denen
alle Breather erhalten bleiben. Fiir sie ist die gestérte Gleichung dguivalent
zur ungestorten vermoge Reskalierung von u und (z,¢).

o Ferner gibt es einen eindimensionalen Raum von Stérungen, unter denen die
Nichtpersistenz aus den Gleichungen zweiter Ordung in ¢ folgt, wohingegen
die Gleichungen erster Ordnung fiir alle m lsbar sind. Dies wird in Kapitel 5
diskutiert.
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e In jedem Intervall 2 € ]0, p], das innerhalb des Analytizitatsgebiets der Funk-
tion z — A(4arctan z) liegt, bleiben héchstens endlich viele Breather erhal-
ten, und somit gar keine in einer geeigneten Umgebung von 0. Aber unsere
Argumente konnen nicht ausschliefien, dafi Breather erhalten bleiben, deren
Werte Z sich am Rand des Analytizitatsgebiets haufen.

In Kapitel 4 wird erlautert, warum das Problem der Persistenz oder Nichtpersistenz
einzelner Breather unter allgemeinen Storungen aufierhalb der Reichweite von Argu-
menten erster Ordnung Sérungstheorie liegt. Obwohl keine endgiiltige Aussage tiber
(Nicht-)Persistenz bewiesen wird, werden explizit Storfunktionen angegeben, die
allen Persistenzbedingungen erster Ordnung geniigen. Sie spannen fiir jedes feste m
einen unendlichdimensionalen Raum auf. Dabei mufl 0 < m < 1/ V2 vorausgesetzt
werden.

Die entscheidenden Resultate folgen aus expliziten Formeln, deren tiefere Bedeutung
noch nicht vollstandig verstanden ist. Ein erster Ansatz mit dem Ziel, explizite Rech-
nungen durch intuitivere geometrische Argumente zu ersetzen, wird in Kapitel 3
beschrieben.

Die Kapitel 1 und 6 sind von eigenstindigem Interesse. Kapitel 1 bietet eine
Einfiihrung in physikalische und heuristische Argumente, die den Inhalt der fol-
genden Kapitel beleuchten. Dort wird auch ein Uberblick iiber verwandte Arbei-
ten gegeben, als Versuch, wesentliche Hintergrundinformationen auch fir diejenigen
Mathematiker bereitzustellen, die nicht auf dynamische Systeme spezialisiert sind.
(Trotzdem wird nicht behauptet, dieser Uberblick sei vollstandig.) Kapitel 6 bietet
eine elementare Einfilhrung in einige Methoden zur Untersuchung der ungestorten
Sinus-Gordon-Gleichung.

Pycckaa anHoTanmus

B mucceptammu obcy#naeTcA yCTOMUMBOCTh OAHOTO UKW MHOTHX pellleHUit
«b6pusep»

m sin wt
u = 4 arctan ——— | w=+vV1l-m?2 0<m<l1
w cosh mz

ypaBHeHUA cuHyc-I'OpIOH Ha nelicTBUTeAbHON Ocy
Ugy — Ugppy +SiDUu =0, z€eR
TIPY BO3MYIIEHUM aHAJIUTUUECKON (yHKIMel eMHCTBEHHON IepeMeHHON u
Ut — Ugpy + sinu = cA(u) + 0(62) , A(0)=0.

Bo BTOpO# rnaBe BROAATCA I'IaBHBle yIIOTpebJigeMble MeTOAbI ¥ AOKA3EIBAET OC-
HOBHOM pe3ynbTaT, YIBepAKAAIOMWMNA, UYTO RHe HoJiee UeM KOHeYHOe Umucao Opuse-
POB MOKeT COXPaHATHCA NIPU JI0B0OM BO3MYyIIeHNH AJaHHOT'O Bhlle TUNa, U 3TOT
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pe3yibTaT cleayeT y/Ke U3 ypaBHeHMH nepporo nopsanka no €. TouHee roBop4,
CKa3aHHOe CIIpaBelIMBO, eciu HoGaB/eHHl clelylolye MIONpaBKU:

e CymecTByeT ABYXMepHO€e NPOCTPAHCTBO TPUBMAJbHBIX BO3MYIUIEHUH, IIpH
KOTOPHIX cOXpaHsaoTca Bce Opusepsl. I[Ipy 3TOM, BO3MYUEHHOe ypaB-
HeHVe PKBUBAJEHTHO HEBO3MYUIEHHOMY IOCPeLCTBOM MacIiTabUpOBaHMUA
nepeMeHHBIX u U (x,1).

e CymecTByeT U OHHOMepHOE NPOCTPAHCTBO BO3MYIUIEHMt, NPU KOTOPHBIX
HeYCTOWYMUBOCTh ClelyeT U3 ypaBHeHUA BTOPOro NOPsAIKa II0 £, a ypab-
HeHVe NepBOro Mopsinka paspemwnMo npu Bcex m. OOCyXKIeHUE STOro
shpeKTa conepAUTCa B IATOU rnase.

o He Gonee ueM KOHeuHOe UMCJO OpPHU3ePOB MOKET COXPAHATHCA B JI0OOM
unTepBate I €10, p] Bo BHYTpeHHOCTH OBJIaCTH AHATUTUYHOCTU (YyHKIMM
z — A(4arctan z), 1 no»TOMy HUKakue GpU3epbl He COXPAHAIOTCA B MOJ-
xonamei okpecTHoCTH HynA. OIHAKO, HANIM apryMeHTHl He MCKJIIOUaloT,
YTO uMcla T oTBeuvarIMe COXpAHAKWMUMCA Gpu3epaM HaKalIMBAIOTCA

Yy rpaHNLbI o6JlacTU aHANUTUYHOCTH.

B uerBepTO#l TnaBe M3NaraeTcsd, MOYeMY YCTOWUMBOCTH WM HEyCTOWUMBOCTh
oTAeabHOTrO 6pHr3epa Helb3d BRIACHUTH IIOCPEACTBOM TeOPHU BO3MYILleHUH Iep-
BOI'O MOpsAAKa. XOTA He NOKa3aH OKOHYATEJbHBI pe3yibTaT O (He-)ycTOWIM-
BOCTH, 3aTO ABHO AaHbl (YHKUUM, KOTOPble yAOBJETBODPAIOT BCEM YCJOBUAM
YCTOMUMBOCTU mepBOro mnopsaka. Wx nuueitHas oGosouka HeckoHeYHOMepHa
Z1A 1060ro oraedsHoro m. Ilpu sToM npemmosaoraercd, uto 0 < m < 1//2.

OcCHOBHBIE Pe3yJbTAThI BRITEKAIOT U3 ABHBIX GOPMYJ, GYHIAMEeHTaJbHOe 3HaUe-
HMe KOTOPBIX ellle He BnoaHe MoHATHO. IlonbiTka 3aMeHUTb ABHBIe BHIUM3JIEHUA
BoJiee UHTYUTUBHBIMY FeOMETPUUYECKUMU apryMeHTaMU OIIUCHIBaeTCA B TpeTheit
ryaBe.

IlepBas M miecTad raaBel UMEIOT U caMOCOATeJbHOe 3HaveHre. [lepsas riasa
npeaiaraet BBeeHHEe B PU3NIECKUEe ¥ BBPUCTUYECKHE apl'yMeHThbl, KOTOPBIe OC-
BelIaIOT colep:KaHue CledyIomuX rinaB. kKpoMme sToro mMul gaem o630p 6IU3KUX
paboT, OpUEHTUPYACh Ha MATEMATHUKOB, He CIIEIMAJU3UPYIOMMUXCA B IUHAMU-
yeckux cucremax. (OmHako, MBI He yTBep:kIaeM, OGYATO 5TOT 0630p IOJOH.)
[lTectas rnaBa mpeiiaraeT »JeMeHTaPHOE BBeleHUEe B HEKOTOpbIe MeTObI, yIIO-
TpebiAeMble A M3yUYeHUA HEBO3MYLIEHHOI'O ypaBHeHUs cuuyc-I'opnos.

Résumé en francais

Dans cette thése, on discute de la persistance d’une ou plusieurs solutions «breather»
(<respirateurs)

msin wt
u = 4arctan ———— w=V1-m?2 0<m<l
w cosh mx
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de I’équation sinus-Gordon sur la droite réelle
Uy — Ugy +SINU=0, , relR

quand elle est soumise & une perturbation par une fonction analytique A qui ne
dépend que de u:

Uy — Uge + sinu = eA(u) + O(e?), A(0)=0.

Dans le second chapitre, on donne les méthodes principales et démontre le résultat
fondamental: Essentiellement, pour chacune des perturbations données ci-dessus,
au maximum un nombre fini de solutions «breather> sont conservées, et ce résultat
est une conséquence des équations du premier ordre en ¢. Plus précisément, cette
assertion n’est correcte qu’avec les modifications suivantes:

o Il existe un espace de dimension deux de perturbations triviales sous lesquelles
toutes les solutions «breather» sont conservées. Pour ces perturbations, I’équa-
tion perturbée est équivalente & 1’équation non perturbée aprés réscalement des
variables u et (z,1).

e De plus, il existe un espace de dimension un de perturbations sous lesquelles
les solutions «breather> ne sont pas conservées, en conséquence de ’équation
du second ordre en ¢, tandis que ’équation du premier ordre a une solution
pour chaque m. On discutera de cela dans le cinquiéme chapitre.

e Au maximum, un nombre fini de solutions <breather» sont conservées dans
chaque intervalle 2 € 10, p] & Vintérieur du domaine d’analyticité de la fonc-
tion z — A(4arctan z), et par conséquent, aucune ne persiste dans un certain
voisinage de 0. Mais notre argument n’exclut pas que des solutions «breather>
soient conservées pour des valeurs de I ayant un point d’accumulation sur le

bord du domaine d’analyticité de cette fonction.

Dans le quatrieme chapitre, on explique pourquoi il est impossible de décider, sur
la base de la seule équation du premier ordre en ¢, si une solution «breather»
est conservée ou non sous une perturbation générale. Bien qu’on ne donne pas de
résultat définitif de (non-)persistance, on donnera explicitement pour chaque m des
perturbations qui vérifient toutes les conditions de persistance du premier ordre.
Leur enveloppe linéaire est de dimension infinie. Dans ces arguments, on suppose
que 0 < m < 1/V2.

Les résultats-clés découlent des formules explicites, dont la signification n’est pas
encore entiérement comprise. On essaie de remplacer le calcul explicite par des
arguments géométriques plus intuitifs.

Le premier et le sixiéme chapitres ont une valeur en eux-mémes. Dans le premier
chapitre est présentée une introduction dans des arguments physiques et heuris-
tiques éclairant le contenu des chapitres suivants. De plus, on fait un tour d’horizon
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des travaux portant sur des questions similaires, donnant ainsi des informations
supplémentaires sur ce domaine qui intéresseront également les mathematiciens non
spécialisés dans les systémes dynamiques. (On ne prétend pas que ce tour d’horizon
soit complet.) Dans le sixiéme chapitre, on donne une introduction élémentaire dans
quelques méthodes d’étude de I’équation sinus-Gordon non perturbée.



