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VORWORT

Die Tragsysteme des Stahlbaues werden in der Regel mittels
einfacher Modelle der Stabstatik untersucht. Zur Abgrenzung
des Gliltigkeitsbereiches solcher Niherungsverfahren sowie zur
Ueberpriifung ihrer Genauigkeit sind Ergebnisse erforderlich,
die mit Idealisierungen héherer Annidherung an der konstruk-
tiven Wirklichkeit gewonnen werden.

Die vorliegende Untersuchung wurde von Herrn W. Bosshard
als Dissertation (Referent Prof. Dr. P. Dubas, Korreferent
Prof. Dr. W. Schumann) ausgearbeitet. Die verschiedenen
Elemente einer Tragkonstruktion sind dabei als Scheiben
idealisiert, so dass nur die fiir das Tragverhalten kaum
massgebende Querbiegesteifigkeit vernachlidssigt bleibt.
Zur Bestimmung der Beanspruchungen der auf verschiedene
Arten zusammenwirkenden Einzelscheiben wird die Methode
der Finiten Elemente verwendet; der Vorzug wurde Elementen
des Gleichgewichtstypes gegeben, bei denen die Fehler der
Diskretisierung nicht die o6rtlichen und gesamten Gleich-
gewichtsbedingungen betreffen, sondern nur die fiir die
Sicherheitsbetrachtungen weniger wichtigen inneren und
dusseren Vertrdglichkeitsbedingungen.

Die vorliegende Arbeit soll einerseits den sich fiir die
computergerechte Ausarbeitung des Rechenganges interessieren-
den Spezialisten ansprechen - wobei die Aufteilung des Gesamt-
systems in einfacher zu behandelnde Substrukturen besonders

zu erwdhnen ist ~ und andererseits wird der praktisch tétige
Ingenieur aus den zahlreichen untersuchten Problemen (Rahmen-
ecke, Stiitzenbereich eines Durchlauftrigers, Torsionsverhalten
von Briicken mit unterem Verband, Stahlleichtfahrbahn) wert-
volle Riickschliisse fiir die Berechnungspraxis ziehen konnen.

Eidgendssische Technische Prof. Dr. P. Dubas
Hochschule - Ziirich

Oktober 1971
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ZUSAMMENFASSUNG

Ein automatisches numerisches Berechnungsverfahren fiir die sta-
tische, linearelastische Berechnung ausgesteifter und ausgefach-
ter Faltwerke mit biegeweichen Scheiben beliebiger polygona-

ler Form wird entwickelt.

Die Diskretisation des kontinuierlichen Tragwerks stiitzt sich
auf einen Finite-Element Ansatz durch Polynome 5. Grades fiir

die Airy'sche Spannungsfunktion der Einzelscheiben in allge-
meinen Dreiecksbereichen. Besondere Hilfselemente dienen der
Formulierung der Uebergangsbedingungen bei verzweigten Scheiben-
kanten. Der Ansatz ist ein vollstidndiger Gleichgewichtsansatz;
alle Diskretisationsfehler betreffen die Vertridglichkeit. Die
relativ hohe Ordnung des Elementansatzes garantiert dariiber
hinaus lokale Kontinuitdt des geniherten Spannungsfeldes in

den Knoten des Dreiecksnetzes. Hilfselemente erlauben die Heran-
ziehung dieser Ueberkontinuitit in geeigneter Weise auch bei

den Anschlussknoten von Stabelementen oder an mehrfachen Schei-

benkanten.

Das diskrete System hat Kraftgrdssen als Hauptvariable und
Verschiebungsgrdssen als Hilfsvariable (Lagrange'sche Multi-
plikatoren). Dije Lésung der indefiniten Gleichungssysteme erfolgt
stufenweise im Rahmen einer Substrukturtechnik mit beliebig vie-
len Stufen; der Algorithmus fiir die Teilelimination auf einer
Stufe vermittelt eine automatische Hilifs -
lagerung der einzelnen Substrukturen. Diese Massnah-

me schiitzt zugleich vor anderen Situationen linearer Fast-
Abhingigkeit in den Gleichungssystemen. Die Substrukturtech-

nik ist besonders geeignet fiir die Erfassung von Tragwerken mit
regelmédssiger Repetition von Bauteilen. Das Fehlen eines

libergeordneten globalen Koordinatensystems eriibrigt Transfor-



mationen an den Substrukturmatrizen gleicher Bauteile in ge-

drehter rdumlicher Lage.

Die Datenstruktur des elektronischen Rechenprogramms erlaubt
die Ausniitzung aller Repetitionen auch an Tragwerken, die nur
teilweise regelmidssig sind. Das Rechenprogramm ist auf den
schrittweisen Aufbau grosser Tragwerke mit Zwischentests an den
Substrukturen von Zwischenstufen ausgerichtet. Die automatisch
ermittelten Hilfslager der Substrukturen werden vom Programm
so verwaltet, dass sie automatisch oder manuell weiterverar-
beitet werden kénnen. Nach Abschluss des Strukturaufbaus mit
der Auflésung auf der hdchsten Stufe erfolgt riickwidrts die
Bestimmung der Resultate an den Substrukturen aller Stufen in
einem Rechengang selektiv und automatisch. Auf der Grundele-
mentstufe kdnnen die Spannungen direkt graphisch dargestellt

werden.

Beispiele zeigen die besondere Eignung dieser Gleichgewichts-
methode fiir den Bauingenieur, der auf Grund der Gegebenheiten

der Baustoffe und Fertigungsverfahren im Bauwesen an G 1 e i ¢ h -
gewichtsmodellen besonders interessiert ist.

Sie geben dariiber hinaus Hinweise auf eine ausgezeichnete nu-
merische Tauglichkeit des Verfahrens auch an relativ grossen
Problemen. Das grdsste geldste Beispiel behandelt in 10 Stufen
ein Tragwerk, das bei direkter Aufl&Ssung mit derselben Diskre-
tisation mehr als 50'000 Unbekannte h#dtte, ohne dass einschnei-
dende Stellenverluste festzustellen wiren.

Gleichgewichtsmodelle sind ihrem Wesen nach die rechentechnisch
aufwendigsten Varianten der Finite-Element-Technik. Wo wegen

der Verwendung duktiler Materialien grobe Gleichgewichtsmodelle’
ausreichen und eine teilweise Regelmdssigkeit der Tragwerke vor-
liegt, muss diese Tatsache nicht von vornherein deren praktische

Unterlegenheit bedeuten.



Das entwickelte Verfahren ist gebrauchssicher und automatisch,
aber nicht narrensicher. Die Arbeit mit Gleichgewichtsmodellen
dieser Art verlangt etwas mehr Einsicht in das Tragverhalten

und die Rechentechnik als kinematische Verfahren.



SUMMARY

A finite-element equilibrium method for static, linear elastic
analysis of stiffened and web-braced folded plate structures
of arbitrary geometry is presented.

For discretization of plane stress in plates, Airy's stress
function is approximated in general triangular elements by
polynomials of the fifth order; this equilibrium element is
stress-diffusing, and it ensures full local compatibility at
nodes. Auxiliary elements are used to impose equilibrium and
compatibility at multiple joints of plates and other structural
members. A beam element for eccentric connection with plates

is included.

The discrete system has forces as main variables and displace-
ments as Lagrange multipliers. The solution is found in the
frame of a substructure technique with an arbitrary number

of substructure levels. The algorithms for partial elimination
at a given level provide auxiliary supports of substructures
automatically; this measure protects the solution process

against other situations of linear dependence as well.

The computer program implemented (in a standart '"pidgin"
subset of FORTRAN for universal compatibility) is designed
for taking full advantage of total or partial regularity of
structural configuration. As no overall coordinate system

is used, substructure matrices are independent of spatial
orientation, and no transformations are required for repeated
substructures in rotated positions. Regularity need not in-
clude loadings or supports; slight departures from full
regularity does not offset possible economies of computing

effort. However, the program is not confined to such regular



cases; consistent use of tree structures in organizing data
and recursive programming concepts make it entirely general.
Several examples show the suitability of the method to

civil engineering problems, where equilibrium models are of
particular interest. The largest example solved has more than
50000 discrete structural variables; no signs of numerical

instability have been observed in this or in smaller examples.
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1. Aufgabenstellung und Losungs-
methode

Diese Arbeit behandelt ein numerisches Verfahren fiir die
statische Untersuchung allgemeiner Faltwerke, welches beson-
ders auf die Verhdltnisse des Stahlbaus zugeschnitten ist.
Betrachtet werden gelenkige Faltwerke aus Scheiben beliebi-
ger polygonaler Form, die durch stabfdrmige Glieder (Steifen,
Pfosten, Gurtungen, Verbdnde) ausgesteift oder ausgefacht
sein koénnen. Mehrfache Faltwerkskanten (Verzweigungen) sind

zugelassen.

Es gelten die iliblichen Voraussetzungen der linearen Elasti-
zitdtstheorie: Kleine Verschiebungen, linearelastische Werk-
stoffe. Materialanisotropie und inhomogene Materialeigenschaf-

ten im Grossen konnen beriicksichtigt werden (Verbundtragwerke).

Entsprechend der Annahme gelenkiger Faltwerke ist die Platten-
steifigkeit der Scheiben vernachlissigt. Die Belastungen

greifen in den Kanten und Knoten an.

Das L&sungsverfahren stiitzt sich auf die Diskretisation-.der
Airy'schen Spannungsfunktion der Scheiben durch einen Finite-
Element-Ansatz héherer Ordnung. Ein solches Energieverfahren

zeichnet sich vor anderen numerischen Methoden aus durch

~ zwangslose Erfassung allgemeiner Geometrie und
Lagerung

~ leichte Automatisierung

Die spezielle Wahl eines reinen Gleichgewichtsansatzes soll
im Folgenden eingehend diskutiert werden.
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1.1 Stufen der Vereinfachung und Idealisierung in der

numerischen Statik kontinuierlicher Tragwerke

Festigkeitsprobleme an kontinuierlichen Tragwerken durchlau-
fen von der praktischen Aufgabenstellung bis zur Ldsung eine
Kette von Vereinfachungen (Fig. 1.01)

Das geplante Tragwerk ist Ausgangspunkt und
Ziel eines iterativen Bemessungs- und Berechnungsvorgangs.
Um die Aufgabe einer rechnerischen Lésung zuginglich zu ma-
chen, wird das geplante Tragwerk durch Vereinfachungen der
Geometrie, des Tragverhaltens und der Werkstoffeigenschaften
gewissen mec hanischen Modellen mit ein-
fachen, mathematisch fassbaren Eigenschaften zugeordnet. We-
gen den getroffenen Vereinfachungen und Vernachldssigungen
wird ein einzelnes mechanisches Modell nur die Beantwortung
einer Teilfrage erlauben, so dass mehrere mechanische Modelle
herangezogen werden missen; man trifft in statischen Berech-

nungen in der Regel verschiedene mechanische Modelle fiir

- die Bestimmung der Spannungen unter Gebrauchslast
- die Erfassung der Tragfidhigkeitsgrenzen:
Bruchlast, Stabilitdtsgrenzen

- das Schwingungsverhalten, die Standfestigkeit usw.

Dabei beinhaltet diese Art der Aufteilung in Teilfragen eben-
falls eine Vereinfachung. An einem mechanischen Modell exi-
stiert normalerweise eine exakte L&sung der betreffenden
Teilfrage. Sofern realitdtsnahe Modelle verwendet werden, ist
jedoch eine analytische Bestimmung dieser L&sung selten még-
lich. Zu einer angendherten numerischen L&sung miissen die
unbekannten Funktionen durch bekannte Funktionen mit einer

endlichen Zahl von unbekannten Parametern approximiert werden.
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Wirkliches Tragwerk

Unsicherheit

——» Geplantes Tragwerk

Vereinfachungen , Vernachidssigungen

Mechani- Mechani - Mechani-
sches sches sches
Modell 1 Modell T Modell I
? Diskretisationsfehler
i I
Diskreti -
siertes
Modell
I Rundungsfehler
Numeri ~
sches
Modell

Fig. 1.01
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Das so erhaltene d i skretisierte Modell
des kontinuierlichen mechanischen Modells kann wegen der
willkiirlichen Verkiirzung des Variablensatzes auf eine endli-
che Zahl von Komponenten nicht mehr allen elastischen Feld-
gleichungen gentigen; es entstehen D i s kretisati-
ons fehler, die je nach dem Diskretisationsverfahren
Gleichgewichtsbedingungen, Vertrdglichkeitsbedingungen,
Stoffgleichungen oder mehrere dieser Bedingungsgruppen tref-
"fen. Die Losung am diskreten System wird so bestimmt, dass
diese Diskretisationsfehler in geeigneter Weise minimal
gemacht werden. Diese LOsung muss numerisch mit einer be-
grenzten Stellenzahl bestimmt werden: Das numeris ch
Model1l ist schon bei seiner Aufstellung mit Rundungs-
fehlern behaftet, die dann im Verlauf der Rechnung mehr oder

weniger angehiuft werden.

Das wirk1liche Tragwerk unterscheidet sich
vom geplanten durch Streuungen der Materialeigenschaften,
durch Abweichungen in den Abmessungen und Belastungen. Das
Ausmass dieser Unsicherheiten ist in den verschiedenen Ge-
bieten der Technik sehr unterschiedlich. Es kann klein ge-

halten werden, wenn

- die Herstellung in industrieller Seriefertigung
erfolgt

- Materialien und Verarbeitungstechniken hoher
Qualitdt eingesetzt werden

- die Belastungen selbst aus kontrollierten tech-
nischen Vorgidngen stammen

- im Betriebszustand eine stidndige Ueberwachung

und Wartung gegeben ist.

Im Gegensatz zum Maschineningenieur oder Flugzeugstatiker
kann sich der Bauingenieur selten auf solche ideale Ver-

hédltnisse stiitzen. Diese Tatsache begrenzt den sinnvoll

e
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vertretbaren Aufwand bei der Analyse des geplanten Tragwerkes:
Sowohl eine Verbesserung der mechanischen Modelle als auch
eine Verfeinerung der zugeordneten Diskretisationsprozesse
hat keinen Sinn, wenn die Unsicherheitsspanne zum wirklichen
Tragwerk zu gross ist. Wesentlich ist nun, dass ein liber-
wiegender Teil dieser Unsicherheit die Kon tinuitédt
des Tragwerks und seiner Teile betrifft. Eine ganze Reihe

von Herstellungs- und Werkstoffimperfektionen wie

- Verbindungen mit unsicherer Steifigkeit, ''Spiel"

- unvollstidndiger oder elastischer Verbund

- Risse, lokaler plastischer Fluss schon unter
Gebrauchslasten

- lokaler Stabilitédtsverlust infolge Anfangsver-
formungen

beeintridchtigen die Einhaltung der Vertrdglichkeitsbedingun-
gen am wirklichen Tragwerk und fithren den Bauingenieur dazu,
sinnvoller nach einem m 6 g1l i chen Gleichge-
wichtszustand bei Einhaltung der wichtigsten Ver-
trédglichkeitsbedingungen und der zugelassenen Beanspruchungs-
grenzen zu fragen, als nach einer '"exakten" Lésung eines ela-

stischen Spannungsproblems.

1.2 Die Fehler bei grober Diskretisation

Vom Standpunkt der mathematischen Physik ist die wichtigste
Eigenschaft eines Diskretionsverfahrens sein Konvergenzver-
halten: Bei fortgesetzter gleichfdrmiger Verfeinerung der
Diskretisation soll die NiherungslSésung in den Normen gewis-

ser Funktionalriume gegen die exakte L&sung streben [9,21].
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Der Ingenieur hat in praktischen Anwendungen der numerischen
Kontinuumsstatik nie Gelegenheit, einem solchen Konvergenz-
vorgang numerisch - auch nur lUber einige Schritte - nachzu-
gehen; in grober Abschitzung bringt eine einzige Halbierung
der Maschenweite der Diskretisation in einem zweidimensionalen
Fall eine Vervierfachung der Anzahl Unbekannten, und damit
eine Erhdhung des Rechenaufwandes flir die Gauss'sche Elimi-
nation um einen Faktor 64. Bei solchen Wachstumsfaktoren
kann auch der ibliche Hinweis auf den Computer als deus ex
machina nicht weit helfen; vielmehr muss sich der Ingenieur
aus Griinden der Vernunft und der Verhiltnismissigkeit der
Mittel immer mit groben Diskretisationen begniigen. Fiir den
Bauingenieur als Vertreter eines nach wie vor nur teilweise
industrialisierten Zweiges der Wirtschaft sind solche Ueber-
legungen besonders zwingend: Seine Tragwerke sind zumeist
"Einzelanfertigungen", die nicht den hohen Einsatz an Computer-
Rechenzeit rechtfertigen konnen, welcher der Typenentwicklung
in der Flugzeugindustrie heute in der Regel zugrunde liegt.
Der Charakter der Diskretisationsfehler erhidlt damit grosse
Bedeutung - im Sinne des letzten Abschnitts insbesondere
dann, wenn diese Fehler das Gleichgewicht betreffen. Wir
prifen diese Frage fur die drei wichtigsten Varianten der
Finite-Element-Technik.

1.21 Vertrdgliche Finite Elemente

Grundlage der Diskretisation ist ein Ritz'scher Ansatz

<

(x,y) _ (1.011)

N
= a
P (x,y) 1z « P

<?
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als Niherung fiir den wahren Verschiebungszustand unter der
gegebenen Belastung. Folgende speziellen Konventionen kenn-

zeichnen in diesem Fall einen Finite-Element-Ansatz:

- Das Tragwerk wird durch geeignete Linien in
Elemente aufgeteilt gedacht (Fig. 1.02). Die
Ansatzparameter G erhalten die Bedeutung von
lokalen Stiitzenwerten des gendherten Verschie-
bungszustands (1.011) in den Knoten, auf den
Kanten oder innerhalb der Elemente des Netzes.
Es kann sich dabei um Funktionswerte, Ableitun-
gen oder elementlokale Integrale des gendherten
Verschiebungsfeldes handeln.

- Die Ritz'schen Koordinatenfunktionen sind stetig
und haben i nner halb der Elemente steti-
ge Ableitungen. Ihre Werte im Innern eines Ele-
mentes sind vollstédndig bestimmt durch die Stiitz-

werte gy an diesem Element.

Daraus und aus der Stetigkeit folgt, dass die Werte des Nidhe-
rungsfeldes lidngs einer Elementkante nur von den Stlitzwer-

ten an dieser Kante selbst abhidngen kdnnen. Die Koordinaten-
funktionen (g sind auf Grund dieser Definitionen eng lokali-
siert. Sie nehmen in ihren Stilitzstellen den Wert 1 an und
verschwinden an jeder anderen Stilitzstelle. Ausserhalb der Ele-
mente,die direkt an ihre Stlitzstelle angrenzen, verschwinden

sie identisch.

Die unbekannten Parameter Qg erhidlt man aus dem Ritz'schen
Gleichungssystem [3]

[~ ] _ r3 (1.012)
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Fig. 1.02

Darin bezeichnet die eckige Klammer das Energieprodukt zweier
elastischer Zustidnde

[pry] = ¢ ff(ax‘*’ei’ + o;,‘Pe;" + ol ya) dA (1.013)
A

und die runde Klammer die Hussere Arbeit der gegebenen Be-
lastungen, welche bezogene Linienkrdfte auf dem dusseren

Rand 0Aq von A oder bezogene Flichenkrifte in seinem Innern
sein kénnen:

(]?,\[J) = f(?,, WY, v ds

dAa
+ff(Y W ¥ V) da
A

Gl. (1.012) stimmt formal liberein mit dem Prinzip-der vir-
tuellen Verschiebungen flir den Ansatz (1.011) als Spannungs-

zustand mit jeweils einer Ansatzfunktion ¢Pg als virtuellem

(1.014)

Verschiebungszustand. Dieses Prinzip beruht auf den Voraus-
setzungen, dass der Spannungszustand mit seinen Rand- und
Fldchenkrdften im Gleichgewicht und der virtuelle Verschie-

bungszustand ein vertridglicher sei. Die erste Voraussetzung
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ist wegen der rein kinematischen Definition des Ansatzes
nicht erfiillt. Die Spannungen, welche aus ihm mittels der
Dehnungen

du ov _ du

ov
=== =L R (1.0
79y v T 9y ox )

und des linearen Materialgesetzes abgeleitet werden, sind mit
bezogenen Fldchenkridften Y,? behaftet,

l

3% . OTxy S
T(dx+ay)+x =0
0Ty . 0O S
Yy LYYy =
T(ax+ay)+Y O

die nicht mit den gegebenen Flichenkrdften 2;7 tibereinstimmen.
Ganz entsprechend sind die Randkridfte R;S; nicht den ange-
brachten Belastungen Xyﬁ; gleich, und schliesslich treten an
allen inneren Elementkanten @Aj Spannungsspriinge auf, weil
die ersten Ableitungen der Ansatzfunktionen nicht stetig vor-
ausgesetzt sind. Das heisst mit anderen Worten, dass auch an
inneren Elementkanten bezogene Linienkrifte Y} wirken, wel~-
che die Spannungen auf den beiden Rindern des Schnittes zu
Null ergédnzen. Zusammen mit den so eingefiihrten R e s t -
krdften (mit Tilde) ist$ ein Gleichgewichtszustand,
so dass hier das Prinzip der virtuellen Verschiebungen unab-
hdngig von den Parametern des Ansatzes i dentisch
erfiillt ist:

(8, 0] = [(% o™ § v ds+
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Subtrahiert man davon die Ritz'schen Gleichungen (1.012), so
erhalten die Bestimmungsgleichungen fiir die Ansatzparameter
in (1.012) die Form

(K=1.....N) (1.012a)

welche die Bedeutung der gestellten Bedingungen sehr an-
schaulich zeigt: Es handelt sich um Gleichgewichtsbedingungen,

welche
~ die Widerspriiche
Xy = Xy
zwischen inneren Spannungen und Randkriften

- die Spannungsspriinge an den inneren Elementrindern

~

Xy
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- die Widerspriiche

X - X

im Mittel einer Koordinatenfunk-

t i on ins Gleichgewicht setzen.

Damit ist das gendherte Feld¢ von (1.011) auch im Gleichge-

wicht fiir jeden virtuellen Verschiebungszustand

N
SCP = Z P Sby (1.011b)
1

Dagegen sind

- die Gleichgewichtsbedingungen an einem einzelnen
herausgeschnitten gedachten Element

- die Gleichgewichtsbedingungen an einem "abge-
schnitten" gedachten Teil des Tragwerks

- das Gleichgewicht zwischen dusserer Belastung und
inneren Spannungen am Rande

nicht erfiillt, weil die zugeordneten virtuellen Verschie-
bungszustinde nicht die Form (1.011b) haben. Verwendet man
lineare oder quadratische Polynome als Verschiebungsansitze
bei grober Elementteilung, kann das Ungleichgewicht solche
Ausmasse annehmen, dass eine sinnvolle Interpretation der
Spannungen fiir die Bemessung oder den Spannungsnachweis nicht

mehr méglich ist. Die Kenntnis dieses Tatbestandes zwingt
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entweder zu einer sehr feinen Diskretisation oder zur Ver-
wendung von Polynomansdtzen hSherer Ordnung mit erhdhter
Kontinuitdt in den Knoten [6 - 15]. Dieser zweite Weg ist
bei grossfldchigen Tragwerken, die eine grobe Elementtei-
lung zulassen, immer der wirtschaftlichére. Die meisten heu-
te (1971) kommerziell verfiligbaren Finite-Element-Programme
verwenden noch die Elemente mit linearen oder quadratischen
Ansidtzen. Nicht selten werden die grossen Unstetigkeiten in
den Spannungen durch arithmetische Mittelung in den Knoten
geglittet. Es lohnt sich in solchen Fdllen, auch die unge-
mittelten Spannungen auszudrucken; im Lichte von (1.012a)
sagen sie mehr aus ilber die erhaltene Nidherung als die
Mittelwerte.

1.22 Hybride Finite Elemente

Wie zuvor wird das Tragwerk in Elemente aufgeteilt gedacht

(Fig. 1.02). Grundlage der Diskretisation sind:

- Verschiebungsansidtze

N
(s)| _
(s) - 12 Uk 9k (1.021)

?
<?

Ug =

fiir die inneren Elementkanten. Die Ansatzpara-
meter (g haben die Bedeutung von lokalen Stiitz-
werten in Knoten oder auf Kanten, wobei die Ver-
schiebgngen in einem allgemeinen Punkt einer Kan-
te auch hier nur von Stiitzwerten auf dieser

Kante selbst abhingen diirfen.
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- Spannungsansdtze: Innerhalb jedes Elements

wird ein Spannungszustand

~ Sy | M
OCg = c'):y(X,y) = ZO-K by + Ok .01
Txy(x;Y) 1

definiert, der im Gleichgewicht ist. der
zweite Term rechts erfasst gegebene Spannun-

gen, z.B. Belastungen an freien Elementrindern.

Fiir die theoretischen Grundlagen der Systemgleichungen sei
auf [4,5] verwiesen, wo auch eine Uebersicht iiber die Li-

teratur zu diesem Verfahren gegeben wird.

Man erhdlt einen ersten Satz von Gleichungen

[O-E’O-K] - (GR ’Ok) (1.023)

welche in jedem Element die M Spannungsparameter by in
Funktion von Belastung und Verschiebungsparametern liefern.
Formal stimmt auch diese Gleichung mit der Arbeitsglei-
chung der Baustatik iliberein; streng genommen ist aber kei-
ner der Zustidnde vertrdglich. Anschaulich sind diese Glei-
chungen Vertrdglichkeitsbedingungen zwischen dem Ansatz fir
die Randverschiebungen und dem inneren Spannungsfeld des

Elements.
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In einem zweiten Satz von Gleichungen werden die Koordinaten-

Verschiebungszustinde als virtuelle Hilfszustinde eingesetzt:
~
(&, uk) = O (1.024)

Hier erfassen die Uk in der Regel mehrere Elemente - alle,
die an die Stiitzstelle von gk angrenzen. Um die anschauli-
che Bedeutung dieser Gleichung zu verstehen, erinnern wir
uns daran, dass der Spannungsiustand T stiickweise fir jedes
Element definiert wurde: (1.022)

Zwischen den Elementen bestehen Spannungsspriinge,die durch
(1.024) im Mittel der Verschiebungsansatzfunktionen ins
Gleichgewicht gebracht werden. Auf Grund dieser Eigenschaften
kann tliber das Gleichgewicht an grob diskretisierten Systemen
folgendes gesagt werden:

- die Gleichgewichtsbedingungen an einzelnen,
isoliert gedachten Elementen sind - durch den
Ansatz (1.022) - erfiillt

- die Gleichgewichtsbedingungen an einem "abge-
schnitten" gedachten Teil des Tragwerks sind nicht
erfiillt; (1.021) enthilt keine nichtpassenden Ver-
schiebungszustinde

- das Gleichgewicht zwischen dusserer Belastung und

inneren Spannungen am Rand wird eingehalten.

Allgemein kann somit von Hybridelementen eine bessere Anpas-
sung an die Bedlirfnisse des Bauingenieurs erwartet werden,
als von reinen Deformationselementen. Die bekanntgewordenen
Resultate sind leider nicht im Sinne der hier gestellten
Frage ausgewertet worden.



-25-

1.23 Finite Elemente vom Gleichgewichtstyp

Auf Grund der Ueberlegungen der letzten Seiten schien es
sinnvoll, eine Neuentwicklung eines Rechenverfahrens fir
Tragwerke des Stahlbaus ganz auf Gleichgewichtsansitze ab-
zustilitzen, und alle Diskretisationsfehler auf die Vertrig-

lichkeitsbedingungen zu legen.

An einfachen Bauteilen - Scheiben, Platten - ist eine sol-
che L6sung mit Hilfe der bekannten Analogien zwischen Ver-
schiebungszustand bzw. Spannungsfunktion der Scheiben einer-
seits, Spannungsfunktionen und Verschiebungszustand der
Platten andererseits aus den bekannten reinen Deformations-
Elementansidtzen zu gewinnen [2]. Anwendungen solcher Elemen-

te sind in [22 - 27] gegeben.

An zusammengesetzten Bauteilen oder Tragwerken entstehen
zusdtzliche Schwierigkeiten durch die Uebergangsbedingungen
bei verzweigten Kanten, die sich nicht auf die einfache

Form der Gleichheit von Funktionen (Spannungsfunktionen,
Verschiebungen) an allen angeschlossenen Scheibenrindern
bringen lassen, wie sie flir die direkte Deformationsmethode
(und ihre analogen Formen mit Spannungsfunktionen) typisch
ist. In der klassischen Theorie der Faltwerke und in der
Stabstatik wird diese Aufgabe durch Ueberlagerung von "Grund-

system'" und "ilberzidhligen'" Eigenspannungszustinden geldst.

Im Rahmen automatischer Verfahren ist es zwar mdglich, sol-
che Kraftgruppen automatisch aufzustellen [19,20]; der direk-
te und mathematisch naheliegendste Weg des Einbezugs der
Gleichgewichtsbedingungen als Lagrange'sche Nebenbedingungen
erweist sich aber rechentechnisch als kiirzer und problem-

loser. Dieser Weg ist in der Statik seit langem bekannt [16 - 18].
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2. Elemente

Die numerische Behandlung ebener Scheiben durch Diskreti-
sation der Airy'schen Spannungsfunktion zeigt keine Beson-
“derheiten, solange die untersuchte Scheibe einfach zusammen-
hingend ist; die L®sung entspricht - infolge der wohlbekann-
ten Dualitdt zwischen den elastischen Grundgleichungen von
Platte und Scheibel! - Schritt fiir Schritt dem Vorgehen bei
der Untersuchung von Platten mit vertrdglichen Elementen.
Die Analogie zwischen der Durchbiegungsfunktion der Platte
und der Airy'schen Spannungsfunktion der Scheibe geht zum
Teil verloren bei mehrfach zusammenhingendem Gebiet. Als
Beispiel betrachten wir den geschlossenen Ring von Fig.

(2.01), der innen und oben durch eine Belastungsverteilung

3
, , F =/ pdx
=1 °

Fig.2.01

1 Eine ausfithrliche Darstellung dieser Beziehungen geben
Veubeke und Zienkiewicz [2]; auch die historische Litera-
tur zu diesem Thema ist dort angegeben.
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der Resultierenden F belastet sei. Mit (2.001) ist dann auf

dem inneren Randabschnitt 2 ~ 3

oder

od
3 ox

od
ox

2

wihrend auf allen anderen Randabschnitten die Kriimmung und
Verwindung der Spannungsfunktion null sein miissen. Daraus
folgt anschaulich oder mit (2.095), dass

od |
:13 :57;— ds # )
1,2,34

Die Spannungsfunktion kann mit anderen Worten keine stetige
und eindeutige Funktion sein. Diesem Umstand tragen wir
Rechnung, indem wir innerhalb einfach zusammenhingender
Scheibenstiicke stetige, eindeutige Spannungsfunktionen an-
setzen, die einen willkiirlich gewdhlten linearen Anteil
haben. Auf den Rindern solcher Scheibenstiicke fiithren wir
Kraftgrossen als Randvariable ein. Da die Beschreibung des
Spannungszustands mit den Stiitzwerten der Spannungsfunktion
viel weniger Parameter verlangt, als jene durch Krdfte, sol-

len die Scheibenstlicke so gross wie méglich gewdhlt werden.
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Wir betrachten in diesem Abschnitt die Diskretisation der
Spannungsfunktion in allgemeinen Dreieckselementen und den
anschliessenden Aufbau der Scheibenstlicke, mit Transforma-
tion auf Kraftvariable. Die Darstellung geht darauf aus,
zuerst die mechanisch wesentlichen Dinge m&glichst einfach
in kartesischen Koordinaten zu zeigen (2.1 - 2.13). Rechen-
technisch werden mit Vorteil andere Systeme verwendet, die
der Geometrie der Elemente angepasst sind. Die wichtigsten
Einzelheiten dazu sind (2.2 - 2.26) zu entnehmen. Schliess-
lich gehen wir in (2.3) auf die Formulierung der Uebergangsbe-
dingungen bei mehrfachen Scheibenkanten ein, die wir begriff-
lich als selbstidndige Elemente behandeln. Die wichtigste
Folge dieser Regelung ist die Abwesenheit eines libergeord-
neten globalen Koordinatensystems flir den weiteren Sub-
strukturaufbau: Alle Elementvariabeln sind "lokal'" orien-
tiert (korperfest). Diese Besonderheit ist mit ein Grund

flir die rechentechnische Bevorzugung lokaler (schiefer und

homogener) Koordinatensysteme.

2.1 Diskretisation der Spannungen

Ein ebenes, einfach zusammenhingendes, polygonales Scheiben-
stiick von konstanter Dicke t (Fig. 2.02) sei ein Teil eines

Tragwerks aus ebenen Scheiben.

Fig. 2.02
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Sein Spannungszustand wird beschrieben durch die Airy'sche

Spannungsfunktion
o% 0% %
= = : == (2.001)
Ox dy* Oy ox? Txy Ox Oy

Zur Diskretisation dieser Funktion denken wir uns das Schei-
benstiick in allgemeine Dreiecke aufgeteilt (Fig. 2.02). In
jedem dreieckigen Element ndhern wir die Spannungsfunktion
durch ein vollstidndiges Polynom 5. Grades an:

~

d, = z: qJLnyL O<J+Ls<5
21 ’

€e Je

{(1%21)  (21%1)

(2.002)

Als Stilitzwerte fiir die diskretisierte Spannungsfunktion in
einem Knoten i dienen die 6 Werte von Funktion, ersten und

zweiten Ableitungen:

g 9% 2| &9 3| 28
trax [i *ay |i *axEli*dy*[i *oxdyli

dazu kommen die Normalableitungen

&
on

(2.003)

m
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in den Seitenmitten. Wir ordnen diese Stiitzwerte fiir das

Element e in die Spalte

Pe = { By, Dry, Py, Prsu s Pray s Pryy s Prn,
21e1) (2.004)

3, ... 531.1}

Die lineare Beziehung zwischen diesen neuen Variablen und
den Polynomkoeffizienten Qg kann mit Hilfe von (2.002)
sofort in Funktion der speziellen Dreiecksgeometrie ange-

schrieben werden:

Pe = Be de (2.005)
(21%21)

Wie wir sehen werden, ist die Matrix Bg fiir alle nichtaus-
gearteten Dreiecksformen reguldr. Man kénnte durch Inversion
die Interpolationsgleichungen

be = &e 8;1 Pe ~ Be Pe (2.006)

(1%21)

gewinnen. Rechentechnisch ist es besser, diese Inversion
durch direkte Formulierung der Interpolationsmatrix in einem
geeigneten Koordinatensystem zu umgehen. Wir zeigen diese
Technik im Abschnitt (2.24)

Auf Grund der getroffenen Annahmen ist das diskretisierte

Spannungsfeld lberall im Gleichgewicht. Im Innern der Ele-
mente folgt dies direkt aus der Definition der Spannungs-

funktion; 1l4ngs den Elementkanten folgt auf Grund der ge-

meinsamen Stlitzwerte:
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- Die Funktion ®(s) lings der Kante ik (Fig. 2.02)
ist 5. Grades in S . Sie ist durch die 6 Werte

v = 3B| oB| IB| B
CI)i’@k’asli’as k' 9s? |i» 0s® k

bestimmt und damit an beiden Réndern des Schnit-
tes identisch. Daraus folgt die Gleichheit der

Normalspannungen

~ %D
O_n(s)_ asz

in jedem Punkt der gemeinsamen Kante zwischen den
Elementen e und e.

- Die Normalableitung %%(s) ldngs der Kante ik ist

4. Grades in S . Sie ist durch die 5 Werte

oD
i 'onos [k

od
n\’anas

od
k'odn

0P
i’ dn

0P
an

bestimmt und damit an beiden Ri&ndern des Schnitts
identisch. Daraus folgt die Gleichheit der Schub-
spannungen

2P
on ds

%ns (s) = + (1)

in jedem Punkt der gemeinsamen Kante zwischen den
Elementen e und e.

(1)Wir definieren ?%s gegenldufig zur Randkoordinate; deshalb
ist hier das positive Vorzeichen anzubringen.
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Im Sinne der Dualitdt zwischen Scheibe und Platte entspricht
dieses Scheibenelement einem vertrdglichen Element fiir Platten-
biegung, welches seit 1968 in der Literatur ausgiebig behan-
delt worden ist [6 - 14]. Zlamal [9] hat gezeigt, dass die
Approximationsordnung dieses Ansatzes fiir Randwertprobleme

4. Ordnung 4 ist:

|- < =& )
- < ——— Mz h (2.008)
= . 6
(T) sin? v
Darin bedeuten:
C eine Konstante, die von der Elementteilung un-

abhidngig ist.

h,y 1lingste Seite und kleinster Innenwinkel der

Elemente in der Substruktur T.

Me maximaler Wert der 6. Ableitung von® in T.

Diese Ungleichung gestattet einen Vergleich der Konvergenz-
geschwindigkeit mit jener anderer numerischer Verfahren.

Man beachte bei solchen Vergleichen, dass eine globale Ein-
schrankung dieser Art n i ¢ ht mit dem lokalen Fehler ver-
glichen werden darf, der z.B. aus dem Restglied einer Taylor-
Entwicklung folgt. Nach [3] ist die Approximationsordnung ei-
nes Differenzenverfahrens mit einem Taylorreihen-Restglied
der Ordnung K gegeben durch

max

(T) < Ch P

D-P

P ist die Ordnung der Differentialgleichung oder des Operators,
und C ist unabhingig von der Maschenweite h.
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Die Wahl eines Elementansatzes der relativ hohen Fehlerord-
nung 4 hat nicht den Sinn, unndtig hohe Genauigkeit zu er-
zielen. Vielmehr erlauben solche Elemente bei gegebenen Prizi-
sionsanspriichen eine viel grdbere Diskretisation als die heu-
te verbreiteten Verfahren der Fehlerordnungen 0 bis 2. Solange
nicht Geometrie und Querschnittsverlauf eine feine Teilung
diktieren - was in den Verhidltnissen des Bauwesens selten

der Fall ist - ldsst sich auf diese Weise viel Rechenaufwand
einsparen.

Aus den Interpolationsgleichungen (2.006) erhi#lt man die

Spannungen
- aZ/ay";
O = az/a" Be Pe = VIBe Pe (2.009)
(3+1) 070xdy (3%21)

Die 21 Stilitzwerte an einem Element e sind der Spalte der
Stiitzwerte an der Substruktur zu entnehmen. Formal schreibt

man diese Zuordnung in tiblicher Weise

Pe = Qe P; (2.010)
(21%1)  (21%Np) (Np*1)

Der Beitrag der Substruktur zur (komplementiren) Energie des

Tragwerks ist

H
1\)|—+
—

Q
m
L
14
Q.
>

ATR
T 3% (2.011)
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mit

(e)

Fos 1ol [ [OAET9, 000

der Flexibiltdtsmatrix der Substruktur in den Variablen Py
Diese Matrix ist singuldr und hat den Rangabfall 3: Jede
lineare Funktion 5 tber die ganze Substruktur liefert

AT = O

Wir kOonnen den linearen Anteil von 33 willkiirlich mit

- od
D =0 ax |

in einem Punkt ) festlegen, ohne den Spannungszustand zu
beeinflussen. Denken wir uns jetzt die Spalte der Substruk-

turvariablen nach isolierten Inneren und Aeusseren geordnet:

{ Pi , Ps } (2.012)

(Nj%1)  (Ngx1)

so ist mit 6 Variablen pro Ecke und einer Variablen pro

Kante an einer Substruktur mit M Polygonecken!

(2.013)

Ny = 7M-3

1 Hier ist vorausgesetzt, dass alle Polygonecken Innenwinkel
# 7T haben. Ueber Netzpunkte an geradlinigen Kanten siehe
2.26.
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Entsprechend den Ausfithrungen des Abschnitts (3) koénnen wir
die inneren, isolierten Variablen schon auf der Substruktur-
stufe auf Grund von

AT = stationdr (ps = const)
eliminieren und den Beitrag zur Energie auf die Form

A%S = 1? p; Fs ps (2.014)

bringen. Im Hinblick auf die Verwendung des Scheibenstiicks
in rdumlicher Verbindung mit anderen Scheiben ist es erfor-
derlich, die Randwerte pg durch Kraftgr&ssen auszudriicken.
Grundlage dieser Transformation sind die folgenden Definitio-

nen (Fig. 2.04) fir die Schnittkridfte an der Kante
K
Fx = 1[G, ds
i

k : (2.015)
By = /6 (s—1% ) ds

o
3
[

m k
Tf'{-sds ka=Tf%sds
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und fiir die Spannungsfliisse an den Ecken

(To_ik)7(To_ki),(tT;k),(TTki) (2.016)
Diese dusseren Kraftvariablen ordnen wir in der Spalte

pE = {(TWZ)a(TT12), F‘IZ; B1Z1Q1m 7Qm2’

(2.017)

(top) , (1T0)s o (TO_W)’(WW)}

Normal- und Schubspannungen 5%,?% am Rande sind nach (2.001)
und (2.002) kubische Funktionen der Randkoordinate ; aus den
Definitionen (2.015) und (2.016) erhdlt man nach kurzer Zwi-
schenrechnung die Spannungsformeln

és; (é:) = th( rkr(éz> + C’ki r]O'(q _é:).+
+ 2 he(€) + 288 ng ()

%S(f)= T he () + 1 he (1-6)+ (2.018)
Zt?.:(m ho &)+ fZLQI:“‘ ho(1-€)

fiir die allgemeinen Punkte der Kante, mit

£

le
und den Hilfsfunktionen (Fig. 2.06)
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hg= 1-9¢+18¢% -10¢°
he = ¢ - ¢&°

he = -—10¢ +30¢%-20¢°
he = 1-8¢ +15¢% - 8¢3
hg = Mg —27¢%+16¢°

In den Beispielen wefden wir in der Regel den Schubspannungs-
verlauf quadratisch voraussetzen; Vergleichsrechnungen zeigen,
dass die Genauigkeitseinbusse infolge dieser Vereinfachung
unbedeutend ist (4.1; siehe auch [7]). Dann gilt fir die

Schubspannung

T(s) = Ty he(€) +7 hy (1-¢)

6 Qi o
t Lk hg (¢) . (2.018a)

-+

mit

he 1-4¢ + 3¢2
hq g - ¢°

H

wo Qjk jetzt die Querkraft an der ganzen Seite bezeichnet.
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Fig. 2.06
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Wihrend die diskretisierte Airy'sche Spannungsfunktiona ihrer
Definition nach ein Spannungsfeld im Gleichgewicht aufspannt,
bilden die Kraftgrdssen (2.015), (2.016) an den Rédndern der
Substruktur nicht automatisch eine Gleichgewichtsgruppe; zwi-
schen ihnen sind die 3 Gleichgewichtsbedingungen der Ebene
einzuhalten, sowie an jeder dusseren Ecke eine lokale Gleich-
gewichtsbedingung zwischen den 4 angeschlossenen Spannungen
(Fig. 2.05). Aus einer Momentenbedingung an einem parallelo-
grammformigen Eckelement erhdlt man

(C3 —Oji) cos & - (Ti +Tji) sin o =0 (2:019)

Fig.2.04

Fig. 2.05
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Formal sind die Randvariablen der Substruktur lineare Funk-

tionen der #dusseren Kraftvariabeln:

Ps = Cs pe (2.020)

(Ng*8M)

wobei zwischen diesen 3 globale und M lokale Gleichgewichts-
bedingungen (2.019) eingehalten werden miissen:

'GE Pg = o) (2.021)
((M+3)+8M)

Bei der spidteren Bildung des Energieminimums am Tragwerk
(oder an einer iibergeordneten Substruktur) wird man diese
Gleichungen als Nebenbedingungen zu beriicksichtigen haben.
Diese Aufgabe 186sen wir mit Hilfe eines Satzes von (M+3)
Lagrange’schen Multiplikatoren

Ug
(M+3) %1

Der Beitrag des Scheibenstiicks zu einer entsprechend erwei-

terten quadratischen Form der Energie ist dann

¥ _ 1t t ot
A”E = p F pE + pE <;E uE (2.022)
mit

_ At
Fe = Cs Fg Cg
(8M x8M) (Ng *Ng)
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Eine direkte Herleitung der Kraftverbindungsmatrix (2.020)
und der Gleichgewichtsbedingungen (2.021) geben wir in (2.2)
an.

2.11 Die Verschiebungen

Die diskreten Verschiebungsgrdssen des Scheiben-
stiicks sind mit (2.022) zu definieren als

_ t '
Vg = Fepet GE Ue (2.023)

umgekehrt erhdlt man durch Integration

AT = f pt dug (2.022a)

wieder (2.022). Ein Verschiebungsfeld zu unserem Spannungsan-
satz existiert im Allgemeinen nicht, weil dieser nicht inte-
grierbar ist. Eine anschauliche Vorstellung von der Bedeutung
der diskreten Verschiebungsgrdssen gewinnt man an Spezial-
fdllen mit integrierbaren Spannungen. Bildet man hier den In-
tegranden in (2.022a) als Randarbeit der Spannungen infolge
Pg mit dem Inkrement des Verschiebungsfeldes, so ist mit

den Hilfsfunktionen (2.018)

M-1 k1
PE SVg = 2‘ f{“’km ho(€) + 10k ho16)

Bhe(¢) 6hg ()
R L F + Bk,k+1 2 2
K,k+1 tk,k+1

+(TTk'k+1 hr(-'f)"'kaq'k h'r(1 -£)

2hg(&) 2hgl1<€ E
+Qk,m Lot Qrm 41 Thket

)Sun(s)

)Suls }ds
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Die Gleichung muss fir alle Werte von pg identisch erfilit
sein; die Komponenten von Vg an der Seite k,k+1 sind des-
halb

k+1 k+1
+1 _
ve*'= [hy vads Ul Jhol1-¢) vads
K K
(5 k+1 . ES k+
K,k+1 Kkt1_
vg =—— |hrv,ds vg = hg U, ds
F Lk,kﬂ R[ F Un B sz,k+1 R/. B Yn
k+1 k+1
kk+1 _ kthk_ _
vy —ifhrusds Ut ‘:fhrﬂ §)vs ds 2020
5 k+1
kom -~ ds
" = T f ho (€) vs
w2 k+1
m,k+ ,
L} = _ ‘)
vq et {hQ(1 £)vs ds

Im allgemeinen Fall existieren die Integranden dieser Mittel-
werte nicht. Trotzdem wird man die Verschiebungsgrdssen (2.023)
im Sinne dieser Ausdriicke interpretieren, weil sie in der
Grenze gegen die entsprechenden Mittelwerte der exakten
Lésung streben.

Statt die Energie nach ihrer Diskretisation durch Lagrange'sche
Multiplikatoren 2zu ergidnzen, kann man (2.022) direkt aus

einem allgemeineren Variationsprinzip der Elastomechanik ab-
leiten.
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Dieses Vorgehen vermittelt mehr Einsicht in die mechanische
Bedeutung der Multiplikatoren und zeigt auch, wie ein Gleich-
gewichtsansatz mit De formationsmethode
behandelt werden kann. Ausgangspunkt ist das Hellinger-
Reissner'sche Variationsprinzip @8], fliir ebenen Spannungs-
zustand ohne Volumkrdfte in der Form:

=t [[{Blonog. By

(G dyt) v (G 5) v} oa

- {0 T 0+ (m-T)us} o

-[{on T+ T Us}ds]

S2

(2.025)

Darin bezeichnen &On ,Tg vorgeschriebene Randspannungen und

up , Ug gegebene Randverschiebungen. Die Spannungen Oy, 0y, Tyy
und die Verschiebungen u,V sind unabhingig und ohne Neben-
bedingungen zu variieren. Die spezifische komplementdre Form-
dnderungsenergie B stimmt in unserem Fall mit der Forminderungs-
energie liberein und ist

-

-1
B=w0'E o
2
(3%3)

womit die Materialgleichungen vorausgesetzt werden; die Gleich~
gewichtsbedingungen und Vertrdglichkeitsbedingungen sind in
(2.025) enthalten, wie man aus der ersten Variation des Funk-
tionals sieht.
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Wir machen folgende speziellen Voraussetzungen idiber die
unabhingigen Felder:

- Die Spannungen Oy...sind innerhalb jeder Substruktur im
Gleichgewicht; durch die Rinder der Substrukturen sind
Spannungsspriinge im Ansatz vorerst zugelassen.

- Die Verschiebungen gehen stetig durch die Rinder der
Substrukturen.

Das Integral des zweiten und dritten Terms unter dem Flidchen-
integral von (2.025) ist unter diesen Voraussetzungen auf den
Rindern zwischen Substrukturen nicht definiert. Wir schreiben
diese Terme fiir die unmittelbare Nachbarschaft n=t € eines in-
neren Kantenabschnitts i,k in der Form

ff[f{(a“" 5o Junt (S e 52)us) an Jas

wo N,s das lokale Koordinatensystem normal und parallel der Kante
bezeichnet. Partielle Integration in der Normalrichtung liefert

. % e 'F dun, ars
Tf[<o_“ ufr[? dn u”)[; !(oﬁ on Js dn an )dn+

+(% ust[ G2 an ug)[ -

+€

Jlm 2 i o022 s

und fiir € >0 verbleibt ein Beitrag

ff(‘o?\_ Un *On Un - Tg Us+Tg ug) ds
1
wo die hochgestellten Vorzeichen den Schnittrand bezeichnen. Inte-
griert man iiber das Innere und die inneren Rinder 9S; der be-
teiligten Substrukturen S , so l#sst sich (2.025) damit fir



-45-

unseren Fall definieren als

=L {t[[o £ o da-
Si

-f (On up + Ts us)ds+f(o_’n Up+ T Ug) ds
3S;+0S4 : os1

—f (Oh Un + T Us ) ds]} = stationdr
Sy (2.030)

Dieses Prinzip ist von Pian und Tong als Erweiterung des Prin-
zips vom Minimum der komplementdren Energie angegeben worden; [5].
Durch geeignete Diskretisation des unabh#ngigen Verschiebungs-
feldes wire es moglich, nun auf der Substrukturstufe zu Hybrid-
elementen liberzugehen. Soll dagegen der Gleichgewichtscharakter
des Ansatzes beibehalten werden, kdnnen die Definitionen (2.024)
fiir die Diskretisation der Randintegrale in (2.030) diemnen.

Die vorgeschriebenen Spannungen auf 35, milssen die spezielle

Form (2.018) haben; gegebene Verschiebungen auf 3S, konnen ohne
solche Einschrdnkungen beriicksichtigt werden, in der Regel wird
jedoch die Vorschreibung diskreter Verschiebungsgrdssen auch hier
genligen. Mit (2.014) und den Definitionen (2.024) kann der Bei-
trag einer Substruktur zu (2.030) dann in der Form

»_ 1t t —t '
-ATly =5 Pps Fs ps = P VE + PE Ve (2.031)

angeschrieben werden. Der Satz von Verschiebungen Vg enthdlt
vorerst auch Verschiebungen, denen spiter feste Werte zugewie-
sen werden sollen. Zwischen den dusseren Kraftvariablen pPg und
den Stiitzwerten pg der Spannungsfunktion auf dem Rand der Sub-
struktur besteht auf Grund der Definitionen (2.01S), (2.016)



-46-
eine lineare Beziehung

pe = Ds pg (2.032)
(BM*Ns)

(2.020) und (2.021) konnten daraus durch Teilinversion erhalten
werden; man hat

CoDg = I
(Ng * Ng )
(2.033)
(;E [>S = ()
((M+3) *Ns)

Einsetzen von (2.032) in (2.031) und Ableitung nach den Variab-
len Pg bei festgehaltenem Vg liefert

t —— —
Dg vg = Fgpg = vg (2.034)
{(Ng* 1)

Die so definierten Verschiebungsgréssen vg sind anschaulich
die Amplituden der Verschiebungen zu den Eigenspannungszusténden
Ps - Mit (2.022) und (2.033) folgt dann aus (2.023)

t t
Ve = CS vg + Gg ug (2.035)
Bildet man hier die virtuelle Arbeit

¢ _ oy t
PE Vg = p§ vs + (pE GE) ug  (2.03)
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so leisten die Lagrange'schen Multiplikatoren nur mit Krdften
Arbeit, welche die 3 globalen und M lokalen Gleichgewichtsbedin-
gungen (2.019) verletzen. Daraus folgt die anschauliche Bedeu-
tung der Multiplikatoren; ug enthdlt, fiir das diskrete System,
~ 3 Starrkérperverschiebungen der Substrukturen in ihrer
Ebene

- M 1okale Rotationen der Ecken der Substruktur.

Die Verschiebungsvariablen Vg sind den Kraftgréssen pg von
{2.015) und (2.016) zugeordnet. Grundsitzlich wiren sie fiir
eine Behandlung des diskreten Systems nach der De forma -

tionsmethode geeignet: aus (2.034) folgt

-1 t
Ps = Fs Dg vg (2.037)

Die Flexibilitdtsmatrix Fé ist regulidr, denn der lineare An-
teil der Spannungsfunktion liber die Substruktur wurde unter-
driickt. Damit transformiert man den Beitrag der Substruktur zur
Energie auf die Form

— t t =
AT = vg Kg Vg — Vg Pg  (2.038)

mit der Steifigkeitsmatrix

- -1 At
Ke = Dg Fs Dg (2.039)
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Dieses Vorgehen ist in anderem Zusammenhang von Veubeke und
Sanders angewendet worden: [22,25,27] . Der Gleichgewichtscharak-
ter des Ansatzes bleibt erhalten, denn die Deformationsgleichun-
gen der ibergeordneten Struktureinheit sind Gleichgewichtsbe-
dingungen fir die Krdfte pg der Substrukturen, und diese Krifte
legen den Spannungsverlauf an deren Ridndern eindeutig fest.

Die Steifigkeitsmatrix (2.039) hat einen Rangabfall{M+3), ent-
sprechend den kinematischen Freiheitsgraden Ug in (2.035). Soweit
es sich um die 3 Starrkdrperverschiebungen handelt, ist dieser
Rangabfall keine Besonderheit; dagegen kdnnen die M lokalen
Rotationen Anlass zu einem labilen System mit singulidrer Matrix

geben.

An einer einzelnen Ecke einer Substruktur(Fig 205folgt aus (2.019)
und der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix (2.039), dass eine Ver-
schiebung mit

Vok = Wj COS

) (2.040)
Ve ~ T Wi Sin CXj
Vri T Twj SN X

und allen Gbrigen Komponenten von Vg vom Wert O zwangslos vor
sich geht.

Fig. 2.06
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An einem Knotenpunkt mit N angeschlossenen Substrukturecken in
einer Ebene (Fig.206) gewinnt man durch Identifikation anliegen-
der Verschiebungen (2.040) unter Beachtung der Vorzeichen die

Gleichungen
wi €CO0S & = wij+1 COS Xj

wi SIN & =~ Wi+l SIN K41 (2.041)
i=1... N

i+1=2._N,1
oder, wenn Wj # O
wir _ COS X sin
Wi COS K4 SiN Xj+9

Aus der zweiten Gleichung folgt
sin (O(i + X4 ) =0

Dies zeigt, dass Anordnungen mit vier rechten Winkeln in einer
Ebene einen kinematischen Freiheitsgrad besitzen.

An einer Pyramidenspitze im Raum gelangen nur die Gleichungen der
zweiten Zeile von (2.041) zur Anwendung, welche den Verschiebun-

gen parallel den Kanten zugeordnet sind; jede solche Anordnung be-

sitzt mit
w =+ S
SIN &

einen kinematischen Freiheitsgrad.
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Auch die Formulierung (2.022) mit Krédften als Hauptvariable

fithrt zu linear abhéngigen Gleichungen und unbestimmten Multi-
plikatoren, sofern (2.019) flir alle Substrukturecken um einen
Knoten in das Gleichungssystem einbezogen wird und z.B. lauter
rechte Winkel vorliegen oder die Normalspannungen null gesetzt
sind. Die Abh#dngigkeit ist hier sehr einfach zu isolieren, denn
die Koeffizienten von wj in (2.040) erscheinen in den Spalten
von Gé in (2.035), und der zugeordnete Multiplikator aus Ug

ist Wj . Um lineare Abhidngigkeit zu vermeiden, geniigt es,
iiberschiissige Multiplikatorgleichungen und ihre Multiplikato-

ren auszuscheiden. Formal entspricht dies der Zuweisung des WertsO
an den Multiplikator; in Abwesenheit gegebener Zusserer Belastun-
gen, welche (2.019) verletzen, ist die Multiplikatorgleichung

dann - wegen ihrer linearen Abhidngigkeit - erftillt und ent-

fillt. Die manuelle Erkennung und Ausscheidung tberschiissiger
Multiplikatorvariablen ist moglich, aber sie behindert bei grossen
Systemen die Automatisierung des Verfahrens. Im Abschnitt 3

dieser Arbeit wird gezeigt, wie die Ausscheidung solcher Multi-
plikatoren in den Ablauf der Gauss'schen Elimination einbezogen
und automatisiert werden kann.

Das Vorgehen hat sich an den Beispielen des vierten Abschnitts
als so zuverlidssig erwiesen, dass es auch bei Deformationsme-
thode mit Aussicht auf Erfolg verwendet werden kdnnte. Praktisch
wird man dabei jene lokalen Verschiebungsgrdssen null setzen,
welche im Eliminationsprozess als abhingig hervortreten. Diese
L8sung unterscheidet sich von jener aus Kraftmethode nur in den
Verschiebungen zu Kraftgréssen, welche statisch dquivalent Null
sind: die unbestimmten Rotationen wj in (2.040) erhalten andere
Werte zugewiesen. Auch hier zeigt das Verschwinden der Belastungs-
glieder in den - durch Abh#ngigkeit - ausgeltschten Elimina-
tionsgleichungen das Gleichgewicht der angebrachten Belastungen
im Sinne von (2.019) an.
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2.12 Ueberkontinuitit

Es ist praktisch zweckmidssig, moglichst grosse Bereiche des
Tragwerks auf Grund des Ansatzes flir die Spannungsfunktion

(2.002) ohne Einftihrung von Kraftvariablen zu behandeln.

Pro Knoten des Elementnetzes (Fig. 2.02) hat man dabei mit

6 Variablen zu rechnen; dazu kommt eine weitere Variable fiir

jede Seite. Ein ausgedehntes Dreiecksnetz mit N Knoten hat
pauschal und bei Vernachlissigung des Randeinflusses 2N

Dreiecke und 3N Kanten, wie man sich mit Hilfe des Euler'schen Po-
lyedersatzes ﬁberlegtl. Fir den Variablensatz pPg folgt daraus

die Anzahl der Komponenten zu

L= 6N +3N = SN

Dagegen wdren im E x t r em f a 1 1 e des Uebergangs auf

Kraftvariable an jedem Dreieck pauschal

¥= 8«3N+6* 2N = 36N

wo der erste Beitrag von den Kanten, der zweite von den 6
Lagrange'schen Multiplikatoren pro Dreieck stammt. Der Mehr-
aufwand durch den Uebergang auf Kraftvariable ist iiberra-
schend hoch. In praktischen Fillen ist es allerding nie not-
wendig, schon auf Dreieckselementstufe Kraftvariabeln ein-
zufilhren; solche werden erst unentbehrlich bei Kanten mit
mehrfachem Scheibenanschluss oder an den Anschlussstellen

anderer Elementtypen.

! In zwei Dimensionen ist mit N Knoten, K Kanten und D Drei-

ecken
N+D=K+1

und fiir grosse Netze einfachen Zusammenhangs

- 3D
K~ =5

daraus folgt die Behauptung.
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Eine zweite Folge des Uebergangs zu Kraftvariablen ist der
Verlust der lokalen Kontinuitdt in den Knoten. In innern
Knoten eines Scheibenstiicks (Fig. 2.02) hat man durch die
gemeinsamen zweiten Ableitungen der Spannungsfunktion an
allen angeschlossenen Elementecken einen homogenen Spannungs-
und Verzerrungszustand. Werden Scheibenstiicke durch Kraft-
variable in der Kontaktfliche verbunden, ist diese Stetig-
keit der Dehnungen nicht mehr gesichert. Selbstverstdndlich
ist trotzdem eine korrekte Diskretisation des Problems
gewidhrleistet: Die erste Variation des Prinzips (2.025)
liefert unter anderem die Vertriglichkeitsbedingungen.
Praktisch und bei grober Diskretisation geht auf diese
Weise jedoch viel Genauigkeit verloren. In den Anwendungen
des 4. Abschnitts werden wir hdufig Ueberkontinuitdtsbedin-
gungen an Verzweigungskanten mit Hilfe Lagrange'scher Multi-
plikatoren wieder einfiithren. Einzelheiten dazu sind den
Beispielen zu entnehmen.
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2.2 Technische Einzelheiten zur Bildung der Elementmatrizen

Die Interpolation in Dreiecksbereichen (2.002 - 2.006) und
die Auswertung der Flexibilitdtsmatrizen der Dreiecksele-
mente und Scheibenstlicke (2.009 - 2.011) im kartesischen
Bezugssystem ist wohl einfach, rechentechnisch aber langsam.
Schnelle Spezialprogramme fiir diese Aufgabe stilitzen sich
auf homogene Dreieckskoordinate, die Felippa [30] einge-
fiihrt hat. Er gibt auch die Ritz'schen Ansatzfunktionen

fiir allgemeine Dreiecksbereiche bis zum Polynomgrad 3 an.

Im Sinne einer Ergldnzung seiner Liste sind in (2.24) die
Koordinatenfunktionen 5. Grades explizit angegeben.

In Verbindung mit homogenen Dreieckskoordinaten ist eine
entsprechende, auf lokale Dreiecksrichtungen bezogene Be-
schreibung des Spannungszustandes zweckmissig. Es ist {ib-
lich, die direkten Ansatzgrdssen - hier Spannungen - durch
kovariante Komponenten zu beschreiben. Die zugeordneten

Dehnungen haben dann kontravarianten Charakter (2.23).

Schliesslich geben wir in (2.27) die Grundlagen zur direkten
Bestimmung der Kraftverbindungs- und Gleichgewichtsmatrizen
(2.020, 2.021). Die Randvariabeln des Scheibpnstﬂcks sind
nach den lokalen Randrichtungen orientiert. Deshalb spart
man Transformationen, wenn man die entsprechenden lokalen
Variabeln nicht zuerst in ein kartesisches System trans-
formiert. In speziellen Fdllen ist dieses Vorgehen auch

fir die inneren Variabeln des Scheibenstiicks anwendbar (2.26).
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Elementprogramme - zu denen wir hier auch die Spezialpro-
gramme fiir die polygonalen Scheibenstiicke z#hlen - ver-
langen einen relativ grossen Arbeitsaufwand und grésste
Sorgfalt bei der Auspriifung. Das "Handwerkszeug' dazu ist
einerseits einfach, wird aber in der Fachliteratur héchstens
fliichtig gestreift. Deshalb stellen wir die wichtigsten
Grundlagen fiir das Dreieckselement und die Scheibenstiicke
kurz zusammen. Andererseits sollten Massnahmen zur Be-
schleunigung von Elementprogrammen - soweit sie nicht zu-
gleich zur numerischen Stabilitdt der Rechnung beitragen -
keineswegs iiberschitzt werden. Massgebend fiir die totalen
Rechenkosten sind bei grdsseren Problemen immer die Eli-
minationsprozesse an den linearen Gleichungssystemen. Wir
verweisen auf den Abschnitt (3).

2.21 Geometrie und Koordinatensysteme

Mit
1 11
2F = det Xi X Xk
(2.051)
Yio Y Yk

hat das Dreieck von Fig. 2.10 die Fliche

A = abs (F) (2.052)

und die Orientierung

[T sign (F) (2.053)

diese hat den Wert +1, wenn (ijk) denselben Umlaufsinn de-
finiert wie(+x=+y) .
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Die lokalen Seitenkoordinaten
sind definiert durch die normierten Basisvektoren

‘s’i - { XinXL , Yk; Y'L} 1

{six - Siy}= _ﬁl& ’Al:y'} '

i ',U-{'Siy:‘six} e
mit
2 _ 2 2
[i = Okt Aiy o (2.054)

- - . »
Nj.. ist unabhdngig von der Orientierung ein dusserer Normalen-
vektor.

Wie wir sehen werden, tritt lj.. in allen Transformationen
zwischen Grdssen gerader Ableitungsstufe mit gerader Potenz
auf. Dann ist das Ausziehen der Wurzel aus U%. nicht nétig

und soll auch aus numerischen Griinden vermieden werden.

Die homogenen Dreieckskoordinaten

eines Punktes P in der Ebene des Dreiecks sind definiert durch

1T 1 1
det | Xp Xj Xk (2.055)
Ci(p) - ye Yi Yk .

2F

! .. be:ez.chnet zyklische Vertauschung
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Fig. 210

Diese Formeln sind die Kramer'sche Aufldsung des Gleichungs-
systems

1 1 1 L
el =[x x5 x Cj (2.056)
yp Yi Y Yk Cy

womit - neben der Umkehrtransformation - die Abhidngigkeit

Ci+ i+ L« =

folgt.

Die homogenen Koordinaten eines Punktes sind invariant gegen-

Uber allen linearen Transformationen (Perspektiven Abbildun-
gen) der Ebene.
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2.22 Ableitungen von Funktionen in homogenen Koordinaten

Im Folgenden bendtigen wir die Ableitungen von Funktionen
in homogenen Variablen nach den lokalen Seitenkoordinaten.
Durch spezielle Wahl des kartesischen Systems (Fig. 2.11)
wird aus (2.055) -

k .
Fig. 2.11
X
€ O O - 1
Ci | = —2-% 2A -hi  Lcos(k) | | s (2.057)
gk O h L cos(j) n;
Damit folgt
do 1 (0® 09
— = — (= - == - 2.058
ds, T, (az_;k agj) (2.058)
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und

d@ 1 /% %s X

= - +

wr T L P o ) o
. ferner

do 1 ok o]

~ = - i + —= Lj cos(k)
dn; ZA( ag, ' oty ! (2.060)

0d .
+3§ lk cos (j) ) .

2.23 Transformationen in schiefwinkligen Systemen

Wir stellen die Ableitungen der Spannungsfunktion - insbe-
sondere also den Spannungszustand - in schiefen Axensystemen
immer durch kovariante Komponenten dar. Anschaulich bedeutet
dies, dass die "Komponente' eines Spannungszustandes in ei-
ner Richtung (Fig. 2.12) als t o t a l e Spannung in
dieser Richtung definiert ist. (Die alternative kontravariante
Definition beruht auf einer Zerlegung des Spannungszustands
in lineare Teilspannungszustinde). Es ist fir die Arbeit mit
allgemeinen Dreieckselementen zweckmissig, den inneren Span-
nungszustand in einem Punkt durch die 3 Spannungen normal zu
den Seiten zu beschreiben, unter Verzicht auf Schubspannungen.
Ausgehend vom kartesischen Hilfssystem (Fig. 2.12) hat man

dann vorerst
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y
[
Fig. 2.12
2 2
o Mix niy Z’Wx niy Ox
OA = o] = . o'y
. 2.061
(o T}y o ( )
= By O
(3%3)
wo Ny

Einheitsvektoren sind. Mit einer Airy'schen Span-
nungsfunktion @ ist (Fig. 2.12)

_ d%
O_i - ds|2 LI

Alle Spannungstransformationen sind zugleich Transformatio-
nen fiir 2. Ableitungen einer Funktion.
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Die Spannung in einer allgemeinen Richtung p wird

- 2 2 -1
o [”px Mpy  2Npx ”py]BAO'A

= Bpa Op

13) (2.062)

Am Rande von Scheibenstiicken treten auch Schubspannungen auf;
der Spannungszustand an einer #dusseren Ecke ist durch die 4

Spannungskomponenten

o, = {O_jkro_ji v Uik s Tji}
(4%1) (2.063)

von Fig. 2.05 4 b e r bestimmt. Man beachte, dass die Schub-
spannungen den S entgegen gerichtet sind. Die Aufgabe der
Bestimmung der Spannung in einer allgemeinen Richtung kann
wie zuvor auf dem Weg iliber das kartesische Hilfssystem ge-
16st werden; die Gln. (2.061) sind zu ergidnzen durch 2 Glei-

chungen fir die Schubspannungen

i = [‘nkx Skx + " My Sky :_(nky Six t Sky nkx)] o
(3*1)

Durch Jordan'schen Austausch kann so auch die Nebenbedingung
(2.019) zwischen den 4 Spannungen (2.063) gewonnen werden;
Die Spannung in der allgemeinen Richtung p wird aber in Funk-
tion von 3 dieser Komponenten erhalten. Es ist numerisch vor-
teilhaft, eine symmetrische Form zu verwenden. Nach einiger

Zwischenrechnung findet man
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oj = B>j o> (2.064)
(1%4)
mit
EXCREN
Bt PGt
>j q) Qe f, + 7
k') k QJ
fq| n-n q |

Die Abkiirzungen bedeuten

pj = (E;k E;,)z
q] = (g;( ;i f .
G G SE T -

Auch den Gradientenvektor der Spannungsfunktion beschreiben
wir im schiefen System&,m durch seine kovarianten Kompo-
nenten (Fig. 2.13). Gesucht sei die 1. Ableitung in einer
allgemeinen Richtung k . Fiir die Basisvektoren findet man
(mit dem Sinussatz) die Beziehung
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Fig. 2.13

K3
- _ sin(kyg) — sin(§ k) —
>k T sin (&) s¢T sin(€q) °7

wo zum Beispiel

sin (km) = (s, x

Damit folgt flir den Gradientvektor

sin (x 1) d + sin (€ )

d_(2.065)
sin(§ n) d¢ sin{¢n) dnm

d —— =
a_K: g Sk =

Die Vektorkomponenten gehorchen derselben Transformationsre-

gel wie die Basisvektoren. Deshalb die Bezeichnung 'kovariant'.

2.24 Koordinatenfunktionen

In homogenen Dreieckskoordinaten kdnnen Interpolationsfunk-

tionen in (2.006) ohne allzugrosse Schwierigkeiten direkt
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angeschrieben werden. Als Stilitzwerte wdhlt man vorerst
Variable in den Seitenkoordinaten des Dreiecks, die analog
zu (2.004) in der Spalte

~ d& d® dd
Pea = {

®’dsji’dski’dni mi ’
(21% 1) (2.066)
d¢g| dg| d% }
ds; li " ds?li * dsg i’

geordnet seien. Die Interpolationsmatrix Bea entsprechend
(2.006) ist dann aufzubauen aus den 5 Funktionen in den
Spalten von Tab. 2.14, deren zyklischen Vertauschungen und
Spiegelungen. Die erste Funktion ¢,j ist die Koordinaten-
funktion zum Stiitzwert

d&
dnj 'mi

Die Koordinatenfunktionen 2 - 5 setzen sich zusammen aus einer
Grundfunktion, welche Koordinatenfunktion beziiglich der 18
Eckstlitzwerte ist, und Korrekturen durch Anteile von i Zur
Herstellung der Orthogonalitidt mit diesen Funktionen. Neben
diesen Korrekturfaktoren enthdlt Tab. (2.14) auch die zweiten
Ableitungen der Grundfunktionen in den Seitenrichtungen, die
in (2.25) bendtigt werden.

Im Hinblick auf die spédtere Integration schreiben wir die In-
terpolationsmatrix als Produkt

Ben = vea Bea (2.067)
(1x21) (1%21) (21x21)
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wo alle geometrischen Faktoren der Einheitsfunktionen in Tab.
(2.14) einschliesslich der Korrekturfaktoren (Zeilen 3 - 5)

in der Konstanten, spdrlich besetzten Matrix Bea unterge-
bracht werden, wihrend ygA nur noch die dimensionslosen Grund-
funktionen enthidlt und von der speziellen Dreiecksgeometrie
unabhidngig ist.
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2.25 Bildung der Elementmatrix des Dreieckselements

In geringfﬁéiger Abwandlung von (2.061) hat man fiir ein Drei-
eck ijk (Fig. 2.12)

[ %3 ] N 2 1
?E;E Zﬁw, Aix —28i wa
_ 1B _[2 2 -2 2 2
% = |asp -1 0] Ay D 20 by | O
(3%1) % 2 2 (3%1)
Eq:z Aky Dyx —ZAkxAky
L J L J
- 1-2
OA = I. BA‘. o (2.071)
Die Formidnderungsenergie
dr=So'Elo av
- 2 o (on
(3%3)
transformiert sich dami* in
drr = % o I2E,' 12ap dv
mit
-1 -1t -1 -1
Epn = By E B
A Al Al (2.072)

(3%3)

Aus (2.067) folgt

_ -2 A2
Oa = U'° O0%en Bea Pea (2.073)
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mit dem Operator

02 = {(algk__aﬁq) , - ,..}

Fiir das Dreieckselement folgt

-t
AT = 5 Pka Fea Pea
- pnt -
a = Bea FaBen Fa =2 Eij fij
(21%21) (21%21) ;:}g (2.074)

Die Ejj sind die Elemente von Ejr . Die Matrizen fj; sind
von der speziellen Geometrie unabhidngig:

fi = faz(n)t az(n)

(21%21)
L 2.(i)t N2.() 20t s2.0)
fij = !(al 0%jaa + O Jea O'Jea) dA (2.075)
(21%21)
was man mit Hilfe der Integrationsformel
ni 'n In!
2A fé "’ woda = o T T (2.076)

(0 + nj +ne+2)!

und eines einfachen Spezialprogramms ein flir allemal auswertet.
Dieser Weg zur Bildung von Elementmatrizen [31,10] diirfte am
vorliegenden Element zu einem anndhernd optimalen Programm
fiihren; unter Verzicht auf weitere Verfeinerungen erfordert

die Bildung von Fegp ca. 3000 Multiplikationen und Additionen,
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neben 1400 festen Datenpldtzen flir Konstanten. Ein alternati-
ves Vorgehen hat Felippa [30] angegeben; es ist zwar lang-
samer, fithrt aber die Integration auf einen kleineren Satz
von Grundwerten (statt 2.075) zuriick, die zudem in [30] ta-
belliert sind.

2.26 Transformation der Variablen an Scheibenstiicken

Die Elementvariablen (2.066) sind analog zu (2.010) auf einen
Satz von Variablen des Scheibenstiicks zu beziehen. Grundsitz-
lich kann dies immer so geschehen, dass zuerst die Beziehung

zum kartesischen Variablensatz (2.004) hergestellt wird:

Pea = Cea Pe (2.080)
(21%21)

und, mit (2.010)

Pea = Ceale Ps
ferens) (2.081)

Dieser Weg liber das kartesische System des Scheibenstiicks ist
bei ganz allgemeiner Geometrie des Elementnetzes zweckmissig;

die nichttrivalen Beziehungen in Cgp sind

Qil _ d<T>| - a3 .
dsili = ax li six* gy li sy
d®|  d¥| - A°® |
aspli - aeli SK T2 Rgy ‘i Sp Sy
4% 2 (2.082)
+.____ s . e
dy? i 1y
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Die Normalableitungen an den Kanten sind in der Transformation
(2.081) auf eine konventionelle gemeinsame Orientierung fiir

beide angeschlossenen Dreiecke zu beziehen.

Besitzt das Elementnetz ausgezeichnete Richtungen, kann eine
Anpassung des Bezugssystems an diese Transformationsaufwand
sparen. In reguldren Dreiecksnetzen bezieht man ps auf ein
schiefes System mit drei ausgezeichneten Richtungen; dadurch
werden in (2.080) die Transformationsgleichungen fiir die
Spannungen trivial. Von den ersten Ableitungen der Spannungs-
funktion muss jene zur dritten ausgezeichneten Richtung mit

(2.065) in Funktion der ersten zwei dargestellt werden.

Am Rand der Scheibenstiicke vermitteln lokale schiefe Systeme
den direkten Uebergang zu den - gleichfalls beziliglich lokaler
Richtungen definierten - Kraftvariabeln (2.017). In Eckpunk-
‘ten widhlt man als unabhidngige Variable die 6 Werte (Fig. 2.17)

£

- 4%
j' de?

d’®

. (2.086)
i’ dq®

% d&‘ d&S‘ d°®
1'd€ 1" dy 1" dé&

]
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Ableitungen der Spannungsfunktion in den iibrigen lokalen
Richtﬁngen folgen dann aus (2.062) oder (2.064) sowie (2.065).
In Randpunkten auf geradlinigen Abschnitten des Randes be-
zieht man die Variabeln auf ein lokales kartesisches System
mit X{ parallel zum Rand (Fig. 2.18). Die hier bendtigten

Transformationsgln. entsprechen sinngemiss (2.082)

X
i L Fig. 2.18

i yt

2.27 Die Kraftverbindungsmatrix der Scheibenstiicke

Die Transformationsmatrix Cs von (2.020) kann leicht direkt
bestimmt werden. Mit den lokalen Randbezugssystemen fir
Ecken- und Kantenpunkte (Fig. 2.17) des letzten Abschnitts
hat man - ausgehend von den Werten in i -

= d& dd
i dnjj li dSij‘i
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die Beziehungen

j
] i d® dd
Fij = flfO'(S)dS = f(FsTjj—Ei_i»i>
m dd d®
Qi = TfT(s)dS = T(d_n;m—mi)
I
J
] i d& dd
Q= t[TS)ds = *(E;“Frﬁ—jm

Li d%b d% ¥
= __‘L e
f [2 ( Sij i] dsij {') i@
oder
d& _ d&) l + _F:il
d&,j dsj H t
do) _ d& ) | Qi
dn; Im dnj; I t
%) . %) |, Qm
dﬂﬂ j dnu m t
. = i -_!-L dsi j dsjj | ]
&, i+ (ds.‘; i asy ")
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In der Ecke j bestimmen wir nun die Ableitungen parallel und

normal zur folgenden Kante jk . Mit
—— ——
Cj = Sij * Sik

5= (Sij X Sjk);

ist, als kartesisches Sonderfall von (2.065)

ad | _ da] . - da] .
dsp i = dsy i i T g i )

. (2.096)
5121- A 12:2— ) Sj + ELEL-. C;
dnijk dsij 1) dnjj 1) )

Bei quadratisch angesetzter Schubspannung sind die Beziehun-

gen fiir die Normalableitungen in (2.095) zu modifizieren:

dd dd Qijj
dnl] dnij i (2.095a)

die Ableitung in der Seitenmitte unterliegt der Zwangsbe-

dingung (Spline-Interpolation)

48| grdi) b
dnjj Im 2 Ldnjli = dnj i)
. o (2.095b)
+i[ﬂ;|' _9% H
8 dnﬁdsﬁ I 'dnUdSﬁ I

Es ist wesentlich, diese Bedingung in Cs einzufithren, weil
sonst die lokalen Gleichgewichtseigenschaften des Ansatzes
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verlorengehen wiirden. Damit sind Funktion und erste Ableitun-
gen im lokalen System(2.086) bestimmt, und die Ausgangslage

fiir den Uebergang zum nichsten Randpunkt mit den Rekursions-
formeln (2.095) ist hergestellt. Die Kraftverbindungsmatrix

von {2.020) ist-in den Funktionswerten und ersten Ableitungen
zugeordneten Zeilen - in dieser Weise zeilenweise aufzu-

bauen; man hat nur die Gln. (2.095) und (2.096) schrittweise
anzuwenden, wobei fiir Terme aus der Spalte links des Gleich-
heitszeichens in (2.020) jeweils eine ganze - zuvor bestimmte ~
Zeile von Cs eingeht. Der Start erfolgt im Randpunkt 1 mit der
willkiirlichen Anfangsbedingung

~ . d® | . d® | _
¢1 - O dS12 1 B dn12 1_

o)

Nach einem Umlauf um die einfach zusammenhingende Substruktur

erhdlt man in gleicher Weise die 3 Zeilen

. 1
o

o]
dSM1 1

4@

| dnwmi

= GgoPe = O (2.098)
(3%8M)

also die 3 globalen Gleichgewichtsbedingungen aus (2.021), be-
zogen auf den Punkt 1, die letzte Seite (M-1) und deren Normale.
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Die Transformationsgleichungen fiir die Z. Ableitungen der
Spannungsfunktion sind durch die Wahl der lokalen Bezugssyste-
me in ihrer Mehrzahl trivial. Im Punkte j hat man

d*3 (t 7ij) d%% (toig)
LS LK = VOik)
d¢? lj t dn? j 1
dzc'fa I ) (2.099)
an? lj = B>j O
(1%4)

unter sinngemidsser Verwendung von (2.064). Besondere Aufmerk-
samkeit verdient der Punkt | an einer geraden Kante der

Substruktur. Hier ist

2n

de |  (toj
dxf®lj =
s _ () (2-100)
Xmdyl t

Die Ableitung
d’%
> |
dy U (2.101)

kann aus den Randkriften nicht bestimmt werden. Ihre Beibe-
haltung als 4ussere Variable gibt Anlass zur Formulierung

einer Kontinuititsbedingung im Sinne der Ausfiihrungen in (2.12).
Wo diese Ueberkontinuiti#t nicht eingefithrt werden soll, muss
(2.101) mit den inneren Substrukturvariabeln pj von (2.012)

eliminiert werden.



Schliesslich folgen aus (2.019) M' lokale Gleichgewichtsbe-

dingungen
Gy Pe = O
(M'=8M) (2.102)

die (2.098) zu (2.021) ergidnzen. M' ist hier die Anzahl der
"eigentlichen'" Ecken, mit Innenwinkeln # 7T.
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2.3 Hilfselemente

Wir denken uns allgemeine r#dumliche Faltwerke mit polygo-
nalen Scheiben so in Scheibenstiicke und Kantenele-
mente zerlegt, dass alle Krifte zwischen den Teilen
gegenseitige Schnittkrdfte sind. Mehrfache, verzweigte Kanten
werden dadurch zu eigenstdndigen "Elementen" (Fig. 2.20) von
denen der Beitrag zum Funktional (2.025) zu bestimmen ist.
Wihlen wir den Kantenbereich ohne rdumliche Ausdehnung, so
liefert das Volumintegral iiber die elastische Energie kei-
nen Beitrag, und es bleibt:

-\ T :—f[ [(XV‘ )—(V)U+ (Yv —Vv)U (2.025a)
> + (ZV'ZV)W]dS

Die Diskretisation dieses Funktionals ist trivial; die inneren
Spannungen, nur vertreten durch Xp... auf dem Rand, sind im
Gleichgewicht, so dass ihre Arbeit mit dem Verschiebungszu-
stand der Kante verschwindet. Die #usseren Spannungen

sind an jeder Scheibe gemidss (2.018) anzusetzen. Schliesslich
sind die Verschiebungen als riumliche Verallgemeinerung von
(2.033) zu betrachten. Auf eine ausfithrliche Darstellung sei
mit Hinweis auf (2.11) verzichtet. Anschaulich kann das Resul-
tat direkt als Produkt der Gleichgewichtsbedingungen der diskre-
ten Krdfte und Spannungsfliisse an der Kante mit einem Satz von
Multiplikatoren angeschrieben werden:

~ _ t
AT = ug Gg Pg (2.022a)

Von den Scheibenebenen in Fig. 2.20 mdgen einige nur feste

dussere Belastungen tragen: C4, C (2.022a) erhilt die end-

5
gliltige Form eines Potentialbeitrags
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A%E* = UE (GE Pe t F—>)

(NG *Ng) (Nge1) (2.201)

Der konstante Belastungsterm ist zu unterscheiden von den
Grdssen mit Querstrichen in (2.025), die in unserer stufenwei-
sen Bestimmung des stationiren Wertes von AF*voriiber -
gehend fiir eine Stufe festgehalten werden. Die Berech-
tigung zu solcher Manipulation der Begriffe '"fest" und "vari-
abel" wird im nichsten Abschnitt (3) bewiesen.

Die angedeutete Regelung hat zwei Konsequenzen, die wesentlich
zur begrifflichen und programmtechnischen Straffung eines Sub-
strukturassemblers beitragen:

- Belastungen sind ausnahmslos E l ementbe -
lastungen. Der Begriff der Belastung von
"Punkten" ist (bei jeder Art von Finite-Element-
Technik) mechanisch und methodisch unnétig.

- Die Koeffizienten der quadratischen Formen (2.201)
(2.022) sind in kdrperfesten lokalen Systemen der
Elemente formuliert und invariant gegen Transla-

tionen u n d Rotationen im Raum.
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Es verdient Beachfung, dass ein duales Vorgehen zum eben Be-
schriebenen auch eine globalkoordinatenfreie Substrukturtechnik
im Rahmen der Deformationsmethode erméglicht: Alle Knoten
oder Kanten mit mehr als zwei angeschlossenen Substrukturen
sind als Multiplikator-Hilfselemente zu definieren, welche

die Vertridglichkeit aller angeschlossenen Verschiebungspara-

meter sichern. Alle Verschiebungs-Randvariabeln an einfachen
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Elementkanten sind lokal bezliglich des Randes zu orientieren.

Ein Nachteil dieses Vorgehens im Falle der Deformationsmethode
ist natiirlich die Tatsache, dass nach der Einfilihrung von Mul-
tiplikatoren das Gleichungssystem seine positive Definitheit
verliert und eine teilweise Pivotsuche ndtig wird. Wie wir
sehen werden, kann dieser Schwierigkeit im Rahmen mehrstufi-
gen Substrukturaufbaus leicht begegnet werden.

Vorteile sind hingegen

- das Wegfallen von Transformationen auf das Glo-

balsystem
- einfachere Erfassung schiefer Lagerungsbedingungen

- die Gefahr der Einschleppung von Singularititen
durch Transformation ins Globalsystem entfdllt.
Diese Erscheinung tritt z.B. auf bei der Behand-
lung von Schalen mit flachen Abschnitten unter
Einsatz von Deformationselementen mit Verschie-

bungsfeldern von kleinerem als 3. Grad.

- wesentlich einfachere Programmlogik bei mehr-

stufiger Substrukturtechnik.

Die Vorteile des globalkoordinatenfreien Vorgehens fallen dann
am stdrksten ins Gewicht, wenn mehrfache Kontaktstellen von
Substrukturen selten sind oder fehlen. Ein Beispiel fiir diesen
Fall sind Brickentragwerke, welche auf der 1. oder 2. Substruk-
turstufe als eindimensionale Anordnung von Substrukturen ide-
alisiert werden kénnen. In diesem Falle ist die hier vorge-
schlagene Methode jeder anderen - mit raumfestem System ~ vor-

zuziehen, und zwar fiir jede Art von Finiten Elementen.
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2.31 Das Scheibenkantenelement

Die mehrfache Scheibenkante von Fig. 2.20 ist in ihrer rdum-

lichen Lage zu definieren durch
- Anfangs- und Encpunkt der Schnittkante A,B

- MOrientierungspunkte C1 CM in den Halb-
ebenen der angeschlossenen Scheiben

- Norientierungspunkte Cp+1...CmsN in den Halb-

ebenen der aufgebrachten Belastungen.

Das Bezugssysten X, Y, Z fiir die Vorgabe der Punktkoordinaten
ist fiir jedes einzelne Element unabhingig wdhlbar; massge-
bend fiir die Wahl ist nur die Bequemlichkeit der Beschreibung.
Die Basisvektoren i, ),k des lokalen Systems (x,y,z) des Ele-
ments sind konventionell festgelegt durch

- AB
“ 7 &
(2.206)
-~ xAC
J kx AC
T xR

Im lokalen System ist die Stellung der einzelnen Scheiben be-
stimmt durch IThren Winkel zur ersten Scheibe:

Sin &
2 | (2.207)

COS KXp =~ * |
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Sinngemiss bestimmt man die Winkel [3j zu den Belastungs-
ebenen. Aus jeder Scheibe greifen Spannungen am Kantenelement
an, die gemidss (2.018) verteilt sind. Die Zeichenkonvention
fiir die diskreten Kraftvariabeln sind in Fig. 2.22 angegeben:

O28

Fig. 2.22

Normalkrifte: Zug ®
Moment (® , wenn bei B Zug
Querkrifte @ = - Z

Um in jedem Punkt der Kante AB Gleichgewicht der angreifenden
kubisch verteilten Normal- und Schubspannungen zu erzielen,

sind 12 Gleichgewichtsbedingungen zwischen den 8M Variabeln

pE= {(fo—;lA)1(TT-‘IA)1F11B11Q1A1Q1B7

v (2.208)
- (tow ,)(ttig ), ... }

an den M Scheiben und den Belastungen an den N Belastungs-

ebenen einzuhalten:
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(fO'xA) = g (TO'.A) Ccos O$i+%: (Em) COSB; =0
(toya) = % (toia ) sin & +§ (tow) sinB = 0
(tra) = 3 (t7ia) + 2 (i) =0
M N
Fx =§ Ficosaﬁ%'ﬁcosﬁi = 0
o= % Fsinog +3 Fiosin B =0
M N
By =-% Bj sin & -% B; sin B = 0
a i
By = 2 Bi cos +3Y Bi cos i =0
M N
Q = 2 Qa+ 2 Qi = 0
M N
Q = » Qg * 2 Qs =0
M N »

(toxg) = 2 (tog) cos & +% (tfog) cos B = O
M

(toys) = % (toig) sin ; +Z tog) sin B =0
(tryg) = 2 (tTig) + > (frig) =0
M N

(2.209)
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Diese Bedingungen gehen mit den Verschiebungen

Uy = {)‘xAv)\yA,)\TA, fxvfy ,bx,by:
(12+1)
da,ds 7XXBaXyB7 >\'['B}

als Lagrange'sche Multiplikatoren in den (verallgemeinerten)
Potentialbeitrag (2.201) des Hilfselements ein.

2.32 Andere Hilfselemente

Neben dem Scheibenkantenelement ist ein weiteres Hilfselement
fir die Erfassung mehrfacher Stabknoten im Raum erforderlich;
weil seine Theorie nach den Ausfiihrungen ilber das Scheibenkan-
tenelement nichts neues zeigt, verzichten wir auf deren Dar-

stellung.

Auch die Nebenbedingungen zur Herstellung lokaler Kontinui-

tdt (2.12) werden formal als "Elemente" behandelt. Ein Bei-
spiel ist die Vertriglichkeitsbedingung filir die Dehnung zwi-
schen Steg und Flansch eines Plattenbalkens (siehe 4.4).
Schliesslich sind alle Randbedingungen, welche iiber die einfa-
chen Fdlle der Nullsetzung einer Kraftvariabel (freier Rand),
Elimination einzelner Randkrdfte (Einspannung) oder Nullsetzung
einer Verschiebungsvariabeln (Lagerung, Einspannung) hinaus-

gehen, in dieser Weise zu berlicksichtigen.

2.4 Ein Stabelement

Auf Grund ihrer relativ hohen Fehlerordnung 4 sind die Schei-
benelemente (2.1) fiir die Diskretisation grosser Scheiben-
stlicke bei guter Genauigkeit geeignet. Die geometrische Form

der Dreieckselemente unterliegt gewissen Beschrinkungen:



Nadelfdrmig zugespitzte Elemente fiihren zu Stellenverlusten
in den Elementmatrizen. Als "Formparameter" kann das Verhidlt-

nis von Inkreis zu Umkreis verwendet werden (Streckung).

Die vertretbare Streckung hidngt von der Stellenzahl des ver-
wendeten Rechners ab; eine Untersuchung dieses Einflusses
ist in [6] angegeben. Fiir die vorliegende Arbeit wurde als

Grenze fir die Streckung der Elemente konventionell

r/R > 015

eingefithrt. Damit die Elementeinteilung nicht durch die
schlankesten angeschlossenen stabfdrmigen Glieder bestimmt
wird, ist somit die Entwicklung eigentlicher Stabelemente er-
forderlich. Die Diskretisation ist hier durch die Vorausset-
zungen der technischen Biegungslehre vorweggenommen, und die
Herleitung des elementaren Energiebeitrags bietet keine Be-
sonderheiten.
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Geometrie, Variablensatz und Zeichenregelung sind Fig. 2.23

zu entnehmen. Wir setzen einfach-symmetrischen konstanten
Querschnitt voraus und beziehen die Beanspruchung in den
Endpunkten A,B des Stabes auf eine Axe im Abstand e vom Schwer-
punkt, wo auch die Scheibenkridfte angreifen. Die Normalspannun-
gen an dieser Lingskante seien gemidss (2.018) verteilt; die
Schubspannungen beschridnken wir auf den quadratischen Fall
(1.018a). Wir denken uns den Stab vorerst im Endpunkt B einge-
spannt. Die Beanspruchung eines Schnittes [ beziiglich des

Schwerpunktes ist dann gegeben durch

q) = Ce Qe

(3%1) (3+10) (2.211)

mit

§ = {r),8(0), Q)

qe {FAvBAvQAt(fO-A)7(TTA)1FvaQr
(10 #1) (tog) ’(fTB)}

und der Matrix {e von Tab. (2.24)
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—
Lee- 6[—% L[ &2

t o |o|ola2tzlo | 0| g0 |.r
+£3] _?]

AN RS
. ng +§3] 2 __%3 -QM%&] +c3]
-3]

_gs]
_ $ 52 2L
O 0 1 l[g é_g O (3t22f? _:1E)§3 O -423 0
2 q -50%] +30]

Mit der Diagonalmatrix

E'1 - [..1__ A LJ

B EF ' EJ ' GF'
erhidlt man die Flexibilitit des Stabelements mit der Arbeits-
gleichung der Baustatik als

1
R = léfgf E; CdC (2.212)

(10#10)

oder

- L L L
R = Erfr*esfe *oF fo
(10%10) (10#10) (10 +10)
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Auswertung der Arbeitsintegrale liefert

I
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Schliesslich ergdnzen wir den Variablensatz des Elements
durch die Schnittkrifte und Verschiebungen an der Einspann-
stelle B:

Pe = { Qe , M8+ Bg, QB}
(13%1)
Ue = {UquB’UQ}
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und erhalten damit den Energiebeitrag des Elements

~ 1 t t
ATl = — Qg Fg Gg + ug Gg pe
: 1os1)  (3#1)  (13%1)

mit

(2

(2

.022¢)

.213)
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3. Substrukturen

Der Beitrag eines Elements zum Gesamtpotential der iiberge-

ordneten Struktureinheit ist im allgemeinen Fall von der Form

e 1 t h
AT = - qg HE Qe + af he (3.001)
(Ng*Ng) (Ng*1)
Die Variabeln sind einerseits Kridfte, Momente, Spannungsflis-
se; andererseits Verschiebungen als Lagrange'sche Multipli-

katoren:

Qe = {DE UE}
(Ng*1) (Lg*1) (Mg*1) (3.002)

Praktisch wird man sie nicht in dieser schematischen Weise
sortieren. Die Einflussgrdssenmatrix ist symmetrisch, aber
nicht definit:

r t 9
Fe Gg
(LE*LE) (LE*ME)

xI .
m
"

(3.003)

G O
(ME*LE} (ME*ME)_

In der Regel wird man eine Reihe von Lastfdllen zugleich un-

tersuchen; die zugeordneten Potentiale



-91-

~a _ ~ x (1) ~_ » (Ng)
At = [afir™ L amr M oo
(1% Ng) -

unterscheiden sich nur durch die Konstantenspalen, die wir
in der Matrix der S tandartlastfidlle des
Elements zusammenfassen.

_ _ (1) _ (®)
He = [hE ...... hg ] (3.005)

Ausgehend von einem Variablensatz Q der iibergeordneten Struk-
tureinheit sind die Elementvariabeln durch eine Umordaungs-

transformation

Ge = Qe Q9
(NE*N) (3.006)

zu bilden. Ferner seien die Beitrige der Standart-Lastfille
des Elements zu den Belastungsgliedern der ilibergeordneten
Struktureinheit durch die Rekombinationsma-

trix

bE
(Ng*N) (3.007)

bestimmt. Diese Verallgemeinerung gegeniiber dem iiblichen
Konzept einer unveridnderlichen Bedeutung der Lastfille ist
nétig, um alle Méglichkeiten der Repetition bei verschieden

belasteten, sonst aber gleichen Elementen auszuniitzen.
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Mit (3.001) - (3.007) folgen die Einflussgrbssen- und Konstan-
tenmatrizen der libergeordneten Struktureinheit

H = 2 af H o

(N*N) E (Ng*Ng) (3.008)
= t T
H_ - %: OE HE_ bE

(N*N) (NE* NE)

Im Falle einstufigen Strukturaubaus - das Tragwerk wird

direkt in Grundelemente zerlegt - liefern die Bedingungen

~ # (K) -

1A stationdr (K=1..N) (3.009)

die linearen Gleichungen

Hog+ H = O . (3.010)

Die Lagerungsbedingungen koénnen in einfachen Fdllen durch
die Qg Matrizen eingefilhrt werden; sonst wird man sich

geeigneter Hilfselemente bedienen.

Solcher einstufiger Strukturaufbau aus Elementen ist heute die
Regel bei den meisten Finite-Element Programmen; in seltenen
Fillen steht eine\zweite Stufe zur Verfiigung ("Koppelungsrech-
nung"). Diese Konzeption entspricht am diskreten System einer
simplen Aufblihung der Methoden klassischer Statik ins - nume-
risch - gigantische. Die G r e n z e n solcher Arbeitsweise
sind enger, als gemeinhin angenommen wird, und sie sind kei-
neswegs nur Grenzen der Computertechnologie oder des Rechen-

aufwands (auf die wir zuriickkommen werden).Wichtiger ist die
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grundsdtzlich falsche Datenstrukturierung, welche hier zugrun-
deliegt. Der Vorgang des Entwurfs,der Bemessung und Berechnung
eines Tragwerks stiitzt sich auf fortgesetzte Unterscheidung

von Haupt- und Nebensache, auf eine stufenweise Beurteilung

des Tragverhaltens an mechanischen Modellen steigender Komplexi-
tit.

Die Bestimmung der Spannungen an einem sehr realitidtsnahen
mechanischen Modell durch Diskretisation und Aufldsung von
tausenden von Gleichungen in einem Schritt kann in diesem Zu-
sammenhang hochstens als abschliessende Kontrolle - z.B. als
Ersatz flir einen Modellversuch - sinnvoll sein. Dagegen ist
die ungegliederte Information aus einer solchen Rechnung in
der Regel so umfangreich und uniibersichtlich, dass eigentliche
konstruktive Arbeit damit nicht mdglich ist. Dazu kommt die
kaum zu lUberschidtzende Schwierigkeit, die Dateneingabe eines
solchen Problems auf ihre Richtigkeit zu priifen. Bekanntlich
werden grosse Anstrengungen unternommen, durch technische Ver-
besserungen der Datenerfassung - und Datenausgabe zu einer

besseren L&sung dieser Probleme zu gelangen.

Nach der Ueberzeugung des Verfassers sind solche Massnahmen
allein nicht mehr als eine Kur an den Symptomen. Das
Problem der grossen Datenmengen ist in der Technik schon lange
vor der Erfindung des Computers bewidltigt worden: Durch ein
Denken in hierarchisch geordneten Begriffen, durch setzen von
Prioritdten, durch systematische Gliederung der Information
nach ihrer Wichtigkeit. Voraussetzung fiir die Anwendung solcher
Denkschemata in digitalen statischen Berechnungen ist eine an-
passungsfidhige vielstufige Substrukturtechnik. Nur auf dieser
Grundlage wird es méglich sein, den digitalen Rechner zu einem
tauglichen Werkzeug des Statikers im gesamten Ablauf seiner
Arbeit zu machen. Die eigentliche Substrukturtechnik wird dabei
zu ergidnzen sein durch
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- Modifikationstechniken

- Verfahren fiir die Verbindung von Substukturen

mit ungleichartigen Variablengruppen (vgl. 3.024),

auf die hier nicht eingegangen werden kann.

Eine zweistufige Substrukturtechnik beschreibt Przemieniecki
[32]; er gibt auch eine Uebersicht iiber frithere Literatur

zu diesem Thema. Die Besonderheit des hier beschriebenen Ver-
fahrens ist die Zuriickfitlhrung der Aufidsung auf eine Form des
Gauss'schen Algorithmus, welche zugleich die erforderliche
voriibergehende statisch: bestimmte Lagerung der Substrukturen
automatisch herstellt.

3.11 Die Grundlage

Die mechanischen Grundlagen der Substrukturtechnik sind ein-
fach und anschaulich evident. Wir geben einen formalen Be-
weis an, um die Voraussetzungen und die allgemeine Giiltigkeit

fiilr alle linearen Probleme zu zeigen.

Sei T das diskretisierte Gesamtpotential eines Tragwerks,
dass wir uns in 2 Substrukturen zerlegt denken wollen (Fig.3.01),

Fig. 3.01

die vorerst je stabil gelagert seien. Wir teilen die Variabeln

in drei Gruppen: Die inneren Variabeln der Substrukturen (j
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(i = 1,2), und die gemeinsamen Variabeln (aq.

Das Potential T ist die Summe der Beitr#ge aus den beiden

Substrukturen

T = aTh + AT (3.011)
wobei |
AT = %[q] Hi ai *+2a} Hg gq
+q4 aHge Qg ] (3.012)
+qt By +ab ahg
1=1,2

Fliir die Summe (3.011) erhdlt man, in Matrizenform angeordnet

1 Hiy O Hig| |94
= —2-[q1 aqo ] Ot H2'2H20 92
Hia H2g Ha Qo (5.013)

1

+[a ay at] |he

ol 1 Il

(¢}

mit

(1) (2)
aHga + aHgg

I
o
o

1

e Q2
ahg” + ahg

= g
o
]]
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Die direkte L&sung des Problems ist mit

77 = stationdr

die LOsung des Gleichungssystems

Hyy O Hyqol | ay §1
O HpaHyllqz | + hz =0
Hia Hag Hao L da R

Durch Elimination der 2 inneren Variablensidtze erhdlt man

daraus die Bestimmungsgleichungen

LaGat la =0 (3.014)
mit
Lo = Hag = Z Hio Hil Hio
la = hg - 3 Hg Hi b

Andererseits folgen aus den Teilminima

mit T = stationdr bei Qa = const.
(i=1,2)

die Gleichungen

Hiigi + Hig G0 +h; = 0O
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oder

QG = - Hi (Hig gq *+hi)

Setzt man dies in (3.012) ein, so folgt nach kurzer Zwischen-
rechnung

1 i i
am = 7 af Al g + ad Al

mit

AG = AHa - Hia Hi Hi

Al = ARD - HY H R

(3.015)

Bildet man daraus die Summe (3.011) und das Substrukturminimum

Tr = stationar

so erhdlt man wieder die Gleichungen (3.014) fiir die &dusseren
Variabeln. Damit ist gezeigt, dass direkte ur” tufenweise

Lésung identisch sind.

3.12 Der Algorithmus

Die numerische Bestimmung der Matrizen (3.015) erfolgt mit
Hilfe des Gauss'schen Algorithmus [29]. In etwas verallgemeiner-

ter Form liefert dieser eine Zerlegung
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HE aHE AR | C |- O | Bag|Bq

(3.016)

Das Bildungsgesetz der Produktmatrizen werden wir in (3.22)
im Zusammenhang mit anderen numerischen Fragen zeigen. Wir
werden immer dafiir sorgen, dass die Dreiecksmatrizen Cﬁ

und Bii reguldr sind, also nur Diagonalelemente # (O haben.

Durch Ausmultiplizieren erhédlt man

Hi + Cii By =0
Hie *+ Cii Big =0
F”o + (hu E3H =0
Hg& + Cig Big =Baa = O
hi + Ci B =0
H((Jl) + C|Q §| _Bo = O
und folgert

-1 -1 1

Hi = - Bj G

Bo = - (fﬁ1 Hiq

Co = - Hia Bi



Schliesslich ist

Baa AH:Jit)J - Hi'a HT: Hio’ = Al—(ic)l

(3.015a)

(i -1 = (i)
ARS - Hig Hi b Alq

Ba
Neben diesen Beitrédgen zur hoheren Stufe enthdlt der zweite
Faktor der Zerlegung (3.016) die Matrizen filir das Rickwirts-

einsetzen; nach Bestimmung der dusseren Variablen (g auf

hdherer Stufe ist

q = - Hi_i1 Hia Qo -~ Hi_i1 Ei (3.018)

- B;; (B 9o *+ Bi)

3.13 Rechengang und Datenstruktur

Die stufenweise Ldsung lidsst sich sofort auf beliebig viele
Stufen und Substrukturen pro Stufe ausdehnen. Dabei brauchen

wir folgende Begriffe:

- Die St uf en! der "strukturellen Assemblierung"
werden von der hdchsten Stufe K - jener des Trag-
werks - absteigend numeriert; B a s i sele -
mente wie die Dreieckselemente oder Scheiben-
kanten des Abschnitts (2) konnen auf jeder Stufe

unter K auftreten.

! Wo Gréssen aus verschiedenen Stufen gemeinsam auftreten,
werden wir die Stufe als vorangestelltes Superscript

angeben. (L)QS
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~ Die allgemeinste begriffliche Einheit ist die
Substruktur der Stufe L,
mit dem Satz von Potentialbeitrégen zu ihren
Ns Standartlastfidllen:

~ ~ (1) ~, (N
AT = (o L N A
(1 %Ns)
_ 1 (1 (Ns)
= 7 [(qg Hs gs) ... (CIs' Hs as) S]
+ QS' Hs
(Ng *Ns) (3.020)

Bei den Komponenten der Variablenspalte (Js der Substruktur
unterscheiden wir i nnere und 4 ussere Variable.
Innere Variable der Stufe L sind solche, die dort eli-
miniert werden. A e u s s e r e Variable sind solche, die
an die ndchste Stufe weitergegeben werden. E1 eme nt e
sind (auf jeder Stufe) spezielle Substrukturen, die nur dus-
sere Variable haben.

Das T ragwer k ist eine spezielle Stubstruktur, die
nur innere Variable hat. Die Substrukturmatrizen denken wir
uns entsprechend der Unterscheidung von inneren und dusseren
Variablen in Untermatrizen aufgeteilt:

i
(Ni *N))  (Nj *Nqg) = | NixRs)
(Ng*Ng) t {Ng » Ng) =
H ia Hoo Ho
L (No * NQ) i _(No*Ns)_J

(3.021)
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Im Gegensatz zur spdter einzufilhrenden Par tition
der Matrizen ist diese Aufteilung nur begrifflicher Art: Die
Substrukturmatrizen werden praktisch nicht nach inneren und
dusseren Variablen umgeordnet.

Grundsidtzlich liefert nun die Gauss'sche Teilzerlegung zu
(3.021) die Element=- und Rekursionsma-
trizen in der schematischen Form des zweiten Faktors
in (3.016).

OB“ Bia | Bi

-
0 |nstPlnsh,

(3.022)

Um von der einschrinkenden Voraussetzung einer stabilen
Lagerung der Substrukturen freizukommen, bleibt die genaue
Lage der Trennungslinien zwischen inneren und Hdusseren Varia-
blen in (3.022) bis zum Abschluss des Gauss'schen Teilelimi-
nationsvorgangs variabel; anfdnglich innere Variable, deren

Elimination wegen

- linearer Abhingigkeit
- linearer Fast-Abhingigkeit

~ Auswirkungen der Matrizenpartition

nicht mdglich ist, werden den dusseren Variabeln zugeordnet.
Anschaulich bedeutet diese Massnahme die automatische Be-
stimmung voriibergehender Hilfslager fiir die Substruktur;

numerisch ist damit die Regularitidt von Bii gesichert.

Die Bezifferung der Variablen an der iibergeordneten Substruk-
tur der Stufe (L+1) muss diese zusdtzlichen Variablen der Un-
terelemente einschliessen. Diese Aufgabe ist programmtechnisch
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leicht zu 186sen, weil die zusdtzlichen Variabeln - als ehe-
malige Innere - immer isoliert auftreten. Als Ergebnis der

Numerierung in der Stufe (L+1) sind die Beziehungen

(w CWLa (L @

)qa = Cg Qg Qs (3.024)

bekannt. Die Matrix Og ist wie immer als reine Indextrans-
formation zu verstehen; sie hat nur die Aufgabe, die Variabeln
des Elements der Stufe L aus dem Variabelnsatz der iiberge-
ordneten Substruktur auszuwdhlen (und ev. ihr Zeichen zu
wechseln). Die Matrix Cg kann eine regulire Transformation
(NQ = NE) oder eine Einschnirung des Varia-
blensatzes beinhalten (Ng > NE) . Eine solche muss
z.B. an den Uebergingen zwischen Elementen verschiedenartigen
Variablensatzes auf das Element mit dem reichhaltigen Teilsatz
in der Kontaktflidche der beiden angewendet werden, um den rei-
nen Gleichgewichtscharakter der Diskretisation zu erhalten.
Als Rechtfertigung solcher Massnahmen kann das Prinzip von

St. Venant herangezogen werden.

Aus (3.022) und (3.024) zu allen Unterelementen E einer Sub-
struktur der Stufe (L+1) erhdlt man jetzt (vgl. 3.008)

L+ L ¢ @ (Ll (L)

- t
Hs = g 0 Cs Laa Cs Gg
LW = W ¢ Wat = (L (3.025)
Hs = 2 "ag G Lo b
3 (U xR

Zu einem Element der Stufe L gehdren somit die folgenden

Informationsbetrige:
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<z>(L)OE -Matrix fir die Zuordnung an die hdhere
Stufe (3.025)

(:>(L)be -Matrix fiir die Rekombination der Stand-
artfidlle

®(L)CS -Matrix fiir die Transformation der Ele-

mentvariabeln

<:) Substrukturmatrizen gemdss (3.022), ein-
schliesslich der Koeffizienten fiir das
Riickwdrtseinsetzen

(:) Ein Verzeichnis der unterge-

ordneten Elemente der Stufe (L-1)

Die Informationsmenge zu einem Tragwerk, welches stufenweise
in Substrukturen zerlegt wird, erhdlt die logische Struktur

eines Baumes :

f

Stufe
ELA(M 2 (K-2)

| (Repetition durch
AEE 1777 Querverweis)

P @
ELKM 1 ELKM1 BAKN1
1 ;%: 2 | L % Stufe
0] 0} (O] (K-1)
AN (Basisele -
ment)

| |

STRUC Stufe K
Fig. 303 — (Tragwerk)
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Der Umfang der Informationsmenge (Fig. 3.03) ist schon bei
statischen Problemen mittlerer Grdsse so, dass eine einzel-
ne Substrukturmatrix einer Stufe L im direkt adressierbaren
Kernspeicher einer modernen Grossrechenanlage keinen Platz
findet, so dass sekundidre Speichermedien herangezogen wer-
den milssen. In der hdchsten Stufe X muss eine stabile La-
gerung des Tragwerks gegeben sein. Auch hier kann die automa--
tische Hilfslagerung niitzliche Dienste leisten; da &dussere
Variable nicht mehr méglich sind, wird unbestimmten Variab-
len (zu deren Bestimmung der Rang nicht ausreicht) automatisch
der Wert O zugewiesen. Diese Konvention kann in zwei Fédllen

von praktischem Nutzen sein:

- statische Berechnung von Bauteilen mit voll-
stidndig gegebenen Spannungsrandbedingungen:
Die automatisch isolierten Hilfslager diemnen als
Ersatz fiir nicht vorgegebene Verschiebungsrand-
bedingungen. Durch Einsetzen der L&ésungen in die
isolierten Gleichungen verifiziert man zudem das

Gleichgewicht der gegebenen Randspannungen.

- Feststellung der Instabilitdt des Tragwerks im
Grossen (nicht zu verwechseln mit der elasti-
schen Instabilitdt 2. Ordnung).

Das Programm ist in der Lage, die Freiheitsgrade
einer kinematischen Kette festzustellen, wel-
che durch Fehler des Entwurfs oder der Diskreti-
sation an die Stelle des beabsichtigten stabilen
Tragwerks getreten ist. Diese Priifung ist viel
durchgreifender als die Priifung der Stabilitit
einzelner Knoten, wie sie z.B. in STRESS vorge-
sehen ist (CHECK JOINT STABILITY).

Der Vorgang des Rickwirtseinsetzens in den Ketten von teilwei-
se aufgeldsten Substrukturgleichungen in aufsteigenden Linien
des "Baumes" von Fig. (3.03) hat neben der Riicktransformation
der Resultate gemdss (3.024) auf die stattgefundene stufenwei-
se Rekombination der Standartlastfidlle Riicksicht zu nehmen; seien
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(L+1)

Qs
((L+1)NS* N )

dieN aktuellen Lésungen flir die Substrukturvaria-
beln (g der Stufe (L+1). Dann

ist
(L) L. W W+
(L)QO_ = GCsae Qg (3.024)
N # N

Die Konstanten in den Eliminationsgleichungen von (2.022)
sind auf den "aktuellen" Stand zu bringen:

=Y - B L) (K-1)
Bi_ = By,  be
(N; %N) (N; * Ng) ((L)Ns*

= §| (L)bE (L+1) BE

(L*1)E3E

ist das Produkt aller Rekombinationsmatrizen der
Stufen (L+1) - (X-1)

(L) L
EBE = ( )b

L+
B
((L)Ns * N)

E E

in der aufsteigenden Linie des Baumes zum betrachteten Element

Damit folgt, nach (3.018) und (2.022) durch Gauss'sche Teil-
rekursion

Q = "B-i: (Bia Qq +§ )
Ni*N (N; *N;) (N; *Ng ) (Ng*N) (Ng *N) (3.018a)
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Dem Leser muss spidtestens an dieser Stelle die Unzuldnglich-
keit von Matrizenformeln fiir die Beschreibung des numerischen
Prozesses der Substrukturtechnik auffallen. Diese Un -
zulidnglichkeit ist grundsdtz1i-
c¢her Art . Man kénnte z.B. versuchen, jeder Matrix
neben der Stufenbezeichnung die "individuelle" Bezeichnung

der zugehdrigen Substruktur als Index beizufiigen. Auch dies
wiirde keine L8sung bringen, denn selbstverstdndlich wird

man die Repetition gleicher Elemente (ein Hauptzweck der Sub-
strukturtechnik) im Baum von Fig. 3.03 nicht durch "Abschrei-
ben'" des ganzen Astes dariiber realisieren, sondern durch einen
"Querverweis' bei den Elementmatrizen, wie beim Element ELKM1/2
in Fig. 3.03 angedeutet wurde. Dadurch werden automatisch
alle zuvor '"getauften'" Elemente des Astes links auf den Stu-
fen (K-2) bis zweilideutige Namen erhalten.
Eine eindeutige Kennzeichnung eines Elements im Baum ist im
Allgemeinen nur durch Angabe des Wegs zu ihm moéglich; diese
Angabe wire z.B. fiir das Unterelement ELKM2/4 des repetier-
ten Elements ELKM1/2 in Fig. 3.03:

<t P

ELKM2/4
ELKM1/2
STRUC

(3.030)

Im zeitlichen Ablauf des numerischen Prozesses wird man die
Identitdt des Elements in Bearbeitung durch eine Liste dieser
Art (englisch Stack) fixieren. P gibt den Ort fiir den nidch-

sten Listeneintrag tieferer Stufe an (Stack Pointer).

Der Beschreibung eines Riickwdrtseinsetzvorganges zu den bei-
den Elementen ELKM2/5 von ELKM1/1 und ELKM1/2 kann - als
Steuerbefehle fiir das Programm - etwa folgende Form gegeben

werden:



STRUC
ELKM1/1
ELKM2/4
END
END
ELKM1/2
ELKM2/4
END
END
END

STRUC

LM,
STRUC

LW A E

STRUC

ELKM1/4

ELKMY,

aoEll

ELKM1.

3

LMY
STRUC

|

(3031

Wir haben rechts den Zustand des Stacks in jeder Phase des

Ablaufs angegeben; die Regel filr seine Verwaltung ist offen-

bar:

- bringe Namen an die Position des Stack Pointers

und schiebe diesen zugleich um einen Platz aufwirts

- schiebe bei END den Stack-Pointer um 1 abwirts.
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Ein Grundzug der Formeln fiir Strukturaufbau und Rickwdrts-
einsetzen (3.024) - (3.018a) ist die Rekursivitidt:
Die Operationen sind an allen Stufen des Baumes in gleicher
Weise auszufiihren. Werden alle Informationen fiir die Durch-
fithrung dieser Operationen in Form solcher "Stacks' abgelegt -
wobei es unwesentlich ist, ob im Stack die Information selbst
oder ein eindeutiger Vertreter davon erscheint - wird es mdg-
lich, dieser Rekursivit#dt direkten programmtechnischen Aus-
druck zu geben, indem ein und dasselbe Unterprogramm die Opera-
tion auf allen Stufen ausfilhrt; man hat lediglich dafiir zu
sorgen, dass jeweils die richtigen Operanden angesteuert
werden; innerlich wird man diese Steuerung durch den Stack-
Pointer vornehmen. Baumstrukturen, Stacks und Rekursivitidt
sind selbstverstidndliche und fast lapidare datentechnische
Korrelate zu den wichtigsten Grundfiguren abstrakten Denkens
in Begriffen. Leider ist diese Selbstverstdndlichkeit eine
solche der besseren Einsicht, die unter

den "pragmatischen'" Technikern aller Sparten bisher keine
Siege feiert. Man hat sich heute damit abzufinden, dass die
einzige universell verwendbare und mit ausreichender Ricken-
deckung durch die datenverarbeitende Industrie versehene
Programmsprache (FORTRAN) von solcher Einsicht unberihrt ist.

Fur die Zwecke dieser Arbeit war FORTRAN nur durch systema-
tische Vergewaltigung und durch die Anwendung von Tricks zu
gebrauchen; sein einziger und wichtigster Vorteil dirfte sein,
dass es auf Grund seiner Einfachheit solchen Missbrauch unge-
straft zuldsst.

Der Verfasser dankt an dieser Stelle G. M. S kagestein
fir seine Einfilthrung in die zuvor gestreiften Grundformen der
Datenstrukturierung und Programmierung; ohne sie widre diese
Arbeit nie abgeschlossen worden. Skagestein's neue Programm-
sprache [33) stand ihm leider nicht zur Verfiigung; sie hitte
die Arbeit wohl um Monate verkiirzt.
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3.14 Repetitionen

An regelmissigen Tragwerken oder an Tragwerksteilen mit re-
gelmidssiger Diskretisation ermdglicht mehrstufige Substruk-
turtechnik Einsparungen am Rechenaufwand. Die Allgemeinheit
der zugrundeliegenden Datenstruktur (Fig. 3.03) erlaubt eine
sehr weite Interpretation des Begriffs '"regelmidssig"; insbe-
sondere muss die Regelmidssigkeit weder die Belastungen noch
die Lagerung einschliessen. Ferner ist es leicht méglich,
durch geeignete Wahl der Substrukturstufung und -Gliederung
eine gestdrte Regelmissigkeit vorerst ungestdrt regelmissig
zu behandeln und erst am Schluss - in héheren Stufen - die
unregelmidssigen Teile oder Glieder des Tragwerks anzuschlies-
sen. Die Voraussetzungen zu dieser weiten Interpretation der

Regelmidssigkeit sind gegeben durch

- die Mdglichkeit einer Rekombination der Lastfidlle
von Stufe zu Stufe

- die Mdglichkeit, Variable als "dussere'" Variable
zu erkliren, wodurch deren Elimination aufgescho~
ben wird und die weitere Verwendung auf hdherer
Stufe offen bleibt.

Fast alle Tragwerke des Bauwesens sind in diesem Sinne von
teilweiser Regelmissigkeit; die Erfahrung zeigt auch, dass

unregelméssige Diskretisation selten notwendig ist.

'Das Ausmass der Einsparung durch Repetition von Substrukturen
kann nicht allgemein angegeben werden. Massgebend ist in allen
praktischen Fidllen der numerische Aufwand fiir die Gauss'sche
Elimination. Als schematisches Beispiel zur Illustration be-
trachten wir ein ebenes, zweidimensionales Tragwerk (Fig. 3.05)
mit einer regelmissigen Teilung in 2K Maschen an jeder Seite.
Verglichen wird die Zahl der Multiplikationen (oder Additionen)
fiir direkte Aufldsung einerseits und stufenweise Ldsung 'nach
Potenzen von 2" andererseits (Fig. 3.05), in 2K stufen. Es
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wurde nicht untersucht, ob diese extreme Stufung in allen
Fillen optimal ist; bei eigentlichen Makroelementen mit vie-

len Seitenvariabeln ist sie es sicher.

i
|
: i
|
e
1 |
I
. |
| |
T T
RN
_._I__.l._—-lf——q
Fig. 305 l ! i
L-‘--‘--l ]
T
| |

Die Grundelemente haben P Variable pro Knoten, S Variabeln

an den Seiten und I Binnenvariabeln. 2/3 der Variabeln auf
dem Rand seien durch Randbedingungen gegeben. Von den Binnen-
variabeln setzen wir voraus, dass in jeder Stufe unter 2K
nur die Hilfte von ihnen an der Substruktur eliminiert werden
kann, entsprechend den Verhdltnissen der direkten Kraftmetho-
de. Bei direkter Aufldsung ist die Zahl

der Unbekannten
N= 22% T + (2%1)2«p + 2% (2K+1) x5
-2K%2 « (P+S) * %/3
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bei einer Bandbreite von

NB = (2%-1) % (P+S) + 2K« (S+I)
+P+2 *8/3

Die Zahl der Operationen ist

Lo~ (N-NB) « NB?,_NB?

2 6

Bei s tufenweiser LO66sung ist auf jeder Stufe
eine Teilelimination nach den inneren Variabeln MI an einer
Matrix der Dimension M bei MA = M-MI Husseren Variabeln vor-
zunehmen. Wir setzen voraus, dass die Elementmatrizen koordi-
natenunabhdngig sind uand somit in gedrehter Lage nicht trans-
formiert werden miissen (2.3). Der Aufwand fiir die Teilelimi-
nation an den vo l1l besetzten Substrukturmatrizen

(keine Bandstruktur) ist

Ls ~ 6i(M3_ MA3)

Dazu kommen pro Elementhmf/z Operationen fiir die Umordnung.
Dieser Term kann ins Gewicht fallen, wenn die Zahl der inne-
ren Variabeln klein ist. Die Randbedingungen werden grund-
sdtzlich so frih wie m6glich beriicksichtigt; die ersten Rand-
variabeln kdnnen in der Stufe 2K-3eliminiert werden.

Die Ergebnisse der Auswertung dieser Beziehungen fiir eine An-
zahl von Fédllen (P/S/I) sind in Fig. (3.06) aufgetragen. Auf
der Abszisse ist K aufgetragen, in der Ordinate der D i v i -

s Or
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um den der Aufwand durch die Substrukturtechnik sinkt. Man
beachte den logarithmischen Massstab der Ordinate. Die gestri-
chelte Kurve zeigt den - selbstverstdndlich hypothetischen -
Fall P = 0, S =0, I = 0. Im Bereich mittelgrosser '"Makroele-
mente" als Ausgangspunkt (3/40/9) ist bei 4 Maschen (K = 2,4
Stufen) mit einer Reduktion des Aufwands im Verhdltnis von
7,77/1 zu rechnen; bei mehr Stufen steigt das Verh#dltnis
schnell an.
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3.2 Die Aufldsung der linearen Gleichungssysteme

Die statischen Gleichungen des Tragwerks auf der obersten Stufe

des Substrukturaufbaus haben die schematische Form

_hl

oo €] [P
Ng * N, 3.050
I + -0 ( )

G 0 u

{NG *Np)

Q|

Wir kldren zuerst die Beziehung dieser Gleichungen zu jenen
der klassischen Kraftmethode der Statik (0. Mohr, H. Miilier-
Breslau ; dazu nehmen wir vereinfachend an, die Matrix G sei

vom Rang Ng und so geordnet, dass in
G=| Ge Gn
(NG #* Ng) (NG = (NF-Ng))

die erste Matrix regulédr sei. Unterteilt man den Rest der Ma-

trix entsprechend, wird das Gleichungssystem zu
Fee Pe + Fen pn+GQU+-f_e=O
Fén Pe *+ Fpn Pn + Grfw u+fn=0  G.os1)
Ge Pe * Gy Pp +g =0

Daraus erhdlt man ein System der klassischen Kraftmethode durch
Elimination von pg und U ; die '"lberzdhligen" Kraftgréssen
sind die pp , und die zugehdrigen Gleichgewichtszustinde sind
durch
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Pe = ~ G€1 (ann +q)
(3.052)

mitbestimmt

Praktisch verlangt dieses Vorgehen [20] eine Rangbestimmung

in der rechteckigen Matrix G , was nur durch einen Gauss-Jordan-
Algorithmus mit zweidimensionaler Pivotsuche zu machen ist. Man
stellt fest, dass die Bestimmung der Grundzustinde, die in der
klassischen Statik durch intuitiven Ansatz erfolgt, bei automa-
tischer Ausfithrung zum rechentechnisch schwierigsten Teil der
Auflésung wird. Fiir grosse Systeme ist deshalb ein Festhal-

ten an den Vorstellungen von Grundzustand und idberzdhligen
Zustdnden wenig erfolgversprechend, wenn nicht eine direkte

Konstruktion oder Vorgabe dieser Zustdnde méglich ist.

Die Matrix F ist anschaulich die Flexibilit#tsmatrix des Tragwer-
kes bei festgehaltenen Verschiebungsgrdssen u - also bei
festgehaltenen Hilfslagern in allen
Unterelementen des Tragwerks. Daraus folgt, dass F reguldr

und von guter Kondition sein muss. (Eine kleine St8rung kann

an einem so stark gelagerten Tragwerk nur eine kleine und eng
begrenzte Wirkung haben). Auf Grund dieser Einsicht konnte

man in (3.050) zuerst nach den Kraftgrdssen p aufldsen:

p=- F““(Gfu + f') (3.053)

und hidtte die Gleichungen

- (GF'6HYu-G6F T +5=0
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fiir Verschiebungsgrdssen:

Ku R

K = GF-1Gt (3.054)
R =-GF'f+g

Bei stabiler Lagerung des Tragwerks ist auch dieses System
positiv definit: Es ist das System der Deformationsmethode
flir die Variablen U . Grundsdtzlich kénnte das System
(3.050) in diesen zwei Schritten ohne jede Komplikation durch
Pivotsuche aufgeldst werden.

Der eingesetzte Auflésungsalgorithmus lehnt sich eng an diesen
Lésungsweg an, ohne ihm ganz zu folgen. Erschwerend fillt ins
Gewicht, dass

- eine schematische Trennung von Kraft- und Ver-
schiebungsvariablen eine oft vorhandene Bandstruk-
tur zerstoéren wiirde und deshalb nicht zweckmissig
ist

- neben Krdften mit Diagonalkoeffizienten > 0 durch
Multiplikatorelemente auch solche auftreten koén-
nen, die nur Uber Gleichgewichtsbedingungen mit
anderen Krdften verkniipft sind, was u.U. die De-
finitheit der Matrizen F und/oder K in Frage
stellt

- im allgemeinen Fall der Teilelimination an Sub-
strukturen eine Hilfslagerung durch den Aufldsungs-
prozess selbst erfolgen muss.

Trotz diesen Komplikationen ist es mdglich, die Gleichungen
im Rahmen m e hr s tu f i g er Substrukturanalyse mit

nur teilweiser diagonaler (eindimensionaler) Pivotsuche zu-
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verlissig aufzuldsen. Ein Grund dafir ist, dass die Art der
Diskretisation Variablen ausschliesst, die n u r {iber neben-
diagonale Gleichungen bestimmbar sind; solche Fille sind An-
zeichen von Diskretisationsfehlern und/oder triviale isolierte
Gleichungen.

3.21 Die Partition der Substrukturmatrizen

Die Grdsse der Substrukturmatrizen (3.025) ist bei regelmidssi-
gen Tragwerken bestimmt durch die Forderung nach grésstmdgli-
cher Einsparung durch Repetition. Die optimale Substruktur-
abstufung ist bei grosseren Problemen nicht immer intuitiv
feststellbar; die Grundlagen fiir Vergleiche sind in (3.14) an-
gegeben. 0ft ist Ng durch die Arbeitsmethodik festgelegt.

Bei den grdsseren Beispielen zu dieser Arbeit hat sich ein
schrittweises Vorgehen mit Substrukturen von 100 bis hoéchstens
600 Variablen bewdhrt, wobei jede Substruktur vor ihrer wei-
teren Verwendung einzeln (als Tragwerk) gelagert und gepriift
wurde. Dadurch gelingt es, Datenfehler an leicht iliberblickba-
ren Tests schon auf unterer Stufe zu isolieren - ein nicht
unwichtiger Vorteil einer Substrukturtechnik. In jedem Falle
sind die Substrukturmatrizen zu gross, um im direkt adressier-
baren Kernspeicher heutiger Rechenanlagen unzerlegt unterge-

bracht zu werden.

Fir die Zerlegung stehen mehrere Mdglichkeiten zur Wahl:
- Blockpartition
- Streifenpartition bei Bandmatrizen

- Elementweise Speicherung nichtverschwindender

Elemente.

Die letzte Variante ist bei spdrlich besetzten Matrizen inte-
ressant im Zusammenhang mit einer besonderen Aufldsungstech-
nik (Frontal Solution [34]), die darauf abzielt, die Zahl

der nichtverschwindenden Elemente auch wihrend der Aufldsung
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klein zu halten. In unserem Falle ist diese Technik unwirksam,
weil schon die Grundelemente zu relativ dicht besetzten Be-
reichen der Matrix Anlass geben. Auch die Voraussetzung einer
Bandstruktur trifft die Bediirfnisse einer mehrstufigen Sub-
strukturtechnik schlecht; eine solche ist zwar gegeben bei
Tragwerken, die im Grossen eindimensional sind; dann fiihrt

die Substrukturtechnik aber immer zu einer Block - Bandstruktur,
die auch auf der Basis allgemeiner Blockpartition ausgeniitzt
werden kann. An regelmdssigen Tragwerken, die im Grossen zwei-
dimensional sind, rechnet man oft am besten mit kleinen, voll
besetzten Matrizen und wdhlt die Zahl der Stufen gross, um
alle Repetitionen auszuniitzen. Unsere Wahl fallt somit auf
eine Blockpartition (Fig. 3.04). Die Partitionsgrdssen Ny ,Na...

Ng Ns

Fig. 3.04

Lol A
1N17'N21N3"N44

wird man bei Block-Bandstruktur so anpassen, dass
die Blocke ein mdglichst enges Band bilden und Blécke mit we-
nig Elementen vermieden werden.
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3.22 Die Elimination in einem Diagonalblock

Der Gauss'sche Algorithmus fiir die Bildung der Zerlegung (2.014)
ist eine einfache Verallgemeinerung des bekannten Rechenganges
bei der vollstdndigen Aufldsung von linearen Gleichungen, wie
er in jedem Lehrbuch der numerischen Mathematik beschrieben

wird [29]. An einem Diagonalblock

o Q41|01 141 Oyn]

11]91,1+1 O1n

s,,b Qi1+ QLN

/b@/,/.
6‘06
AONN|
wird die Zerlegung
€1 ]0 0 0]0 0 0 0] [-1 bz bylbygs ba ]
C22l0 0|0 0 0 O 0]-1

0j0 0 0 O 0 0]-1
Cr Crfl0 0 0 © 0 0 0]-1
C1411 Cpwz[-1]O0 O O 0O 0 0 O
o|-1{0 O 0O 0 0 O
0 0|-14j0 O 0 0O
i ooo[1] [0 00O

mit Pivotsuche in der Diagonale hergestellt. Den Zwischenzu-

stand nach dem Schritt K veranschaulicht -schematisch

[ R
Cqq [P12 by3 bin
C21Cz2|b23
bk, k+1 bkn
Ac+H1,KH1
AL41,T41

ICn1 Cnk Onn|
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Der ndchste Schritt umfasst folgende Operationen:

- Suche eines geeigneten Pivots in der Diagonalen
der Restmatrix Qg+,k+1-.. Qi
"Geeignet" ist ein Pivot, wenn er nicht O ist.
Numerisch ist O fiir einen Diagonalko-
effizienten Q); ein Intervall?*EPS um den Null-
punkt. Einzelheiten dazu werden am Ende dieses Ab-
schnittes angegeben. Die Pivotsuche geht n i c h t
darauf aus, den jeweils maximalen verfiigbaren Pivot
zu finden; vielmehr soll die Zahl der Umordnungen -
welche die Operation verzégern - méglichst klein
gehalten werden, bei Vermeidung untragbarer Stel-
lenverluste wegen Division durch "fast Null".

- Zeilen- und Spaltenvertauschung, so dass der ge-
fundene Pivot an die Stelle (k+1, K+4) gelangt.
Fliir die Spalte (k+1) ist

Cuk+1 « Ok (J=(K+4)=N)
Die Zeile (K+1) ist
bK+1,J<——&LK—”—- (U= (K+2)=N) (3.062)
K4+1,K+1

~ Eliminationsbeitridge an den verbleibenden a-Bereich
der Matrix, nach der Regel

Qum < Qum + Coxst * Dy 4 1.m
(J=K+2=N G009
M=J =— N)

Damit ist der Schritt g+4 abgeschlossen. Die ganze Zerlegung
ist abgeschlossen, wenn
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- entweder alle I Inneren Variabeln eliminiert sind

- oder wenn kein tauglicher Pivot mehr gefunden wer-
den kann. Hatte der letzte ausgefiihrte Schritt
die Nummer K, so ist neu I€<K zu setzen; die Varia-

beln (K+1) bis I (alt) werden zu &dusseren.

Zum Schluss sind die vorgenommenen Umordnungen riickgdngig zu

machen oder in geeigneter Weise zu "merken'.

Wir haben der Beschreibung die begrifflich einfachste Form des
Algorithmus zugrundegelegt. Die rechentechnisch effektivste
Organisation hdngt von technischen Gegebenheiten der Programm-
sprache und des Rechners ab. Es lohnt sich, diese Frage bei

der Programmierung sorgfiltig abzuklidren, weil der Eliminations-
vorgang bei mittleren und grossen Problemene den Léwenanteil

der Rechenkosten verursacht.

Die Grdsse EPS (relative Null) ist gegeben durch

EPS,, = U-Gy, - S (3.064)

Der Rundungsfehler an der Einheit
U ist eine maschinenabhingige Grésse. Bei rundender Gleitkomma-
arithmetik mit M bindren Mantissenstellen ist er

2—(M +1) — 0.301 (M +1)

= 10
Gyy »die Gréssenordnung der Einflus-s
grdsse Q,; hingt ab von Variabelntyp, ungefdhren Di-
mensionen der Elemente und Elastizitdtsmodul. Fir ein Scheiben-
element seien lR,fR die "Referenzdimensionen" in der Scheiben-
ebene und quer dazu.
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Eine Einflussgrdsse bestimmt sich aus

Qyy :fO—JGJdV
Element

Sei z.B. qJ eine Kraft P an einer Scheibenkante. Dann ist

|
—_

C}TRLR ~ P =

1
gy ~ ——
trlr
und daraus
q 1
oo e
Etq
Mit Dimensionsbetrachtungen dieser Art findet man die Grdssen-
ordnungen
2
—R _ fiir Spannungsfliisse an Scheiben
100 tE panning
1 , . .
flir Scheibenkrifte
tr E
40 , .
———— fir Momente an Scheiben
&t E
12k .
th E flir Querkrdfte an Stabelementen
12k?

fiir Momente an Stabelementen

& tgE
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Die Verhdltniszahl K gibt das Verhdltnis der Scheiben-Referenz-
ldnge (entspricht Stablinge) zur mittleren Stabh8he an. Die
Gréssenordnung von Einflussgrdssen zu Verschiebungsvariablen

sind die reziproken Werte jener zugehdriger KraftgrOssen.

Als Sicherheitsabstand S zur Vermeidung
starker Stellenverluste hat sich bei den Beispielen zu dieéer-
Arbeit - in Verbindung mit den 48 binidren Mantissenstellen der
CDC - 6000 - Computer - ein Faktor von 10° bis 10" bewdhrt.

3.23 Bemerkungen zum Blockalgorithmus

An einer blockpartitionierten Matrix (Fig. 3.04) sind bei der
Auflésung an den B1ld6cken im Wesentlichen diesel-
ben Operationen vorzunehmen, wie wir sie bei der elementaren
Gauss'schen Zerlegung filir die Matrizenelemente zeigten, wobei
aber in jedem Block innere und Hussere Variable auftreten
kdénnen. Die einzige grundsidtzlich neue Frage betrifft die Wahl
der Pivotbldcke, beziehungsweise deren Reihenfolge. Man kann
leicht zeigen, dass eine vo l1stidndige Aufld-
s un g eines indefiniten Gleichungssystems mit Blockparti-
tion auf Grund diagonaler, blockweiser Pivotsuche im alléeméi-
nen nicht méglich ist; es lassen sich leicht F#lle angeben,

wo j e d e Blockreihenfolge Variabeln liefert, die aus tech-
nischen Griinden (wegen der Partition) nicht eliminiert wer-
den kdénnen, trotzdem sie keineswegs linear abhéngig sind.
(3.066) zeigt ein ganz einfaches Beispiel

o) o)

(3.066)

1
0
O
1

O -0 O
O 0|0 ~

1 1
1 0
O 1
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Im Rahmen der stufenweisen Substrukturldsung ist diese Tatsache
kein Anlass zur Besorgnis: nicht elminierbare Variable werden
durch die automatische Hilfslagerung der Substrukturen zu
dusseren Variabeln undefiniert und kénnen in der nichsthéheren
Stufe eliminiert werden. Durch den Kontraktionseffekt der
Teilelimination kommen diese Variabeln in der hdheren Stufe

so zu liegen, dass sie - lineare Unabhingigkeit vorausgesetzt -
in-aller Regel eliminiert werden. In den zahlreichen Beispielen
zu dieser Arbeit ist kein einziger Fall aufgetreten, in dem
eine eliminierbare Variable aus technischen Griinden mehr als
zwei Stufen zu spdt eliminiert worden wire. Voraussetzung zu
diesem gutartigen Verhalten ist allerdings ein sachgemidsser
Einbezug dieser "Hilfslagerungsvariabeln" in die Bezifferung
des Variablensatzes der ilibergeordneten Substruktur sowie eine
ausreichende Blockgrdsse auf allen Stufen. In der hdchsten Stu-
fe muss eine vollstdndige Aufldsung stattfinden. Das bedeutet,
dass die hochste Stufe keine Partition aufweisen darf: Nur in
einem einzelnen Block kann restlose Auflésung garantiert wer-
den. Praktisch fiihrt dies nicht zu einer Beschridnkung der
Problemgrésse, ist man doch frei, ilber die Stufe des Tragwerks
hinaus Hilfsstufen zu definieren, die nur dem Abbau von Elimi-
nationsriickstdnden dienen.

Unter diesen Umstidnden ist es nicht notig, den Blockalgorithmus
mit einer Pivot-Block-Suche zu versehen. Als Hilfsmittel zur
Minimierung der Anzahl nichteliminierter Variablen kann ein
Suchvorgang verwendet werden, der die Bldécke in der Reihen-
folge ihres - echten oder technischen-Rangabfalls wihlt. Der
zusdtzliche Rechenaufwand lohnt sich bei kleinen Substrukturen,

die anschliessend mehrfach repetiert werden.
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3.3 BASAR (Basic Substructure Assembler)

Die numerischen Beispiele zu dieser Arbeit wurden mit Hilfe
eines Programms errechnet, das der Verfasser in der Zeit von
November 1968 bis August 1970 implementiert und lber den
RZETH-Satelliten zur CDC - 6400 der FIDES ausgepriift hat. Die
Produktion der Resultate wurde auf dem neuen CDC - 6400/6500 -
Zwillingssystem der ETH durchgefiihrt. Das Programm umfasst

in seiner jetzigen Fassung rund 10'000 Fortran-Instruktionen,
aufgeteilt in 220 Subroutinen. Die Beschreibung des Programms
ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Wir verweisen auf [1],

wo neben der Eingabekonvention des Programms eine technische
Beschreibung der Programmteile gegeben ist. Im folgenden seien
Zweck, Aufgabenstellung fiir die Programmierung und gegenwidrtiger
Zustand des Programms kurz zusammengefasst.

Die Umsetzung der dargestellten Theorie in elektronische
Rechnung verlangte einen allgemeinen Substrukturassembler mit
folgenden Fdhigkeiten:

- Aufbau von Substrukturmatrizen aus Elementen auf

Grund beliebig definierter Variablengruppen.

- Bildung von Elementen hdherer Stufe durch Teil-
elimination nach den inneren Variablen; auto-
matische Umordnung nicht eliminierbarer innerer
Variablen in eine Gruppe von dusseren Variablen

des héheren Elements (automatische Hilfslagerung).

- Rickwidrtseinsetzen in Substruktur'"bdumen'" beliebi-

ger Tiefe und Breite.

Aus praktischen Griinden war die Mdglichkeit der Unterbrechung
der Rechnung auf jeder Stufe des Strukturaufbaus vorzusehen,

bei voller Erhaltung der Information fiir spitere Fortsetzung,
(einschliesslich vollstdndigem Riickwidrtseinsetzen). Das bedeu-

tet, dass die gesamte Informationsmenge von Fig. 3.03 auf einen
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permanenten Datentriger gerettet wird. Eine vorteilhafte
Nebenwirkung dieser Fidhigkeit des Programms

ist die Mdglichkeit, ohne Programmidnderung mit beliebigen
Elementmatrizen zu rechnen, indem diese im Format der Zwi-
schenresultate unabhingig erzeugt und eingegeben werden. Auf
diese Weise kann BASAR fiir jede Art von Finite-Element-Analyse
verwendet werden; die Aufldsungsroutinen sind ohnehin auf den
allgemeinsten Fall zugeschnitten, der bei linearen Problemen
auftreten kann. Die Eingabekonvention wur-

de auf den Fall vielstufiger, stark repetitiver Substrukturtech-
nik ausgerichtet; in solchen Fdllen ist eine knappe und elegante
Problembeschreibung méglich. In anderen Fdllen sollte die Ein-
gabe durch Programme erzeugt oder durch Editionsprogramme

aus bestehenden Datensédtzen herausmodifiziert werden. Die

Aus gabe von Resultaten ist grundsdtzlich selektiv; die
Rekursion wird nur auf jenen Linien des Baumes (Fig. 3.03)
ausgefithrt, die verlangt werden (siehe 3.031). Fiir die Gleich-
gewichts~Scheibenelemente (2) koénnen die Randspannungen direkt
graphisch dargestellt werden. Die Resultate von Substrukturen
(oder von aussen eingegebenen Elementen) werden in Tabellenform
ausgedruckt oder zur Weiterverarbeitung durch Anschlusspro-

gramme bereitgestellt.

Den Qualitédtsforderungen an das Programm
wurde die folgende Prioritdtsordnung zugrundegelegt:
1 Allgemeinheit
2 Luverlidssigkeit
3 Maschinenabhingigkeit und leichte Modifizierbarkeit
4 Effektivitdt

Die Allgemeinheit des Substrukturassemblers wur-

de mdglich durch die Anwendung der Prinzipien von (3.13):

- Baumstrukturen

- Stack-Prinzip
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Die Kapazitit des Programms (maximale Problemgrdsse) hingt nur
von der Grdsse der sekundiren Speichermedien ab. Die Groésse
einer einzelnen Substruktur ist auf 1'000 Variable begrenzt.
Die Zuverlidssigkeit wurde durch ungewshnlich
starke Kontrollen angestrebt. Eingabedaten und innere Zwischen-
resultate haben immer eine gewisse Redundanz; das Programm ist
in 11 weitgehend unabhingige Teile gekammert, die alle einge-
henden Informationen vorerst abtesten, unabhdngig von deren
Herkunft (Zwischenresultate oder #dussere Daten). Gegen innere
Ueberschreibungen durch Kapazitdtsiiberschreitungen besteht

ein vollstindiger Schutz.

Der Maschinenunabhdngigkeit dienen
folgende Massnahmen: Als Programmsprache wurde eine eng
begrenzte Teilmenge von FORTRAN verwendet, die den ASA-Stand-
arts [35] entspricht und von den Compilern der 3 grossen Compu-
terkonzerne anstandlos verarbeitet wird. Alle maschinenabh#ngi-
gen Informationen (Wortlinge, Rundungsfehler, I/0-Kandle etc.)
wurden an einer Stelle konzentriert. Input, Output und interne
Transporte werden liber einen kleinen Satz maschinenabhingiger
Unterprogramme abgewickelt, die bei Umstellung auf andere Com-
puter als einzige gedndert werden miissten. Es hat sich heraus-
gestellt, dass physikalisches Ueberschreiben auf sekundiren
Speichermedien (Rewrite in Place) nicht von allen Betriebs-
systemen oder Fortranversionen heutiger Computer ermdglicht
wird. Deshalb wurde die Blockoperation des Eliminationsalgo-
rithmus (im Sinne des konzentrierten Algorithmﬁs, Gauss -
Banachiewicz) so organisiert, dass nur zwei Kopien der Sub-

strukturmatrizen an die sekundiren Speicher {ibermittelt werden.
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Der Forderung nach l eichter Modifizier-
barkeit kommt der logisch einfache und modulare Bau
des Programms entgegen. Die Auspriifung von Aenderungen an
Programmteilen wird durch die inneren Kontrollen an den
Zwischenresultaten erleichtert. Wo nicht andere Forderungen
entgegenstanden, wurden die Funktionen so weit wie mdglich
entflochten; leichter Lesbarkeit wurde Vorrang vor Elegan:z
und Kiirze der Codierung eingeriumt. Alle Teile des Programms

sind mit Kommentaren versehen.

Die Effektivitidt der Operation hidngt fast aus-
schliesslich vom Eliminationsprozess ab; auf diesen konzen-

trierten sich bisher alle Anstrengungen zur Optimierung:

- Die Pivotsuche innerhalb der Bldécke und der Pivot-
austausch wurden so organisiert, dass die natiirli-
che Reihenfolge der Elemente mdglichst wenig durch-
einandergeschiittelt wird. Die Operationen wurden
so programmiert, dass ein guter Fortran-Compiler
in der Lage ist, die verbleibenden Abschnitte
natiirlicher Reihenfolge ausniitzen (Adressen-
inkrementierung anstelle expliziter Adressen-
berechnung). Bei ungestdrter Reihenftolge werden

zudem automatisch schnellere Routinen verwendet.

- Die Blocktransporte bei der Elimination werden pa-

rallel mit der arithmetischen Operation ausgefiihrt.

Im Zeitpunkt der Drucklegung dieser Arbeit hat BASAR 4 Monate
fehlerfreier Operation hinter sich; es kann im

Bereich der Beispiele (4) als voll operationell bezeichnet
werden.
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4. Anwendungen

Ausgangspunkt dieser Arbeit waren urspriinglich zwei Frage-
stellungen aus dem Stahlbriickenbau. Gesucht waren

- eine Abschitzung fiir die Grdsse der Torsions-
ldngsspannungen (Wolbspannungen) an Kasten-
trdgern mit einer fachwerkfdrmigen Scheibe
(Windverband)

- Aussagen liber die Zuverlédssigkeit von Trégerrost-
niherungen bei der statischen Berechnung ortho-
troper Platten mit exzentrischem Deckblech.

Die erste Frage konnte in (4.3) fiir den praktisch interessan-
ten Bereich beantwortet werden. Die zweite Frage ergab sich
aus einer fritheren Arbeit des Verfassers 1. Sie ist in (4.4)
an einem Beispiel gepriift worden; fiir eine abschliessende

Antwort widren hier weitere Untersuchungen notwendig.

Neben diesen Hauptfragen dienen die Beispiels 2»r Priifung

der Arbeitshypothese des ersten Abschnitts d.eser Arbeit,

ist doch die behauptete besondere Eignung von G 1 e i ¢ h -
gewichtselementen flirden Bauingenieur bis-
her nicht gepriift worden; mit Ausnahme der fritheren Schub-
feldansédtze der Flugzeugstatik sind dem Verfasser keine

Finite - Element - Gleichgewichtsmethoden fiir zusammenge-
setzte kontinuierliche Tragwerke bekannt, die bis zur prak-
tischen Brauchbarkeit entwickelt worden wiren. Den praktischen
Beispielen gingen selbstverstdndlich Testbeispiele fiir die

1 TINY; ein Programm fiir die Bestimmung von Einflussflichen
fir die Quertrdgermomente prismatischer Trégerroste mit
seitlichen Auskragungen.

Institut fiir Baustatik und Stahlbau ETH, 1965 (unverdffent-
licht).



-130-

richtige Funktion der Programme voraus. Die grundsdtzliche
Eignung des Elementansatzes (2.002) fiir die LOsung der Bipoten-
tialgleichung musste dagegen nicht mehr gepriift werden. Seit
1968 sind neben der Arbeit [6] des Verfassers mindestens 6
Verdffentlichungen mit vielen Beispielen zu diesem Thema
erschienen. [7, 8, 10, 12, 13, 14]. Ander heggen

hat in [43] - neben anderen Programmen - zwei FORTRAN -
Subroutinen flir die Bestimmung von Elementmatrizen aus die-
sem Ansatz angegeben. Diese Unterprogramme sind als Grundlage
fiir die Scheibenelemente zu den Beispielen verwendet worden.
Sie haben sich als schnell ‘und richtig erwiesen; Vergleiche
der Elementmatrizen mit jenen aus dem ALGOL - Programm zu

[6] ergaben Uebereinstimmung in allen 8 ausgedruckten Stellen.
Weitere Tests in Verbindung mit der Transformation auf Kraft-
variable (4.11, 4.12) bestitigen die numerische Prédzision. Der
Verfasser dankt an dieser Stelle Dr. E. Anderheggen fiir seine
sorgfdltige Arbeit und die Ueberlassung des Kartendecks.

Eine allgemeine Bemerkung zur Pridzision der numerischen Rech-
nung sei hier angebracht. Die Eingangsdaten und die Resultate
aller Beispiele dieser Arbeit sind 2¥2 bis dreistellige
Zahlen; an den Endresultaten werden mehr als 3 Stellen nur
ausnahmsweise wiedergegeben, wenn gezeigt werden soll, dass
die Rechnung bereits "zu genau" ist. Wir halten uns dabei an
das G aus s ' sche Wort, wonach sich der Mangel an mathe-
matischer Bildung durch nichts so auffallend zu erkennen gebe

wie durch masslose Schirfe im Zahlenrechnen.

Daraus darf nun ke ines falls geschlossen werden,
die Rechnung selbst k&nne mit so kleiner Stellenzahl ab-
gewickelt werden. Im Verlaufe umfangreicher numerischer
Prozesse kdnnen sehr grosse Verschiebungen an der Anzahl

der bedeutsamen Ziffern auftreten. Ein banales Modell fiir
einen solchen Vorgang ist die Addition vieler positiver, un-
genauer Zahlen, deren Fehler normal verteilt vorausgesetzt
seien. Dann steigt der mittlere Fehler an der Summe mit
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der Wurzel aus der Zahl der Summanden. Sei z.B. die
Gréssenordnung der (positiven) Summanden 1., der mittlere
Fehler der einzelnen Zahl .01 und die Zahl der Summanden
10000. Der mittlere Fehler an der Summe ist

mg = 001 * ~/10% =1,

und die Summe hat vier bedeutsame Ziffern, gegeniiber Z bei
den Summanden. Aus der Erfahrung mit Rechnern verschiedener
Stellenzahl 1#sst sich indirekt schliessen, dass an stati-
schen Berechnungen im Bereich von N = 5000 Unbekannten be-
reits eine Verschiebung der relativen Genauigkeit um mehr

als 5 Zehnerpotenzen moéglich ist. Weil die gewonnen Genau-
igkeit an den '"differentiellen'" Endresultaten (Spannungen)
durch kleine Differenzen grosser Zahlen wieder verloren geht,
entscheidet die Stellenzahl des eingesetzten Rechners darii-
ber, ob man iiberhaupt Resultate bekommt.

Die nominelle Problemgrdsse des letzten Beispiels (4.4) war
durch die Anwendung eines repetitiven Substrukturaufbaus mit
total 9 Stufen hdher als 50000. Da sich keine Anzeichen nu-
merischen Versagens zeigten, darf angenommen werden, dass das
vorgeschlagene Verfahren in Verbindung mit der 15-stelligen
Arithmetik der CDC - 6000 in praktisch geniigend weiten Grenzen
numerisch brauchbar ist. Einschrinkend muss dazu allerdings
gesagt werden, dass liber die Auswirkung der vielen Repetitio-
nen auf die Rundungsfehler nichts bekannt ist. Es ist denkbar,
dass bei unregelmissigen Tragwerken eine ungiinstigere Situation
vorliegt.
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4,1 Prdzisionstests

4.11 Das allgemeine Viereckselement

Alle Beispiele dieser Arbeit stilitzen sich auf ein allgemeines
Vierecks-"Scheibenstlick'" nach der Theorie in (2.1). Die
Spannungsfunktion im Inneren wird iiber vier Dreieckselemente
mit gemeinsamer Spitze im Flichenschwerpunkt durch die An-
satzfunktion (2.002) aufgespannt. Auf dem Husseren Rand wird
auf Kraftgrdssen (2.018) transformiert. Fir die Schubspannung
ist sowohl der quadratische Verlauf (2.018a) wie der allgemei-
ne kubische Ansatz (2.018) ausgepriift worden; der zweite ist
allerdings ausser in den kleinen Beispielen 4.12 und 4.14 nie

zur Verwendung gelangt.

Flir eine ausgedehntere Verwendung dés Verfahrens an unr e -
gelmidssigen Tragwerken wire es vom Standpunkt der
Rechenkosten empfehlenswert, aus den Dreiecks- und Vierecks-
elementen von [43] weitere, grossere Scheibenstiicke aufzu-
bauen; wie wir zeigten, sollte der Uebergang zu Kraftgrdssen
an den Rindern einfach zusammenhingender, aber méglichst gros-
ser Scheibenstiicke vorgenommen werden. Im Rahmen der hier
dargestellten Beispiele war dieser Gesichtspunkt nicht mass-
gebend, weil ausnahmslos vielstufige repetitive Substruktur-
technik angewendet wurde.

Zur Priifung der numerischen Prédzision wurden verschiedene
Formen des allgemeinen Vierecks in ein lineares, integrier-

bares Spannungsfeld

Oy = C +C3x + dzy

Oy = Qz +Q3Xx + by (4.001)

Txy —bz _b3 X - C3y
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mit den zugeordneten Verschiebungen

u(x,y) = lE[(cz- J0z) X -(1+v)b2y'

+(cy - 1703)%2
+(ds — 7 bs) xy

. y2
~(2+7) c3+ as) ¥ |

[(02- #C,)y — (1+0) by x
+(by ~ wdy )%

m|—

vixy) =

+ Vo~ wX (4.002)

eingebettet, dem das Element exakt folgen sollte. Weil die
Multiplikatorvariabeln speziell als Verschiebungsgrdssen

zu Normalkraft, Querkraft und Moment einer Seite gewidhlt
waren, konnten in (2.023) die Ug einerseits mit (2.024)
direkt aus dem Verschiebungsfeld bestimmt, andererseits aus
der rechten Seite gebildet werden. Die Poiynome von hdch-
stens 5. Grad in (2.024) wurden durch die numerische Inte-

grationsformel von Cotes mit den aequidistanten Stiitzwerten

r 32 12 32 T
90 90 = 90 90 ' 90

ohne Approximationsfehler ausgewertet.
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Der Test wurde durch Z iehen von Zufalls-
zahlen fiir die Koordination der Eckpunkte des Vierecks
und die Koeffizienten des elastischen Felds automatisch iiber
eine grosse Zahl von Beispielen erstreckt. Als Fehlermass
wurde die relative Linge des Residienvektors in (2.035) ein-
gefiihrt. Sie lag - mit rund 14.5-stelliger Arithmetik - bei

10“12 fir quadratidhnliche Formen und erreichte 10‘10 bei einer
extremen Form mit einem Streckungsverhdltnis am spitzesten

Teildreieck von

Umkreisradius
~ 20

Inkreisradius

Der Stellenverlust von 2¥2 dezimalen Stellen in normalen
Fdllen deutet darauf hin, dass die Interpolation iiber all-
gemeine Dreiecksbereiche mit Polynomen hdheren als 5. Grades

numerische Klippen haben kénnte.

4.12 Hoher Biegetriger

Ein Biegetrdger von gedrungener Form (Fig. 4.01) und recht-
eckigem Querschnitt mit gleichmissig verteilter Belastung
und Balkenlagerung hat - bei entsprechender Verteilung der
Reaktionen iiber die Endquerschnitte - die ebene Spannungsver-
teilung [42].

_ 3p 2

Ox= "3 (Xzy_‘jy?’)
_ 3P 1

oy = - 35 (3 -Czy+-§- c3) (4.003)
- 3p

Ty =~ g (c*-y?) x
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iy p=const
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X Fig. 401
Rechtwinklige Teilung
(exakt bis auf Rundungsfehler)
Schiefe Teilung, quadr. Schub
S = 3.15230 num.
3.15225 exakt Nx;u(m. Thc?_rie
-5.72 |-5.89
-3.53 |-3.48
-1.47 |-1.40
0.41 | 0.41
211 | 2.02
3.57 | 3.51
R 477 | 495
— -1.18 |-1.22
-1.18 |-1.08
-1.02 [-0.94
-0.71 [-0.71
-0.23 | -0.32
+0.40 | 0.3
—L- 1.19 | 124
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Die Spannungen sind vom 3. Grad in X,y und werden durch
den Elementansatz (2.1) unabhingig von der Netzteilung

(im Rahmen der Rechengenauigkeit) e x a k t wiedergegeben,
ebenso die Verschiebungen, wobei natiirlich deren Definition
(2.11) zu beachten ist.

Elemente mit quadratischem Schubspannungsansatz und recht-
eckiger Form sind ebenfalls in der Lage, dem Spannungsfeld
{4.001) exakt zu folgen; bei allgemeiner Teilung und quadra-
tischer Schubspannung muss dagegen ein Diskretisationsfehler
entstehen. Fig. (4.01) zeigt die Verhdltnisse im schiefen

Schnitt zwischen den allgemeinen Viereckselementen.

4.13 Durchlaufender Plattenbalken

Statisches System, Abmessungen, Randbedingungen, sowie die
untersuchten Diskretisationen des ‘Balkens gehen aus Fig. 4.02
hervor. Aus Symmetriegriinden geniligt es, einen Viertel eines
Feldes in die Rechnung einzubeziehen. Der Steg wurde in allen
Fillen ausser C durch Stabelemente (2.4) dargestellt.

Die Vergleichswerte wurden aus der Fourierreihenlfsung von
-Metzer [41] fiir diesen Fall gewonnen. Man beachte, dass die
Losung - im Gegenéatz zur {iblichen Annahme im Bauwesen - fiir
T=0 im Gurtquerschnitt iiber der Stiitze gilt. Die Stiitze
wirkt somit wie eine Einzellast auf den Querschnitt o h n e
Querscheibe. Eine solche Singularitdt ist numerisch in jedem
Falle mihsam zu erfassen; bei der Fourierreihenldsung waren
100 Glieder mitzunehmen, um im Einspannungsquerschnitt
Konvergenz auf 3 Stellen herbeizufiihren. In der Finite-Element-
Lésung missen an solchen Stellen unbedingt die lokalen Ueber-
kontinuitédtsbedingungen beriicksichtigt werden:
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Die Dehnung der Rippe muss jener der Gurtung entsprechen
Oy = oy — Vox (4.004)

ohne diese Bedingung wiirde - bei der Einspannung - erst

eine ausserordntlich feine Diskretisation eine ausreichende
Ndherung liefern. Tab. (4.03) zeigt die Spannungen am Ueber-
gang vom Steg zum Flansch fiir die Feldmitte und den Ein-
spannquerschnitt. Bei den Teilungen D, E, F ist (4.004) exakt
eingefiihrt worden, bei A, B, C dagegen nicht.

Fig. 4.06 zeigt schliesslich Einzelheiten der Spannungsbilder
fiir die Plattenbalken - Substruktur, die als Ausgangspunkt
zu Beispiel 4.4 diente. Statisches System und Belastungen
fir den Test entsprechen Fig. 4.02. Auch hier wurden die
Vergleichswerte nach [41] bestimmt. Nicht aufgezeichnete
Spannungen - insbesondere jene im Feldquerschnitt - stimmen
innerhalb der Zeichengenauigkeit mit der Reihenlésung iiber-
ein. Die maximale Blechspannung im Feld ist z.B. - 0.8600
(Reihenldsung - 0.8591). Die massgebende Spannung in der
Rippenoberkante bei der Einspannung ist Or = 3.51 (Reihen-
18sung 3.42); die Abweichung betrdgt 2.6 %. Da an der ortho-
tropen Platte (4.4) weniger starke Spannungsgradienten auf-
treten, kdnnen dort im Maximum dieselben Fehler erwartet
werden.
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4.14 Gedrungener Stab starker Krilmmung

Die Diskretisation gekriimmter Gebilde durch geradlinig be-
grenzte Elemente bedingt neben der Ndherung fiir die Feld-
grossen eine Diskretisation des Gebie-
t es . Mit Deformationsansdtzen sind solche Niherungen
tiblich; die Resultate werden zwar ungenauer, fallen aber

nicht aus dem Rahmen.

Gleichgewichtselemente sind in dieser Hinsicht weniger ge-
eignet, indem die Randbedingungen an den E c k e n ,
welche durch Diskretisation ent -
s tehen, eine Sonderbehandlung verlangen:

Routinemdssiges Nullsetzen aller Randspannungen freier
Rénder liefert an solchen Ecken einen homogenen Nullspan-
nungszustand, der auch bei beliebiger Netzverfeinerung die

Randfasern an der Mitwirkung hindert.

Als mbgliche Auswege wurden drei M&glichkeiten fiir die Defi-
nition der Spannungs - Randbedingungen an solchen "Diskreti-

sationsecken'" geprift:



Gedrungener

Stab

starker Krimmung

Randbedingungen an Ecken Schnitt a-a
infolge Gebietsdiskretisation lof Ta | Tmax
Keine besonderen Massnahmen  {-0828){(0649) | 0.075
(G = Omin» Og = Omax)
Einachsiger Spannungszustand

(1) -1.001 | 1205 |{0.075
Hydrostatischer Spz. (II)
T quadratisch -0844 (0538 | 0075
T kubisch -0.860 | 0511
Schubeinspannung () -0.969 {0431 | 0159
Exakte Losung -1.116 | 0558 | 0078
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(1) Voraussetzung einachsigen Spannungszustands in der
Richtung der Randtangenten vor der Gebietsdiskreti-

sation
(I1) Voraussetzung eines hydrostatischen Spannungszustands

(III) Voraussetzung einer drtlichen Schubeinspannung in
radialer und in Randrichtung des diskretisierten
Gebiets.

Annahmen dieser Art sind durch ihre Willkiirlichkeit der
Finite-Element-Technik (in der neueren Auffassung als Variante
des Ritz'schen Verfahrens) durchaus fremd. Die Resultate eines
Beispiels (Fig. 4.07) zeigen zudem, dass die erzielte Ndherung
in Anbetracht des einfachen Problems und der relativ hohen Ord-
nung des Elementansatzes ungeniigend istl!. Zur Behandlung sol-
cher Fille sollten Scheibenelemente mit gekriimmten Rindern und
stetigem Uebergang der Gebietstangenten des diskretisierten
Gebiets entwickelt werden.

4.2 Bauteile

4.21 Eine Rahmenecke

In [40] hat Dubas mit Hilfe des Knotenlastverfahrens2? ein
Spannungsproblem an einer Rahmenecke aus einem Stockwerk-
rahmen untersucht. Da die Ldsung in Handrechnung bestimmt
wurde, konnte nur ein kurzer Ansatzbereich der angeschlosse-
nen Stibe in die Rechnung einbezogen werden; im Prinzip wurde
angenommen, dass in den Stidben die Lingsspannungen bis an

den Rand der Rahmenecke linear verteilt seien. Auf Grund des

1 Exakte L&sung nach [42]

2 Ein Mehrstellen-Differenzenverfahren der Fehlerordnung 4;
vgl. 2.008
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St. Venant'schen Prinzips sollte natlirlich diese Annahme erst

in einigem Abstand von der Stabkreuzung getroffen werden.

Mit Hilfe der Gleichgewichtselemente von Abschnitt (2) wurde
die Anordnung von Fig. 4.21 in einer groben und einer fei-
nen Teilung untersucht. Im Falle der feinen Teilung wurden
alle Ueberkontinuitidtsbedingungen zwischen Scheiben und
Flanschen beriicksichtigt, mit Ausnahme jener an den einsprin-
genden Ecken. Hier liegt eine Besonderheit vor (Fig. 4.22),
indem die gewdhlte Idealisierung fiir 7#Q einen eigentlichen

Widerspruch hervorbringt:

Weil die Flanschen biegeweich vorausgesetzt sind, geht die
Flanschspannung Oy stetig durch den Knoten. Im Aeusseren
der Rahmenecke herrscht ein Spannungszustand ohne Normal-
spannung quer zum Rand. Eine Gleichgewichtsbedingung in einer
infinitesimalen Umgebung der einspringenden Ecke liefert so-
mit

g = G

und die Kontinuit3t zwischen Flansch und Blech im Aeussern ver-
langt

O = O¢
Andererseits hat man im Innern die Kontinuit#dtsbedingung
or=0; (1- V)

mit =03 also z.B.

o =143 oy
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Unser mechanisches Modell wird sich dem Widerspruch (in
einer exakten analytischen Ldsung) dadurch entziehen, dass
die Schubspannungen im Eckbereich sehr hohe Werte annehmen.
Die wirkliche Rahmenecke wird sich an diesen Punkten auf
Grund des rdumlichen Spannungszustands und der Moglichkeit
des Spannungsabbaus durch lokales Fliessen anders verhalten;
eine Voraussage ist schon deshalb aussichtslos, weil der
betrachtete Punkt an einer Kreuzungsstelle mehrerer Schweiss-
nihte liegt.

Die Resultate fiir die beiden Niherungen zeigt Fig. (4.23). Die
Querkontraktionszahl ist zu =03 angenommen; die Resultate
der feinen Teilung zeigen, dass der lokale Vertrdglichkeits-
widerspruch an der einspringenden Ecke gross ist und mit der
Feinerteilung sogar zunimmt, ist doch 1430; =163 (gegen
C;=081 ).

Alle Spannungen sind ungeglittet aufgetragen; die Ueberkontinui-
titsbedingungen gewdhrleisten zwar die Stetigkeit der Normal-
spannungen auch in Querrichtung, nicht aber deren glatten
Verlauf.

In der Praxis des Stahlbaus! wird der Bemessung von Bauteilen

aus Stahl unter statischer Belastung die Vergleichsspannung

— 1

Jg =\/o;2+ Oy - Gk Oy + 3T

zugrundegelegt; (Og = einachsige Fliessspannung ist die von
Mises'sche Fliessbedingung). Die Spannungen in rechteckigen
Rahmenecken werden in der Praxis auf Grund eines sehr ein-

fachen Gleichgewichtsmodells bestimmt, welches auf folgenden
Annahmen berucht [40]:

1 SIA-Norm 161
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- Die Schubspannungen am Rande des Blechs der

Rahmenecke sind konstant

- die zusidtzlichen Schubspannungen aus den Lings-
spannungen der Tréigerstege sind parabolisch
verteilt.

Diese Annahme liefert hier als massgebende Stelle die Mitte

der Rahmenecke, mit einer Vergleichsspannung

O@o = 2.60

Als nichste Ndherung kann die Rechnung von Dubas [40] betrach-
tet werden; in Anbetracht der hohen Prézision des Knotenlast-
verfahrens ist auch dieses Modell praktisch ein Gleichgewichts-
modell; die Restkrdfte im Sinne von (1.21) liegen nach Kontrol-
len unterhalb der Rechenschiebergenauigkeit. Dagegen ist die
Vertridglichkeit gegeniiber den angeschlossenen Tridgern in Nor-
malrichtung ganz ausser acht gelassen worden. Auch hier ist

die massgebende Stelle die Mitte, mit
6‘91 = 2.48

Die grobe Diskretisation von Fig. 4.21 liefert
g2 = 2.32

und die feine Teilung mit Beriicksichtigung von Ueberkontinui-
titsbedingungen

O0g3 = 2.30

In beiden Fdllen war auch hier die Schubspannung in der Mitte

massgebend; bei der feinen Teilung erreicht die Vergleichsspan-



-148-

nung an den einspringenden Ecken aber bereits den Betrag

OgE = 2.25

Aus dem Verlauf der Schubspannungen im Schnitt a - a (Fig.
4.23b) und aus den vorangehenden Ueberlegungen zur Kontinuitidt
in diesem Bereich folgt sofort, dass jede weitere Verfeine-
rung der Diskretisation die Ecke als massgebend erbringen
wiirde, und dass die Vergleichsspannung (bei unveridndertem
mechanischem Modell) beliebig hoch gesteigert werden kann.
Das heisst mit anderen Worten, dass an unserem mechanischen
Modell unter Einschluss von Plastizitdt ein elastoplastischer
Spannungsausgleich schon unter der Gebrauchslast eintritt,
nach der das Blech auf Grund der praktisch liblichen Annahmen
mit Ogo bemessen wurde. Diese Tatsache ist als 'Schlauheit
des Materials" altbekannt und wohl ein Hauptgrund dafiir, dass
es liberhaupt Stahl- (und Massiv-) bauten gibt, die noch nicht

eingestiirzt sind.

Das Beispiel liefert eine ermutigende Bestdtigung der Arbeits-
hypothese des ersten Abschnitts dieser Arbeit. Es zeigt sich,
dass schon die groébste Ndherung ein Gleichgewichtsmodell ist,
das - unter weiterhin bewusster Inanspruchnahme jener "Schlau-
heit des Materials" - eine bessere Materialausniitzung erlaubt,
als die U4blichen Handniherungen. Es ist selbstverstdndlich nicht
der Sinn des vorgeschlagenen Verfahrens, solche einfache Félle
elektronisch zu rechnen; es gibt aber Bauteile des Stahlbaus

mit allgemeineren Formen, welche die Auffindung geeigneter
Gleichgewichtsmodelle von Hand kaum gestatten, die aber den

hier entwickelten Elementen ohne weiteres zugidnglich sind.

In (2.12) wurde auf den hohen Preis - in Variablen gemessen -
hingewiesen, der fiir Gleichgewichtsmodelle im Vergleich zu
vertrdglichen Elementen zu erbringen ist.



-149-

Dieser - in Verbindung mit der notwendigen Aufldsung nicht-
definiter Gleichungssysteme - hat bisher eine eingehende
Priifung der Gleichgewichtselemente verhindert. Nun ist zu
bedenken, dass die Ziahlung der Variabeln nach (2.12) auf

den Fall der Spannungsanalyse ausgerichtet ist, wo die
Elementteilung so weit getrieben wird, bis eine Ann#herung an
die exakte Losung des mechanischen Modells mit elastischem

Material erreicht wird.

Solche Lésungeh sind fir den Bauingenieur wertlos. Wenn aber
eine grobe Tei#lung ausreicht, kann ein Methodenvergleich

nur auf Grund direkter Gegeniiberstellung durchgerechneter
Beispiele im Lichte der praktischen Brauchbarkeit und der
Rechenkosten stichhaltig sein.



-150-

Or o
}
—=0
e, o ar
a
o o
by :
LA A A &

0958 Schnitt a-a
) .-~ 0811 gy =0

< 1.09 o (grob)
‘i § 114 o, (fein)

1.0

feine Teilung
0.484 Schnitt b-b

Fig. 4230 Normalspannungen



-151-

Fig. 4.23b Schubspannungen
0 4~ ‘
Schnitt| c-¢
\20.87

1 \’\
c v

5133 feine T.

134 grobe T.
0 <> '|
Schnitt] b-b

- 1.22
0 < i
Schnitt | a-a
grobe Teing v 0.779
0891 pE— e :
521‘_. (- — feine Teilung A0.874
i



-152-

4.22 Untersuchung der Spannungen im Stiitzenbereich eines

durchlaufenden Briickenhaupttrigers

Es wurde ein Detail am Haupttriger des 'Pont de la Madeleine"
der N12 iiber die Saane bei Fribourg untersucht. Eine all-
gemeine technische Beschreibung dieses Verbundtragwerkes ist
in [36] zu finden.

Aus den Konstruktionsplidnen wurde das mechanische Modell von
Fig. (4.25, 4.26) fir den Stiitzenbereich des Haupttrigers mit
Pfeilerquerscheibe abstrahiert. Es wurde ein Lastfall unter-
sucht, der im Quersinn der Briicke symmetrisch ist. Die Wirkung
der Fahrbahnplatte ist mit den Ni#herungen berilicksichtigt, die
auch der normalen statischen Berechnung zugrundeliegen. Ins-
besondere wurde starrer Verbund vorausgesetzt, der wirksame
Modul des Betons mit n = 5 angenommen und die Fahrbahn als
biegesteifes Stabelement eingefiihrt.

Die Wirkung des rautenfdrmigen Windverbandes in der Untergurt-
ebene wird vernachlidssigt. Eine Ueberlegung mit Kraftmethode
zeigt, dass der Beitrag Q des Verbandes zur Kraft in der
Untergurtebene (Fig. 4.27)

lo| < —3BZ_ 2|p|

Al tg? o
Mit '
tfx = 069 | =712cm  A=425cm’
Z = 256 *10tm?
ist

(o)

2_“:’—' 00083
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Die kastenférmigen Beulsteifen wurden durch Flanschen gleicher
Flidche ersetzt.

Die Schnittkr#fte am Rande des untersuchten Teilbereichs wur-
den der normalen statischen Berechnung (als Stab mit variablem
Trigheitsmoment) entnommen.

Einzelheiten der Diskretisation géhen aus Fig. (4.26) hervor.
Der Haupttridger wurde auf einer Linge bis zu &en ersten ver-
tikalen Hauptbeulsteifen beiderseits der Stiitze in die Rech-
nung einbezogen und in 6 Substrukturen unterteilt. Eine wei-
tere Substruktur beschreibt die HZlfte der Querscheibe iiber dem
Pfeiler. Pro Substruktur wurde nach ca. 500 inneren Variablen
aufgeldst; die effektive Problemgrdsse war 2000, die nominelle
3500. Selbstverstindlich widre eine zuverlidssige L8sung der
Aufgabe mit viel kleinerem Aufwand mdglich; darauf wurde in
diesem Fall verzichtet, um erste numerische Erfahrungen mit
Problemen einer praktischen Grdssenordnung an einem leicht
itberschaubaren Beispiel zu sammeln. Auch die numerisch unginsti-
ge Lagerung als Kragarm (Fig. 4.25) wurde aus diesem Grunde
gewdhlt. Ueber die numerischen Erfahrung wird zusammenfassend
in (4.4) berichtet.

Fig. 4.28 zeigt die horizontalen Spannungen in einem Schnitt
in kleinem Abstand von der Stiitze. In der Darstellung ist der
Unterschied zwischen den Blechspannungen und den Flansch-
spannungen zu beachten: Die eingefithrten Uebergangsbedipngungen
berlicksichtigen neben den Gleichgewichtsbedingungen-durch die
Elementrdnder zusitzlich die Ueberkontinuititsbedingungen
(Fig. 4.29)

Ee, = o0y - Yoy
= Ox — YOy

Oy
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an den Elementecken. Eine parallele Rechnung ohne diese
(Fig. 4.30) zeigt nur geringe Abweichungen, was natiirlich

der relativ feinen Diskretisation zuzuschreiben ist.

Fig. 4.28 zeigt zum Vergleich auch die Spannungen nach der
normalen Balkentheorie, mit und ohne Beriicksichtigung eines
Abzugs am Stlitzenmoment infolge einer "Verteilung" des
Stﬁtzéndrucks auf die Balkenaxe unter 300, wie er in der
Praxis des Stahlbaus tiblich ist. Eine Gleichgewichtsbetrach-
tung fiir einen Schnitt unmittelbar neben dem Auflager zeigt
allerdings, dass ein solcher Abzug der mechanischen Grund-
lage entbehrt: Das wirksame Moment in diesem Schnitt ist

das volle Balkenmoment. Fiir die Unterkante des Balkens sind
die Spannungen nach der Elastizitdtstheorie sogar hoher als

jene nach der Balkentheorie ohne Abzug.
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Fig. 4.28 Pont de la Madeleine
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Fig.4.30 Pont de la Madeleine
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4.3 Torsion eines Balkenbriickenquerschnitts mit unterem Verband

In der Praxis des Stahl- und Verbundbriickenbaus werden die
Lingsspannungen aus Torsion bei geschlossenen Querschnitten
mit einer fachwerkfdrmigen Scheibe normalerweise vernachlids-
sigt [36]. Diese Vereinfachung ist in der Regel zulissig,
weil schon eine schwache vierte Scheibe die Wdlbspannungen
des offenen Querschnitts erheblich verringert. Eine Abschit-
zung der Grosse der vernachlidssigten Spannungen ist aber
wiinschbar, denn die Ersatzscheibenstidrke des Verbandes an
geraden Trigern liegt meist im Bereich von Hundertsteln der-

jenigen der iibrigen Scheiben.

4.31 Aufgabenstellung

Statisches System, Abmessungen und Querschnittswerte sind
Fig. 4.31 zu entnehmen. Der Trédger ist bei A eingespannt. Das
Ende B ist frei. Das konstante Torsionsmoment wird hier durch

ein Krdftepaar eingeleitet.

Variable Parameter der Untersuchung sind die Ersatzscheiben-
stdrken von Wind- und Querverbinden. Fiir das Rautenfachwerk

des Windverbandes erhdlt man aus energetischen Ueberlegungen
analog [37]

¥ _ (1'+17) ab
a3 a3
3T R

t

Als dimensionslosen Parameter widhlen wir das Verhdltnis dieser

Ersatzstidrke zu jener der Deckscheibe
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Aehnlich findet man fir die Querverbinde

fo= (1+2)hb
° e e
3F," B8R g

Dazu kommt ein Beitrag aus der Steifigkeit der Querrahmen,
gebildet aus biegesteifen Quertrdgern und Pfosten:

_ 1+ 1
for *Toh o,
2Zq 6Zr

Damit definieren wir den dimensionslosen Queraussteifungs-
grad

_ fq * 1gR
cXQv - a

Die Querrahmensteifigkeit wurde nicht variiert; ihr Beitrag

ist in allen Beispielen
t -
9R . 38%107°

also klein im Verhdltnis zum Beitrag normaler Querverbinde.
Diese Querrahmensteifigkeit ist auch angenommen in den

Zwischenquerschnitten ohne Querverbinde (4ussere Knoten des
Windverbandes).
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4.32 Diskretisation und Strukturaufbau

Ein Tridgerabschnitt der Linge a wurde durch 4 Viereckselemente

Ql - Q4 aus je 4 Dreiecken dargestellt (Fig. 4.32). Unterflansch-
und Querrahmenstidbe QBl1 - QB6 sind Stabelemente (2.4); auch die
Verbandsstdbe F1 - F8 sind einfache Sonderfiille dieses Elements.
Besondere Knotenhilfselemente beschreiben die Knoten K1 - K5

an Querschotten. Die Ueberkontinuitdt der Lidngsdehnungen wird

in den Endquerschnitten durch Hilfselemente L1 - L6 hergestellt.
In den Knoten des Untergurts bedeutet dies, dass die Differenz-
krifte aus dem Windverband in Form einer kubischen Verteilung

nach (2.018) in den Haupttriger eingeleitet werden.

Alle 16 Abschnitte des Tragwerks wurden durch dieses Briicken-
abschnitts-Element dargestellt; die 2 unterschiedlichen Ver-
bandsformen wurden beide ohne Elimination verbunden; in der
2. Stufe wurde dann die passende Form durch Elimination der
entsprechenden Variabeln "angewdhlt'. Der Substrukturaufbau
erfolgte 'nach Potenzen von 2" in 6 Stufen, einschliesslich
einer Hilfsstufe zur Bearbeitung von Eliminationsriickstdnden.
Die Zahl der Variabeln am einzelnen Briickenabschnitt war 190.
Pro Querschnitt des Trédgers auf hoheren Substrukturstufen
gingen 30 Variable ein (Fig. 4.33).

4.33 Grundlagen der Auswertung

Als Vergleichsldsung zur Gewinnung dimensionsloser Resultate
eignet sich die gemischte Torsion des offenen Querschnitts,
dem wir willkiirlich die St. Venant'sche Torsionssteifigkeit

_ . (2bh)?
GK =G “‘f—g-s_"‘
t
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des geschlossenen Kastens mit unterem Windverband zuordnen.

Die Differentialgleichung
M; = - Edw 0" + GK ¢

der gemischten Torsion hat fiir unseren Fall die Lésung [38]

o= % [Tgh x(cos h(xg)-1)
—sinh(o<§) + o<§] (4.303)

mit der dimensionslosen Koordinate

(von der Einspannung gemessen) und den Konstanten

3
} GK_ MU

[

Jw Dbezeichnet das sektorielle Trédgheitsmoment des offenen
Querschnitts.

Daraus folgt das Bimoment bei der Einspannung

fgha

E3kﬂ = “ﬂ1-l_ P

welches sich somit gegeniiber dem Fall reiner Wélbtorsion mit
dem Faktor

tgh o
(o3
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multipliziert. Die maximale Lingsspannung ist dann

tgh «
Ow = Ofw _go(__ (4.304)

wo Ofw am Faltwerk mit 3 Scheiben oder nach der Spannungs-
formel der reinen Wdlbtorsion

_ Myl
OFw = —j,~ We

zu bestimmen ist; Wg ist die sektorielle Koordinate des
Untergurts am offenen Querschnitt. Der Schubmittelpunkt des
offenen Querschnitts liegt im Abstand

_ b%F
€0 = 77, €s

iber dem Deckglech. F ist die (méterielle) Querschnittsfléche,
ZH das Trigheitsmoment um die Hochaxe, €g der Abstand des
Schwerpunkts unter dem Deckblech.

Das sektorielle Trigheitsmoment des offenen ¢ . schnitts ist

to €% b’
12
b2 2 _ 2

2 h3
T53 + h? FG]

Ju
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und die sektorielle Koordinate der Haupttrigerunterkante

Wg = '%% (h ~ €¢o )'

Die Formdnderungen spalten wir auf in Kastenverdrehung und
Kastenverformung (Fig. 4.34)

U4J

€e(-)

Uy 3 h Fig 4.34

Die Verschiebungen U4... Ugq der Scheiben sind Mittelwerte
aus den Resultaten filir die Elemente des Querrahmens (Fig. 4.32).

Die elastische Linie liegt

v
Ut Us

€ = — h

iiber dem Deckblech. Rotation und Kastenverformung sind defi-
niert durch

v1+U3 U2 +'U4

2p T4 T

U1+U3 _ U2+U4
b h

2x
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Als Vergleichsgrosse fiir die Lage der elastischen Linie brau-
chen wir den Schubmittelpunkt des geschlossenen Querschnitts.
Dessen Bestimmung iliber den statisch unbestimmten Schubfluss

ist z.B. [38] zu entnehmen. Die Rotation normieren wir mit
(4.303) an der Spitze:

_ MrL tgh (4.305)
Pr = 6K [1 x ] -

Als Norm fir die Kastenverformung wdhlen wir die Deformation
eines einzelnen Querschotts unter dem profilverformenden
Anteil der Belastung am freien Ende:

Mroo Mpo Mr M Mpo M
{® 4% @b b REER Y
- MT LU S Mr
T ST 3
J‘T’I‘ Reine Tor- Profilver -
sion formende
Fig. 4.35 Gleichgewichts-
gruppe
S S 1 (4.306)
Xn 2bh  (tq+1gr) G '

Die Vergleichsgrdsse flir die Schubspannungen folgt
Bredt'schen Formel

aus der

Mr

(tTm) = 255
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fiir St. Venant'sche Torsion. Am diskreten Windverband werden
die Stabkrdfte des Rautenfachwerkes

_ M
Dn = 2bh d

Die Gurtkrdfte des Haupttrigeruntergurts erhalten an den
dusseren Knotenpunkten des Verbandes Differenzkrifte

2D

AG = TG

welche lokale Lingsspannungen verursachen.

Die Querbiegemomente der Haupttrigeruntergurtungen normieren
wir mit

hﬂT'G

Mq = —gp

entsprechend einer Aufnahme der ganzen Querkraft der unteren

Scheibe durch die Gurtquerbiegung in einem Feld.

Die Stabkrifte der Querverbandsdiagonalen beziehen wir auf
den Wert aus der profilverformenden Belastung des Querver-
bandes allein:
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4.34 Drei Einzelfidlle

Insgesamt wurden 18 Kombiantionen der beiden Parameter unter-
sucht. Wir greifen aus den Resultaten vorerst 3 Einzelfidlle
mit kriftiger Queraussteifung (Xgqy = 3.74 * 1074,

entsprechend Fq = 80 em? in Fig. 4.31) heraus:

2.45 #10°2 "Normaler" Windverband mit Fp = 40 cm2
2.06 * 107" Sehr starker Windverband mit Fp = 400 cm

2.45 # 10™* Verschwindend schwacher Windverband mit
2

2

Fp = 0,4 cm

Den Verlauf der Torsionsldngsspannungen in der Haupttrigerun-
terkante zeigt Fig. (4.36). Der Fall des sehr schwachen Ver-
bandes ist nicht realistisch. Immerhin zeigt er, dass die
Léngsspannung bei der Einspannung wirklich gegen den Wert

der gemischten Torsion des offenen Querschnitts Oy (4.304)
strebt.

Die Forminderungen des Trigers fiur die 3 Fdlle zeigt Fig.
(4.37). Aufgetragen sind fir jeden Fall die Verdrehung ¢
(Norm: (4.305)), die Kastenverformung X (Norm: (4.306)) und

die Lage der elastischen Linie (Norm: Schubmittelpunkt des
geschlossenen Querschnitts). Der Verlauf der elastischen Linie
im Falle starken Verbandes erkldrt sich daraus, dass hier der
Schubmittelpunkt des geschlossenen Querschnitts bereits im
Kasteninnern liegt.

Fig. 4.38 zeigt die Schubspannungen in der Unterkante des
Haupttréigers, (an der Stegwurzel) im Falle eines ''normalen"
Verbandes, ferner fiir denselben Wert Xwy = 2.45 #1072 die
Querbiegemomente des Unterflanschs und die Stabkrifte in
Wind- und Querverband; als Bezugsgrossen der dimensionslosen
Darstellung werden (4.307), (4.309), (4.308) und (4.310)
verwendet. Schliesslich sind in Fig. 4.39 die Spannungsver-

teilungen uber den Einspannquerschnitt und einen allgemeinen
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Querschnitt fiir den Fall des normalen Verbandes dargestellt.
Die Spitze der Schubspannung in der Symmetrieaxe des Schnitts
d ist selbstverstidndlich ein Diskretisationseffekt; er

tritt nur bei der Einspannung so deutlich in Erscheinung. Man
ruft sich bei dieser Gelegenheit in Erinnerung, dass die dar-
gestellten Resultate nicht die elastizitdtstheoretische LOsung
des Problems wiedergeben, sondern lediglich einen mdglichen
Gleichgewichtszustand, der eine - freilich recht grosse - Zahl

von diskreten Vertrdglichkeitsbedingungen erfiillt.

Trotzdem vermittelt unsere LOsung ein Bild vom Krédftespiel

des Tragwerks, das den qualitativen Vorstellungen des Statikers
in allen Teilen entspricht, und das im Wesentlichen numerisch
zutrifft, wie die Grenzfdlle zeigen.

Dieses Verhalten ist bei einer Diskretisation eines kontinuier-
lichen Tragwerks mit Artikulationen (Fachwerkstibe, Querverbidn-
de) durch wenige Elemente in einer Richtung keineswegs selbst-
verstdndlich; es kann von dhnlich groben Deformationsansdtzen

erfahrungsgemidss nicht erwartet werden.

4.35 Parametrische Darstellung der Resultate

Auf Grund von Fig. (4.36) lassen sich die Lidngsspannungen ein-

teilen in

- Wélbspannungen bei verhinderter Lingsverschiebung

an der Einspannstelle.

- Spannungen infolge Kastenverformung im Bereich der
Krafteinleitung.

- Lokale Krafteinleitungsspannungen des Windverban-

des.
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Die Spannungen der zwei ersten Punkte sind in Fig. 4.40 in
Funktion der - logarithmisch aufgetragenen - Windverbands-
kennzahl (Xwy dargestellt. Scharparameter ist der Queraus-
steifungsgrad XQy . Man beachte, dass die aufgetragenen Wer-
te mit der variablen Wolbspannung gg; der gemischten Torsion
dividiert sind; dieser Wert ist darunter in Funktion von OFw

aufgezeichnet.

Die lokalen Spannungen aus den Windverbandsstabkriften ent-
sprechen der halben Hohe der Spriinge in Fig. 4.36. Aufgetra-
gen sind die maximalen Werte, die im Bereich der Balkenmitte
auftreten. Diese Spannungen hingen kaum von den Parametern
ab und betragen an unserem Querschnitt ungefdhr 70 % der
Lédngsspannung an einem kurzen Faltwerk von der Linge eines

halben Rautenfeldes bei derselben Belastung und Lagerung.

Fig. 4.41 zeigt die maximalen Schubspannungen in Funktion
der Windverbandsstidrke. Auch hier ist es sinnvoll, die Schub-

spannungen zu unterteilen in solche
- im Einspannquerschnitt (ausgezogene Linien)

- im Bereich des freien Endes; es handelt sich immer
um die Schubspannung an der unteren Stegwurzel
beim letzten dusseren Rautenknoten, siehe auch
Fig. 4.38 (unterbrochene Linien).

- bei den Fachwerkknoten im Bereich der Trigermitte.
Diese Schubspannungen sind unabhingig von den
Parametern ca. 1.8 * Tp,.

4.36 Folgerungen

Gerade Brickentridger an Verbundbriicken mit der untersuchten
Querschnittsform haben in der Regel Windverbinde in der

Gréssenordnung Owv ~ 1072 und einen Queraussteifungsgrad
%qv ~ 10~ . An solchen Tragwerken sind die Torsionslings-
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spannungen immer Nebenspannungen; obere Schranken fiir diese

-sind gegeben durch den grésseren der Werte O (4.304) und

mit den Bezeichnungen von Fig. 4.31. Die Schubspannungen kén-
nen den 2.5 - fachen Wert der St. Venant'schen Schubspannung

erreichen.
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Fig. 4.37

o 1t 2 3 16
/
7
7
Y
Y
A
e ¢ X =
A& o' Xy €s= 1113cm = 08eso Pa
! bt m b k=~ F = F == =2 13
-t “*’_—__’- ee(l)=992
M/ EL L|n|e ee
Fo
5 /
/
4 Rotation ¢ Ky = 2.45 #1072
o 9 __lig;s{:envgrforxmunglvx e
\\
()=-02986
(ee(M=306)\, €5 =~ 209 = - 014 €50 XS
\\+§~ ‘—- . )
. A Tt ~—+——+-~+\MW\ _Jp=108
\\ /;\——Zs—
\\ 7" leell)=
5+ v [ 0873
Xy =206 * 10~
0 . ~
~~
i
\ x (1=-0284
~ = . €e = 0988
1 eei?\fj_xﬁg;_?—_x_ SR SRS SIS x L] e e o (P=1008
El Linie €e
S Ky = 2.45 #1074
Rotation ¢
O"‘ X o—— ‘(\ _T
x=-0097



=177~

CCXEXTS,
U

2
1 >N N N Y\
Schubspannungen

UK - Haupttrdger

O(WV =245 10—2

O%
+
EL— +01
Mao '
A 2, L‘ 3 3- 3 o’ e
\X/ X ) x
i Querbiegung  Unterflansch Xwy =245 1072
=017
#
L, o
Do — x x A——=
—
/ Diagonale WV
X wy =245 1072
09 % % ¥

— Diagonale QV



-178-
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4.4 Orthotrope Stahlfahrbahnplatte

Untersucht wurde eine Stahlfahrbahn mit offenen, torsions-
weichen Lidngstrdgern unter einer Belastung durch einen
Schwerlastwagen (Fig. 4.42) in massgebender Stellung fiur

die Quertrdgermomente. Das Beispiel stimmt in Geometrie und
Querschnittswerten liberein mit dem ersten Zahlenbeispiel in
[39]. Die Randbedingungen fiir den hier untersuchten Abschnitt
der Fahrbahnplatte entsprechen einer periodischen Belastung
durch Schwerlastwagen im achtfachen Quertrigerabstand; die
ndchst benachbarten Achsgruppen entlasten den mittleren Quer-
triger (nach dem Tridgerrostverfahren) um 9.2 %. Fir den Ver-
gleich wurden die Resultate von [39] um diesen Betrag korri-

giert.

Einen Ueberblick {iber den Substrukturaufbau gibt Fig. 4.43.

Die Grundsubstruktur ist in (4.13) filir Balkenrandbedingungen
gepriift worden. Sie ist zusammengesetzt aus allgemeinen Vier-
eckselementen Q1+Q5 nach (4.11), Stabelementen QB1+-QBS6 .

mit Scheibenkantenelementen (2.31) und Hilfselementen L1+L8
zur Herstellung der (Ueber)-Kontinuitidt zwischen Scheibe und
Rippenoberkanten. Das Hilfselement QJ ist nur -on Bedeutung
bei schiefer Kreuzung der Rippen; die Proble. urbereitung und
Dateneingabe wurde so angeordnet, dass fiir diesen allgemeine-
ren Fall nur die Elementkoordinaten im lokalen Koordinatensystem
der Grundsubstruktur gedndert werden miissen. Mit Einschluss der
Variablen infolge dieser - hier unnétigen - Allgemeinheit hat
die Grundsubstruktur total 243 Variable; davon waren rund 100
Aeussere. Die Belastungen wurden in einfachster Weise statisch
dquivalent auf die nidchsten Lings- oder Querrippen aufgebracht,
flir die mittlere Achse z.B. in Form gleichmissiger verteilter
Linienlasten auf den Quertriger und die Lingsrippenansitze

innerhalb der belasteten Flichen. Die Vernachlidssigung der
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Plattensteifigkeit dirfte fiir das vorliegende System mit
starken Quertrdgern und den untersuchten
Lastfall unwesentlich sein. Zur Prifung der massgeben-
den Lastfédlle fiir Lingsrippenbeanspruchung und Blechspannungen
miissten dagegen im Bereich der Belastungen Plattenelemente
verwendet werden.

Der weitere Aufbau ist in Fig. 4.43 unten schematisch ange-
deutet. Aus der Grundsubstruktur und ihrem symmetrischen
Zwilling wurde in weiteren 8 Stufen die symmetrische Hdlfte
der Platte aufgebaut im Sinne der Substrukturtechnik von Ab-
schnitt 3. Jede Stufe enth#lt dabeil eine einfache oder mehr-
fache Repetition. Es scheint angebracht, an dieser Stelle ei-
nige Worte fiber die Arbeitstechnik bei diesem Vorgang zu sa-
gen, um (3.13) zu illustrieren.

Dem Aufbau der Grundsubstruktur (Fig. 4.43 oben) aus Scheiben-
stlicken, Scheibenkanten- und Stabelementen nach (3.025) muss
die Bildung der h)oE (und (ﬂbf ) Matrizen aus Eingabedaten
vorangehen. Diese Beschreibung der Zusammenhangsbedingungen
ist bei jedem allgemeinen statischen Programm in irgendeiner
Form vorzunehmen; in BASAR stiitzt sich die entsprechende Kon-
vention auf allen Stufen auf folgende Angaben an das Programm:

(a) Einer Definition von Variablengruppen
fiir jeden Elementtyp; z.B. die Gruppe der Kr#fte und Span-
nungsfliisse an einer Kante. Zur Definition gehdrt die An-
gabe der zugehbrigen Nummern in den Elementmatrizen, so-
wie die Festlegung von "Anordnungsmustern'" fiifr die Variablen
der Gruppe; diese beziehen sich auf die Re i henfol -
g e und die vorzunehmenden Vo r zeichenwech-
s e 1 bei der Assemblierung.
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(b) Einer Beschreibung der Zus:ammen -
hangsbedingungen mit Hilfe der zuvor
definierten Variablengruppen und Anordnungsmuster. Dabei
ist auch anzugeben, welche Variablen in der hBheren Stufe

vorerst als innere bzw. dussere gelten sollen.

Dem Kenner mag das Fehlen einer globalen Knotennummerierung
auffallen. Im konkreten Fall der Stufe 2 in (Fig. 4.43) waren
rund 100 der 243 Variablen von vornherein als #ussere bezeich-
net, darunter alle Randkrifte (z.B. (a) in Fig. 4.43) und ge-
wisse Verschiebungen (b) fiir spdter einzufilhrende Lagerungs-
bedingungen. Dagegen war nicht dafiir gesorgt, dass alle inne-
ren Variablen der Stufe 2 auch eliminiert werden konnten;

von den rund 150 anfidnglich inneren Variablen hat die Eli-
minationsroutine 18 als nicht eliminierbar ausgeschieden. Wir
greifen aus dieser Gruppe folgende typische Vertreter heraus,
wobei sich die Bezeichnungen auf Fig. (4.43) beziehen:

(¢c) an QB4 ; die Multiplikatoren fiir das horizontale Gleich-
gewicht: Kraft quer zur Stabebene und Moment um die Hoch-
axe konnen nicht eliminiert werden.

Grund : technisch (Partition).
Die Lager (b) geniigen nicht zu einer statisch bestimmten
Lagerung, so dass die Nichtelimination der Verschiebung

in y - Richtung auch aus dieser Ursache mdglich wire.

(d) an Q5 ; der Multiplikator des Elements fiir das Gleich-
gewicht in der z ~ Richtung kann nicht eliminiert werden.
Grund: Es fehlt eine statisch bestimmte Lagerung
in z - Richtung. Da diese Variable ganz am Schluss des
Eliminationsprozesses angetroffen wurde, steht die Ursache

mit Sicherheit fest.
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(e) an Q3 : der lokale Multiplikator fiir die Spannungen ge-
mdss (2.019) kann nicht eliminiert werden.
Grund : Diese Gleichung ist abhidngig; weil die Schub-
spannung (f) an dieser Ecke von Q2 und Q3 dieselbe
Variable ist, sagt die Multiplikatorgleichung dasselbe

aus wie jene der anliegenden Ecke von Q2

Abhdngige Gleichungen wie (e) kdénnten an sich durch eine ent-
sprechende Selektion beim Aufbau der Substruktur umgangen

werden. Dies kompliziert aber die Beschreibung der Zusammen-
hangsbedingungen und verhindert u.U. ihre sonst mégliche Er-
zeugung durch Programme. (Es hat sich nebenbei gezeigt, dass
solche bekannte abhidngige Gleichungen empfindliche F e hler -

anzeiger filir Datenfehler sind.)

Die 18 neu gebildeten dusseren Variablen wer den durch
das Programmn einer Variablengruppe mit festem symbo-
lischem Namen (XPARAM) und festem sequentiellem Anordnungsmuster
im Sinne von (a) zugeordnet. Das neue Element der Stufe 2 er-
hdlt die Rolle eines El ementtyps , dessen einzelnen
Vertreter beim weiteren Aufbau die Repetitionen des Elements
sind. Die Beschreibung der neuen Zusammenhangsbedingungen (b)
stlitzt sich auf Variablengruppen mit den anfdnglich &dusseren
Variablen und auf die symbolische Variablengruppe XPARAM je-

des Elements der Stufe 2, deren konkreter Inhalt dem Programm
bekannt ist. Die automatische Mitnahme a 1 1 e r Eliminations-
rickstdnde in die h8here Stufe fiihrt naturlich liber mehrere
Stufen hinweg zu einer Anhiufung echt abhdngiger Variablen

vom Typus (e). An unserem konkreten Beispiel ist dieses Problem
von Hand geldst worden: Es war ohnehin notwendig, die Rechnung
nach jeweils 1 oder 2 Stufen zu unterbrechen und Zwischentests
mit den neugebildeten Elementen vorzunehmen; dabei wurden die
Eliminationsriickstédnde gesichtet und die XPARAM - Gruppen ent-
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sprechend bereinigt.! Tab. 4.44 zeigt eine Zusammenfassung
des Ablaufs Uber die Stufen von Fig. (4.43). Im Ganzen ist
die Grundsubstruktur mit rund 120 inneren und 120 #dusseren

Variablen 384 mal wiederholt worden.

Substruk- Stufe Substruk- anfidng- erzeug- davon
tur Name turvar. lich tes weiter
total Aeussere XPARAM verwendet
OPELEM/R 2 243 100 18 (alle)
OPELMR 3 171 120 23 13
NORMST 4 396 250 28 (alle)
NORMP 3 5 591 300 61 37
NORMS3 6 569 440 47 33
NORMS6 7 673 450 4* 1
NORM12 8 671 450 4 1
NORM24 9 262 - 4 (alle)
(Hilfsstufe)10 4 - 3 -

Einen Auszug aus den Resultaten zeigen die Figuren 4.45 -
4.47. In 4.45 ist der Verlauf der Zugspannungen an der Unter-
kante des mittleren Quertridgers aufgetragen. Der Vergleichs-
wert aus [39] ist mit der zuvor erwidhnten Korrektur fir die
Randbedingungen von 9.2 % versehen. Angesichts der Tatsache,
dass die Niherung [39] fiir offene Lingstridger auf Grund ei-
ner Balkenrostrechnung mit Einfiihrung '"mitwirkender' Quer-
schnitte bestimmt wird, ist die enge numerische Ueberein-
stimmung wohl Zufall.

Eine parallele Rechnung mit den Einflussfeldern von Krug/Stein
flir orthotrope Platten (bei Vernachlidssigung der exzentri-
schen Lage des Deckblechs und der diskreten Struktur mit K = 0.3)

ergibt einen rund 15 % tieferen Wert.

1 Diese Massnahme ist verantwortlich fiir die Reduktion der
Anzahl der nicht eliminierbaren Variablen ab Stufe 7 in
Tab. 4.44 (*)
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Fig. 4.46 zeigt die Lingsspannungen im Blech iiber dem mittle-
ren Quertrdger. Auch hier erweist sich die Balkenrostlésung
als ausgerordentlich gute Niherung; die globale Korrektur fir
die globale Korrektur fiir die Randbedingungen ist natiirlich
nicht ganz korrekt, so dass der wirkliche Balkenrostwert sogar
noch ndher am Resultat der Finite-Element-Rechnung liegt,

die nach (4.13) fir diese Spannungen Fehlergrenzen von 2 bis

3 % haben muss.

Fig. 4.47 zeigt schliesslich einen Ausschnitt aus dem lokalen
Spannungsbild in einem Lingsschnitt, der in Fig. 4.46 als (a)
eingetragen ist. Die Aeste der Kurven in 4.46 und 4.47 sind
fir die einzelnen Scheibenelemente im Laufe der selektiven

Rekursion direkt mit dem Zeilendrucker ausgedruckt worden.

Das vorliegende Beispiel wiirde bei direkter Aufldsung ohne
Substrukturtechnik auf ein lineares Gleichungssystem mit mehr
als .50'000 Unbekannten fiihren. Es stellen sich die Fragen
nach den Einfliissen von Eingangs- und Rundungsfehlern auf das
Endresultat.

Die Eingangsdaten baustatischer Berechnung sind 2 bis 3-stellige
Zahlen; genaueres ist liber die Tragwerte nicht bekannt. Die
reale Erfahrung zeigt, dass Aenderungen innerhalb dieser Fehler-
grenzen im stabilen Bereich ebenso unbedeutende Auswirkungen

auf den Spannungszustand haben. Wenn das numerische Modell

(Fig. 1.01) diese Eigenschaften nicht hat, so ist es entweder
falsch (z.B. infolge zu kleiner Stellenzahl oder einer Miss-
achtung der Tatsache, dass die relative Genauigkeit von Zwi-
schenresultaten bei der Auf s tellung des Gleichungs-
systems hoher sein kann als jene der Eingangsdaten) oder es
beruht auf einem Diskretisationsvorgang, der zuwenig von den
Eigenschaften des mechanischen Modells erfasst. Solche Empfind-
lichkeit gegen Eingangsfehler wird s chlechte Kon -
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dition genannt. Die Auswirkungen schlechter Kondition
sind durch Einsetzen der LOsung in das Gleichungssystem nicht
feststellbar, denn der Fehler gegeniiber dem mechanischen Mo-
dell wurde nicht beim Aufldsen gemacht. Die einzige Kontroll-
méglichkeit ist ein Vergleich mit Resultaten aus einem an-
deren Verfahren, angewendet auf dasselbe mechanische Modell.
Solche Vergleiche sind bei allen Beispielen dieser Arbeit
angestellt worden und haben in keinem Fall Hinweise auf schlech-
te Kondition geliefert. Die Erfahrung zeigt tibrigens, dass fiir
die Priifung der Kondition bei grossen linearen Systemen keine
sehr feinen Vergleiche ndtig sind; in der Regel sind solche
Fdlle auf den ersten Blick zu erkennen.

Der Einfluss der Rundungs fehler auf die Resul-
tate kann durch Einsetzen der Lésungen in die Gleichungs-
systeme gepriift werden. Bei Gauss'schen Verfahren fiir positiv
definite Systeme ist die Gutartigkeit [44] a priori theore-
tisch bewiesen. Die Aufldsung nach (3.2) dieser Arbeit ent-
spricht anndhernd der Aufldsung zweier definiter Systeme nach-

einander.

Bei mehrstufiger Substrukturtechnik ist eine v o 1 1 e Ein-
setzkontrolle nur mit grossem Aufwand m8glich, denn das Gesamt-
system wird nie aufgestellt. Am vorliegenden Beispiel ergaben
Stichproben und Symmetriekontrollen Rundungsfehlereinfliisse

vom Betrag 10_", bei einem mittleren Spannungsniveau von rund
107! . Der Verlust von nur 2 weiteren Stellen (vgl. 4.11) durch
die Auflésung an diesem relativ grossen System ist erstaunlich.
Endgililtige Schliisse kdnnen daraus nicht gezogen werden, aber

ein gewisses Vertrauen bei der Anwendung im Bereich kleinerer
Systeme ist gerechtfertigt, sofern Rechner #hnlich hoher Stellen-

zahl verwendet werden.
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