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QMR smoothing: Schoenauer−Weiss, ‘expensive’, and Zhou, Walker implementations

NOS6(675), cond(A)=7.6505E+6

���� ��
� �� ��		����� 	 ��������������� �� )������* ������� �	 �� ��� ������ ���� ���
���
��  !�"� �������� #��	
�� 	 ������� )�	��* ��� �
�� )��������� 	���������� �	��� ����* 
��������
	 ������� $	���
��	� ���� ��
�� ������������	�� 	 �� ��		����� ������� �	 ��� �� 
������%
������� )�	��
 ������ ����* ��� �
�� )�	��� ����* 
�������� 	 ��� ���&	����
�'���� ������������	�(
������� )������ ���� ������ �� �	��
 �������* ��� �
�� )�	��� ����* 
�������� 	 ��� )�	��'��*�

������������	�( ��� ������� )������ ���� �	��
�� �� �	��� ����* ��� �
�� )�	��� ����* 
�������� 	
+���������, ������������	�� !� ��� �������( ��� 	�
 �	��� ����� ����	� �� ��������������

(�	 �	����!�% 
� �!�	 ��%��!�� � &!�� �	 
���	 ������
��/ ������
���/ ��
����	

��/ 	�
�

�	
��� ���� !� 	@�
� ��!�� 	�!
/ ����
��� &��� ����
	 ��	 �� 	 �	����� ��
��	 ���  	��� �" 8�	�� �� ��
��!%�� ;*> !" !� ���� 
��	� 	!��	� �� �������	�
�� ��	 �� 	 �������	� ���
	��	 &	�	 ����!	� ��� �	����� ����!��	 �	�	 � ���
!�
��	 �������	�/ ��� &	 &!�� 
���!	� ���� ��	 ��!%!��� ��� ��%��!�� ���	 ��
���		��	� O��
��� �	
���	�
	� ;*> �� ��	 ��	 ���	 �� 
����	 �&���	� �	
���	�
	�
;�/ �+/ ��>� 2��!�	 !� ��	 �� 
��	/ !� %	�	���/ ����
��� !� ��� 	.�!-��	�� ��
����
���

D	 ����� �0 ���-!�% ��	 �� �0��	 &!�� ��	  ���!@ ���G &!�� ��	 �	��	�	��
��!	"	� 4����5 -	��!�� �" �� �� ����0!�% ��	 ���		 !�
���	 ! ��	 	����!��� �"
��� � ����!�% 4;�D>/ ;,D>/ ;'TC>5 �� ��	 �� �	�!���� �� !�	���	�� (�	 �	�����
��	 ���&� !� 8!%��	 G��� )�	���0/ �� 	@�	
�	 �� ��	!
�	 �0 ��	 ��& &	������&�
����0�!� ���	 �� 4���=5 ;=>/ ��	 �����%�0 K�
����!�% �	�!��� ��� �!����0 �" �� !�
	9	
�!-	�0 � ����	� ��&	-	�/ ��	  ��� �	�	-��� 
��
���!�� !� ���� ��	 ���	 �	�!����
4���! �!�	�5 �" ��� "��� ��%��!�� � ���%���	 �� ��	 �� 	 �	-	�� (�	 �� 	 &��� �	
���	 "�� ���� ����!�% 4��� ���&�5� I� ���	� &���/ ��

��	� �
�� 	
 �	������
�� ������ �������� 
% ��� D	 ���� ���	 ���� ��	 ����	 � ����	 �	�!��� ��� 
"�� ��	 ,����D���	� ! ��	 	����!�� ���%���	� ���! ��	�0/ ��� �� �  �
� ��&	� �	-	�
���� ��	 ���	 �	�!���� 8�� ��	 	@�	��!-	 ! ��	 	����!��/ ���	 �� ����	 �	�!����
���%���	 �� ��	 �� 	 �	-	� �� �� ��� 
�!�
!	/ &�!�	 ��	 �	
���!-	 �	�!���� �" ��	
�
�#����	��D	!�� ! ��	 	����!�� 	
�	��	 "����	�: ��&	-	�/ ��!� !� �" �� �	�	-��
	 "��
���-!�% ��	 �!�	�� �0��	 �

��



0 500 1000 1500 2000 2500
10

−18

10
−16

10
−14

10
−12

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

10
2

                                CG−OMIN/QMR, CR−OMIN, MINRES 

re
la

tiv
e 

re
si

du
al

 n
or

m
s

iteration number

NOS6(675), cond(A)=7.6505E+6

���� ���� $	���
��	� 	 �����		���� ������ ���� ������ ��� ����� ������� �	 ���
��� ������ ���� ��� ���
��  !�"� �������� #��	
�� 	 �
�� 
�������� )�	��
 �	��� ����* 	������� ��
�� ��		����� 
	� ������� $	���
��	� ���� ��� �	
�� 	 ��� �
�� 
�������� 	 ������

)	��
������� �	��
 �	��� ����* ��� ����� )����
 �	��� ����*� -��	 ��	�� �
� ��� �	
�� 	 ���
������� 
�������� 	 ��������� )�	��
 ������ ����*( ��� ������ )�	���� 	��
������� �����
�	���� ����*( ��� ��� ����� ���������� ��� )����
 ������ ����*( �� ���� �� ��� ������ 	 �)�*� )�	��

�	���� ��
����� ����* ��� 	 ��)�*� )����
 �	���� ��
����� ����*�

I� 8!%��	 G�� &	 
� ���	 -��!���  ���	 ��!
���0 	.�!-��	�� �	�!���  !�! !�!�%
��%��!�� � "�� ��	 �����!�� �" ��	 �� 	 �� �0��	 ? ����	
/ �������/ �� ���

� ����!�% ����!	 �� �������� ���	 ���� ������� �� � ����	 ������� ��	
	.����0 �

����	 4�-	�����!�% ��&	� ���! �!�	�5/ &�!�	 ����	
 4���	� ���! �!�	5/ ��
��� �� �	 	@�	
�	 "�� ��	 �	
	�� ����0�!� �" ��	!3�	�/ -�� 	� U����/ �� ��	��!���!
;�G>/ ���%���	�  �
� 	���!	�� (�	 �

���
0 �" ������� �� �������
��� !� &	��

�����	 �0 ��	 	��! ��	 �4�5� 4��&	� ���	 ����!%�� �!�	5/ &�!�	 ��	 �	-	� �" ��4�5�
4���	� ���	 ����!%�� �!�	5 ���� ��	  !%�� 	@�	
� "�� ����	
 "�� ��	 ���� !�
;�G> !� �	�	 ��� �	��! !��!
� D	 ���� !����0 ��	 ��� � �" ��	 ����	 �	�!���� �"
������� 4�������	 �!�	5 �� ��	 .����!�!	� ��� �" ����	
 4���	 �!�	5/ &�!
�
!�/ !� 	@�
� ��!�� 	�!
/ 	.��� �� ��	 �	�!��� ��� / �� 
� 	� "�� "�		/ �� � �0����
�
�" ��	 OP 	
� ���!�!�� ���� !� 
� ���	� )� ���	 �� ��	 ����	 �	�!���� �"
������� �� �������
��� 4&�!
� 
�� �	 ��	����� �� !9	�	�
	� �	�&		�
�� �� !�� 
� ���	 ���3	
�!�� ���� � N�0��- ������
	 �" %��&!�% ! 	��!��5 ��	
.����!�!	� ��� �" ����	
 �		 �� �	 �9	
�	 �0 �����9 
���!�% � ��!%�� 	��0 �"

��-	�%	�
	�

�	@�/ &	 
���!	� �� �� �� ��%��!�� � ���	 �� ���		��	� �	
���	�
	�� 8!%�
��	 G�B ���&� ��! ��!�0 ��	 �	���!-	 ��� � �" ��	 ����	 4���5 �� ��	 ���	 4��
!��
���!�% ���! �!�	/ ���%���!�% 	���05 �	�!���� �" �����	
/ �� &	�� �� ��	 
���	����!�%
��� � ����!�	 �0 ��� � ����!�% 4���	� ���	 �!�	 �� ���	� ���! �!�	/ �	��	
�
�!-	�05� 8�� 
� ���!���/ &	 ���� ���& ��	 ����	 4�������	 �!�	5 �� ��	 ���	
4�%�!�  ����0 ��	 �� 	 ���	� ���! �!�	5 �	�!��� ��� � �"�����	
/ �� ��	 ����	
4��&	� ���	 �!�	5 �� ���	 4��&	� ���! �!�	5 �	�!��� ��� � �" �������
��� "�� 

� 



0 500 1000 1500 2000 2500
10

−18

10
−16

10
−14

10
−12

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

10
2

iteration number

re
la

tiv
e 

re
si

du
al

 n
or

m
s

CG−ORES/QMR, CR−ORES, CG−OMIN/QMR

NOS6(675), cond(A)=7.6505E+6
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CG−ODIR/QMR, CR−ODIR, CG−OMIN/QMR

NOS6(675), cond(A)=7.6505E+6
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