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Erstmalige Verleihung des Abel-Preises
Auszeichnung von Jean-Pierre Serre fiir sein Gesamtwerk

Am 3. Juni ist in der Aula der Universitét Oslo zum ersten Mal der neu gestif-
tete Abel-Preis verliehen worden, der auch als Nobelpreis der Mathematik bezeich-
net wird. Ausgezeichnet wurde der franzosische Mathematiker Jean-Pierre Serre,
dessen Lebenswerk die verschiedensten Zweige der Mathematik beeinflusst hat.

1. In einer feierlichen Zeremonie ist am 3. Juni in Oslo der von der norwe-
gischen Regierung gestiftete Abel-Preis an den franzosischen Mathematiker
Jean-Pierre Serre verliechen worden. Der mit 1,2 Millionen Franken dotier-
te Preis ist dem Andenken des herausragenden norwegischen Mathematikers
Niels Henrik Abel gewidmet und soll nach dem Willen der Stifter die Bedeu-
tung eines Nobelpreises fiir Mathematik erlangen. Serre erhélt den Preis «fiir
seine Verdienste um die Schaffung moderner Formen in vielen Bereichen der
Mathematik, insbesondere der Topologie, der algebraischen Geometrie und
der Zahlentheorie>, heisst es in der Begriindung der Norwegischen Akademie
der Wissenschaften. Sein Werk zeichne sich durch seine aussergewohnliche
Breite und Tiefe und seine Bedeutung fiir viele Zweige der Mathematik aus.

2. Serre zahlt zu den ganz grossen Mathematikern unserer Zeit. Er wurde
am 15. September 1926 in Bages geboren, einem kleinen Dorf fiinf Kilometer
siidlich von Narbonne. Nach dem Besuch des Lyzeums in Nimes studierte er
von 1945 bis 1948 an der Ecole Normale Supérieure in Paris und doktorierte
1951 an der Sorbonne. Darauf hatte er zunéchst eine Anstellung beim Centre
National de la Recherche Scientifique, und 1954 wurde er ausserordentlicher
Professor an der Universitdt von Nancy. Schon zwei Jahre spéter erhielt er
eine Berufung an das College de France in Paris, auf den Lehrstuhl fiir Al-
gebra und Geometrie. Seit 1994 ist er emeritierter Professor des College de
France, wobei ihm seine permanente Stellung an diesem Institut hdufige Auf-
enthalte an der Harvard-Universitdt und am Institute for Advanced Study
in Princeton gestattet.

3. Serres frithe Arbeiten galten der Algebraischen Topologie und der Ho-
mologischen Algebra, insbesondere dem Studium der invarianten Eigenschaf-
ten von Abbildungen zwischen hoherdimensionalen Rdumen und Sphéren.
Dazu wandte er 1951 erfolgreich die von Jean Leray eingefiihrten Spektral-
sequenzen auf die Homologiegruppen von Faserrdumen an. So entdeckte er
grundlegende Beziehungen zwischen Homologiegruppen und Homotopiegrup-
pen von Rédumen und konnte daraus bedeutende Sétze iiber die Homotopie-
gruppen von Sphéren ableiten. Erste wichtige Vorarbeiten auf diesem Gebiet
hatte schon vor 60 Jahren der Ziircher Mathematiker Heinz Hopf geleistet.



Es gelang Serre weiter, Hauptséitze der Theorie der Funktionen mehrerer
komplexer Variablen in die Sprache der Garbentheorie zu iibersetzen und
bedeutend zu erweitern. Spater hat sich Serre der Zahlentheorie zugewandt,
seinem bevorzugten Forschungsgebiet. Aus seinen Arbeiten zur Zahlentheo-
rie ergeben sich unter anderem bedeutsame praktische Anwendungen auf die
Kodierungstheorie und die Kryptographie. In erster Linie aber geht es Serre
stets um allgemeingiiltige Gesetzméssigkeiten, welche moglichst viele Gebiete
der Mathematik wie Topologie, Algebra, Analysis und Zahlentheorie umfas-
sen sollen.

4. Die neuen Begriffe und Sétze in Serres Werk sind auch fiir einen Mathe-
matiker nicht leicht zu verstehen. Mittels historischer Betrachtungen soll ver-
sucht werden, wenigstens einige dieser Begriffe und Sétze auch einem Nicht-
Spezialisten etwas néher zu bringen.

Es war schon immer ein Grundzug der Mathematik, geometrisch-anschau-
liche Objekte mittels algebraischer Objekte, etwa als Gleichungen oder mit
Hilfe von Zahlen préziser zu charakterisieren. Als Beispiel diene die auf die
Griechen zuriickgehende Vermutung, dass es nicht moglich sei, einen belie-
bigen Winkel nur mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile zu zerlegen,
ein Satz, der bis anhin nur mittels der Theorie der algebraischen Gleichun-
gen (vom Grade 3) bewiesen werden konnte. Dieser Grundzug, geometrische
Probleme auf algebraische zuriickzufiihren, findet sich schon im ersten der
Mathematik gewidmeten Werk, den Elementen von Euklid, das etwa um 300
v. Chr. in Griechenland entstanden ist und 13 Biicher umfasst. Gleichsam als
Hohepunkt dieses Werkes wird dort im 13. Buch als Letztes bewiesen, dass
es nicht mehr als 5 sogenannte platonische Korper, d.h. regulidre Polyeder
geben kann, namlich das Tetraeder, dessen Oberfliche aus 4 gleichseitigen
Dreiecken und dessen Kanten aus 6 gleichen Strecken bestehen, die zu je
dreien an 4 Ecken zusammenstossen, der Wiirfel, begrenzt durch 6 Quadrate
mit insgesamt 12 Kanten und 8 Eckpunkten, das Oktaeder, begrenzt durch 8
gleichseitige Dreiecke mit insgesamt 12 Kanten und 6 Eckpunkten, das Do-
dekaeder, begrenzt durch 12 gleichseitige Fiinfecke mit insgesamt 30 Kanten
und 20 Eckpunkten und das Ikosaeder, begrenzt durch 20 gleichseitige Drei-
ecke mit insgesamt 30 Kanten und 12 Eckpunkten. Dazu zeigte Fuklid, dass
die Winkel zwischen zwei benachbarten Seitenflichen eines reguléren Poly-
eders nur wenige bestimmte Werte annehmen koénnen. Fiir jeden dieser 5
Korper gilt, dass die Anzahl der Seitenflachen minus die Anzahl der Kanten
plus die Anzahl der Eckpunkte immer gleich 2 ist, als Formel f — k + e = 2.
Der Basler Mathematiker Leonhard Euler berichtete 1750 in einem Brief an
Goldbach, dass diese Formel nicht nur fiir die 5 platonischen Korper gelte,
sondern allgemein fiir jedes beliebige (konvexe) Polyeder, das durch ebene
Seitenflaichen berandet wird, die wiederum durch Strecken begrenzt werden,
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welche an Ecken zusammenstossen. Es ist sehr erstaunlich, dass dieser so-
genannte Fulersche Polyedersatz weitestgehender Verallgemeinerungen féahig
ist und in der Entwicklung der Mathematik eine herausragende Rolle ge-
spielt hat, so auch im Werk von Serre. Er gilt, entsprechend erweitert und
formuliert, fiir allgemeinste Rdume und beliebige Dimensionen.

Schon zu Beginn des 19. Jahrhunderts ist man durch Beschéftigung mit
Euklids Parallelenproblem auf neue Geometrien und Rdume gestossen, die
von der uns vertrauten euklidischen Geometrie verschieden sind. Eine beson-
dere Bedeutung hat die Projektive Ebene erlangt, deren Eigenschaften in der
zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts entdeckt und griindlich untersucht wur-
den. Sie entsteht dadurch, dass man in der euklidischen Ebene jeder Schar
von parallelen Geraden einen einzigen Schnittpunkt im Unendlichen, ihren
Fluchtpunkt, zuordnet und diesen zur euklidischen Ebene hinzufiigt. Es ent-
steht so eine Fldche die topologisch der Sphire, d.h. der Kugeloberfliche
entspricht, auf welcher je zwei gegeniiberliegende Punkte miteinander iden-
tifiziert werden. In anderer Hinsicht wichtig ist die Ebene der komplexen
Zahlen, die aus allen Punkten (komplexen Zahlen) x + iy besteht, wo z und
y reelle Zahlen sind, und ¢ die positive Wurzel aus —1 bedeutet. Die Grundla-
gen dafiir wurden von Euler um 1750 und vom Schweizer Robert Argand und
dem Norweger Caspar Wessel um 1800 geschaffen. Die z-Richtung wird durch
die Zahl 1 erzeugt und die dazu orthogonale y-Richtung durch die imaginére
Zahl 7. Fiigt man der komplexen Ebene einen einzigen unendlichen Punkt
hinzu, so erhélt man eine zweidimensionale Sphére, die Oberfliche einer Ku-
gel, die sogenannte Riemannsche Zahlensphére. Bernhard Riemann fiihrte
um 1851 auch ganz andere neuartige Fliachen ein, die heute seinen Namen
tragen, und die dadurch zustande kommen, dass man sie der komplexen Zah-
lenebene oder der Zahlensphére iiberlagert. Komplexe Funktionen, die in der
komplexen Ebene mehrwertig sind, werden dann auf der zugeordneten Rie-
mannschen Fliche eindeutig. Z. B. ist die komplexe Funktion w = F(z) = 2*
eindeutig, aber ihre Umkehrfunktion z = f(w) ist mehrdeutig, da einem Wert
w zwei Werte +2z und —z entsprechen. f wird nun dadurch eindeutig, dass
man der Zahlenebene oder Zahlensphire eine weitere Ebene (die —Ebene)
oder Sphaére iiberlagert und die beiden Blétter am Punkte 0 und am Punkte
unendlich, den beiden Verzweigungspunkten, wo f eindeutig ist, miteinan-
der verheftet. So ist jeder algebraischen komplexen Funktion w = F(z) und
ihrer Umkehrfunktion f, wo w und z durch eine algebraische (polynomiale)
Gleichung verbunden sind, eine Riemannsche Fliche zugeordnet. Es lagen
damit gegen Ende des 19.Jahrhunderts eine Fiille von verschiedenartigen
Flichen und Raumen vor, die es zu klassifizieren galt, was auch fiir das
Verstédndnis der darauf existierenden algebraischen Funktionen, Differentiale
und Integrale notwendig war. Dazu bedurfte es der Ausbildung einer neuen,
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die Geometrie im weitesten Sinne umfassenden Disziplin, ndmlich der To-
pologie, in welcher Eigenschaften geometrischer Objekte untersucht werden,
die bei stetiger Deformation unverandert bleiben. Entsprechend dem genann-
ten Grundzug der Mathematik, einem geometrischen Problem vor allem mit
algebraischen und zahlentheoretischen Methoden beizukommen, kam es zur
Ausbildung einer Algebraischen Topologie, in welcher die topologisch invari-
anten Eigenschaften durch algebraische oder zahlentheoretische Objekte be-
schrieben werden. Eine solche Invariante ist das Geschlecht. Jede geschlossene
(kompakte) Riemannsche Fliche R ist topologisch einer Sphére dquivalent
mit einer bestimmten Anzahl g angehefteter Henkel. Diese Zahl g heisst das
Geschlecht von R. Die Sphére hat demnach das Geschlecht 0, der Torus
(oder Ring) das Geschlecht 1 und die Bretzel das Geschlecht 2. ¢ gibt also
die Anzahl der Locher einer geschlossenen Fliche an. Die verallgemeinerte
Eulersche Polyederformel fiir ein Polyeder, das topologisch einer Flache vom
Geschlecht g dquivalent ist, lautet f — k4 e = 2 — 2g. Sie wurde vom Genfer
Mathematiker Simon L’Huilier schon 1813 gefunden. Fiir die gew6hnlichen
einer Kugel einbeschriebenen oder allgemeiner mit der Sphére topologisch
daquivalenten Polyeder ist das Geschlecht g = 0, und man erhélt als Spezial-
fall die Eulersche Formel. Riemann fand im Zusammenhang mit den auf einer
Riemannschen Flache R existierenden Integralen eine weitere Beziehung von
der Art der Eulerschen Formel. Ist g das Geschlecht von R, b die Zahl der
Blatter und v die Zahl der Verzweigungspunkte, so gilt v —2b = 2g — 2. Eine
noch wichtigere Beziehung liefert der Satz von Riemann-Roch, der dhnlich
der Formel von Euler eine Beziehung oder Bedingung beinhaltet; in diesem
Falle dafiir, dass auf einer Riemannschen Fléche R eine (meromorphe) Funk-
tion F' existieren kann. Zu den miteinander in Beziehung gebrachten Grossen
gehort neben dem Geschlecht der Flache R der Grad von F' und die Anzahl
linear unabhéngiger Funktionen und Differentiale, die an den Nullstellen und
Unendlichkeitsstellen von F' gewisse Bedingungen betreffend die Grosse der
Ordnungen erfiillen.

Riemann fithrte um 1860 auch schon hoher-dimensionale Ridume ein, die
er n-Ketten nannte, und begann mit deren topologischen Untersuchungen.
Systematisch geschah das aber erst durch Henri Poincaré in einer Reihe
von Arbeiten zwischen 1892 und 1904 durch Einfithren der Begriffe der n-
dimensionalen Zelle, der Zellenketten und der Homologie sowie der Zerlegung
einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit in ihre Zellen. Ein Punkt ist eine
null-dimensionale Zelle, eine Strecke eine ein-dimensionale, ein Dreieck eine
zwei-dimensionale, ein Tetraeder eine drei-dimensionale etc. Der Rand einer
(gerichteten) Strecke besteht aus seinen beiden Endpunkten, versehen mit
gewissen Vorzeichen und aufgefasst als null-dimensionale Zellenkette. Ent-
sprechend ist der Rand eines (orientierten) Dreiecks eine zwei-dimensionale
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Zellenkette bestehend aus den drei Seiten des Dreiecks. Der Rand eines Te-
traeders ist eine Zellenkette, die aus den vier zwei-dimensionalen Dreiecken
besteht, die es begrenzen etc. So werden einem n-dimensionalen Raum X
mittels der Randbildung Zellenketten von kleinerer Dimension zugeordnet.
Eine Kette ist geschlossen und wird Zyklus genannt, wenn ihr Rand Null
ist. Topologische Invarianten von X sind nun die Bettischen Zahlen von X.
Die g-te Bettische Zahl b(g) von X ist die maximale Anzahl von geschlosse-
nen g-dimensionalen Zyklen, die linear unabhingig sind bis auf Rénder von
q + 1-dimensionalen Zellen. Emmy Noether hatte 1928 vorgeschlagen, die
Bettische Zahl b(q) préziser als Rang der sogenannten g-ten Homologiegrup-
pe von X aufzufassen, die als Faktogruppe der ¢-Zyklen nach der Gruppe der
g-Rénder definiert wird. Von grosster Bedeutung ist nun die Fuler-Poincaré-
Charakteristik h(X) von X, die als alternierende Summe der Bettischen Zah-
len definiert wird: ~A(X) = b(0) —b(1) +b(2) —b(3) +b(4) —...£b(n). Weil die
Euler-Poincaré-Charakteristik einer geschlossenen Fliche F' vom Geschlecht
g gleich 2 —2g ist, beinhaltet sie eine weitgehende Verallgemeinerung des Fu-
lerschen Polyedersatzes. Im Jahre 1953 hatte Serre die glinzende Idee, dass
der Satz von Riemann-Roch eine umfassende Verallgemeinerung (fiir kohe-
rente Garben auf einer nicht-singuldren projektiven Varietéit) erlaube, wenn
man ihn als Euler-Poincaré-Formel auffasse. Vollstindig ausgefithrt wurde
diese Idee von Friedrich Hirzebruch in seiner Habilitationsschrift wenige Mo-
nate spater. 1958 ist dieser fiir viele Bereiche der Mathematik zentrale Satz
von Alexander Grothendieck auf algebraische Varietéten verallgemeinert wor-
den. Uber die zu dieser Zeit stiirmische Entwicklung gibt der vor zwei Jahren
erschienene Briefwechsel zwischen Serre und Grothendieck interessanten Auf-
schluss. Mit dem Satz von Riemann-Roch und seiner Giiltigkeit auch iiber
algebraischen Zahlbereichen (nicht nur iiber den komplexen Zahlen) ergibt
sich eine enge Verbindung nicht nur von Topologie und Funktionentheorie,
sondern auch von Algebraischer Geometrie mit der Zahlentheorie. Auf dieser
Grundlage fusst Serres Buch <Algebraische Gruppen und Klassenkorpertheo-
rie> (1959), das zusammen mit seinem Buch «Corps locaux> (1968) wegwei-
send fiir viele weitere Forschungen geworden ist. Insbesondere die Anwendung
auf die Zahlentheorie elliptischer Kurven hat in neuerer Zeit eine hervorra-
gende Rolle gespielt, nicht zuletzt auch im Zusammenhang mit dem Beweis
der Fermatschen Vermutung, wozu Serre einen entscheidenden Schritt beige-
tragen hat.

Da eine elliptische Kurve y? = ax®+bx?+cx+d durch doppelt-periodische
elliptische Funktionen parametrisiert wird, die als Umkehrfunktionen ellip-
tischer Integrale auftreten, dhnlich wie der Kreis 22 + y?> = 1 durch die
Umkehrfunktion des Integrals von 1/4/1 — 22, namlich die periodische Sinus-
Funktion und deren Ableitung, parametrisiert wird, ergibt sich daraus eine
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enge Verbindung von Zahlentheorie und Funktionentheorie. Dass eine kom-
plexe projektive elliptische Kurve topologisch einem Torus &dquivalent ist,
schafft die Verbindung zur Topologie.

Eine andere wichtige algebraische Invariante eines topologischen Raumes
X ist die von Poincaré 1895 eingefithrte Fundamentalgruppe W (X'), ndmlich
die Gruppe der geschlossenen Wege in X von einem fixen Basispunkt = aus.
Dabei sind zwei Wege topologisch dquivalent, wenn sie homotop, d.h. in X
stetig ineinander deformierbar sind. Die Fundamentalgruppe einer (zusam-
menhéngenden kompakten) Riemannschen Flidche vom Geschlecht g hat 2g
Erzeugende. Sie hingt also wieder mit der Zahl der Locher von X zusam-
men. Mit 2¢ Schnitten kann ndmlich X in eine einfache Fléche aufgeschnitten
werden, so wie der Torus mit zwei Schnitten entlang zweier seiner Kreise in
ein Rechteck aufgeschnitten werden kann. W (X)) heisst auch die erste Ho-
motopiegruppe von X, nachdem um 1935 W. Hurewicz die héheren Homo-
topiegruppen fiir X eingefiihrt hatte, die sozusagen den héherdimensionalen
geschlossenen Wegen (Sphéren) in X entsprechen. Serre erhielt nun eine Rei-
he von bedeutenden Resultaten iiber die Homotopiegruppen von Réaumen, in
dem er sie auf die Homologiegruppen von geeignet konstruierten Hilfsraumen
zuriickfiihrte.

5. Fiir seine klare Darstellung verschiedenster schwieriger mathematischer
Theorien und fiir seine grundlegenden und einflussreichen Lehrbiicher hat
Serre 1995 den Steele-Preis der Amerikanischen Mathematischen Gesellschaft
erhalten. Auch wurde er mit einer Reihe hoch dotierter Preise ausgezeichnet,
etwa 1985 mit dem Balzan-Preis und im Jahre 2000 mit dem Wolf-Preis.
1954 erhielt er als jlingster Preistriger aller Zeiten die Fields-Medaille, die
bis anhin die Rolle eines Nobelpreises fiir Mathematik gespielt hat.

6. Uber die Griinde, warum Alfred Nobel bei der Stiftung der Preise
fiir Physik, Chemie, Medizin und Physiologie, Literatur und fiir den Frie-
den die Mathematik {ibergangen hatte, ist viel spekuliert worden. Dass dies
am damals sehr einflussreichen schwedischen Mathematiker Gosta Mittag-
Leffler gelegen habe, der ein Verhéltnis mit Nobels Geliebter gehabt haben
soll, gehort ins Reich der Mérchen. Vielmehr hatte Nobel damals wohl mehr
an die <praktischen Wissenschaften> gedacht. Schon 1902 hatte der damali-
ge schwedische Konig Oskar II den Vorschlag gemacht, einen vergleichbaren
Preis fiir Mathematik zu stiften. Der Anlass hierzu war der sich zum hundert-
sten Mal jahrende Geburtstag des bedeutenden Mathematikers Niels Henrik
Abel. Als sich aber Norwegen im Jahre 1905 von Schweden trennte und das
Storting einen dénischen Prinzen zum Konig wéhlte, wurde die Idee aufge-
geben. Hundert Jahre spéter wurde sie erneut aufgegriffen. Im August 2001
hatte der norwegische Ministerprésident Jens Stoltenberg auf Anregung von
fiinf norwegischen Mathematikern die Errichtung einer Niels-Henrik-Abel-

7



Stiftung angekiindigt. Das Stiftungskapital sollte 200 Millionen norwegische
Kronen (40 Millionen Franken) betragen. Nachdem das norwegische Parla-
ment dem Vorschlag im Januar 2002 zugestimmt hatte, stand der Ausschrei-
bung des Preises nichts mehr im Wege.
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