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Abstract

One of the starting points of the subjectof TopologicalCombinator-
ics is Loväsz'sproof of the Kneser Conjecture, conceming lower bounds
for the chromatic number. The pattern to obtain a lower bound of the
chromatic number is to associate a topological space to a graph and
bound the chromatic number by a topological invariant of this space,
e.g. Connectivityor Z2-index.

In this thesis we study lower bounds for the chromatic number ob¬
tained by assigning different complexes to graphs. Namely, we are in-
terested in the neighborhoodcomplex, the Loväsz complex, various box
complexes, and the homomorphism complex. We will see that although
these complexes are seemingly quite different their homotopy or Z2-
homotopy types are in fact closely related. This allows us to takc a

closer look at the hierarchyof the topological methods.

Another part of the thesis is the study of non-tidy Spaces. This
together with our universality Statement allows us to construetgraphs
whose assigned complexes have interesting properties. Moreover with
this resultwe can renne the hierarchyof lower bounds for the chromatic
number.

We study homomorphismcomplexes separately as well since they
can be considered as generalizations of the other complexes. We will
show that many of them are manifolds, and we will analyze small di¬
mensionalexamples. One of the most surprising examples comes from
mapping the 5-cycle to the complete graph on 4 vertices. This leads to
the 3-dimensional projeetive space.

Amazingly non-tidy Spaces arise naturally amongst homomorphism
complexes. My conjectureabout homomorphismcomplexes and Stiefel
manifolds appears to be the currently best explanation for the difficulty
of proving Loväsz'sconjecture.
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Zusammenfassung
Einer der Ausgangspunkte zum ThemaTopologische Kombinatorik

ist Loväsz'Beweisfür die Knesersche Vermutung über untere Schranken
für die chromatische Zahl. Das sich ergebende Muster zum Nachweis
einer unteren Schranke für die chromatische Zahl besteht darin, dem
Graphen einen topologischenRaumzuweisen und die chromatische Zahl
durch eine topologischeInvariante dieses Raumes zu begrenzen, z.B.
durch Konnektivität oder durch den Z2-Index.

In dieser Arbeit untersuchen wir untere Schrankenfür die chromatis¬
che Zahl, die durch Zuweisung unterschiedlicher Komplexe zu Graphen
entstehen. Wir interessieren uns für den Nachbarschaftskomplex, den
Loväsz'schenKomplex, verschiedeneKastenkomplexe,sowie den Homo¬
morphismuskomplex. Es wird gezeigt, dass obwohl diese Komplexesich
voneinanderscheinbar ziemlich stark unterscheiden,ihre Homotopie-
oder Z2-Homotopietypen nah verwandt sind. Dies ermöglicht es uns,
die Hierarchieder topologischenMethoden näher zu betrachten.

Zusätzlich beschäftigt sich diese Arbeit mit nichtsauberen Räumen.
In Verknüpfung mit einer Universalitätsaussage, die wir aufstellen, er¬

möglicht dies uns, Graphen zu konstruieren, deren zugewiesene Kom¬
plexe interessante Eigenschaften aufweisen. Mit diesem Ergebnis kön¬
nen wir die Hierarchieder unteren Schrankenfür die chromatische Zahl
weiter verfeinern.

Im Speziellen untersuchen wir die Homomorphismuskomplexe,da
diese als Verallgemeinerungen der anderen Komplexen betrachtet wer¬
den können. Es wird gezeigt, dass viele von ihnen Mannigfaltigkeiten
sind, und wir werden Beispiele in kleinen Dimensionen analysieren.
Eines der überraschendsten Beispiele ergibt sich aus der Abbildung des
5-Kreises zum vollständigen Graph auf 4 Knoten. Dies führt zum 3-
dimensionalen projektivenRaum.

Interessanterweise treten nichtsaubere Räume auf natürliche Weise
unter Homomorphismuskomplexenauf. Meine Vermutung über Ho¬
momorphismuskomplexeund StiefeischeMannigfaltigkeitenscheint zur

Zeit die beste Erklärungdafür zu sein, dass die Loväsz'scheVermutung
schwierig zu beweisen ist.


