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Abstract

The present work deals with the weak numerical approximation of the
solution X to a stochastic differential equation (SDE) with respect to a
Brownian motion where the drift and the dispersion function might be
discontinuous but are still regular enough to guarantee a unique weak
solution. The simplest of all approximation schemes, the Euler rnethod,
is known to converge under rather mild conditions on the coefficients of
the SDE. But not taking special care of the discontinuities, it is in some
sense suboptimal.

By means of a model SDE with constant dispersion and a two-valued
decreasing step function as drift, the approximation of the density of
X T for a fixed non-random time T obtained by the Euler scheme is
examined and the deficiency of this approximation for moderate step
sizes is shown. Aiming at improving the Euler scheme regarding this
non-optimal behaviour, new approximation schemes based on the Euler
method, but taking more care of possible discontinuities in the drift and
the diffusion coefficient, are presented and tested. In the central scheme,
on which all of the other presented successful methods are based, in the
so-called Exit method, the possibility of a path hitting a point of dis
continuity of the coefficient functions within one time step is treated as
exit problem. The scheme consists therefore in deciding whether a point
of discontinuity is hit by the solution process within the current time in
terval and if this is the case, of sampling the corresponding hitting time.
Based on this information, an approximation of the value of X at the
endpoint of the current time interval is computed. In the basic method,
the Exit scheme, this is done in a rather rough way, but the method
proves nevertheless to be significantly superior to the Euler method for
the stepsizes of interest. Taking the Exit method as a starting point,
more elaborate approaches are presented, where particular attention is

i



paid to the approximation step after a path hits a point of discontinuity,
Not only are several of these variants significantly superior to the Euler
scheme but also to the Exit method.

Presenting and analysing the suggested Exit schemes by means of the
mentioned model SDE~ we also explain how to apply them to more gen
eral SDEs. In particular, we point out that the applicability of the Exit
method is neither restricted to SDEs with a step function as drift nor
to SDEs with a constant dispersion function and we demonstrate how
the solution of an SDE with piecewise continuous drift and dispersion
function can be approximated.

Furthermore. we show results obtained by numerical schemes which
turn out to be superior or inferior to the Euler scheme depending on
the choice of some parameters, the best choice of which depends in a
nontrivial way on the stepsize and the SDE with its initial distribution.
In particular, some schemes based on state space transformations and
refinement methods, where the stepsize is reduced if a path comes elose
to a point of discontinuity, are briefly studied. Not aiming at studying
these methods per se in detail, we combine them with other ideas, in
particular with the Exit scheme, to obtain schemes which are signifi
cantly superior to the Euler method.

Although not being the primary aim of this thesis, the development of a
method to compare and finally judge several approximation schemes al
lowing of a statistically proper conelusion is indispensable. Not only do
we suggest ways and present the necessary statistical tools to perform
this basic comparison step, but we also show approaches to compare
several numerical methods regarding both the accuracy of the approxi
mation and the computational cost of the method.

Finally, we demonstrate that the enhancements of the Exit method we
think work best are not only significantly superior to the Euler scheme
regarding the goodness of approximation but also if the additional com
putational costs are taken into account.
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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der schwachen numerischen Ap
proximation der Lösung X einer stochastischen Differentialgleichung
bezüglich einer Brownscheri Bewegung. Für den Drift und die Dispersion
wird lediglich soviel Glattheit angenommen 1 wie für die Existenz einer
eindeutigen schwachen Lösung der stochastischen Differentialgleichung
nötig ist. Insbesondere können also die Koeffizienten unstetig sein. Das
einfachste aller Approximationsverfahren, das Euler-Verfahren, konver
giert unter äusserst schwachen Bedingungen an die Koeffizienten der
stochastischen Differentialgleichung. Da bei diesem Verfahren Unstetig
keiten der Koeffizienten in keiner Weise speziell berücksichtigt werden,
ist das Verfahren in einem gewissen Sinne nicht optimal.

Anhand einer stochastischen Differentialgleichung mit konstanter Di
spersion sowie einer Driftfunktion, welche nur zwei Werte annehmen
kann und lediglich eine einzige Unstetigkeitsstelle besitzt, untersuchen
wir die Approximation der Dichte der Zufallsvariablen X T durch das
Euler-Verfahren, wobei T eine feste deterministische Zeit sei. Insbe
sondere zeigen wir die erwähnte unbefriedigende Approximationseigen
schaft des Euler-Schemas für nicht allzu kleine Schrittweiten. Um das
Euler-Verfahren bezüglich dieser Eigenschaft zu verbessern, werden neue
Verfahren vorgeschlagen und getestet, welche auf dem Euler-Verfahren
basieren, jedoch mögliche Unstetigkeitsstellen des Drifts und der Di
spersion besser miteinbeziehen. Das vorgeschlagene Basisverfahren, die
sogenannte Exit-Methode, behandelt die Möglichkeit, dass ein Pfad ei
ne Unstetigkeitsstelle der Koeffizientenfunktionen trifft 1 als Austritts
problem. Insbesondere wird dabei in jedem Approximationsschritt ent
schiedenlob innerhalb des betrachteten Zeitintervalls eine Unstetigkeits
stelle erreicht wird, und falls dies der Fall ist, wird eine Realisation der
betreffenden Stoppzeit erzeugt. Darauf bedingt wird sodann eine Ap-
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proximation für den Wert des Prozesses am Ende des Zeitintervalls be
rechnet. Obwohl in der Basismethode. dem Exit-Verfahren, dieser Wert
nur sehr grob approximiert wird, ist das Verfahren signifikant besser als
das Euler-Verfahren für die uns interessierenden Schrittweiten. Ausge
hend von diesem Basis-Verfahren werden dann ausgefeiltere Verfahren
entwickelt, wobei der Approximationsschritt nach dem Treffen einer Un
stetigkeitsstelle mit grösserer Sorgfalt durchgeführt wird. Die meisten
dieser vorgeschlagenen Varianten sind nicht nur signifikant besser als das
Euler-Verfahren, sondern sogar signifikant besser als die Exit-Methode.

Während wir die vorgeschlagenen Verfahren anhand der erwähnten sto
chastischen Muster-Differentialgleichung exemplarisch erklären und ana
lysieren, legen wir auch dar, wie das Exit-Verfahren auf allgemeinere
stochastische Differentialgleichungen angewandt werden kann. Die An
wendbarkeit der Exit-Verfahren beschränkt sich weder auf stochastische
Differentialgleichungen mit Treppenfunktionen als Drift noch auf solche
mit konstanter Dispersion -und es wird insbesondere erklärt, wie die
Lösung einer stochastischen Differentialgleichung mit stückweisen steti
gen Koeffizienten approximiert werden kann.

Ausserdem geben wir die Resultate von Simulationen mit numerischen
Verfahren an, welche je nach Wahl von Parametern, deren optimaler
Wert auf eine nichttriviale -Art und Weise sowohl von der Schrittweite
als auch von der stochastischen Differentialgleichung mitsamt Anfangs
verteilung abhängt, besser oder schlechter als die Euler-Methode sind.
Insbesondere werden Verfahren, die auf einer Zustandsraumtransforma
tion, sowie solche, die auf einem Verfeinerungsschritt, bei welchem die
Schrittweite verkleinert wird, falls ein Pfad nahe an eine Unstetigkeits
stelle gelangt, aufbauen, kurz untersucht. Es stellt sich heraus, dass
diese Verfahren, an deren detaillierter Untersuchung wir nicht interes
siert sind, geschickt mit anderen Ideen, insbesondere jenen des Exit
Verfahrens, verknüpft werden können und so Verfahren ergeben, welche
signifikant besser sind als das Euler-Verfahren.

Obschon es nicht das primäre Ziel dieser Arbeit ist, Methoden zu ent
wickeln, um verschiedene Approximationsmethoden miteinander ver
gleichen und schliesslich werten zu können, ist deren Erarbeitung für
eine statistisch korrekte Schlussfolgerung unabdingbar. Wir schlagen ei
nerseits eine Vorgehensweise für diesen grundlegenden Vergleich vor und
erläutern das dazu benötigte statistische Rüstzeug und zeigen anderer-
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seits Möglichkeiten auf, wie verschiedene numerische Verfahren sowohl
bezüglich Güte der Approximation als auch bezüglich rechnerischem
Aufwand verglichen werden können.

Schliesslich legen wir dar, dass die aus unserer Sicht erfolgsversprechend
sten Weiterentwicklungen des Exit-Verfahrens nicht nur signifikant bes
ser sind als das Euler-Verfahren bezüglich der Güte der Approximation,
sondern auch unter Berücksichtung des zusätzlichen rechnerischen Auf
wandes.
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