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Kurzfassung

Die vorliegende Dissertation behandelt ein wohlbekanntes Problem der Transporttheorie:
Diffusion in offenen Systemen. Obwohl seit den anfänglichen Arbeiten von Einstein über die
Brownsche Bewegung und Diffusion über hundert Jahre vergangen sind, sind diese Phänomene
mathematisch noch nicht gänzlich verstanden. Obgleich in den letzten Jahrzehnten beachtliche
Fortschritte im Verständnis der dissipativen Dynamik in offenen Systemen, seien sie klassisch
oder quantenmechanisch, erzielt wurden, kann Diffusion nur in einigen wenigen speziellen
Modellen mathematisch präzise aus ersten Prinzipien hergeleitet werden.

In dieser Abhandlung erweitern wir ein Modell, welches ursprünglich von De Roeck,
Fröhlich und Pizzo in [35] vorgeschlagen wurde. Wir betrachten die effektive Dynamik
eines sich auf einem einfachen kubischen Gitter bewegenden quantenmechanischen Teilchens,
welches mit einem thermischen Reservoir wechselwirkt. Das Teilchen soll von einem äusseren
Kraftfeld, konstant in Raum und Zeit, gestossen werden und wir nehmen an, dass das ther-
mische Reservoir durch eine Vielzahl unabhängiger, identischer Wärmebäder beschrieben sei,
d.h. jedem Gitterpunkt ordnen wir ein freies bosonisches Quantenfeld im thermischen Gleich-
gewicht zu. Der Anfangszustand des Teilchens sei durch eine um den Nullpunkt des Gitters
lokalisierte Dichtematrix beschrieben. Der Anfangszustand des Gesamtsystems, bestehend
aus Teilchen und Reservoirs, soll der Produktzustand dieser Dichtematrix mit einem quasi-
freien, thermischen Zustand der Reservoirmoden sein. Die unitäre Zeitentwicklung wird durch
einen Hamiltonschen Operator erzeugt, welcher die Summe zweier Terme ist: Der Erstere
beschreibe die freie Dynamik des Teilchens und der freien Reservoirmoden, der Zweite erzeuge
die Wechselwirkungen des Teilchens mit den Reservoirmoden. Eine effektive Dynamik für
das Teilchen erhält man durch das ,,Ausintegrieren” der Reservoirfreiheitsgrade im zeitent-
wickelten Gesamtzustand. Unter gewissen Voraussetzungen an die Wechselwirkung zwischen
Reservoirmoden und Teilchen wurde bereits in [35] gezeigt, dass die resultierende effektive
Dynamik diffusiv ist, falls das äussere Kraftfeld verschwindet.

Wenn aber das äussere Kraftfeld nicht verschwindet, erwartet man intuitiv, dass die Wech-
selwirkung zwischen dem vom äusseren Kraftfeld beschleunigten Teilchen und den Reservoir-
moden als geschwindigkeitsabhängige Bremskraft wirkt, welche die äussere Kraft ausbalan-
ciert, sobald die Teilchengeschwindigkeit einen gewissen stationären Wert erreicht. Des Weit-
eren führen thermische Fluktuationen der Reservoirmoden zu einer diffusiven Bewegung um
die mittlere Bewegung des Teilchens. Die Diffusionskonstante dieser Bewegung ist dann über
die Einstein Relation mit der asymptotischen Geschwindigkeit verknüpft.

Das Hauptziel der vorliegenden Abhandlung besteht darin obige Intuition mathematisch
präzise zu formulieren. In einem ersten Schritt in Kapitel 5 studieren wir die effektive Dy-
namik des Teilchens in einem Skalenlimes, dem sogenannten kinetischen Limes. Sei λ die Kop-
plungsstärke der Teilchen-Reservoir Wechselwirkung. Dann wird dieser Limes erreicht, indem
Raum und Zeit gemäss (λ−2X,λ−2T ) ∈ (Zd,R) reskaliert werden und der Limes |λ| ց 0
genommen wird. Wie sich herausstellt wird die effektive Dynamik im kinetischen Limes durch
eine lineare Boltzmann Gleichung beschrieben. In Kapitel 5 zeigen wir, dass sich Lösungen
dieser linearen Boltzmann Gleichung im Limes grosser Zeiten diffusiv verhalten.

In einem nächsten Schritt setzen wir in den Kapiteln 6 und 7 eine Störungsentwicklung
für die exakte effektive Zeitentwicklung um den kinetischen Limes an. Die Kombination der
Resultate dieser Störungsentwicklung mit den Resultaten aus Kapitel 5 führt dann in Kapitel 8
zu einer kompletten Bestätigung der heuristischen Erwartungen. Insbesondere beweisen wir,
dass in unserem Modell die Einstein Relation erfüllt ist.
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Abstract

In this thesis we consider a well-known problem of transport theory: Diffusion in open
systems. Although the original works by Einstein on Brownian motion and diffusion date
back more than one hundred years, theoretical understanding of these phenomena is still not
satisfactory. Even though the theory of dissipative open systems has been developed in many
directions in the last decades, a derivation of diffusive motion from first principles is still
missing.

In this thesis we extend a model originally proposed by De Roeck, Fröhlich and Pizzo
in [35]. We consider the effective dynamics of a quantum mechanical tracer particle hopping
on a simple cubic lattice and coupled to thermal reservoirs. The particle is driven by a constant
external force and we choose the reservoirs to be given by an array of independent, identical
quantum mechanical thermal reservoirs, i.e., we associate to each lattice site an independent
free bosonic quantum field in thermal equilibrium. The initial state of the tracer particle is
assumed to be described by a density matrix localized around the origin of the lattice. The
initial state of the coupled system consisting of the tracer particle and the reservoirs is chosen
to be the product state of the density matrix above and a quasi-free thermal state of the
reservoirs. The unitary time-evolution of the coupled system is generated by a Hamiltonian
consisting of two terms. The first term describes the free dynamics of the particle and the
reservoir modes. The second one represents the interactions between the particle and the
reservoir modes. The effective dynamics of the particle is obtained by tracing out the reservoir
degrees of freedom from the time-evolved initial state. Under certain assumptions on the
particle-reservoir interaction, it has been shown in [35], for a vanishing external force, that
the resulting effective dynamics behaves diffusively.

If the external force field is chosen to be different from zero one intuitively expects that
the interactions between reservoir modes and the tracer particle driven by the external force
lead to a velocity-dependent friction force acting on the particle that balances the external
force when the mean velocity of the tracer particle approaches a certain stationary value.
Furthermore, the effects of thermal fluctuations of the reservoir modes on the dynamics of the
particle are expected to lead to a diffusive motion around the mean position of the particle.
The diffusion constant of this motion is then linked to the asymptotic velocity of the particle
by the Einstein relation.

The main goal of this thesis is to make this intuitive picture mathematically precise. In
a first step, in chapter 5, we study the effective dynamics of the tracer particle in a scaling
limit, the so-called kinetic limit: Denoting the coupling strength between the particle and
the reservoirs by λ, this limit is reached when space and time are rescaled as λ−2X ∈ Z

d,
λ−2T ∈ R and |λ| ց 0. In the kinetic limit, the particle dynamics turn out to be described by
a linear Boltzmann evolution. In chapter 5 we prove that the solutions of the linear Boltzmann
equation behave diffusively in the long-time limit.

In a next steps, in chapters 6 and 7, we set up a perturbation theory for the ‘true’ effective
dynamics around the kinetic limit. In chapter 8, we combine the results of this pertubative
analysis with our results on the linear Boltzmann evolution, yielding a complete confirmation
of the heuristic expectations concerning the particle dynamics described above. In particular,
we prove that the Einstein relation holds in our model.
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