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1. EINLEITUNG

1.1 Zielsetzung und allgemeine Bemerkungen

Ziel dieser Arbeit ist die Darlegung theoretischer Grundlagen für die numerische

Bestimmung der statischen Tragfähigkeit von zwei- und dreidimensionalen Tragwerken

unter der Annahme eines starr-ideal-plastischen Materialverhaltens. Entscheidend bei

diesen Verfahren ist die Wahl eines geeigneten mathematischen Modells. Dieses soll

mit einem angemessenen Rechenaufwand zur Bestimmung eines brauchbaren Näherungswertes

für die Traglast führen und gleichzeitig genügende Informationen über den Spannungs¬

und Verschiebungszustand im Zeitpunkt des Kollapses liefern. Die zur elastischen

Analyse mehrdimensionaler Kontinuen öfters verwendete Methode der "finiten Elemente"

wird zur Bildung solcher starr-plastischen Modelle beigezogen. Bekanntlich eignet

sich diese Methode vorzüglich zur Aufstellung allgemeiner Computer-Programme, bei

denen nur problemabhängige Daten jeweils zu spezifizieren sind, und die somit für

alltägliche Ingenieurprobleme eingesetzt werden können.

Zur Berücksichtigung des plastischen Materialverhaltens wurden in den letzten

Jahren zahlreiche numerische Verfahren vorgeschlagen. Die meisten davon stellen

eine Erweiterung entsprechender linear-elastischer Verfahren dar, indem, bei den

höheren Belastungsstufen, nicht-lineare Spannungs-Dehnungsbeziehungen zu Grunde gelegt

werden. Besonders für Probleme des Bauingenieurwesens verlangen jedoch solche Ver¬

fahren einen oft nicht zumutbaren Rechenaufwand. Die Spezifikation der problemab¬

hängigen Daten kann dabei ebenfalls Schwierigkeiten bereiten. Auf Grund der Plastizitäts¬

theorie können hingegen Verfahren entwickelt werden, welche einen mit entsprechenden

linear-elastischen Analysen vergleichbaren Rechenaufwand erfordern. Diese führen be¬

kanntlich zur Formulierung von linearen Programmen. Weil die Annahmen der Plastizitäts¬

theorie für viele Ingenieurprobleme mit genügender Approximation erfüllt sind, ist es

durchaus denkbar, dass entsprechende voll-automatische Computer-Programme eine Reihe

praktischer Anwendungen finden können.

Ein weiterer Vorteil plastischer Berechnungsmethoden besteht darin, dass Probleme der

optimalen Bemessung auf verhältnismässig einfache Art damit behandelt werden können

(siehe z. B. Wolfensberger [19], Anderheggen fl]). Es ist nämlich möglich, die gleichen

mathematischen Modelle wie bei den entsprechenden Traglastberechnungen zu verwenden.

Die Erweiterung der in der vorliegenden Arbeit entwickelten Theorie auf Probleme der

plastischen optimalen Bemessung ist deswegen, abgesehen von rechentechnischen Schwierig¬

keiten, möglich.

Der Gedanke, finite Elemente für starr-plastische Berechnungen zu verwenden, ist schon

früher angegriffen worden (siehe z. B. die etwas skizzenhafte Darstellung von Argyris

[4] oder die Arbeit von Vollenweider [16]). Doch scheint eine zusammenfassende Dar¬

stellung der theoretischen Grundlagen zur Bildung geeigneter mathematischer Modelle,

sowie eine saubere Herleitung der wichtigen "dualen" Beziehungen zwischen der statischen

und der kinematischen Formulierung des Traglastproblems noch zu fehlen.

Was die Bildung mathematischer Modelle betrifft, hat man sich vor allem auf eine be¬

sondere Art neulich entwickelter numerischer Verfahren gestützt. Es handelt sich um

die sogenannten "gemischten" oder "zwei-Feld"-Verfahren (siehe Prager [14], Herrmann

[8], [9], Watwood und Hartz [18], Irons und Draper [10], Anderheggen [2], [3]), die



sich auf besondere Variationsprinzipien stützen (z.B. das Hellinger-Reissner Prinzip

[15], siehe auch Washizu [17]) und bei denen sowohl Verschiebungs- als auch Spannungs¬

ansätze im Inneren des Kontinuums eingeführt werden müssen. Aus entsprechenden elasti¬

schen Verfahren rührt auch der Gedanke her, Spannungsfunktionen zu verwenden (siehe

Elias [5] , Morley [13]).

Die vorliegende Arbeit soll in erster Linie als Grundlage zur Aufstellung von Computer-

Programmen dienen. Das Hauptgewicht wird deswegen nicht auf die rein theoretischen

Aspekte des Problems, sondern viel mehr auf eine möglichst klare, allgemeine und folg¬

lich zur Entwicklung von Algorithmen geeignete Darstellung der Theorie gesetzt. Vom

Leser wird eine gewisse Vertrautheit mit den Problemen der Kontinuumsmechanik, vor

allem mit der Plastizitätstheorie und mit der Methode der finiten Elemente für elas¬

tische Kontinua, sowie mit den Grundbegriffen der linearen Programmierung erwartet.

Wer aber, auf Grund der vorliegenden Arbeit, ein allgemein anwendbares Computer-Prog¬

ramm aufzustellen gedenkt, muss schon einige Kenntnisse in den Fragen der Programmie¬

rung besitzen. Die Anwendbarkeit solcher numerischer Verfahren wird nicht durch theo¬

retisch sondern durch rechentechnisch bedingte Probleme begrenzt ("Computer shapes

theory"!). Die Aufstellung wirtschaftlicher Computer-Programme ist somit ohne Zweifel

das zentrale Problem solcher Verfahren, und soll das Thema zukünftiger Arbeiten dar¬

stellen.

1.2. Index- und Matrixschreibweise

Bei den in Indexschreibweise angegebenen Beziehungen gelten die üblichen Ableitungs¬

und Summenkonventionen. Allerdings soll die Summenkonvention nur für untere Indizes

gelten. Als Beispiel sei folgender Ausdruck (vgl. Gleichung (3.36)) in vollständiger

Form angegeben (i, j s x., x~, x, wobei x.sx, x,sy, x,=z ) :

«Pin üji.j = &*[-tr +

-5r
+
^r~

^Zk \ d* dy dz

(1.1)

Matrizen werden immer in eckigen Klammern, Vektoren in geschweiften Klammern dargestellt.

Unter Vektoren versteht man Spaltenvektoren, d.h. Matrizen, die nur eine Spalte besitzen.

Skalare Grössen werden ohne Klammern dargestellt. Ein oberer Index T bedeutet "trans¬

poniert". Die Summenkonvention gilt nicht für Matrizenindizes. Es gelten sonst die üb¬

lichen Konventionen der Matrizenrechnung.

Index- und Matrixschreibweise werden abwechslungsweise verwendet. Die in Indexschreib¬

weise angegebenen Beziehungen betreffen immer dreidimensionale Kontinua in kartesische

Koordinaten und sollen vor allem zur Erklärung der physikalischen Bedeutung der entsprech¬

enden Matrizenkoeffizienten beitragen. Sie dienen somit zur Definition der Matrizen und



Vektoren, die sonst nicht definiert werden. Allgemeine Beziehungen werden hingegen

immer in Matrixschreibweise angegeben, weil diese unabhängig vom Koordinatensystem

und vom Tragwerktyp anwendbar ist. Es wird dem mit den Problemen der Kontinuumsmechanik

vertrauten Leser nicht schwer fallen, die für jeden Tragwerktyp zutreffenden Defini¬

tionen der eingeführten Matrizen und Vektoren zu finden. Ein Beispiel dafür wird im

nächsten Abschnitt gegeben.

1.3. Mathematische Problemstellung

Man betrachte ein Kontinuum mit Volumen V und Aussenfläche F = F + F.- (siehe Fig. 1).

Die in Richtung der drei kartesischen Koordinaten definierten Verschiebungen u.

(i s x, y, z) sollen auf dem Ff-Teil der Aussenfläche F verschwinden. Das Kontinuum

ist durch Massenkräfte Xg. und Oberflächenspannungen Xf^ belastet. X ist der zu be¬

stimmende "Traglastfaktor". Die Massenkräfte g. sind im Innern des Kontinuums vorge¬

schrieben, die Spannungen f. auf den F,--Teil der Aussenfläche. Die Dehnungen und die

Spannungen im Innern des Kontinuums werden mit e.. bzw. a.. bezeichnet.
lj ij

Die Verschiebungen u. und die Dehnungen e.. sind untereinander kinematisch verträglich,

wenn folgende Gleichungen erfüllt sind:

£jj =

y (ujj +
uj,, ) innerhalb V (1.2)

0 auf Fu

(1.3)

Die Spannungen a.. und die Lasten Xg. und Xf. bilden ein Gleichgewichtssystem, wenn

folgende Gleichungen erfüllt sind:

CT:-.
,

= -Xgi innerhalb V (1.4)
'J i J

an V;
-

X

f:
auf Ff d-5)

'ij "j

A
Ti

au> rf

wobei v. der cosinus des Winkels zwischen der Koordinatenrichtung j und der Aussen-

normale zur Fläche Ff ist.

Man betrachte ein Geschwindigkeitsfeld ü.. Die Leistung L der äusseren Lasten xg-

und xf• lässt sich wie folgt berechnen:

L = X JJJü\q\ dV + X JTü, fj dF (1.6)

V Ff



y;uv

Fig. 1 : Dreidimensionales Kontinuum belastet durch

Massenkräfte Xg, und Oberflächenspannungen Xfj

Man betrachte ein Dehnungsgeschwindigkeitsfeld e. ..

Die in der Plastizitätstheorie oft als Dissipationsleistung bezeichnete Leistung

der inneren Spannungen wird aus dem Ausdruck bestimmt:

D = //Aj °u
v

dV (1.7)

In Matrixschreibweise werden die Beziehungen (1.6) und (1.7) wie folgt dargestellt:

«- = x///{G}T{g}dV + x//{ü}T{f}dF
V

(1.8)

"> ¦ ftfWW <*

(1.9)



wobei die Definition der verschiedenen Vektoren aus (1.6) und (1.7) folgt (*).

Im Innern des Kontinuums sind die vom Material aufnehmbaren Spannungen durch folgende

Plastizitätsbedingung begrenzt:

f(Oij) < C (1.10)

wobei f eine material- und folglich ortsabhängige Funktion der Spannungen o.., und

c eine positive Materialkonstante sind. Während des Kollapses gelten, auf Grund der

Theorie des plastischen Potentials, folgende Beziehungen zwischen den Spannungen

o.. und den Pehnungsgeschwindigkeiten e..:

dHc-Q
da.-.

cx

cx > 0 falls

cx = 0 falls

Ho-n = c
(l.ii)

f (Ojj ) < c

wobei a ein beliebiger nicht-negativer Faktor ist.

Bekanntlich kann der Traglastfaktor X sowohl auf Grund des statischen (oder unteren)

wie auch auf Grund des kinematischen (oder oberen) Grenzwertsatzes der Plastizitäts¬

theorie ermittelt werden. Die mathematische Problemstellung lautet wie folgt:

Nach dem statischen Grenzwertsatz:

Es ist ein möglichst grosser Wert des Traglastfaktors X zu suchen. Die entsprech¬

enden Belastungen Xg. und Xf. müssen mit den Spannungen o-.. ein Gleichgewichts¬

system bilden. Zudem dürfen die Spannungen er., die Plastizitätsbedingung (1.6)

nirgends verletzen.

Nach dem kinematischen Grenzwertsatz:

Es ist ein möglichst kleiner Wert des Traglastfaktors X zu suchen. Im Kollapszu¬

stand ist die Leistung L der entsprechenden Belastungen Xg. und Xf. gleich der

inneren Dissipationsleistung D. Die zur Bestimmung von L verwendeten Verschiebungs¬

geschwindigkeiten u . und die zur Bestimmung von D verwendeten Dehnungsgeschwindig-

k'eiten e.. müssen untereinander kinematisch verträglich sein.

(*) Die Gleichungen (1.8) und (1.9) gelten für jeden Tragwerktyp. Für nur durch
Vertikallasten beanspruchten Platten nach der klassischen Kirchoff'sehen Theorie
sind z.B. die verschiedenen Vektoren wie folgt zu definieren:

M s w W * g {*} =

2K.
xyj

{-}'

m*

mv

m
(.'"xy.

¦wobei w=uz die Plattendurchbiegung, g=g die verteilten Belastung pro Flächenein¬

heit, k k und k die beiden Krümmungen und die Verwindung der Plattenmittelflache
und m 1« m die^Iomente pro Einheitsbreite der Platte darstellen.



Die in der vorliegenden Arbeit dargestellten Verfahren sind Näherungsverfahren.

Es wird nicht ein exakter Wert und auch nicht ein unterer oder ein oberer Grenzwert,

sondern lediglich ein brauchbarer und bei Verfeinerung des mathematischen Modells

konvergierender Näherungswert für den Traglastfaktor X gesucht. Gleichgewichts- und

Verträglichkeitsbedingungen werden durch eine beschränkte Anzahl linearer Gleichungen

diskret formuliert. Diese werden auf Grund der Variationsprinzipien der virtuellen

Verschiebungen und der virtuellen Spannungen hergeleitet. Die mikroskopischen Ver¬

traglichkeits- und Gleichgewichtsgleichungen (1.2), (1.3) bzw. (1.4), (1.5) können

deswegen im allgemeinen verletzt sein.



2. AUFSTELLUNG VON LINEAREN PLASTIZITAETSBEDINGUNGEN

UND BERECHNUNG DER INNEREN DISSIPATIONSLEISTUNG

2.1 Aufstellung von linearen Plastizitätsbedingungen

Im Innern des Kontinuums sind Q Punkte mit Koordinaten x
, y , z (q = 1 bis Q)

q' 'q q
vn

zu wählen. In diesen Punkten wird kontrolliert, dass die Spannungen a?. die

Plastizitätsbedingungen nicht verletzen. Eine Plastizitätsbedingung im Kontroll¬

punkt q schreibt sich wie folgt:

0 < cq - fq (ojf) C2.D

wobei cq eine Materialkonstante und f^(a?.) eine materialabhängige Funktion der

Spannungen a.- im Punkt q sind. Die Gleichung:

0 = Cq - fq (a*) (2-2)

stellt, im ct?.-Raum, eine Fliessfigur dar.

Für die numerische Behandlung des Traglastproblems mit Hilfe der linearen Pro¬

grammierung ist es notwendig, die allgemeine Plastizitätsbedingung (2.1) zu

linearisieren. Für jeden Kontrollpunkt q wird dabei eine bestimmte Anzahl H

von linearen Ungleichungen eingeführt. Diese schreiben sich in Indexschreibweise:

0 < ChQ " f,Jq CT* (h = 1 bis Hq) (2.3)

in Matrixschreibweise:

0 < chq - {fhq}T{crq} (h= 1 bis Hq) (2.4)



CT.q- •€*¦

h-te Fliessebene:

0 = chq-{fhq}T{crq}

{€"}= Z {fhq}6ch<'

•.q-9. • £9.

Fig. 2 : Schnitt durch eine linearisierte Fliessfigur im

er?.- €?,- Raum am Kontrollpunkt q.

oder:

0 < {co} - [fq]T{cT-q} (2.5)

Die Definition der Vektoren {f }, {a } und {c^}, sowie der Matrix [f^] folgt aus

(2.3) und (2.4). Die Fliessfigur wird zu einem Polyeder, welches von H Fliessebenen

0 ,hq
- f;,q = C

hq
_ {fhq}T{crq} (2.6)

begrenzt wird. Dabei stehen die {f "}-Vektoren senkrecht zu den entsprechenden

Fliessebenen und sind nach der Aussenseite des zulässigen Spannungsbereiches gerichtet.

Die Ungleichungen (2.4) sagen, dass die Projektion des Spannungsvektors {o^} auf jeden

der {fn1}-Vektoren nicht grösser als chcl/|{f q}| sein darf. Fig. 2 zeigt, dass, falls

alle diese Bedingungen erfüllt sind, der Spannungsvektor den zulässigen Bereich nicht

überschreiten kann. Im Abschnitt 2.5 wird geschildert, wie in praktischeu Fällen durch

einfache geometrische Betrachtungen lineare Plastizitätsbedingungen aufgestellt werden

können.



2.2 Berechnung der inneren Dissipationsleistung

Aus der Theorie des plastischen Potentials ergeben sich folgende Beziehungen zwischen

den Spannungen o?. und den zugehörigen Dehnungsgeschwindigkeiten e?. im Kontroll¬

punkt q :

«ä
afVj])
der"?

<xq

äq > 0 wenn 0 = cq-fq(crq, )

cx wenn 0 < cq -fq(o-qj)
(2.7)

Wird die Fliessfigur durch Fliessebenen "linearisiert", ergeben sich anstelle von

(2.7) folgende Beziehungen:

£q- -- y fhq ähq
n

dhq > 0 wenn 0 = chq - ff? ofl

cxhq = 0 wenn 0 < chq - f ff er?

(2.8)

oder, in Matrixschreibweise:

{<Tq} = I{fhq}c<hq=[fq]{äq}

'cxhq > 0 wenn 0= chq -{fhq}T{<rq}

ähq=0 wenn 0< chq-{fhq}T{cxt'}
(2.9)

Zur Bestimmung der inneren Dissipationsleistung wird jedem der Q Kontrollpunkte ein

Volumenelement AV zugeordnet. Innerhalb AV sollen überall dieselben Plastizitäts-
q q

bedingungen und folglich dieselben Spannungs-Dehnungsbeziehungen gelten. Die Dissi¬

pationsleistung D eines solchen Volumenelementes berechnet sich dann wie folgt:

Dq -JII^ ^j dV
- ///{^MdV

AVn AVn (2.10)

Durch Verwendung von (2.9) erhält man:

D« = I III «hq (fhq}T M dV (2.11)

AVq
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Weil, auf Grund von (2.9), an den Stellen, wo i q
? 0 ist, {f q} {oq} = c

q
sein muss,

und weil an den Stellen, wo {f q} {aq} ^ c
q

ist, d ^ = 0 sein muss, kann das Integral

(2.11) wie folgt umgeformt werden:

Dp
~ I chq /// ähq dV

(2.12)
h

AVa

Führt man die neuen Variablen g
q

ein:

/3hQS ///ähqdV > 0 (2.13)

AVq

erhält man:

Dq * I Chq £hq = {cq}T{/3q} (2.14)

Die Dissipationsleistung D des gesamten Tragwerkes erhält man durch Summation über

alle Volumenelemente:

= IQ Dq - Iq {cq}T{/3q} (2.15)

Es sei zum Schluss noch erwähnt, dass die eben eingeführten Volumenelemente nichts

mit "finiten Elemente" zu tun haben. Der Begriff der finiten Elemente wird erst im

Zusammenhang mit Verschiebungs- und Spannungsansätzen eingeführt.

2.3 Anderer Weg zur Aufstellung linearer Plastizitätsbedingungen

In diesem Abschnitt wird ein anderes, jedoch zu dem früheren völlig äquivalentes Ver¬

fahren zur Aufstellung linearer Plastizitätsbedingungen entwickelt. Fig. 3 zeigt

eine ähnliche Fliessfigur wie Fig. 2. Es werden die Vektoren {e v und {e v eingeführt.

Die {e M} (r = 1 bis R ) sind "Eckpunktvektoren"; sie verbinden den Spannungsnullpunkt

mit den Ecken der linearisierten Fliessfigur. Die {e H} (s = 1 bis S ) sind "Richtungs¬

vektoren"; sie zeigen die Richtungen, in welchen die Spannungen unbeschränkt wachsen

können (ein hydrostatischer Druck entspricht zum Beispiel in der Regel einer solchen

Richtung). Richtungsvektoren gibt es nur, wenn die Fliessfigur nicht geschlossen ist.
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\—*¦ o-H-: €q.
I

¦ J * ¦ J

Fig. 3 : Eckpunkt-und Richtungsvektoren bei einer linearisierten

Fliessfigur im o-fl - €qj
- Raum.

Q TG ~ SQ
Der Spannungsvektor {o} kann als Funktion der {e ^}- und der {e M}-Vektoren dar¬

gestellt werden:

M -I {?! Arq + I {esq} Msq = [eq]{Aq}4eq]{/Iq} (2.16)

in Indexschreibweise:

°ij = 1^? Arq +Iefq/Zsq (2.17)

,A, rq nsqwobei die
)1

H und die TL H
Spannungsparameter sind. Man kann dann zeigen, dass die

Plastizitätsbedingungen nicht verletzt werden können, und dass der Spannungsvektor

jeden Punkt innerhalb der Fliessfigur erreichen kann, wenn folgende einfache Ungleich¬

ungen erfüllt sind:



12

fjJq > 0 ( r = 1 bis Rq )

/Isq > 0 (s = 1 bis Sq ) (2.18)

ZArq^ 1

Diese Ungleichungen sind folglich den Ungleichungen (2.4) völlig äquivalent. Ein

solches Vorgehen wird bei dem sogenannten "Dekompositionsverfahren" zur Lösung

von linearen Programmen verwendet, deren Koeffizentenraatrix eine geeignete Struktur

aufweist (siehe [7], [8]). Die Parametertransformationen (2.16) und die Ungleich¬

ungen (2.18) werden deswegen zur Lösung von Traglastproblemen, die sich nach dem

Dekompositionsverfahren behandeln lassen, Anwendung finden (siehe Kap. 4).

r ci — so
Der Algorithmus zur Bestimmung der {e ^}- und {e M}-Vektoren ausgehend von den

{c^}- und {f ^}-Vektoren würde dem Algorithmus zur Bestimmung von zulässigen Basis-

rq

lösungen in einem linearen Programm entsprechen. Allerdings können die (e H}-

und die {e ^-Vektoren aus einfachen geometrischen Ueberlegungen bestimmt werden.

Abschnitt 2.5 gibt einige Beispiele dafür.

2.4 Entsprechende Berechnung der Dissipationsleistung

Wird im e?.. -Raum die Richtung eines Dehnungsvektors angegeben, ist der zugehörige

Spannungszustand auf Grund der Theorie des plastischen Potentials bestimmt. Der

Spannungsvektor {o^} muss nämlich einer Ecke der Fliessfigur entsprechen, und zwar

derjenigen, deren Aussenwinkel y (siehe Fig. 3) die Richtung von {e"} einschliesst.

Zur Bestimmung dieser Ecke, d.h. zur Bestimmung des dem Spannungsvektor {a^} ent¬

sprechenden Eckpunktvektors {e q-} gilt folgende Bedingung:

{°"q} = {^rq } für {erq}T{eq}= Maximum (2.19)

(2.19) sagt aus, dass der Spannungsvektor {a"} demjenigen Eckpunktvektor {e "} ent¬

sprechen muss, dessen Projektion auf {e^} am grössten ist. Der Spannungsvektor ist

nur dann unbestimmt, wenn der Vektor il") gerade senkrecht zu einer Fliessebene steht.

Das hat aber für die Leistungsberechnung keine Folgen.

Die Dissipationsleistung D eines Volumenelementes q berechnet sich dann folgender-

massen:

Dq = jJ/Vq}T{eq} dV = J^Maximum ({erq}T{eq}) dV > 0 (2.20)

AVn
.

AVq
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Wird angenommen, dass innerhalb AV der Spannungsvektor (aq> überall derselben Ecke

{erq-} der Fliessfigur entspricht, enthält man:

Dq = Maximum ({erq}Tj[jjf{eq} dv) = Maximum (ßqr) > 0 (2.2l)
'

AVq
r

wobei:

AVq (2.22)

Auf Grund von (2.21) ergeben sich folgende Ungleichungen:

0 < -

Dq + Dq (für r -1 bis Rq )
(2.23)

Bis jetzt wurde der Dehnungsgeschwindigkeitsvektor {e^-} keiner Bedingung unterworfen.

Fig. 3 zeigt aber, dass die Projektion von {e^} auf jedem der Richtungsvektoren (e "}

keinen positiven Wert annehmen darf. Wäre dies nämlich der Fall, würde der entsprechende

Spannungsvektor {a4} unendlich gross. Zum Beispiel darf für die Materialien, die einen

unendlich grossen hydrostatischen Druck ohne zu fliessen aufnehmen können,keine plastische

Volumenverminderung entstehen. Diese Bedingungen schreiben sich wie folgt:

0> {esq }T{«q} (für s=1 bis Sq ) (2.24)

Durch Integration über AV erhält man, den Ungleichungen (2.23) entsprechend:

0 < -

Dq (für s=1 bis Sq )
(2.25)

wobei:

Dsq s {esq}T Jff {eq} dV (2-26)

AVq

Die Ungleichungssysteme (2.23) und (2.25) werden zur Bildung der linearen Programme

von Abschnitt 4.2 verwendet.
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2.5 Beispiele

Die Figuren 4 bis 7 zeigen einige linearisierte Fliessfiguren für Scheiben und Platten.

Die zu den Fliessebenen senkrecht stehenden Vektoren {f "} (bezeichnet mit den Nummern

1, 2, 3, ...), sowie die Eckpunktvektoren {erq-} (Nummern 1, 2, 3, ...) und die Richtungs¬

vektoren {e ^} (Nummern 1, 2, 3, ...) sind durch Pfeile dargestellt. Die Komponenten

dieser Vektoren bilden jeweils die Kolonnen der Matrizen [f"] , [e^] oder [e^-] . Diese

Matrizen können, zusammen mit dem Vektor {c^}, zur Aufstellung von linearen Plastizi¬

tätsbedingungen nach (2.5) oder (2.16), (2.18) verwendet werden.

Für Scheiben werden die linearisierten Fliessfiguren im (a = o
6 ^

x xx

Raum dargestellt. Der entsprechende Spannungsvektor ist wie folgt definiert

CT = CT ,

y yy
T

= CT ) -
xy'

{aq } =

crxq

wy (2.27)

3x1

Für Platten werden die Fliessfiguren im (m , m ,
m )-Raum dargestellt wobei m ,

m
x y xy x y

und m die wie üblich definierten Momente pro Einheitsbreite der Platte sind. Der
xy

r

Spannungsvektor ist wie folgt definiert:

!ai\ =} ¦

rnqx

mq

m
xy

(2.28)

3x1

2.5.1. Ebener Spannungszustand, Fliesshypothese von Tresca (Fig. 4)

Die Fliesshypothese von Tresca besagt, dass plastisches Fliessen eintreten muss,

wenn die maximale Schubspannung einen bestimmten Grenzwert t
= c erreicht. Für

r °
max

= x =0) ist die entsprechende Fliessfigur ein
yz

elliptischer Zylinder, welcher von zwei Kegeln begrenzt ist. Der elliptische

Zylinder hat die Gleichung:

ebene Spannungszustände {? ¦ t

cry ) + 4r' = 4 c' (2.29)

seine Achse entspricht der Geraden o
=

o , t
= 0. Die beiden Kegel haben die Gleich-

x y

ungen :

(crx - <ry)2 + 4t2 = [4c±(ax +ay)]' (2.30)
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1-1-11 1-1-110 0 0 0

¦11 1-10 0 0 0 1 1-1-1

2 2-2-21 1-1-1 1-1-1 1

1
2

J3x12

cccccc cc
vT

C C C C/>

2 0-202-21 1-1-1

0 2 0-22-21 1-1-1

0 0 0 0 0 0 1-1 1-1

•c

3x10

Fig. 4: Ebener Spannungszustand. Fliesshypothese von Tresca rmax
= c

1 0-1-10

-1 0 1 10

2/7? 2 2/JT-2/JT-2

c c c c

m

2 1-1-2-1 1
'

-2-1 1 2 1-1

o ss jt o vr -yr

-lijr
J3x6

>T

_C_
'2

3x6

[eq]

1 -1

1 -1

_

0 0
_

3x2

Fig. 5 : Ebener Dehnungszustand. Fliesshypothese von Tresca oder von

v.Mises :(crx -a-y)2+4T2=4c2 = 4r2QX
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ihre Spitzen liegen bei 0=0= ±2c, t = 0. Die Fliessfigur wird durch 12 Fliess-
x y

ebenen approximiert. Damit ergeben sich 10 Eckpunktvektoren und keine Richtungsvektoren,

da die Fliessfigur geschlossen ist.

2.5.2. Ebener Dehnungszustand: Fliesshypothese von Tresca oder von v. Mises (Fig. 5)

Die Fliesshypothesen von Tresca und von v. Mises sind im Fall eines ebenen Dehnungszu¬

standes (ezz
=

ezx
= e = 0; oz

=

(o^ + ct )/2; 12x
=

- = 0.) identisch. Die Fliess¬

figur ist ein elliptischer Zylinder mit der Gleichung:

(c^-o-)2 + 4T2 - 4c2 (2-31)

Fig. 5 zeigt, wie diese Fliessfigur durch 6 Fliessebenen approximiert werden kann.

Es ergeben sich 6 Eckpunktvektoren (obwohl die Fliessfigur eigentlich keine "Ecke" hat)

und 2 Richtungsvektoren, welche den Richtungen eines hydrostatischen Zuges bzw. Druckes

entsprechen.

2.5.3. Ebener Dehnungszustand: Fliesshypothese von Mohr (Fig. 6)

Die Fliessfigur von Mohr ist ein elliptischer Kegel mit der Gleichung:

(crx-cry) + 4r2 = [2c cos<p+ (o-x+ cry) sin<p] (2.32)

wobei c der Kohäsionskoeffizent und <p der Winkel der inneren Reibung sind. Fig. 6

zeigt den Grundriss dieses Kegels in der a -0 -Ebene, sowie einen Schnitt durch die
x y

Ebene o +ct =0. Die Fliessfigur wird durch 6 Fliessebenen approximiert. Es ergeben
X ^

-la
sich damit 6 Richtungsvektoren und nur ein Eckpunktsvektor {e H}, welcher den Spannungs¬

nullpunkt mit der Spitze des Kegels verbindet.

2.5.4. Stahlbetonplatten: Fliesshypothese von Wolfensberger (Fig. 7)

Für Stahlbetonplatten schlägt Wolfensberger [19J die in Fig. 7 dargestellte Fliess¬

figur vor. Dabei stellen P und N den positiven und den negativen Fliessmoment in

x-Richtung dar. P und N sind die entsprechenden Fliessmomente in y-Richtung. Bei der

Fliessfigur von Fig. 7 wird noch angenommen, dass (P +N)<(P +N) ist, und dass
xx y y

die Armierung nur in x- und y-Richtung verlegt wird (orthogonale Armierung).
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1 '

/ Schnitt A-A

Abkürzungen: s = sin tp s : 1/sin <p

1-s -s -1-s -1-s -s 1-s

-1-s -s 1-s 1-s -s -1-s

2/73 4/73 2/73 -2/73-4/73-2/73

1

cos<p

J3x6

{cq} = < 2c 2c 2c 2c 2c 2c >T

1*1 s+.5 s-.5 s-1 s-.5 s+.5

s-1 s-.5 s+.5 s+1 s+.5 s-.5

0 73/2 73/2 0 "73/2 -73/2
3x6

Fig.6: Ebener Dehnungszustand: Fliesshypothese von Mohr

(crx-cry) +4t2= [2c coscp + (crx+cry) sin cp]

Abkürzungen :
,_ Px+Nx
b"

2 2

'

Px Nx Nx Px D D D D

py py Ny Ny Py-D Py-D D-Ny D-Ny

0 0 0 o s -s -s S

"

0 OOO 1-1-1 1
"

[fq] = 1 1 -1 -1 OOOO

1
_

1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
.

{cq} = (^ Py Ny Ny Px Nx Nx Px)

3x8

3x8

• m
xy

Fig. 7: Stahlbetonplatten mit orthogonaler Armierung. Fliesshypothese

von Wolfensberger
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3. STARR-PLASTISCHE TRAGLASTBESTIMMUNG

3.1 Verschiebungs- und Spannungsansätze

Die numerische Lösung des Traglastproblems erfordert die Einführung von Ansätzen

für die Verschiebungen u. und für die Spannungen a• .= im Innern des Kontinuums. Für

die Verschiebungen u. sollen folgende Beziehungen gelten:

iij(x,y,z) = <£im(x,y,z) Wm (3.1)

wobei die W (m = 1 bis M) Verschiebungsparameter und die <!>. Ansatzfunktionen sind.

Diese müssen, entsprechend (1.3), der Bedingung genügen:

u,
= *im =0 in Fu (3.2)

Für die Spannungen ct.. sollen folgende Beziehungen gelten:

CT,, (x.y.z ) = %}n (x.y.z) Sn (3.3)

wobei die S (n = i bis N) Spannungsparameter und die^.. Ansatzfunktionen sind.

Aus Gleichgewichtsgründen muss ¥. .
= ¥• • sein.

6 &

ljn jin

Zur Bildung der Verschiebungs- und Spannungsansätze wird das Kontinuum in E "finite

Elemente"mit

Voll

Elementes e gilt:

Elemente"mit

Volumen V und Oberfläche F (e = 1 bis E) unterteilt. Innerhalb eines
e e

u, (x,y, z ) = cpfk (x,y,z) w£ (3.4)

Ojj (x,y,z) = \|/fjL (x.y.z) sf

(3.5)

Die <p., (k = 1 bis K ) und die \l/ . .. (1 = 1 bis L ) sind lokale Verschiebungs-
ik e iji e

und Spannungsansätze, für die in der Regel einfache analytische Funktionen verwendet

werden. Die w, und die Si sind lokale Verschiebungs- und Spannungsparameter, die

mit den globalen W - und S -Parametern durch folgende topologische Beziehungen ver¬

knüpft sind:

wek = aekm Wm (3-6)
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Sf - b?n Sn (3.7)

In Matrixschreibweise:

{**} = fc*] (Wl (3-8)

M ' MW

wobei die a. - und b. -Koeffizienten der topologischen Matrizen [a ] und [be]

folgendermassen definiert sind:

a®m = 1 falls wf; = Wm sonst a£m = 0 (3.10)

b*n = 1 falls s* = Sn sonst beln = 0
(3<11)

Für die globalen Ansatzfunktionen $. und ¥. . folgt somit:
°

im ljn

*im =

akm <p!m innerhalb Ve (3.12)

*ijn = beLm v|/fjL innerhalb Ve
(313)

3.2 Traglastbestimmung nach dem statischen Grenzwertsatz (X—*- Maximum)

Die S -Parameter, welche den Spannungszustand in jedem Punkt des Kontinuums defi¬

nieren, müssen auf Grund des statischen Grenzwertsatzes der Plastizitätstheorie

sowohl Gleichgewichtsbedingungen als auch Plastizitätsbedingungen erfüllen. Die

ersten werden in Form von Gleichungen, die zweiten in Form von Ungleichungen for¬

muliert.

Die Gleichgewichtsgleichungen werden aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen
hergeleitet.Die

virl

entsprechend (1.3) :

hergeleitet.Die

virtuellen Verschiebungen werden mit ut (*) bezeichnet, wobei,

u* = 0 auf Fu (3-14)

(*) Alle mit einem Stern versehenen Grössen sind virtuelle Grössen.
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Die zugehörigen, d.h. die aus den Verschiebungen u? hergeleiteten virtuellen Dehnungen

e*. erhält man nach (1.2) aus der Beziehung:

€ij
"

T Ki + ui.i} (3.15)

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen besagt, dass die Spannungen ct.. und die Be¬

lastungen Xg. und Xf. (siehe Abschnitt 1.3) ein Gleichgewichtssystem bilden, wenn für

jede mögliche Variation der virtuellen Verschiebungen u* folgende Gleichung erfüllt ist:

III<\ <>ij dV " III^ x 9i dV - IIu* Xf dF = °

V V

(3.16)

oder aus (3.15):

fffitfi + u*.i) °ijdV ~x UL^ g'dV +Ü"u*fi dFl = °

V V Ff

(3.17)

Durch partielle Integration und durch die Anwendung des Gauss'sehen Divergenztheorems

kann man die Gleichung (3.17) auch in folgender Form schreiben:

IIU°\uidv +ff-?°\iv\dF-x Uli** dv+jJu

VF« V Ff

¦T Qi dv+lKf, dF (3.18)

wobei die \>. in Abschnitt 1.3 definiert sind.
J

Zur Herleitung von Gleichgewichtsgleichungen wird die Variationsgleichung (3.17)

oder (3.18) diskretisiert, indem nur eine endliche Anzahl M von virtuellen Verschie¬

bungsparametern W* (m = 1 bis M) variiert wird. Durch Verwendung der Verschiebungs¬

ansätze:

*
<J>im W

im ,vm (3.19)

sowie der Spannungsansätze (3.3) erhält man anstelle von (3.17)

w: [Ü/T($im,j +*jm,i) *ün dV

V

[ÜT*im gi dv + II^ fj dF] x)
V Ff

= 0 (3.20)
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Weil die W*-Parameter unabhängig variiert werden können, erhält man für die Spannungs¬

parameter S. bis S., und für den Traglastfaktor X folgendes Gleichungssystem:

Gmn Sn - Pm X = 0 (für m = 1 bis M ) (3.21)

In Matrixschreibweise:

[g]{s}- {P}\ =0 (3.22)

wobei :

Gmn Sj2/T(*im,j + *jm,i ) *ijn dV (3.23)

V

oder, aus (3.18) :

Gmn ~ ~IH ^ *ijn,j dV + H *im *ijn V] dF (3.24)

V

Pm s IIj'*.m 9, dV + ffn>m f, dF

V Ff
(3.25)

Ein Koeffizient G stellt die Arbeit der Spannungen infolge S = 1 für die Dehnungen

infolge W* = 1 dar. Ein Koeffizient P stellt die Arbeit der äusseren Lasten für die
m m

Verschiebungen infolge W* = 1 dar. Die Matrix [G] wird als Gleichgewichtsmatrix, der

Vektor {P} als Lastvektor bezeichnet.

Die Spannungsparameter S. bis SN müssen auch Plastizitätsbedingungen erfüllen. Diese

werden in den Q Kontrollpunkten mit Koordinaten x , y , z (q = 1 bis Q) durch lineare

Ungleichungen formuliert (siehe Abschnitt 2.1). Am Kontrollpunkt q ist :

*nn (xq >Vq >zq) Sn = *iin Sn (3.26)
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In Matrixschreibweise:

{er"} = [*«] {S} (3.27)

Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in (2.3) erhält man folgende Ungleichungen:

0 < chq - fjq ¥jn Sn (für h = 1 bis Hq) (3.28)

In Matrixschreibweise:

0 <_ {c<} - [f<]T M {s} (3.29)

Werden solche Ungleichungen in jedem der Q Kontrollpunkte formuliert, erhält man

das lineare Programm:

X » Maximum

0 = -{P}X + [G]{S}

0 < {cq} - [fq]T[^q] {S} (q = 1 bis Q)

(3.30)

Fig. 8 zeigt die Tableaudarstellung von (3.30),
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1 X {s}

X = 1

0 =

0 =

ö =

¦{p} [G]

0 <

{c1} -MV]

•

•

0< W -mT [*q]

•

•

•

0 <

{c°}

M

V1
1

k

Hq

Maximum

Fig 8: Tableau zum linearen Programm (3.30)

M Hi

i£_

1 {w} {j9*} {0*1 . . . . m

X = [cf ¦ • ¦ •! ht ;•••¦! {cv
0 = 1 -{P}T I

] . 1

0 =

•

1

i
1

0 =

•

[G]T -mVi -MV] — -mV]

•

0 =

f»-Hn *•

Minimum

N

Fig.9 : Tableau zum linearen Programm (3.53)
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3.3 Zur Bestimmung der globalen Gleichgewichtsmatrix [g] und des globalen

Lastvektors {p}

Durch Anwendung von (3.12) und (3.13) erhält man für die G -Koeffizienten der

Gleichgewichtsmatrix [gJ

?IÜT(,Vj + «W *.]" dV =

Ve

l°L [jQT*<tfl«.j +9%,,) Kl dV

Ve

'In

(3.31)

Für die P -Koeffizienten
m

Pm = ? a"tan [ HI<& 9. dV + ffepl f, dF

Vp

z e e

akm Pk
(3.32)

In Matrixschreibweise

[g] . I K]T U>] [.-] (3.33)

{p} - ? [°T {pel (3.34)

wobei die gf. -Koeffizienten der "lokalen Gleichgewichtsmatrizen" [ge] wie folgtskl

definiert sind

S'kl s III 2^, + 9>;h,) KjL dV (3.35)

oder, entsprechend (3.24) :

9kl
s -Iü?l <Kji,j dV + II9\ *V ", dF (3.36)

Ve Fe
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Für die pe-Koeffizienten der "lokalen Lastvektoren" (p } gilt folgende Definition :

k

Pk
8

s HI 9iK °i dV + If 9ik fi dF (3-37)

Ve Fe

Ein Koeffizient g,. stellt die Arbeit der Spannungen infolge s. = 1 für die Dehnungen

infolge w, = 1 am Element e dar. Ein Koeffizient pf stellt die Arbeit der Lasten g.

und f. für die Verschiebungen infolge wf = 1 dar. Die in (3.35), (3.36) und (3.37)
1

e
beschriebenen Integrationen werden in der Regel analytisch ausgeführt, da für cp..

und <|/-ii meistens einfache Funktionen gewählt werden.

Die Gleichungen (3.33) und (3.34) zeigen, wie aus den lokalen [g J-Matrizen und den

lokalen (pe}-Vektoren die globale Gleichgewichtsmatrix [g] und der globale Lastvektor

(P) gebildet werden. In den beiden Fällen ist eine Summation über alle finiten Elemente

notwendig, ähnlich wie bei der Bildung der globalen Steifigkeitsmatrix und des glo¬

balen Lastvektors (*) für elastische Tragwerke. Dabei bedeuten die Vor- und Nachmulti¬

plikationen mit den topologischen Matrizen [ae] und [b ] nichts anderes als eine Um-

numerierung der Verschiebungs- und Spannungsvariablen. Alle diese Operationen eignen

sich vorzüglich für automatisierte elektronische Berechnungen.

Die Erfüllung von Randbedingungen ist, wie üblich bei den Verfahren der finiten Ele¬

mente, in der Regel sehr einfach, da die Verschiebungs- und Spannungsparameter meistens

selber Randgrössen entsprechen. In Abschnitt 6.4 wird auf dieses Problem näher einge¬

gangen.

3.4 Zur Wahl der Verschiebungs- und Spannungsansätze

Das zentrale Problem bei der Bildung von mathematischen Modellen anhand von finiten

Elementen besteht aus der Wahl der Elementform, der Ansatzfunktionen innerhalb jedes

Elementes und des Typs der Verschiebungs- und Spannungsparameter. In Kapitel 6 werden

diese Probleme spezifisch für Scheiben und Platten behandelt, hier beschränkt man sich

auf folgende drei allgemeine Bemerkungen.

1. Die Spannungsansätze sollen eine einfache Kontrolle der Plastizitätsbedingungen

in jedem Punkt des Tragwerkes ermöglichen. Bei elementweise konstanten oder line¬

aren Spannungsansätzen ist keine Verletzung der Plastizitätsbedingungen zwischen

den Kontrollpunkten zu befürchten. Bei nichtlinearen Spannungsansätzen müssen hin¬

gegen, selbst bei einer grossen Anzahl von Kontrollpunkten, lokale Verletzungen

der Plastizitätsbedingungen in Kauf genommen werden.

2. Für die N Spannungsparameter S. bis S„ ergeben sich M linear unabhängige Gleich¬

gewichtsgleichungen, eine für jeden der virtuellen Verschiebungsparameter W* bis

W* . Damit aber eine sinnvolle Traglast bestimmt werden kann, muss der Spannungs-

(*) Die Definitionen (3.25) und (3.37) der Lastkoeffizienten P und pf stimmen übri¬

gens mit den entsprechenden Definitionen bei dem Verfahren der finiten Elemente

für elastische'Tragwerke vollkommen überein.
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zustand eine genügende "Freiheit" besitzen, N muss folglich wesentlich grösser

als M sein. Für M = N, also für statisch bestimmte Modelle, ist der Spannungs¬

zustand von den Gleichgewichtsgleichungen allein bestimmt, die Traglast ist tri¬

vial. Für N < M existiert keine Lösung. Andererseits darf N im Vergleich zu M

nicht zu gross sein, da sonst grobe Verletzungen des Gleichgewichtes und folglich

eine zu hohe Traglast zu erwarten sind. Die Spannungs- und Verschiebungsansätze

müssen deswegen aufeinander abgestimmt werden.

Es sei ein Kontinuum gegeben, dessen Spannungszustand von N unabhängigen Funktionen

bestimmt wird (für dreidimensionale Spannungszustände ist N = 6, für Scheiben und

Platten nach der Kirchhoff'sehen Theorie ist N = 3). Im Innern des Kontinuums er¬

gibt sich für jede der M unabhängigen Verschiebungskomponenten eine Gleichgewichts¬

gleichung (für dreidimensionale Spannungszustände ist M = 3, für Scheiben ist M

= 2, für Platten ist M = 1). Es ist zu erwarten, dass bei einem diskreten Modell,

unter Ausschluss von Randeinflüssen (also für eine in allen Richtungen unendlich

ausgedehnte Masche von Elementen) das optimale Verhältnis N/M gleich dem Verhältnis

N/M des entsprechenden Kontinuums ist.

Es stellt sich die Frage der Integrierbarkeit des Ausdruckes (3.23) oder (3.24),

besonders in Hinsicht auf die Diskontinuitäten, die an den Trennflächen der Ele¬

mente vorkommen können. Es zeigt sich, dass es durch entsprechende Grenzübergänge

möglich ist, die Integrale (3.23) oder (3.24) auszuwerten, sowohl wenn Diskontinui¬

täten im Verschiebungsfeld (die an den Diskontinuitätsflächen unendlich grosse

Dehnungen zur Folge haben) wie auch im Spannungsfeld (die gleichgewichtsverletzenden

Flächenlasten entsprechen) vorkommen. Nur dürfen an der gleichen Stelle der Dis¬

kontinuitätsfläche eine Verschiebung u. und die im Arbeitsintegral damit gekoppelte

Spannung ct.. nicht gleichzeitig Diskontinuitäten aufweisen. Als Beispiel wird eine

Stelle der Diskontinuitätsfläche betrachtet, die senkrecht zur x-Achse steht. Falls

hier eine Verschiebung u. (i =

x, y, z) diskontinuierlich verläuft, darf die zuge¬

hörige Spannung ct . keine Diskontinuität aufweisen und umgekehrt. Diese Bedingungen

sind leichter zu erfüllen, als wenn man mit kinematisch zulässigen Verschiebungs¬

feldern oder mit Gleichgewichtszuständen operieren müsste. Dieselbe Art von Bedin¬

gungen ergibt sich auch für elastische Tragwerke, wenn Variationsprinzipien verwen¬

det werden, die sowohl Verschiebungs- wie Spannungsansätze verlangen. Man spricht

dann von gemischten oder von zwei-Feld-Verfahren (siehe Prager [14], Herrmann [8] ,

[9], Anderheggen [2], [3]).
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3.5 Traglastbestimmung nach dem kinematischen Grenzwertsatz (X -*• Minimum)

Im Kollapszustand beschreiben die zeitlichen Ableitungen W.. bis WM der Verschiebungs¬

parameter den Kollapsmechanismus. Dabei lässt sich die Leistung L der äusseren Lasten

Xg. und Xf. wie folgt berechnen:
6i 1

6

L
- JJJ ü, Xg, dV + jfjfii, Xf, dF =

V Ff

= XUII *™ 9, dV + JJ 3>irn f, dF ] Wm (3.38)

V F,

Aus der Definition (3.25) der P -Koeffizienten folgt:

L = X P„, Wm = X {P}T{W} (3-39)

Die innere Dissipationsleistung D erhält man, entsprechend (2.15), aus einer Summe über

alle Volumenelemente AV :

D = ZLVlIch«'fr/&hq dV=ZZchq^hq=I{cq}T{/3q} (3.40)

Weil die absolute Grösse der Verschiebungsgeschwindigkeiten irrelevant ist, kann

man folgende Bedingungen stellen :

Pm Wm = {P}T{W} = 1 (3.41)

Im Kollapszustand ist L = D, für X folgt somit :

L = X{P}T {W} = X =D=I{c"}T{/3^-*M.n.mum
(3'42)

Zur Gewährleistung der kinematischen Verträglichkeit zwischen den Verformungsge¬

schwindigkeiten ü., wobei aus (3.1) :

Ü; = *im Wm (3.43)

gilt, und den Dehnungsgeschwindigkeiten e?. am Volumenelement AV
,
die aus der

Beziehung:
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fcij I f?,q «hq (3.44)

bestimmt werden (siehe Abschnitt 2.2), verwendet man das Prinzip der virtuellen

Spannungen.

Die virtuellen Spannungen im Innnern des Kontinuums werden mit o*. bezeichnet,

g? und f? sind die zugehörigen Massenkräfte und Oberflächenspannungen. Die virtuellen

Lasten g* und f* bilden zusammen mit den Spannungen er*, ein Gleichgewichtssystem.

Entsprechend (1.4) und (1.5) gelten somit die Beziehungen :

gt = - a,*, (3-45)

f. = °i? ",
(3.46)

Das Prinzip der virtuellen Spannungen besagt, dass die Verformungsgeschwindigkeiten

ü mit den Dehnungsgeschwindigkeiten e?. kinematisch verträglich sind, wenn für jede

Variation der virtuellen Spannungen o*. folgende Gleichung erfüllt ist :

-}IIh: eu M-ffftf-t dV-jfjfjTf* ü| dF = 0
(3.47)

AVq V Ff

oder aus (3.45) und (3.46) :

iJJJa* e< dV+jQfjfo, ü, dV-jQTo-; V, ü, dF = 0

q

AVq V

(3.48)

Zur Herleitung von kinematischen Verträglichkeitsgleichungen wird die Variations¬

gleichung (3.48) diskretisiert, indem nur eine finite Anzahl N von virtuellen Spannungs¬

parametern S* bis S* eingeführt wird. Aus (3.44) und durch Verwendung der Spannungs¬

und Verschiebungsansätze (3.1) und (3.3) erhält man :

AVq

-[-fff%'4<^W+If*\.-V.j*im dF Wm = 0
(3.49)
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Zur Auswertung der ersten Volumenintegrale wird angenommen, dass die Spannungswerte am

Kontrollpunkt q einen für das ganze Volumenelement AV geltenden Mittelwert darstellen.

Die Funktionen ¥. . können somit aus dem Integral herausgenommen werden :

III^ ? f!q ^ dV = *3n l fff/Z/^dV
AVq

h h -¦

AVn

hq Ahq

h
(3.50)

wobei die ö "-Werte in (2.13) definiert sind. Die Definition der ¥ 7,.^-Koeffizienten

folgt aus der Gleichung (3.26).
ljn

Aus (3.49) erhält man unter Verwendung der Definition (3.24) das Gleichungssystem:

K IC ß
hq ^hq
] Gmn Wm 0 (für n= 1 bisN) (3.51)

In Matrixschreibweise:

y r*q]T [fq] {/§q} - [G]T {w} = o (3.52)

Diese Gleichungen stellen kinematische Verträglichkeitsbedingungen dar. Sie ver¬

knüpfen die W -Parameter, aus denen die Leistung der äusseren Lasten bestimmt wird,

mit den ä ^-Variablen, die als verallgemeinerte Dehnungsgeschwindigkeiten zur Aus¬

wertung der inneren Dissipationsleistung verwendet werden. Aus (3.42), (3.41) und

(3.52) erhält man somit das lineare Programm :

Minimum

0

0

x - I {cq}T {?} -

= 1 - {p}t{w}

= [G]T{W} -Z[^]T[fq](^}

{/3q} > 0 (q = 1 bis 0)

(3.53)

Fig. 9 zeigt die Tableaudarstellung von (3.53).
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3.6 Dualität der beiden Verfahren

Aus den Tableaux der Figuren 8 und 9 ist sofort ersichtlich, dass die linearen Pro¬

gramme (3.30) und (3.53) zueinander dual sind. Wird also ein bestimmtes mathematisches

Modell gewählt, führen die statische und die kinematische Formulierung des Traglast¬

problems zu völlig äquivalenten linearen Programmen und zum gleichen Traglastfaktor X.

Aus der Lösung eines linearen Programms ergibt sich automatisch die Lösung des ande¬

ren. Alle Informationen über den Spannungszustand beim Erreichen der Traglast (defi¬

niert durch die S -Parameter) sowie über den Kollapsmechanismus (definiert durch die

W -Parameter) erhält man gleichzeitig.

Ob der Traglastfaktor einen unteren oder einen oberen Grenzwert darstellt, kann nur

in Ausnahmefällen beurteilt werden, nämlich dann, wenn alle Bedingungen des statischen

oder kinematischen Grenzwertsatzes der Plastizitätstheorie streng erfüllt sind. In

Kapitel 6 sind zwei solche Fälle angeführt, einer für Scheiben (oberer Grenzwert)

und einer für Platten (unterer Grenzwert).
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4. STARR-PLASTISCHE TRAGLASTBESTIMMUNG NACH DEM DEKOMPOSITIONSVERFAHREN

4.1 Einleitung

Zur Formulierung des starr-plastischen Traglastproblems in Form eines linearen

Programms besteht in gewissen Fällen die Möglichkeit, einem anderen Weg zu folgen.

Bei diesem Verfahren, das dem sogenannten "Dekompositionsverfahren" entspricht (siehe

[7], [11], [12]), werden die in den Abschnitten 2.3 und 2.4 hergeleiteten Beziehungen

verwendet.

Bekanntlich ist das Dekompositionsverfahren nur dann anwendbar, wennn die Koeffi¬

zientenmatrix des zu lösenden linearen Programms eine dazu geeignete Struktur aufweist.

Beim starr-plastischen Traglastproblem wird diese Forderung erfüllt, wenn die Spannungs¬

ansätze wie folgt angegeben werden :

Ojj (x,y,z) = Z *q (x,y,z) Ojj (xq ,yq ,zq)

= I % (x.y.z) oft
(4.1)

Dabei werden die Spannungen o>. am Kontrollpunkt q selber als Spannungsparameter ver¬

wendet. Die Ansatzfunktionen werden zu Interpolationsfunktionen. ¥ muss nämlich am

q

Kontrollpunkt q den Wert 1 annehmen und muss in allen anderen Kontrollpunkten ver¬

schwinden.

Der globale Vektor {S} der Spannungsparameter setzt sich somit aus Q {o^}-Vektoren

zusammen:

{s} =

ra'^

crQ

(4.2)

Die Gleichgewichtsmatrix kann in Q entsprechenden^^]-Untermatrizen unterteilt

werden:

[6]-[tf|. G°] (4.3)

wobei die Gq.. -Koeffizienten einer Untermatrix [G^]
, entsprechend (3.23) oder

mij
*¦ J

(3.24), wie folgt definiert sind:
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QU 'Uli (*im.j + *Jm'') *" dV =

V

—II\'*im *q,i dV +ijr*im % l>j dF

V

(4.4)

An Stelle von (3.30) erhält man somit das lineare Programm

Maximum

0 = "(P}X ? I[Gq]{aq}

0 < {c^} - [fq] {aq} (für q
= 1 bis Oi

(4.5)

Fig. 10 zeigt die Tableaudarstellung von (4.5). Es ist dabei sofort ersichtlich,

dass die Struktur der Koeffizientenmatrix für das Dekompositionsverfahren geeignet

ist.
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1 X {<t'} M .... {o-o}

x= 1

0 =

0 =

•

6=

-fi [G1] • • • • [Gl * • • • [G°] M

o<

•

ö<

ö<

{c1} -[f1]

"[fQ]

1 ,

1

7
Hc

1

7
1
H

1

Maximum

N

Fig. 10 : Tableau zum linearen Programm (4.5)

4.2 Traglastbestimmung nach dem statischen Grenzwertsatz (X -*¦ Maximum)

In Abschnitt 2.3 wurde gezeigt, dass die Ungleichungssysteme:

0 , {c<}- [fq]>q} (4.6)

und:
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X Arq * 1

/lrq > 0 (r = 1 bis Rq)

/isq > 0 (s = 1 bis Sq)

(4.7)

äquivalent sind, wenn für den Spannungsvektor {o"} folgende Beziehung gilt:

{er"} = I {er<} Arq + I{esq}/isq = [eq ] {>} + [e«]^} (4.8)

Die {e ^} und die {e "} sind Eckpunkt- resp. Richtungsvektoren der linealisierten

Fliessfigur am Kontrollpunkt Q. Die nichtnegativen Grössen p

"

und ji

"

werden als

unabhängige Spannungsparameter verwendet. Setzt man die Gleichung (4.8) in (4.5)

ein, erhält man das lineare Programm:

X ,* Maximum

o*i- {i}T{Aq}

{Aq} >- o {/iq} > 0

für q
= 1 bis Q

(4.9)

wobei die {1} Summenvektoren sind, deren Koeffizienten aus Einern bestehen.

Fig. 11 zeigt die Tableaudarstellung von (4.9).

4.3 Traglastbestimmung nach dem kinematischen Grenzwertsatz (X ¦* Minimum)

Die Leistung L der äusseren Lasten im Kollapszustand lässt sich, entsprechend

(3.39), wie folgt bestimmen:

L ¦ X {P}>} (4.10)

wobei, entsprechend (3.41), folgende Bedingung gestellt werden kann:
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1 x {A1}

x =

0 =

0

0 =

0<

ö<

ö<

-{p} MM

-1-.--1

{AQ} {A1}

[GQ][eQ] [G1][e1]

-1----1

«—-RQ-~—S,-

lßQ]

[G°][eQ]

Maximum

M

Q

SQ^

Fig. 11: Tableau zum linearen Programm (4.9)

>0

1 {*} Dr '

Dq' •Dc)

x = 1 •• 1 •• 1

0 = 1 -{Pf
0<

•

•

-[«W

•

•

•

•

t

r

*

•

•

6< -[e°]T[GY
1

•

i

\

r

6<
•

-[e']T [G']T
!
Si

l
•

*

•

•

•

*

ö<
-[e°]T[GQf

t
So

M 4« Q— m

Minimum

Fig. 12: Tableau zum linearen Programm (4.23)



36

{P}T{W} = 1 (4.11)

Die innere Dissipationsleistung ist die Summe der Dissipationsleistungen D in jedem

Volumenelement aV . Weil im Kollapszustand L = D sein muss, folgt für x:

L = X {P)r{w} = X = D =1 D *¦ Minimum (4.12)
v '

q P

Zur Gewährleistung der kinematischen Kompatibilität zwischen den Verformungsgeschwindig¬

keiten ü. und den Dehnungsgeschwindigkeiten e°. in jedem Volumenelement aV verwendet
l ij q

man das Prinzip der virtuellen Spannungen. Man geht von der Variationsgleichung (3.48J

aus:

%IIIer* kn dV +jfflr°'«J.J ü' dv " IIa*v\ üi dF = ° C4-13]

AVq V

Durch Verwendung der Spannungsansätze (4.1) und der Verschiebungsansätze (3.1)

erhält man:

I"^q {lIH%^äV -G„tiWm) - 0 (4.14)
Q Q

AVq

wobei für die G ..-Koeffizienten die Definition (4.4) gilt. Trifft man die Annahme,
mij q*

dass die virtuellen Spannungsparameter o.• einen für das ganze Volumenelement aV
-~ J ~i

geltenden Mittelwert darstellen, erhält man:

Zrfiffltf dV - G^ wj = 0 (4.15)
q

AVq

in Matrixschreibweise:

TA^'Yilll^} dV - [Gq]{w}) - 0 (4.16)
°

AVq

Durch Verwendung der Gleichung (4.8) erhält man:
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IlArq({erq}y//{-q}dV-MT[Gq]T{w}) +

AVq

Ilß'H^TjJJ^dM- {e*'}J [Gqf{w})= 0 (4.17)

AVq

+

q s

Weil jeder einzelne Klammerausdruck in (4.17) verschwinden muss, folgt:

{*«YffJ{i*} dV
- ßqr = {e^}T[Gq]T{w} (4.18)

AVq

W///HdV = ^-HV]T{w}
AVq

(4.19)

Es ist damit gelungen, eine Beziehung zwischen den Verschiebungsparametern W und den
"r — s

in (2.22) und (2.26) definierten Grössen D und D zu finden. Diese stellen die Dissi-
q q

pationsleistung für Spannungszustände, die Ecken oder asymptotischen Richtungen der

linearisierten Fliessfigur entsprechen, dar. Zur Bestimmung des wirklichen Spannungs¬

zustandes und folglich der Dissipationsleistungen D am Volumenelement AV ergeben
q h

sich, aufgrund der Theorie des plastischen Potentials, folgende Ungleichungen (siehe

Abschnitt 2.4) :

(4.20)
Dq > 0

0 < - Dq" + Dq -" - {§r"}T [Gq]T{W} + Dq (4.21)

0 * -03 * - {e«f [G«]T{W}
(422)

Aus (4.11), (4.12), (4.20), (4.21) und (4.22) folgt das lineare Programm:
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X = 1 Dq Minimum

0=1- {p}t{w}

0 < - [eq]T[Gq]{w} + {l}Dq
"

0 < - [eq] [Gq]{w}

Dq > 0

? für q
= 1 bis Q

(4.23)

Fig. 12 zeigt die Tableaudarstellung von (4.23).

Die linearen Programme (4.9) und (4.23) sind zueinander dual. Wird dasselbe mathe¬

matische Modell verwendet, sind (4.9) und (4.23) zu den in Kapitel 3 hergeleiteten

linearen Programmen (3.30) und (3.53) vollkommen äquivalent. Die Lösung eines Trag¬

lastproblems hängt ausschliesslich vom gewählten mathematischen Modell ab, nicht

vom Lösungsverfahren. Rechentechnisch können sich jedoch gewisse Vorteile ergeben.

Auf diese Fragen wird man im Kapitel 6 zurückkommen.



39

5. STARR-PLASTISCHE TRAGLASTBESTIMMUNG MIT HILFE VON SPANNUNGSFUNKTIONEN

5.1 Erfüllung der Gleichgewichtsbedingungen

Durch die Superposition eines inhomogenen und eines aus Spannungsfunktionen abgelei¬

teten, homogenen Spannungszustandes gelingt es, die Gleichgewichtsbedingungen im

Innern des Kontinuums ohne Formulierung von Gleichgewichtsgleichungen streng zu

erfüllen. Die entsprechenden Spannungsansätze schreiben sich wie folgt:

Oj: (x.y.z) = Aij (xn(x,y,z)) Sn + X äjj (x,y,z) (5.1)

Die ersten Summanden liefern einen homogenen Spannungszustand. Dabei stellen die

X -Funktionen (n = 1 bis N) Ansätze für bestimmte Spannungsfunktionen dar. Die x
"

Funktionen werden mit Hilfe von finiten Elementen gebildet und entsprechen den im

Abschnitt 3.2 eingeführten Spannungsansätzen ¥.. . Die S sind die zugehörigen Para¬

meter. Die A . . sind lineare Differentialoperatoren, die so gewählt sind, dass die

homogenen Gleichgewichtsgleichungen (1.4) erfüllt werden. Es gilt also:

A,),) (Xn) = 0 (5.2)

Zur Erfassung der im Innern des Kontinuums wirkenden Lasten Xg. wird der inhomogene

Spannungszustand Xo.. eingeführt. Dieser muss die inhomogenen Gleichgewichtsgleich¬

ungen (1.4) erfüllen:

>. ö-ij^
= - Xg, (5-3)

Zur Erfüllung der Gleichgewichtsbedingungen geht man von der Variationsgleichung

(3.18) aus:

-iFui*°ii,Jdv + IIu^\v)df- *[IIf-?*6y+II-*f-*dF
V Ff V Ff

0
(5.4)

Durch Einsetzen der Verschiebungsansätze (3.1) und der Spannungsansätze (5.1) und

unter Berücksichtigung von (5.2) und (5.3) erhält man:

£ [J7$im A|j (Xn) v-} dF Sn- \ff*-m (fi - öTjVj) dFW,„L
Ff

= 0 (5.5)
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Es folgt das Gleichungssystem:

Gmn Sn - X Pm = 0 (S.6)

In Matrixschreibweise:

[G] {S} -X{P} = 0 (5.7)

wobei:

Gmn 3 Jj<I>im Aij (Xn)Vj dF (5-8)

Ff

Pm s IJ"*im (fi " ÖFij^j) dF (5.9)

Ff

Das Wesentliche dabei ist, dass es gelingt, sämtliche Volumenintegrale zu elimi¬

nieren. Verschiebungsansätze werden folglich nur für den F^-Teil der Aussenfläche

des Kontinuums zur Erfüllung der statischen Randbedingungen gebraucht. Die Anzahl

der Gleichgewichtsgleichungen wird stark reduziert. Für rundum fest gelagerte Kontinua

brauchen keine Gleichgewichtsgleichungen formuliert zu werden. Die Koeffizientenmat¬

rix des linearen Programms verkleinert sich entsprechend.

Für dreidimensionale Kontinua kennt man die Spannungsfunktionen von Maxwell und

von Morera (siehe z.B. [17] Seite 12). Für Scheiben verwendet man die Airy'sche

Spannungsfunktion F. Diese ist durch folgende Beziehungen definiert:

(keine

crx
= F,y rr

-

F,yy er = F,xx r = FlXy Summe)
(5.10)

Die homogenen Gleichgewichtsgleichungen der Scheibe werden damit erfüllt:

crM + T-,y
= 0 Cr + T,x =0

Ckeine
(5.11)

Summe)

Für Platten nach der Kirchhoff'sehen Theorie verwendet man die Southwell'sehen

Spannungsfunktionen U und V. Diese sind durch die Beziehungen:
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mx
= V,y my

= U,x mxy=-(Uy+Vx)/2 (5.12)

definiert. Die homogene Momentengleichgewichtsgleichung der Platten wird somit

erfüllt:

^> r\ (keine ,. .,..,

mMx +my,yy + 2mxy,xy =0 (5.13)
' '

Summe)

5.2 Zur Herleitung der linearen Programme nach dem statischen und dem kinematischen

Grenzwertsatz

Die Spannungen a.. in einem Kontrollpunkt q ergeben sich aus der Beziehung:

CT-q =Aij(Xn(xq,yq,Zq)) Sn + XOjj (xq ,yq ,zq) (5.14)

In Matrixschreibweise:

{CT"} = [V] {S} + \{ä<*} (5.15)

wobei die Definition der Koeffizienten der Matrix [jfA] und des Vektors {o^} aus

(5.14) folgt. Zur Kontrolle der Plastizitätsbedingungen im Punkt q ergibt sich aus

(2.5) das Ungleichungssystem:

0 < fc"} - [fq]T{eTq}X - [fq]T[*] {S} (5-16)

Auf Grund des statischen Grenzwertsatzes der Plastizitätstheorie erhält man aus

(5.7) und (5.16) das lineare Programm:
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X Maximum

0 = -{P}X + [G]{S}

0 < {cq} - [fq]T{äq}X- [fq]TM{s} für q
= 1 bis Q

(5.17)

Fig. 13 zeigt die Tableaudarstellung von (5.17).

Die Herleitung des zu (5.17) dualen Programms auf Grund des kinematischen Grenzwert¬

satzes der Plastizitätstheorie soll hier nicht durchgeführt werden. Es sei nur erwähnt,

dass die gleichen W - und
g
^-Variablen wie in (3.53) eingeführt werden müssen. Zur

Interpretation der Resultate ist das ein wesentlicher Punkt.

1 X {s}

x=

0 =

•

0 =

0<

0<

0<

M

H

{cQ}

-{p} [G]

-ffp1} -nm

nw -nin

-mV} -Ffm

M

H,

t

Y>

f

Maximum

Fig.13 : Tableau zum linearen Programm (5.17)
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5.3 Einige Bemerkungen zur Anwendung von Spannungsfunktionen

Werden die Ansätze für die Spannungsfunktionen mit Hilfe von finiten Elementen ge¬

bildet, stellt sich die Frage der notwendigen Kontinuität an den Trennflächen der

Elemente.

Der Fall der Airy'schen Spannungsfunktion soll zuerst betrachtet werden. Zur Ueber-

tragung der Normalspannungen zwischen zwei Scheibenelementen ist es notwendig, dass

die zweite Ableitung der Spannungsfunktion in Tangentialrichtung entlang der gemein¬

samen Seite für beide Elemente gleich ist. Diese Bedingung wird automatisch erfüllt,

solange die Ansatzfunktionen selber keine Diskontinuität aufweisen. Zur Uebertragung

der Schubspannungen, und damit die Tangentialspannungen nicht unendlich gross werden,

darf die erste Ableitung der Ansatzfunktionen in Normalrichtung ebenfalls keine Dis¬

kontinuität aufweisen. Diese letzte Bedingung kann nur durch die Verwendung von komp¬

lizierten Funktionen erfüllt werden, was aber die Kontrolle der Plastizitätsbedingungen

wesentlich erschwert. Die Behandlung von Scheibenproblemen mit Hilfe der Airy'schen

Spannungsfunktion wird deswegen umständlich.

Dieselben Ueberlegungen gelten für dreidimensionale Kontinua. Für Platten hingegen

dürfen die Southwell'sehen Spannungsfunktionen gute Dienste erweisen. Zur Uebertragung

der Normalmomente sowie der "Kirchhoff'sehen Ersatzquerkräfte" zwischen zwei Platten¬

elementen brauchen nämlich nur die Ansatzfunktionen selber kontinuierlich zu verlaufen.

Nach der Kirchhoff'sehen Theorie dürfen ja die Drillungsmomente oder die damit ver¬

bundenen Schubspannungen Diskontinuitäten aufweisen.

Werden mehrfach zusammenhängende Gebiete untersucht, führt die Verwendung von Span¬

nungsfunktionen bekanntlich zu gewissen Komplikationen. Es sollen Schnitte angebracht

werden, sodass das Gebiet einfach zusammenhängend wird. Entlang dieser Schnitte müssen

die Spannungsfunktionen diskontinuierlich verlaufen können. Die Ableitung der Span¬

nungsfunktionen, welche den an den Schnittflächen wirkenden Spannungen entsprechen,

dürfen hingegen aus Gleichgewichtsgründen keine Diskontinuität aufweisen. Solche Kon¬

tinuitätsbedingungen können durch die Einführung linearer Gleichungen, ähnlich wie bei

der Erfüllung der statischen Randbedingungen, behandelt werden. Die automatische Auf¬

stellung der entsprechenden linearen Programme dürfen aber wesentlich schwieriger

werden.

Ist das Kontinuum durch innere Lasten xg. belastet, muss ein entsprechender inhomo¬

gener Spannungszustand Xa-- bestimmt werden. Für praktisch alle vorkommenden Belastungs¬

arten können analytische Funktionen für den ct..-Zustand angegeben werden. Diese sind

aber im allgemein nicht-lineare Funktionen, was für die Kontrolle der Plastizitätsbe¬

dingungen nachteilig ist. Es stellt sich die Frage, ob es nicht vorteilhaft wäre, den

a---Zustand numerisch zu bestimmen. Man kann damit erreichen, dass die homogenen und

die inhomogenen Spannungszustände gleichartig verlaufen. Das erleichtert sowohl die

Kontrolle der Plastizitätsbedingungen, wie auch die Auswertung der Integrale (5.9)

zur Bestimmung der P -Koeffizienten. Ein interessantes Beispiel dafür gibt Elias [5]

bei der Behandlung von elastischen Platten mit Hilfe der Southwell'sehen Spannungs¬

funktionen.

Es sei zum Schluss noch erwähnt, dass das Dekompositionsverfahren nicht anwendbar

ist, wenn Spannungsfunktionen zur Bildung von Spannungsansätzen verwendet werden.

Die Koeffizientenmatrix des linearen Programms (5.17) wird die dazu notwendige Struktur

nicht aufweisen.
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ZUR PRAKTISCHEN DURCHFUEHRUNG VON TRAGLASTBERECHNUNGEN

6.1 Einleitung

Zur Anwendung der in den vorhergehenden Kapiteln entwickelten Theorie, stellen sich

etwa folgende Fragen:

1) Gegeben sei ein bestimmtes Traglastproblem. Welches mathematisches Modell soll

verwendet werden,d.h. welche Verschiebungs- und Spannungsansätze soll man wählen,

und wie sind die Plastizitätsbedingungen zu kontrollieren ?

2) Wie soll das entsprechende Computer-Programm gestaltet sein, um mit möglichst

wenig Rechenaufwand möglichst grosse und allgemeine Probleme behandeln zu können ?

Insbesondere, wie ist das lineare Programm zu lösen ?

3) Wie sind die erhaltenen Resultate zu interpretieren ?

Weil praktische Erfahrungen und numerische Resultate grösstenteils noch fehlen, wird

man diese Fragen nur generell beantworten können. Aus demselben Grund wird man sich

auf möglichst einfache Fälle beschränken, nämlich :

1) Es werden nur Scheiben- und Plattenprobleme behandelt.

2) Zur Bildung der Verschiebungs- und Spannungsansätze werden nur dreieckige und

Parallelogramm-Elemente verwendet. Dank diesen einfachen Elementformen ist es

möglich, die notwendigen Kontinuitätsbedingungen zwischen Elementen durch ein¬

fache Ansatzfunktionen zu gewährleisten.

3) Als Spannungs- und Verschiebungsansätze betrachtet man nur elementweise lineare

(oder quasi-lineare) und konstante Funktionen. Wie früher erwähnt, wird die Kon¬

trolle der Plastizitätsbedingungen durch die Verwendung derartiger Spannungsan¬

sätze wesentlich vereinfacht.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden einige Scheiben- und Plattenlösungen

beschrieben und diskutiert. Dies dürfte zu einem besseren Verständnis der Theorie

beitragen.

6.2 Elementweise lineare und konstante Ansatzfunktionen

Zur Erhaltung der Kontinuität einer Ansatzfunktion entlang den Elementseiten ist es

zweckmässig, die Knotenpunktwerte der Funktion selber als Parameter zu wählen. Die

Kontinuität bleibt erhalten, wenn die lokalen Ansatzfunktionen entlang jeder Element¬

seite linear verlaufen.

Für dreieckige Elemente ist es leicht, solche Ansatzfunktionen zu bilden, da eine

lineare Funktion durch ihre drei Eckpunktwerte eindeutig bestimmt ist. Werden Drei¬

eckskoordinaten £., ?,» ?z verwendet (siehe [6], [20]), schreibt sich eine solche

Ansatzfunktion wie folgt:
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f(£f. C2.C3) = f«£l + hU + f3^3 (6-1)

wobei f
1, f., und f_ die drei Eckpunktwerte der Funktion f (;. , ?., r, ) darstellen

(siehe Fig. 14).

Für Parallelogramm- (oder Rechteck-) Elemente ist es ebenfalls leicht, Ansatzfunk¬

tionen zu.bilden, die entlang den Seiten linear verlaufen. Werden schiefe, dimensions¬

lose Koordinaten 5, n verwendet (siehe Fig. 15), schreibt sich eine solche Funktion

wie folgt:

f(£,7j ) = f,d -£)0-77)+ f2C (1-9)+ f3C-^7 + U(1-0^ (6-2)

In den beiden zu den Seiten parallellen Richtungen verläuft f (C,n ) linear.

In bestimmten Fällen ist es möglich, mit elementweise konstante Ansatzfunktionen

zu operieren, wobei die konstanten Funktionswerte innerhalb jedes Elementes als

Parameter verwendet werden. Man spricht dann von "Elementparametern" im Gegensatz

zu den "Knotenparametern" der linearen Ansatzfunktionen. Selbstverständlich kann

die Kontinuität der Funktion damit nicht erzielt werden.

Für dreieckige Elemente ist es jedoch möglich, durch die Verwendung von "Seiten¬

parametern" elementweise konstante Spannungsansätze zu bilden, welche gewisse Kon¬

tinuitätsbedingungen erfüllen. Ein interessantes Beispiel dafür wird von Herrmann

[9] bei der Behandlung von elastischen Plattenproblemen gegeben. Als Spannungspa¬

rameter wählt Herrmann die Normalmomente entlang den Seiten der Elementmasche.

Der innerhalb jedes dreieckigen Elementes konstante Spannungszustand wird aus den

drei Seitennormalmomenten bestimmt. Die Kontinuität der Normal Spannungen (nicht

aber die der Schubspannungen bzw. der Drillungsmomente) bleibt damit entlang jeder

Seite erhalten. Dasselbe ist auch für Scheiben möglich, indem die Seitennormalspan-

nungen oder die Seitenschubspannungen als Parameter gewählt werden.
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fi =f(1,0,0)

f3 =f (0,0,1)

f2=f (0,1,0)

Fig. 14 : Dreieckiges Element

y*

f4 = f (0,1),

^=«0,0)

f
3
= f ( 1 ,1 )

f2=f(1,0)

Fig. 15 : Parallelogramm-Element
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6.3 Topologische Eigenschaften von Dreiecks- und Vierecksmaschen.

Man betrachte eine Elementmasche, die aus sehr vielen dreieckigen Elementen besteht.

NK sei die Anzahl Knoten, NE die Anzahl Elemente und NS die Anzahl Seiten dieser

Masche. Abgesehen von Randeinflüssen (die für feine Maschen eine untergeordnete Rolle

spielen) ist die Summe aller inneren Winkel gleich 360 x NK oder gleich 180 x NE.

Jeder Knoten entspricht nämlich einem 360 -Winkel, jedes Element einem 180°-Winkel.

Es folgt:

360-NK = 180-NE (6.3)

Andererseits besitzt jedes Element drei Seiten, jede Seite bildet aber zwei Elemente.

Es folgt:

3-NE = 2-NS (6.4)

Für Dreiecksmaschen gilt somit:

NE = 2-NK (6.5)

NS= 3'NK
(6>6)

Für Vierecksmaschen folgt aus ähnlichen Ueberlegungen:

NE = NK (6.7)

NS = 2"NK
(6.8)

Durch diese einfachen Beziehungen ist es möglich, unabhängig von Randeinflüssen (die

wegen der Randbedingungen problem-abhängig sind) verschiedene mathematische Modelle

miteinander zu vergleichen, bei denen "Knoten-", "Element-", oder "Seitenparameter"

verwendet werden. Einen Hinweis über den relativen Speicherbedarf und Rechenaufwand

erhält man, wenn die drei wichtigen Parameter M, N und Q (*) als Funktion von NK

allein dargestellt werden (siehe Tafel 1). Das N/M-Verhältnis, dessen Bedeutung in

Abschnitt 3.4 (Bemerkung 2) erklärt wurde, lässt sich aus den Beziehungen (6.5) bis

(6.8) ebenfalls bestimmen.

(*) M = Anzahl Verschiebungsparameter
N = Anzahl Spannungsparameter
Q = Anzahl Kontrollpunkte
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6.4 Kontinuitätsbedingungen und Randbedingungen

Zur Auswertung der Arbeitsintegrale, aus denen die Koeffizienten der Gleichgewichts¬

matrix [G] ermittelt werden, ist es notwendig, dass bestimmte Komponenten des Ver¬

schiebungs- und des Spannungsfeldes zwischen Elementen kontinuierlich verlaufen (siehe

Abschnitt 3.4, Bemerkung 3). Bei allen numerischen Verfahren, die mit finiten Elementen

operieren, werden zur Erhaltung der Kontinuität einer bestimmten Funktion Elementrand¬

werte derselben als Parameter gewählt. Die Kontinuität der Funktion ist gewährleistet,

wenn ihr Verlaufen entlang jeder Elementseite ausschliesslich von den zu dieser Seite

gehörenden Parametern (seien es "Seiten-" oder "Knotenparameter") bestimmt wird.

Randbedingungen dürfen grundsätzlich als eine besondere Art von Kontinuitätsbedin¬

gungen betrachtet werden. Durch geeignete Transformationen der Arbeitsintegrale (3.23)

oder (3.24) kann man nämlich zeigen, dass Randbedingungen nur für diejenigen Kompo¬

nenten des Verschiebungs- und des Spannungsfeldes zu berücksichtigen sind, deren Kon¬

tinuität im Innern des Kontinuums notwendig ist. Ob statische oder kinematische Rand¬

bedingungen zu berücksichtigen sind, hängt somit vom mathematischen Modell, d.h. von

der Wahl der Verschiebungs- und Spannungsansätze ab. Auf diese grundlegenden Fragen

wird man in Abschnitt 6.7 anhand von Beispielen zurückkommen.

Weil zur Erhaltung der Kontinuität einer bestimmten Verschiebungs- oder Spannungskom¬

ponente Elementrandwerte derselben als Parameter verwendet werden, wird der Verlauf

dieser Komponente am Rand des Kontinuums immer von Randparametern allein bestimmt.

Dadurch wird aber die Behandlung der Randbedingungen wesentlich vereinfacht, für die

übrigen Verschiebungs- und Spannungskomponenten braucht ja keine Randbedingung be¬

rücksichtigt zu werden.

Es wird im allgemeinen vorteilhaft sein, die Gleichgiwichtsmatrix [G] und den Last¬

vektor {P} zuerst ohne Berücksichtigung von Randbedingungen zu bilden (siehe diesbe¬

züglich den Abschnitt 3.3). Aus (3.20) ergibt sich dann, in Indexschreibweise, folgender

Ausdruck für die virtuelle Arbeit:

< (Gmn Sn
- XPJ =0 (6.9)

Dabei stellt jeder Klammerausdruck eine Gleichgewichtsgleichung dar. Entsprechen

einige der virtuellen Verschiebungsparameter W* Randverschiebungen, welche auf Grund

von kinematischen Randbedingungen verschwinden müssen, werden die zugehörigen Gleich¬

gewichtsgleichungen einfach weggelassen. Die Anzahl Zeilen der [G]-Matrix und die

Anzahl Koeffizienten des {P}-Vektors verkleinern sich entsprechend.

Stellen hingegen einige der Spannungsparameter S Spannungsrandwerte dar, die auf

Grund von statischen Randbedingungen bestimmte, zum Traglastfaktor X proportionale

Werte annehmen müssen , werden die zugehörigen Spalten der [g]-Matrix und des Tab-

leaus des linearen Programms (3.30) weggelassen. Aus einer den vorgeschriebenen Span¬

nungswerten entsprechenden linearen Kombination dieser weggelassenen Spalten wird der

Lastvektor (P) bzw. die mit X multiplizierte zweite Spalte des Tableaus (3.30)

(Fig. 8) gebildet.
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Beim Dekompositionsverfahren können statische Randbedingungen entweder durch eine ent¬

sprechende Redefinition der Eckpunkt- und Richtungsvektoren an den Randkontrollpunkten

oder mit Hilfe von speziellen Gleichgewichtsgleichungen behandelt werden. Spezielle

Randgleichungen müssen ebenfalls formuliert werden, wenn zur Bildung von Spannungs¬

ansätzen Spannungsfunktionen verwendet werden (siehe Kapitel 5).

Bei schiefen Rändern ist es möglich, dass die Richtungen, in denen die Randbedingungen

vorgeschrieben sind, mit den zur Definition der Verschiebungs- und Spannungsparametern

verwendeten Koordinatenrichtungen nicht übereinstimmen. Einfache lineare Transforma¬

tionen sind dann notwendig, welche einer Redefinition der Randparameter entsprechen.

6.5 Zur Lösung des linearen Programms

Die Eingabe der Problemdaten, die Vorbereitung der verschiedenen Matrizen auf Grund

eines bestimmten mathematischen Modells, die Lösung des linearen Programms sowie die

Auswertung und die Ausgabe der Resultate werden meistens ein einziges Computer-Programm

bilden. Dabei wird jedoch die Lösung des linearen Programms den weitaus grössten An¬

teil des Rechenaufwandes in Anspruch nehmen. Nach der genaueren Darlegung der mathe¬

matischen Problemstellung bei den verschiedenen linearen Programmen werden deswegen

einige Punkte erörtert, welche zur Verkleinerung des Rechenaufwandes wesentlich er¬

scheinen. Eine gewisse Vertrautheit mit der Theorie der linearen Programmierung wird

vorausgesetzt.

Man betrachte zuerst das lineare Programm (3.30) (siehe Fig. 8). Bevor die eigentliche

Suche nach einem maximalen Wert von x anfangen kann, müssen sowohl die Gleichgewichts¬

gleichungen wie die S -Variablen, die keiner Vorzeichenbegrenzung unterliegen, durch

entsprechende Austauschschritte eliminiert werden. Die Pivot-Wahl soll dabei so er¬

folgen, dass die resultierende Basislösung zulässig wird. Dies ist der Fall, wenn alle

Koeffizienten der ersten Tableauspalte (die beim Anfangstableau nicht-negativ sind:

c

"

> 0) nicht negativ bleiben. Am Ende dieses Eliminationsprozesses bleiben somit

nur die für jede Ungleichung eingeführten nicht-negativen Schlupfvariablen übrig.

Bei der optimalen Endbasislösung verschwinden, als Nichtbasisvariablen, N - M + 1

Schlupfvariablen. Diese entsprechen den N - M + 1 Ungleichungen, die zur Bestimmung

der Traglast als Gleichungen verwendet werden.

Beim dualen Programm (3.53) (siehe Fig. 9) müssen zuerst N + 1 Gleichungen und M freie

Variablen eliminiert werden. Es bleiben somit nur nicht-negative ß "^-Variablen übrig,

aus denen die N - M + 1 Basisvariablen der optimalen Basislösung zu suchen sind.

Meistens wird diese Basislösung degeneriert sein, d.h. einige der j ''-Basisvariab¬

len werden verschwindende Werte annehmen. Dies wird der Fall sein, wenn nur einige

Zonen des Kontinuums beim Kollapsmechanismus plastifiziert sind. Da die übrigen Zo¬

nen starr bleiben, verschwinden die dort eingeführten veralgemeinerten Dehnungsge¬

schwindigkeiten ö ^
(sei es, dass sie bei der optimalen Basislösung als Basis- oder

als Nichtbasisbariablen auftreten). Von den N - M + 1 zur Traglastbestimmung ver¬

wendeten Ungleichungen sind nur diejenigen wirklich massgebend, die nicht-verschwin-

denden ö q—Variablen entsprechen. Die übrigen Ungleichungen stellen Plastizitätsbe¬

dingungen in Zonen des Kontinuums dar, wo der Spannungszustand, auf Grund einer starr¬

plastischen Theorie, nicht bestimmt werden kann, da er innerhalb der Fliessgrenze

liegt.
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Zur Lösung des linearen Programms (4.9), das auf Grund des Dekompositionsverfahrens

hergeleitet wurde (siehe Fig. 11), müssen zuerst M Gleichgewichtsgleichungen elimi¬

niert werden. Freie Variablen gibt es nicht, da alle y
q— und (iSq--Parameter nur nicht¬

negative Werte annehmen dürfen. Die aus diesem Eliminationsprozess resultierende Basis¬

lösung wird automatisch zulässig sein. Bei der optimalen Basislösung erhalten höchstens

M + Q - 1 y-Parameter, als Basisvariablen, nicht-verschwindende Werte. Diese bestimmen,

wenigstens in den plastifizierten Zonen des Kontinuums, den Spannungszustand beim Er¬

reichen der Traglast.

Bei der Lösung des dualen Programms (4.23) (siehe Fig. 12) hat man M freie W -Variablen,

die eliminiert werden müssen. Am Optimalpunkt werden einige D -Parameter zu den Basis-

variablen gehören. Weil die D -Parameter die Dissipationsleistung von bestimmten Volumen-
q

elementen darstellen (siehe Definition (2.2) ), sind, bei nicht voll-plastifizierten

Kollapsmechanismen, Degenerationserscheinungen zu erwarten.

Es wurde gezeigt, dass beim linearen Programm (3.30) nur N - M + 1 Ungleichungen zur

Traglastbestimmung verwendet werden. Alle anderen Ungleichungen hätte man, ohne die

Lösung zu beeinflussen, von Anfang an weglassen können. Auf Grund von physikalischen Be¬

trachtungen ist es jedoch oft möglich, wenigstens einen Teil dieser nicht massgebenden

Ungleichungen auszuschliessen, wodurch eine bedeutsame Verkleinerung des Rechenaufwandes

und des Speicherbedarfes erzielt werden kann.

Leider ist es schwierig, die Wahl dieser nicht massgebenden Ungleichungen automatisch

zu treffen. Man soll jedoch dem Programmbenützer die Möglichkeit bieten, für jede Un¬

gleichung eine Priorität zu spezifizieren. Es ist dann eine optimale Lösung zu suchen,

bei welcher nur die Ungleichungen mit hoher Priorität berücksichtigt werden. Sind einige

davon verletzt, wird eine neue Lösung, unter Berücksichtigung der verletzten Ungleich¬

ungen, gesucht.

Beim linearen Programm (4.23) gelten ähnliche Ueberlegungen. Von den vielen y-Variablen

können höchstens M + Q - 1 als Basisvariablen positive Werte annehmen. Ein Teil der

y-Variablen kann deswegen weggelassen werden, was durch die Einführung eines Prioritäts¬

systems und durch sukzessive Lösungen des linearen Progranms ebenfalls erreicht werden

kann.

Selbsverständlich verlangt dieses Vorgehen, dass der Programmbenützer sich über den

voraussichtlichen Spannungsverlauf im Kollapszustand und über die physikalische Be¬

deutung jeder Ungleichung Rechenschaft ablegt. Die damit ersparten Rechenkosten dür¬

ften diesen Aufwand in vielen Fällen rechtfertigen.

Ein ähnliches, jedoch voll-automatisches Verfahren ,
wurde von Vollenweider [16] vor¬

geschlagen. Das lineare Programm wird zweimal gelöst. Zuerst werden die Plastizitäts¬

bedingungen durch möglichst wenige Ungleichungen grob approximiert. Aus den damit er¬

haltenen Resultaten werden die Ungleichungen bestimmt, welche bei einer feineren App¬

roximation der Plasitzitätsbedingungen voraussichtlich massgebend werden. Die ur¬

sprünglichen "groben" Ungleichungen werden dann durch diese ersetzt, und es wird eine

zweite, verbesserte Lösung gesucht.

Was das eigentliche Lösungsverfahren betrifft, dürfte der sogenannte "revidierte

Simplex-Algorithmus" die grössten Vorteile bieten, vor allem weil die Speicherung

des vollen Tableaus damit vermieden werden kann. Beim revidierten Simplex-Algorithmus
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werden die für einen bestimmten Iterationsschritt notwendigen Tableaukoeffizienten aus

dem Anfangstableau mit Hilfe der inversen Basismatrix bestimmt. Bei Traglastproblemen

wird aber das Anfangstableau nur verhältnismässig wenige von Null bzw. voneinander ab¬

weichende Koeffizienten besitzen. Die Speicherung aller zur Bestimmung des Anfangs-

tableaus notwendigen Informationen wird deswegen nur eine kleine Anzahl Computer-

Worte beanspruchen. Zudem muss noch die inverse Basismatrix gespeichert werden, deren

Koeffizienten im allgemeinen nicht-verschwindende Werte annehmen. Weil jedoch die An¬

zahl Variablen und die Anzahl Restriktionen bei Traglastproblemen immer sehr voneinan¬

der verschieden sind, werden die Dimensionen dieser Matrix wesentlich kleiner als die

des vollen Tableaus sein. Zum revidierten Simplex-Algorithmus ist noch zu sagen,

dass er sich für nachträgliche Korrekturen der Lösung (z.B. infolge der Einführung

zusätzlicher Ungleichungen) besonders gut eignet.

6.6 Zur Interpretation der Resultate

Wenn ein lineares Programm gelöst wird, erhält man gleichzeitig die Lösung des ent¬

sprechenden dualen Programms. Aus (3.30) bzw. (3.53) ergeben sich somit numerische

Werte für folgende Variablen:

1. Der Traglastfaktor x

2. Die Spannungsparameter S (*)

3. Die Verschiebungsgeschwindigkeitsparameter W (*)

4. Die Dehnungsgeschwindigkeitsparameter g
^

(siehe (2.13))

Die Parameter W. bis W,, beschreiben den Kollapsmechanismus. Die Verteilung der plas¬

tischen Dehnungsgeschwindigkeiten wird von den ß ^-Variablen annäherend bestimmt. Er¬

hält eine ß ^-Variable einen positiven Wert, ist die entsprechende h-te Plasitzitäts-

bedingung am Kontrollpunkt q für die Traglast massgebend.

Die Spannungsparameter S. bis S„ beschreiben den Spannungszustand beim Erreichen der

Traglast. Allerdings wird diese nur in den plastifizierten Zonen des Kontinuums der

Wirklichkeit entsprechen. In den übrigen Zonen kann der Spannungszustand auf Grund

einer starr-plastischen Theorie nicht bestimmt werden.

Aus den S -Parametern ist es möglich, die Lasten zu bestimmen, welche mit den inneren

Spannungen des Kontinuums ein Gleichgewichtssystem bilden würden. Falls die Plastizi¬

tätsbedingungen nirgends verletzt sind, stellen diese "Gleichgewichtslasten" einen

mathematischen unteren Grenzwert für die Traglast dar. Werden sie mit den wirklichen

Lasten verglichen, kann man abschätzen, in welchem Mass die gerechnete Traglast von

einem sicheren unteren Grenzwert abweicht. Dies ist zur Beurteilung der Brauchbarkeit

einer bestimmten Lösung bei vielen Bemessungsproblemen wesentlich.

Schwieriger ist die Abschätzung der wirklichen Traglast. Dazu können nur numerische

Resultate helfen, da Konvergenzstudien bei Verkleinerung der Elementmasche und Ver¬

gleiche mit bekannten Lösungen unerlässlich sind.

(*) Die freien S - und W -Variablen werden zuerst aus den linearen Programmen elimi-
v ' n m

6

niert (siehe Abschnitt 6.5). Da sie aber einen wesentlichen Teil der Lösungser¬

gebnisse darstellen, sollen sie, nach der Lösung des linearen Programms, noch

bestimmt werden.
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Aus der Lösung des linearen Programms (4.9) bzw. (4.23) ergeben sich numerische Werte

für folgende Variablen:

1. Der Traglastfaktor x

2. Die yrq— und pSq—Parameter (siehe Gleichung (2.16))

3. Die Verschiebungsgeschwindigkeitsparameter W

4. Die D -Parameter (siehe Definition (2.20))
H

Die W -Parameter beschreiben den Kollapsmechanismus. Die D -Parameter stellen die
m

-

q

Dissipationsleistung in jedem Volumenelement AV dar und geben somit die Zonen des

Kontinuums an, die sich beim Kollapsmechanismus plastisch verformen.

Der Spannungszustand beim Erreichen der Traglast wird von den u
- und v ^-Parametern

bestimmt. Aus diesen können somit die Gleichgewichtslasten ermittelt werden-

6.7 Einige Scheiben- und Plattenlösungen

In Tafel 1 werden einige Scheiben- und Plattenlösungen schematisch beschrieben.

Angegeben wird jeweils neben der Elementform der Verlauf der Verschiebungs- und

der Spannungsansätze sowie der Typ und die ungefähre Anzahl M bzw. N der entsprech¬

enden Parameter für eine Elementmasche mit NK Knotenpunkten. In den zwei letzten Spal¬

ten wird die Lage und die Anzahl der Kontrollpunkte angegeben, welche die Erfüllung

der Plastizitätsbedingungen in allen Punkten des Kontinuums garantieren. Es folgen

einige Bemerkungen zu den einzelnen Lösungen.

Lösung 1

Die von den linearen Spannungsansätzen erzielte Kontinuität der Spannungen a , a
x y

•und t ist überflüssig, da die Verschiebungen u und u überall kontinuierlich
x y

verlaufen. Statische Randbedingungen brauchen deswegen nicht berüchsichtigt zu werden,

(siehe Abschnitt 6.4). Das N/M-Verhältnis entspricht dem optimalen 3/2-Verhältnis

(siehe Abschnitt 3.4, Bemerkung 2). Es wird kein mathematischer Grenzwert für den

Traglastfaktor X bestimmt. Aus dem Verlauf der Spannungsansätze folgt, dass die Gleich¬

gewichtslasten elementweise gleichmässig verteilte Flächenlasten in x- und y-Rich¬

tung sind. Gemäss Rechenaufwand ist diese Lösung (zusammen mit der entsprechenden

Lösung 5) die günstigste aller hier aufgeführten Scheibenlösungen.

Lösung 2

Diese Lösung ist vor allem interessant, weil, abgesehen von den zur Linearisierung

der Fliessfiguren notwendigen Approximationen, ein mathematischer oberer Grenzwert

für den Traglastfaktor x bestimmt wird. Die Verschiebungsansätze sind nämlich kine¬

matisch verträglich, und alle in Abschnitt 3.5 für die Berechnung der inneren Dissi¬

pationsleistung getroffenen Annahmen werden genau erfüllt. Insbesondere entspricht

jedes dreieckige Element einem Volumenelement aV mit konstantem Spannungs- und
H

Dehnungsverlauf. Nur kinematische Randbedingungen sind zu berücksichtigen, da die

Spannungen im Innern der Scheibe diskontinuierlich verlaufen. Das N/M-Verhältnis
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(= 6/2) ist grösser als das zur Bildung von Gleichgewichtszuständen optimale 3/2-

Verhältnis. Der Spannungszustand hat folglich zu viel Freiheit, was zur Bestimmung

eines zu grossen Traglastfaktors x führt. Die Gleichgewichtslasten sind gleichmässig

verteilte Linienlasten in x- und y-Richtung entlang jeder Elementseite. Gemäss

Rechenaufwand ist diese Lösung wegen der grossen Anzahl von Spannungsparametern und

Kontrollpunkten ungünstig.

Lösung 3

Als Spannungsparameter werden die Normalspannungen ct oder die Schubspannungen x

entlang jeder Elementseite gewählt (siehe Abschnitt 6.2). Die an sich überflüssige

Kontinuität der Normalspannungen bzw.der Seh übSpannungen wird somit erzielt. Neben

den kinematischen Randbedingungen sollen folglich entsprechende statische Randbe¬

dingungen berücksichtigt werden. Das N/M-Verhältnis ist gleich dem optimalen 3/2-

Verhältnis. Es wird kein mathematischer Grenzwert für x bestimmt. Die Gleichgewichts-

lasten sind gleichmässig verteilte Linienlasten entlang den Elementseiten. Auf-

wandsmässig ist diese Lösung wegen der grösseren Anzahl Kontrollpunkte ungünstiger

als die Lösung 1. Das Dekompositionsverfahren kann nicht angewendet werden.

Lösung 4

Die Anzahl Verschiebungsparameter M ist grösser als die Anzahl Spannungsparameter N :

N/M = 3/4. Das mathematische Modell ist unstabil. Kein Gleichgewicht ist möglich.

Lösung 5

Es gelten die gleichen Bemerkungen wie bei der Lösung 1 mit Ausnahme der Gleichge¬

wichtslasten, die elementweise linear verteilte Flächenlasten sind. Die Lösungen 1

und 5 können kombiniert werden, indem dreieckige und Parallelogramm-Elemente zusammen

verwendet werden. Allerdigs kann jedes Parallelogramm-Element praktisch ohne Ver¬

grösserung des Rechenaufwandes durch zwei dreieckige Elemente ersetzt werden.

Lösung 6

Diese Lösung entspricht der Lösung 2, mit welcher sie auch kombiniert werden kann.

Allerdings wird damit kein oberer Grenzwert für X bestimmt. Das N/M-Verhältnis ist

gleich dem optimalen 3/2-Verhältnis. Was den Rechenaufwand betrifft, ist diese Lösung

günstig.

Lösung 7

Vollenweider [16] hat diese Lösung zum ersten Mal vorgeschlagen und programmiert.

Die quasi-linearen Spannungsansätze garantieren die Kontinuität aller drei Spannungs-

komponeneten o , ct und t • Die Verschiebungen u und u verlaufen hingegen diskonti-
x y x y

nuierlich (*). Nur statische Randbedingungen sind deswegen zu berücksichtigen. Es

wird kein mathematischer Grenzwert für den Traglastfaktor x bestimmt. Allerdings zei¬

gen die numerischen Resultate, dass bei Verfeinerung der Elementmasche der Traglast¬

en

K ' Vollenweider spricht nicht von Verschiebungsansätzen, sondern von Gleichgewichts¬

gleichungen für die in jedem Element resultierenden Kraftkomponenten in x- und

y-Richtung.
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faktor monoton wächst und zum richtigen Wert konvergiert. Dies dürfte eine willkommene

Eigenschaft vieler mathematischer Modelle sein, bei denen, wie bei dieser Scheiben¬

lösung, das N/M-Verhältnis dem optimalen N/M- entspricht (siehe Abschnitt 3.4). Die

Gleichgewichtslasten sind elementweise linear verteilte Flächenlasten in x- und y-

Richtung. Was den Rechenaufwand betrifft, ist diese Lösung günstig.

Lösung 8

Um eine bessere Erfüllung des Gleichgewichtes zu erreichen, schlägt Vollenweider vor,

für jedes Element eine zusätzliche Momentengleichgewichtsgleichung zu formulieren.

Dies entspricht der Einführung eines Rotationswinkels <p als Verschiebungsparameter.

Damit wird aber die Anzahl Spannungsparameter N und die Anzahl Gleichgewichtsgleich¬

ungen M ungefähr gleich gross: N/M ¦ 1. Das mathematische Modell ist innerlich statisch

bestimmt. Nur von den Spannungsrandwerten erhält der Spannungszustand eine gewisse

Freiheit. Der Traglastfaktor x wird immer zu klein sein, und es ist keine Konvergenz

bei einer Verkleinerung der Elementmasche zu erwarten.

Lösung 9

Die elementweise linearen Verschiebungsansätze garantieren die Kontinuität der Platten¬

durchbiegungen selbst, nicht aber die ihrer ersten Ableitungen entlang den Element¬

seiten. Im Gegensatz zu den Scheiben sind deswegen solche lineare Verschiebungsansätze

für Platten kinematisch nicht verträglich. Dies hat zur Folge, dass die Spannungen,

die in den Arbeitsintegralen mit den diskontinuierlichen Verschiebungen gekoppelt

sind (d.h. die Normalspannungen bzw. die Normalmomente entlang jeder Seite), konti¬

nuierlich verlaufen müssen. Die elementweise linearen Spannungsansätze garantieren

die Kontinuität aller drei Momente und folglich auch die der Normalmomente entlang

den Seiten. Kinematische Randbedingungen für die Plattendurchbiegungen selbst sowie

statische Randbedingungen für die Normalmomente müssen berücksichtigt werden.

Dies ist für die Normalableitung der Plattendurchbiegung (z.B. bei voll eingespannten

Rändern) oder für die Querkräfte, die im Innern der Platte diskontinuierlich ver¬

laufen, nicht notwendig. Das N/M-Verhältnis entspricht dem für Platten optimalen

3/1-Verhältnis. Es wird kein mathematischer Grenzwert für X bestimmt. Die Gleich¬

gewichtslasten sind konstante Linienlasten entlang den Elementseiten. Gemäss Rechen¬

aufwand ist diese Lösung günstig. Dasselbe mathematische Modell wurde zum ersten Mal

von Herrmann [8] zur Berechnung von elastischen Platten verwendet.

Lösung 10

Diese Lösung, welche der zweiten Scheibenlösung entspricht, ist für Platten nicht

anwendbar, da die Kontinuitätsbedingungen entlang den Seiten verletzt sind.

Lösung 11

Elementweise lineare Verschiebungsansätze und konstante Spannungsansätze können zu¬

sammen verwendet werden, wenn die Kontinuität der Normalspannungen entlang den Ele¬

mentseiten durch die Einführung der Seitennormalmomente als Spannungsparameter er¬

zielt wird (siehe Abschnitt 6.3). Die wesentliche Eigenschaft dieser Lösung besteht

darin, dass, falls die Platte nur von konzentrierten Knotenlasten belastet ist, ein

mathematischer unterer Grenzwert für den Traglastfaktor X bestimmt werden kann. Ent¬

lang den Elementseiten verlaufen die Drillungsmomente diskontinuierlich. Auf Grund

der klassischen Kirchhoff'sehen Theorie führt dies jedoch zu keiner Verletzung des

Gleichgewichtes, solange die "Ersatzquerkräfte" richtig übertragen werden. Da der
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Momentenverlauf elementweise konstant ist, treten als Ersatzquerkräfte nur konzen¬

trierte Eckkräfte an den beiden Enden jeder Seite, d.h. an den Knotenpunkten, auf.

Das Gleichgewicht zwischen diesen inneren Knotenkräften (die Gleichgewichtslasten

darstellen) und den äusseren konzentrierten Knotenlasten wird durch die für jeden

Knotenpunkt formulierten Gleichgewichtsgleichungen erfüllt. Werden die Plastizitäts¬

bedingungen nirgends verletzt, sind alle zur Bestimmung eines unteren Grenzwertes

für X notwendigen Voraussetzungen (wenigstens im Rahmen der vereinfachten Kirch¬

hoff 'sehen Theorie) erfüllt. Nur für die Plattendurchbiegungen selber und für die

Normalmomente sind Randbedingungen zu berücksichtigen. Wie erwartet, entspricht das

N/M-Verhältnis dem optimalen 3/1-Verhältnis. Gemäss Rechenaufwand ist diese Lösung

wegen der grösseren Anazhl Kontrollpunkte etwas ungünstiger als Lösung 9. Das Dekom¬

positionsverfahren kann nicht angewendet werden. Das mathematische Modell dieser

Lösung wurde ebenfalls von Herrmann [9] vorgeschlagen.

Lösung 12

Ein zu dem von Lösung 11 völlig äquivalentes mathematisches Modell erhält man, wenn

zur Bildung von Spannungsansätzen elementweise lineare Ansätze für die Southwell'

sehen Spannungsfunktionen U und V verwendet werden. Es ergibt sich nämlich derselbe

elementweise konstante Momentenverlauf und dieselben Diskontinuitäten in den Drillungs¬

momenten entlang den Elementseiten. Weil der aus U und V hergeleitete Spannungszu¬

stand homogen ist, Stehen die konzentrierten "Ersatzeckkräfte" in jedem inneren Knoten¬

punkt untereinander im Gleichgewicht. Lokale Verletzungen des Gleichgewichts sind ent¬

lang den nicht voll eingespannten Rändern zu erwarten, da es schwierig sein wird, einen

inhomogenen Spannungszustand zu finden, welcher den gleichen Momentenverlauf (seiten¬

weise konstant) und den gleichen Querkraftsverlauf (konzentriert an den Knotenpunkten)

aufweist wie der homogene. Je nach Verlauf des inhomogenen Spannungszustandes können

sich bei der Kontrolle der Plastizitätsbedingungen Schwierigkeiten ergeben. Für die Be¬

rechnung von elastischen Platten wurden elementweise lineare Ansätze für die Spannungs¬

funktionen U und V zum ersten Mal von Elias [5] verwendet.

Lösung 13

Diese Lösung entspricht der Lösung 9, mit der sie auch kombiniert werden kann. Wie bei

der entsprechenden Scheibenlösung 5 können allerdings die Parallelogramm-Element prak¬

tisch ohne Mehraufwand durch Dreieckselemente ersetzt werden.
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ZUSAMMENFASSUNG

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung numerischer Methoden zur Bestimmung der

statischen Tragfähigkeit von zwei- und dreidimensionalen Tragwerken unter der Annahme

eines starr-plastischen Materialverhaltens. Auf Grund der Plastizitätstheorie können

derartige Traglastberechnungen als Maximum- oder Minimumproblem einer linearen Funk¬

tion formuliert werden, deren Variablen gewissen Restriktionen unterstehen müssen.

Damit sich das Problem mathematisch mit Hilfe der linearen Programmierung lösen lässt,

müssen diese Restriktionen linear sein. Dies bedingt, dass die Fliessbedingungen

durch lineare Ungleichungen formuliert werden, was der Approximation der im allge¬

meinen nicht-linearen Fliessfiguren durch passende Fliesspolyeder entspricht. Ander¬

seits müssen lineare Gleichgewicht- oder Kompatibilitätsgleichungen formuliert werden.

Die entsprechenden Koeffizienten werden auf Grund des Prinzips der virtuellen Ver¬

formungen bzw. der virtuellen Spannungen bestimmt, wobei in beiden Fällen die Ein¬

führung von Ansatzfunktionen für die massgebenden Spannungs- und Verschiebungskompo¬

nenten notwendig ist. Zur Bildung dieser Ansatzfunktionen wird die Methode der finiten

Elemente verwendet. Dabei müssen bei der Wahl der Spannungs- und Verschiebungsparameter

sowie der entsprechenden lokalen Ansatzfunktionen innerhalb jedes Elementes, bestimmte

Kriterien berücksichtigt werden. Die Zusammensetzung der globalen Gleichgewichts¬

bzw. Kompatibilitätsmatrix erfolgt dann einfach durch Summierung lokaler Elementmat¬

rizen, ähnlich wie bei der direkten Steifigkeitsmethode für elastische Tragwerke.

Es werden auch noch Probleme besprochen, die sich bei der Aufstellung entsprechender

Computer-Programme ergeben, vor allem bei der Lösung des linearen Programmes. Eine

Liste von möglichen Platten- und Scheibenlösungen wird angegeben und diskutiert.

SUMMARY

The aim of this work is the development of numerical methods for the determination

of the ultimate load of two- and threedimensional structures assuming an ideal

rigid-plastic behavior of the material. According to the classical plasticity theory

the ultimate load problem can be mathematically formulated as the problen of finding

the maximum or minimum of a linear function, whose independent variables are sub¬

jected to inequalities constraints. In order to use linear programming techniques

these generally nonlinear constraints are approximated by sets of linear inequality

restrictions. Linear equilibrium or kinematic compatibility equations have then to

be formulated, the corresponding coeffieients being determined by Virtual work

methods. This requires the assumption of parametric stress and displacement fields,

which are construeted by mean of finite element procedures. Global equilibrium or

kinematic compatibility matrices are then assembled by a summation over local element

matrices, a procedure similar to the well known "Direct Stiffness Method" for elastic

structures. Some problems»related to the development of efficient Computer programs,

are also discussed and several possible plate and plate-bending solutions are

described.


