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Riassunto

Questo lavoro concerne lo studio della teoria dei valori estremi multi-
dimensionali attraverso l'utilizzo delle copule. L'obbiettivodi questa
tesi e triplice. In primo luogo fornisce un esauriente compendio delle
teorie sulla distribuzione dei massimi e dei minimi e di quella sulla dis-
tribuzione delle eccedenze di soglia in termini di copula. In secondo
luogo, oltre a fornire un'analisi delle relazioni esistenti tra copule dei
valori estremi (EV copulas). copule delle eccedenze (threshold copulas)
e diversitipi di coefficienti di dipendenza, studiail comportamentodegli
estremi di alcune particolarifamiglie di copule. Infine tratta alcuni argo-
menti pratici concernentil'utilizzodei nuovi modelli di copula presentati
nella tesi, quali la simulazione e la stima.

La tesi e strutturata nella maniera seguente. Nel Capitolo 1 viene
presentato il concetto di copula della quäle vengono in seguito elencate
le proprietä principali. II Capitolo 2 e invece dedicato ad alcune mi¬
sure che si riferiscono al comportamento asintotico delle copule. Viene
fornita una dettagliata descrizione di tre different i tipi di coefficient i di
dipendenza della coda (tau dependence coefficients) che si riveleranno
importanti per la teoria presentatanei capitoli successivi. Questi coeffi¬
cienti contribuiranno inoltre a fornire una prima immaginedei possibili
comportamenti asintotici delle distribuzioni dei valori estremi, mettendo
in particolar modo in evidenza l'eterogeneitä che contraddistingue la
classe delle copule asintoticamenteindipendenti. Nel Capitolo 3 ha ini-
zio lo studio dei valori estremi da un punto di vista distribuzionale.
Questo capitolo e essenzialmentediviso in due parti. Nella prima parte
viene studiata la teoria dei nrassimi e dei minimi in termini di copula,
nonche la rappresentazione delle copule dei valori estremi tramite la
funzione A (A-function). Nella seconda parte l'attenzione sarä. invece
principalmente rivolta ad un recente metodo di studio delle copule delle
eccedenze di soglia bidimensionalidovuto a Juri e Wuetrich (2002b). II
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x Riassunto

principale oggetto di interesse che scaturisce da questo approccio e rap-
presentato dalle cosiddette funzioni generatrici delle copule delle ecce¬

denze. Lo studio delle proprietä di queste funzioni consente una piü
profonda conoscenza delle copule delle eccedenze e permette nel con-

tempo di investigare le relazioni esistenti tra queste ultime e le copule
dei valori estremi.

Nel Capitolo 4 la teoria presentata in precedenzaviene applicata
al fine di studiare tre differenti famiglie di copule. Questo capitolo con-

tiene, tra le altre cose, dei nuovi modelli che spiegano il comportamento
dei valori estremi di quelle copule ellittiche la cui componenteradiale
varia in modo regolare. Viene in particolare dimostrato come le copule
limite di quest'ultimepossano venir descritte tramite le copule Limite
della copula t. In seguito viene presentatoun metodo per costruire cop¬
ule conosciutecome copule multi-prodotto (product copulas), che risulta
particolarmente interessante se applicato alle copule Archimedee. An-
che i comportamenti degli estremi di queste copule multi-prodotto ven-
gono studiati. II sopracitato procedimentoproduce una nuova famiglia
di copule con p fattori (p-factor copulas). Nel Capitolo 5 vengono af-
frontati alcuni problemi di ordine pratico concernentii modelli presen-
tati nel capitolo precedente. Nella prima parte, dove viene traftata la
generazione di campioni aleatori, vengono forniti alcuni utili algoritmi.
Utilizzando un metodo presentatoda Ghoudi, Koudrajie Rivest (1998)
e ad esempiopossibile generare delle realizzazioni della copula t-EV (la
copula dei valori estremi relativa alla copula t). Quest'ultima copula
e anche il soggetto della seconda parte di questo capitolo, dove viene
mostrato come sia possibile stimare sia questa copula che la copula
delle eccedenze del modello t utilizzando il metodo di verosimiglianza.
Viene inoltre fornita una discussione sui possibili problemi di identifi-
cazione cui questo metodo puö andareincontro. Infine viene presentato
un nuovo metodo di stimare i parametri per la copula t-EV nel caso

tridimensionale.



Abstract

The present work concerns the study of multivariateextreme value the¬

ory through the use of copulas. The aims of the thesis are threefold. We
give a complete account of the theories of componentwise maxima and
of threshold exceedances in terms of copulas. We also highlight rela-
tionships between extremevalue copulas, threshold copulas and various
kinds of coefficients of tail dependence and we investigate the extremal
behaviourof selected copula families. Finally we treat some practical is-
sues related to the use of the new copulasderived in this thesis including
Simulation and estimation.

The thesis is structured as follows. In Chapter 1 we introduce the
concept of a copula and we summarizeimportantproperties of copulas.
Chapter 2 is devoted to scalar measuresofdependence relating to the as-

ymptotic behaviourof copulas. We give a thorough account of different
kinds of tail dependence coefficients which are relevant for the theory of
the following chapters. With these coefficients we also build up a pic-
ture of different possible asymptotic behaviours of extremes, showing in

particular the heterogeneityof the class of asymptotically independent
copulas. In Chapter 3 we start to investigate extremes from a distrib-
utional point of view. The chapter is divided in two parts. In the first
part we studythe behaviour of componentwise maxima and minima in
terms of copulas and we investigate the representationof extreme value
copulas through A-functions. In the second part we turn our attention
to a recent approach by Juri and Wuethrich (2002b) where bivariate
threshold exceedances are studied using copulas. The main object of
interest Coming from this approach is a family of univariate funetions
called generating funetions of threshold copulas. We derive a number
of properties of these funetions, which turn out to be useful both for
gaining a better understanding of thresholdcopulas and for investigat-
ing the relationships between these latter copulas and extreme value
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copulas.
In Chapter 4 we give examples of how the t-heory of Chapter 3 ap-

plies to three different families of copulas. We contributenew results
on the extremal behaviour of elliptical copulas with regularly varying
radial components. In particular we show how the limiting copulas of
this family can be expressed in terms of the the limiting copulas of the
t-copula, which we also derive. We then consider a method of con-

structing new copulas known as product copulas. This construction is
particularly interesting when applied to Archimedeancopulas. We de¬
rive the extremal behaviour of product copulas. Combining product
copulas with Archimedean copulas we can in fact dehne a new interest¬
ing family of p-factor copulas. In Chapter 5 we consider some applied
tasks, especially for the copulas studied in Chapter 4. In the first part
we consider the problem of random number generation and provide
some useful algorithms. We apply a method of Ghoudi. Khoudraji, and
Rivest (1998) to generate samples form the t-EV copula. This latter
copula, together with the i-threshold copula, is then the marin subject
of the second part of Chapter 5, where we show how both the bivariate
t-EV and t-threshold copulas may be estimated by maximum likelihood
and provide a detailed discussion of identifiability issues that may arise.
We suggest a new method for estimating the trivariatet-EV copula.


