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English Abstract

Let F be a global ficld of positive characteristic, fix a place co and let A denote the
ring of all elements of F integral outside co. Let K be a field of finite type over its
prime field, equipped with a unital ring homomorphism¢: A — K.

In this thesis we study the Galois represcntations associated to A-modules over
K, in particular with respect to the question of their semisimplicity. An A-module
is a smooth commutative group scheme G of finite type over K, equipped with an
action ¢ : A — Endg(G) which is (in a sense to be cxplained later) compatible
with the action of A on Lie G given by «. The Galois representations we are speak-
ing of are the Tate modules V,(G, ¢) which arise by collecting the p-power torsion
points of G(K*P) with respect to ¢.

For this, one introduces the notion of isogeny between A-modules. In Chapters
II and IIT we collect from and complement the literature. One obtains a category
of abelian A-modules up to isogeny and its classification in terms of abelian A-
motives up to isogeny. The latter objects are special cases of the more general
notion of restricted modules, and may or may not be etale at a given place p of F.
Choosing a placc p ¢ {kert, oo}, we have the following diagram of categories and
functors, which translates our problems into problems of semilinear algebra:

abelian v -adic Galois
A-modules over K || ®F I, : (( P o ))
. representations
up to 1sogeny
p-etalc or Fo e Fa®Fy— ctale
Fyx-modules J| 7 °* " \\ Fgp-modules

etale
F, x-modules
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The Semisimplicity Conjecture states that V,, respects and reflects semisim-
plicity of objects, whereas the Tate Conjecture states that V,, is fully faithful. They
both follow from the respective statements for the functor Fg,, ®p, — in the mid-
dle row, which in turn follow from the respective statements for the functors in the
lower left and lower right corner of the diagram.

In Chapter 1V we generalise the functor Fy g ®p, — to more gencral scalar
extensions F’/F, and prove the required results using fairly straightforward ex-
tensions of results on scalar extension of modules over algebras as in [Bou81].

In Chapter V we prove the required results for Fx, ®r,, — by constructing a
left quasi-inverse functor Q,. It has the additional property of characterising the
essential image of Fgp ®r, , —. This is done using ideas of Akio Tamagawa, and
is cast in language formally analogous to the Fontaine theory of p-adic Galois
representations.

Finally, in Chapters VII and VIII some complements on Tannakian categories
and a general result from represcntation theory allow us to prove that certain al-
gebraic monodromy groups (which coincide with the Zariski closure of the image
of the absolute Galois group of K) are reductive.



Deutsche Zusammenfassung

Sei F ein globaler Korper positiver Charakteristik, mit fixierter Stelle oo, und sei
A der Ring der Elemente von F, welcher ausserhalb oo ganz sind. Sei K ein
Korper endlichen Typs {iber seinem Primkorper, ausgeriistet mit einem unitalen
Ringhomomorphismus ¢ : A — K.

In der vorlicgenden Arbeit untersuchen wir die Galoisdarstellungen, welche
A-Moduln iiber K assoziiert sind, insbesonders in Hinsicht auf die Frage ihrer
Halbeinfachkeit. Ein A-Modul ist ein glattes kommutatives Gruppenschema G
von endlichem Typ iiber K, ausgeriistet mit einer Operation ¢ : A — Endg(G)
welche (in einem spiter zu erklarenden Sinn) mit der Operation von A auf Lic G
durch ¢ kompatibel ist. Die genannten Galoisdarstellungen sind die Tatemoduln
V., (G, ¢), welche durch das Zusammenfassen der p-Potenz Torsionspunkten von
G(K*%) bezuglich ¢ entstehen.

Dazu fithrt man den Begriff der Isogenie zwischen A-Moduln ein. In den
Kapiteln II und III sammeln wir Ergebnisse aus und erganzen wir die bcste-
hende Literatur, Man erhilt eine Kategoric abelscher A-Moduln bis auf Isogenie,
und eine Klassifikation durch abelsche A-Motive bis auf Isogenie. Letztere sind
spezielle Falle des allgemeineren Begriffs restringierter Moduln, und konnen an
einer gegebenen Stclle p von F entweder etale sein, oder eben nicht. F’ur eine
Stelle p ¢ {kert, oo} erhalten wir folgendes kommutative Diagramm:

A-Moduln iiber X |[®y F,
bis auf Isogenie

p-etale o0 Frp®F,— . etale
Fg-Moduln )| °F ©F Fgy-Moduln
ma /ﬁ"v: -

ctale
F, k-Moduln
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Es uibersetzt unsere Probleme in Probleme der semilinearen Algebra. Die Hal-
beinfachkeitsvermutung besagt dass V, die Halbeinfachkeit sowohl erhalt als auch
reflcktiert, wohingegen die Tatevermutung besagt, dass V,, volltreu ist. Beide Ver-
mutungen folgen aus den entsprechenden Aussagen fiir den Funktor Fgp ®F, — in
der mittleren Reihe, welche wiederum aus den entsprechenden Aussagen fiir die
Funktoren in der untercn linken und unteren rechten Ecke des Diagramms folgen.

In Kapitel IV verallgemeinern wir den Funktor F, g ®p, — zu allgemeineren
Skalarerweitcrungen F’/F, und beweisen die bendétigten Resultate mittels relativ
einfachen Erweiterungen der Resultate Uber Skalarerweiterung von Moduln tiber
Algebren wie in [Bou81].

In Kapitel V beweisen wir die benotigten Resultate fir Fgy ®p,, — indem
wir einen linksinversen Funktor Q, konstruieren. Er hat die zusitzliche Eigen-
schaft, das essentielle Bild von Fg, ®p,, — zu charakierisieren. Dabei verwen-
den wir Ideen von Akio Tamagawa, und cine Sprache, welche formal analog zur
Fontainetheorie p-adischer Galoisdarstellungen ist.

Schliesslich erlauben uns in den Kapiteln VII und VIII einige Ergdnzungen zur
Theorie der Tannakakategorien und ein allgemeines Result aus der Darstellungs-
theorie, zu zeigen dass gewisse algebraische Monodromiegruppen (sie stimmen
mit dem Zariskiabschluss des Bildes der absoluten Galoisgruppe von K iiberein)
reduktiv sind.
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