
ETH Library

Ueber Biegeschwingungen
stabförmiger Bauelemente mit
Abstrahlungsdämpfung

Doctoral Thesis

Author(s):
Kellenberger, Walter

Publication date:
1953

Permanent link:
https://doi.org/https://doi.org/10.3929/ethz-a-000088988

Rights / license:
In Copyright - Non-Commercial Use Permitted

This page was generated automatically upon download from the ETH Zurich Research Collection.
For more information, please consult the Terms of use.

https://doi.org/https://doi.org/10.3929/ethz-a-000088988
http://rightsstatements.org/page/InC-NC/1.0/
https://www.research-collection.ethz.ch
https://www.research-collection.ethz.ch/terms-of-use


Prom. Nr. 2232

Über Biegeschwingungen stabförmiger

Bauelemente mit Abstrahlungsdämpfung

VON DER

EIDGENÖSSISCHEN TECHNISCHEN HOCHSCHULE

IN ZÜRICH

ZUR ERLANGUNG

DER WÜRDE EINES DOKTORS DER

TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

GENEHMIGTE

PROMOTIONSARBEIT

VORGELEGT VON

Walter Kellenberger
von Walzenhausen (Appenzell A.-Rh.)

Referent : Herr Prof. Dr. F. Gassmann

Korreferent : Herr Prof. Dr. P. Lardy

Zürich 1953

L. Spelch, Reproduktionsanstalt, Brandschenkestr. 47/49



Leer - Vide - Empty



Meiner Frau gewidmet



Leer - Vide - Empty



INHALT

Seite

ZUSAMMENFASSUNG 7

WICHTIGSTE BEZEICHNUNGEN 9

EINLEITUNG 13

A. ALLGEMEINE THEORIE GEDAEMPFTER BIEGESCHWIN¬

GUNGEN VON STAEBEN 17

a. Voraussetzungen
17

b. Der Halter 18

c. Die Bewegungsdifferentialgleichung des Schwingers 23

d. Lösung der Differentialgleichung für den stationären Fall 27

e. Randbedingungen 28

f. Spezielle Randbedingungen für dynamisch-symmetrische Halter-

Praktische Beispiele von Einspannungen nach Tab. I 29

B. SPEZIELLE THEORIE SCHWACH GEDAEMPFTER BIEGE¬

SCHWINGUNGEN 33

a. Voraussetzungen 33

b. Bewegungsdifferentialgleichung 34

c. Die erzwungene, stationäre Schwingung 34

1. Zusammenhang der Schnittkräfte mit der Ausbiegung 34

2. Randbedingungen 35

3. Frequenzgleichung-Spezialfälle 36

4. Schwingungsform-Spezialfälle 37

5. Schnittkräfte-Spezialfälle 39

6. Numerisches Verhalten 41

C. DIE DAEMPFUNG 43

a. Allgemeines 43

b. Die innere Dämpfung 44

1. Ursache und Wirkung 44

2. Erläuterungen zu Tab. HI .
47

3. Die Bedeutung der Koeffizienten A und A 47

4. Die Grössenordnung der Relaxations- resp. Retardationszeit 48

5. Die Bedeutung des VOIGT'schen Ansatzes für Bauwerk-

Schwingungen 49

c. Die äussere Dämpfung, - Der Luftwiderstand 51

d. Die Abstrahlungsdämpfung 54

1. Der Halter und seine dynamischen Einspanngrössen 54

2. Beispiele von DEG aus Theorie und Praxis 56

21. Einspannung am Schnittufer eines <x> -langen Stabes 56

22. Einspannung im homogenen, isotropen Raum 56

23. Reine translatorische Einspannung 58

5



24. Reine rotatorische EinSpannung 60

25. Grenzwert der DEG 63

26. Zusammenstellung einiger DEG 64

3. Empirische Ermittlung der DEG (Messung) 65

4. Ermittlung der DEG aus Messungen am Modell 66

5. Der Halter als Kombination dreier mechanisch-dynamischer
Elemente 69

D. TRANSVERSALE GRUNDSCHWINGUNG DES EINSEITIG

ELASTISCH EINGESPANNTEN STABES 75

a. Beispiel, feste und variable Werte 75

b. Diagramme 78

c. Diskussion der Diagramme-Zusammenfassung 90

d. Nachweis schwacher Dämpfung 93

NACHWORT 93

LITERATURVERZEICHNIS 95

LEBENSLAUF 97

TABELLEN

Dynamisch-symmetrische Halter

Lineare, quasi-elastische Körper

Beispiele dynamischer Einspanngrössen

Grenzwerte dynamischer Einspanngrössen für LO — O

Zusammenstellung dynamischer Einspanngrössen

Modellmasstäbe

Mechanisch-dynamische Elemente

Mechanisch-elektrische Analogie

Parameter-Intervalle

DIAGRAMME

No. 1-20 78-89

i,n 31

m 50

IV 61,62

V 63

VI 64

VII 67

vra 70

DC 72

X 77

6



ZUSAMMENFASSUNG

Der Schwingungszustand stabförmiger Bauwerke mit innerer-, äusserer-

und Abstrahlungsdämpfung wird untersucht und an einem numerischen

Beispiel die Auswirkungen der verschiedenenDämpfungsarten im Resonanz -

falle quantitativ aufgezeigt. Die charakteristischen Eigenschaften verschie¬

dener Formen der innern Dämpfung werden an einem einfachen Spannungs-

zustande erklärt. Zwei charakteristische Einspannungsarten der Literatur

erweisen sich als Spezialfälle der vorausgesetzten allgemeinen elastischen

Einspannung. Das rasche Absinken der Eigenfrequenz infolge elastischer

Einspannung wird analytisch und graphisch dargestellt.

Es sind berechnete und gemessene dynamische Einspanngrössen, wie sie zur

Erfassung der Abstrahlungsdämpfung verwendet werden, diskutiert und zu¬

sammengestellt. Sodann wird gezeigt, wie diese Grössen an Ort und Stelle,

als auch an einem Modell, ermittelt werden können.
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EINLEITUNG

Im Hinblick darauf, dass Bauwerkschwingungen erstaunlich wenig gedämpft

sind, kann für viele Betrachtungen die Dämpfung vernachlässigt werden.

Im Falle erzwungener Schwingungen entstehen mit dieser Vernachlässi¬

gung theoretische Beanspruchungen in der Resonanz, die über alle Grenzen

wachsen. Erst durch Berücksichtigung der Dämpfung sind endliche Grössen

zu erwarten, wie sie in Wirklichkeit auftreten.

Da es sich in der Resonanz um maximale Beanspruchungen handelt, die für

den Konstrukteur allein massgebend sind, wenn dieser kritische Zustand

nicht durch anderweitige Massnahmen umgangen wird, ist es selbstver¬

ständlich, dass der Dämpfung schon früh volle Beachtung geschenkt wurde.

Einen Beitrag zur Abklärung der immer noch offenen Fragen: „Welcher

Art und Grösse sind die Dämpfungen, und wie lassen sie sich theoretisch

erfassen?", soll die vorliegende Arbeit bilden.

Bei Schwingungen stabförmiger Bauwerke, wie schlanken Hochbauten,

Glockentürmen, Hochkaminen, Masten, Säulen, Pylonen von Hänge¬

brücken, eingespannten Balken und Rahmenstäben, handelt es sich um

feste Körper, die irgendwo eingespannt, d.h. mit einem ebenfalls elasti¬

schen Körper in Verbindung stehen. Es sei im folgenden der schwingende,

stabförmige Körper Schwinger, und der den Schwinger festhaltende

Körper Halter genannt.

Die Ursache der Dämpfung kann damit schematisch in 'drei Arten einge¬

teilt werden: in die innere Dämpfung, verursacht durch die Verwand¬

lung elastischer Energie in Wärme im Innern des Schwingers, in die

äussere Dämpfung, welche durch Bewegungswiderstände, die an der

freien Oberfläche des Schwingers auftreten, verursacht wird und endlich

in die sog. Abstrahlungsdämpfung, die dadurch entsteht, dass der

Schwinger den Halter deformiert und durch die so verursachte Abstrah-

lung elastischer Wellen in den Halter an Schwingungsenergie verliert.

Erstaunlicherweise findet man in der ganzen deutschsprachigen Literatur

keine einzige Arbeit, die sich irgendwie mit dieser dritten Dämpfungsart

befasst. Auch der neueste Bericht über den in den U.S.A. durchgeführten

Forschungskongress der "International Union for Theoretical and Applied
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Mechanics" (2), betreffend die Forschung im Gebiete der Schwingungs-

dämpfung vom 31. März 1950, erwähnt keine solchen in der angelsächsi¬

schen Literatur. Einzig die Vermutung, dass diese Art Dämpfung speziell

für Bauwerke von nicht zu unterschätzender Bedeutung sein kann, wird von

verschiedenen Autoren geteilt. So schreibt J.P.DEN HARTOG in (5J.

"...however no reliable amplitude measurements

could be made because of the uncertainty of the energy dissipation in the

foundation. "

Die japanische Arbeit von K.SEZAWA und K.KANAI (19) ist m.W. die ein¬

zige, in der versucht wurde, die Abstrahlungsdämpfung quantitativ zu er¬

fassen. Sie kann wie auf S.58 gezeigt wird, als Spezialfall der hier behan¬

delten betrachtet werden. Die bekannten japanischen Autoren schreiben

über den Gegenstand der Abstrahlungsdämpfung in (19) wie folgt:

" The dissipation of energy of vibrations into the

ground seems to play an important part of the prevention of vibrations of

a building.
"

Ob und in welchem Masse sich die Vermutung einer wesentlichen Wirkung

der Abstrahlung auf die Beanspruchung bestätigt, war eigentlicher Anstoss

zu dieser Arbeit.

Einen bedeutenden Beitrag zum Thema Abstrahlung liefert die Publikation

von Prof. Dr. F.GASSMANN: "Ueber Dämpfung durch Abstrahlung elasti¬

scher Wellen und über gedämpfte Schwingungen von Stäben" (7), die während

meiner Beschäftigung am Institut für Geophysik der ETH entstand und

grundlegend wurde für die weitern Arbeiten an der Dissertation.

Für die theoretische Erfassung der Abstrahlung wird vorausgesetzt, dass

sich die Trennfläche zwischen Schwinger und Halter (der sog. Einspann-

querschnitt) wohl beweglich, jedoch undeformierbar verhält, eine Annahme,

die als Hypothese von BERNOULLI (Ebenbleiben der Querschnitte) in der

Statik und Dynamik für Querschnitte stabförmiger Körper allgemein ge¬

troffen wird.

Damit ist es nach (7) möglich, die Abstrahlungsdämpfung in zwei Stufen- zu

behandeln, wobei zuerst der Halter mit der Einspannfläche für sich und

nachher die Bewegung des Schwingers betrachtet wird. Die Abstrahlungs¬

dämpfung erscheint dann nur noch in den Randbedingungen.
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Praktisch bedeutet dies, dass die Abstrahlungseigenschaften des Halters

(Baugrund) bereits vor der Erstellung des Schwingers (Bauwerk) durch ge¬

eignete Messungen empirisch ermittelt werden können. Cd3,S.65.

Im Abschnitt A wird zuerst eine allgemeine Theorie gedämpfter Biege¬

schwingungen von Stäben gegeben, die sich im wesentlichen auf (7) stützt.

Im Abschnitt B wird spezialisiert auf schwache Dämpfung und im Abschnitt

D werden die erzwungenen Biegeschwingungen des einseitig elastisch ein¬

gespannten Stabes, speziell in der Grundresonanz theoretisch und nume¬

risch behandelt, wobei der Einspannungsgrad und die verschiedenen Dämp -

fungsarten durch Parameter erfasst und ihre Auswirkung auf die Bean¬

spruchung in der Resonanz analytisch und graphisch dargestellt sind. Im

Abschnitt C werden die Dämpfungsarten untereinander verglichen und

speziell den sog. dynamischen Einspanngrössen, die zur Erfassung der Ab-

strahlung verwendet werden, ein grösserer Platz eingeräumt.

15
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A. Allgemeine Theorie gedämpfter Biegeschwingungen
von Stäben

Es wird der Schwingungszustand eines elastischen Stabes (Schwinger), der

in einem gleichfalls elastischen Körper (Halter) an beiden Enden einge¬

spannt ist, untersucht. Die innere und äussere Dämpfung, sowie die Abstrah-

lungsdämpfung an den Einspannstellen wird berücksichtigt. Fig. 1.

Fig. 1

a. VORAUSSETZUNGEN

1. Der Schwinger sei homogen und isotrop, symmetrisch zur Belastungs¬

ebene, zylinderförmig und habe konstantes Trägheitsmoment 0 bezüg¬

lich der Schweraxe senkrecht zur Belastungsebene.

Das HOOKE'sche Gesetz wird nicht vorausgesetzt. An

seine Stelle tritt die Voraussetzung 3, d.h. eine zeitabhängige Spannungs-

Dehnungsfunktion. Es gilt jedoch die Hypothese für schlanke Stäbe von

BERNOULLI-NAVIER, d.h. die Längsfasern des Stabes beeinflussen sich

gegenseitig nicht, und die Querschnitte bleiben bei der Deformation eben.

Letzteres gilt speziell auch für Einspannquerschnitte F„ und Fet .

2. Die Halter sind mit Rücksicht auf die numerische Behandlung des Pro¬

blems mechanisch symmetrisch zur Belastungsebene vorausgesetzt, im

übrigen brauchen sie weder homogen noch isotrop zu sein. Sie sollen ledig¬

lich durch harmonisch pulsierende Kräfte an den Einspannstellen in einen

stationären Schwingungszustand mit gleicher Frequenz versetzt werden.

Sie seien charakterisiert durch dynamische Einspanngrössen, welche zu¬

gleich die Erfassung der Abstrahlungsdämpfung ermöglichen. Spezielle
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Einspannarten, wie starre, rotatorische und translatorische bewirken

charakteristische Werte dieser Grössen.

3. Für die Erfassung der innern Dämpfung gilt einer der in (8) aufgeführ¬

ten Ansätze quasi-elastischer Körper von JEFFREYS (12), MAXWELL

(16) oder VOIGT (21).

4. Für die äussere Dämpfung wird ein der Geschwindigkeit proportionaler

(linearer) Ansatz gewählt.

5. Für die erzwungenen Schwingungen sei ein stationärer Zustand voraus¬

gesetzt. Die transversale Störkraft Qe *), sowie ein äusseres Biegemoment

M«, ,
beide mit der Frequenz r= und in der gleichen Belastungsebene

wirkend, greifen an der Stelle X =1, an. Zudem sei angenommen, dass

ebenfalls in der Belastungsebene vom Halter her harmonische Verschie¬

bungen U0 und Winkeldrehungen 5, der gleichen Frequenz auf den

Schwinger einwirken (Erschütterungen, Erdbebenwellen). Störungen mit

allgemeinerem zeitlichen Verlauf können nach FOURIER zusammenge¬

setztwerden, und die Berücksichtigung mehrer Störkräfte an verschiede¬

nen Stellen kann durch Superposition geschehen. Der Schwinger steht unter

der Wirkung eines zeitlich konstanten "Enddruckes" T
,
dessen Wir¬

kungslinie in die Axe des unverformten Stabes fällt.

b. DER HALTER

Durch die vorausgesetzte Symmetrie von Schwinger, Halter und Belastung

werden die 6 Freiheitsgrade der Bewegung der starren Einspannfläche F„

auf die Hälfte reduziert. Sieht man von der, für Biegeschwingungen zu ver¬

nachlässigenden Verschiebung in Richtung der Balkenaxe ab, so verblei¬

ben noch 2 Bewegungsmöglichkeiten für F0 : eine Verschiebung quer zur

Stabaxe und eine Drehung um eine Axe senkrecht zur Belastungsebene.

Unter der Annahme eines linearen Zusammenhanges der Kräfte und Ver¬

formungen gelten mit Rücksicht auf die Voraussetzung 2 folgende Bezie¬

hungen zwischen der im Schwerpunkt 0 von Fe angreifenden Reaktions-

dyname (Querkraft Ö und Biegemoment M ) und den entsprechenden Ver-

formungen (Translation U in Richtung von Q und Winkeldrehung Oi im

Drehsinn von M )

*) Das Zeichen j>> über einer Grösse betont eine harmonische Zeitab¬

hängigkeit, z.B. G = lie'"*, U unabhängig von I"
.
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a) ? = rfl g +r„a
bezw

u -uo +um

Die linearen Koeffizienten T resp. L sind i. allg. komplexe Konstante

und seien im folgenden dynamische Einspanngrössen (kurz DEG) genannt.

Die Gleichungen (1) stellen ihre Definitionen für die Einspannungeines

transversal schwingenden Stabes dar. Die DEG hängen ausser von Form

und Grösse des Einspannquerschnitts auch von den elastischen Eigenschaf¬

ten des Halters, sowie von der Schwingungsfrequenz r=r ab.

Die den Gleichungen (1) entsprechenden Matrizen, die Kräfte- und Ver¬

formungsmatrix

(2) [r. r«J bezw.

L« U

Ui Lz2

sind zueinander reziprok und der Zusammenhang der Koeffizienten durch

folgende bekannten Gleichungen gegeben, wobei T & L in (3) vertauscht

werden können

i
_

fa i G*
L« =

"Ö" Ltl " Dr
(3)

, £ , r Dr-r.r.-tr.

Es ist also möglich, die L aus den T
,
und umgekehrt, zu berechnen.

Die theoretische Behandlung von Schwingungen schlanker Stäbe kann sowohl

über die T als auch über die L erfolgen. Welche dieser Grössen den

Vorzug verdienen, ist eine Frage der Praxis; theoretisch sind sie gleich¬

wertig.

Um sich von den DEG, z.B. den Grössen L eine Vorstellung zu schaffen,

denke man sich entsprechend der Definition (1) einzeln die Querkraft Ot(M«o),

(4) bezw. das Drehmoment M,(QsO)
,
auf den vom Schwinger gelösten Halter

19



im Schwerpunkt des Einspannquerschnittes wirkend und stelle sich die

Quotienten dieser Kräfte mit den so erzwungenen Verschiebungen vor.Fig.2

Fig. 2 |

a.) Q-o §
4i

b.) rfi M-O

"H—- Schwinger ^ s
r\ |V —m—

JL_^— Halter .u

(5)
Für lü«0 werden die L zu den in der Statik gebräuchlichen MAXWELL'-

sehen Einflusszahlen und die f zu deren Dualen (3).

Ist der Halter ideal - elastisch, homogen und isotrop im Sinne der

klassischen Elastizitätstheorie, so wird vermutlich f^j = fj| ,
bezw.

(6) L14 = Lt1 ,
d.h. es gilt aller Wahrscheinlichkeit nach ein zum MAXWELL'-

sehen Vertauschungssatz analoges Gesetz in der Dynamik. Die Vermutung

wird gestützt durch das Bsp. lb der Tab. IV.

Dynamisch - symmetrisch heisst der Halter, wenn zur Beschrei-

(7) bung der Einspannung (1) keine DEG mit gemischten Indizes erforderlich

sind. Es wird dann aus (1)

r -1 I -£

r -il I -2 f
"~* I"L"s1

>
r«L"=1(8)

Hier sei bemerkt, dass im Falle longitudinaler Stabschwingungen bei

gleichen Voraussetzungen an Stelle der 4 DEG in (1) nur eine einzige DEG

(9) auftritt, die den Zusammenhang zwischen der am Einspannquerschnitt

wirkenden Kraft K in Richtung der Stabaxe und der gleich orientierten

Verschiebung W ausdrückt (7).
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Bedeutet Rz den Realteil und jjz den Imaginärteil einer komplexen

Grösse Z - Kz+ i^Z und wird mit einem c über einem Zeichen die konju¬

giert komplexe Zahl ZsÄZ-i^I bezeichnet, so wird die totale Energie

die im Mittel in der Zeiteinheit durch die Dyname (Ö.M) in den Halter

abgestrahlt wird, mit Lji, und den Kräften ausgedrückt

(13,) H=f[|L«5Q+|UÔM+|UMÛ+|UMM]
oder nach (7) durch H^ und die Verschiebungen dargestellt

(13*) HBy[Jrwuu + j|fi ö«+|rnâu + fJrMÄa]
6 « e

Mit LnsLj, ,
bezw. I^Im wird, da QM und MQ

,
bezw. UO! und

(XU
, konjugiert komplex sind

(14<) H =T[|ûfjU^QM|U+AMÛ|L«+|M|2jU]
(h*) H^[lurjrn^û^t+^ujr„+H2|rtt]

Man erkennt, dass von den PEG nur die Imaginärteile für die abgestrahlte

(15) Energie massgebend sind.

Für den dynamisch-symmetrischen Halter wird noch einfacher

<I6''

H=f[lul'|Ut|Ml'|La].

Die mittlere Leistung setzt sich im Falle dynamischer Symmetrie additiv

zusammen aus den Einzelleistungen der translatorischen und rotatorischen

Bewegung.
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c. DIE BEWEGUNGSDIFFERENTIALGLEICHUNG DES SCHWINGERS

Ein erster Schritt zur Herleitung der Differentialgleichung besteht in der

Ermittlung der Beziehung zwischen Biegemoment M *) und Auslenkung

U eines Stabquerschnittes.

Man betrachte ein Stabelement von der Länge dx
. Fig. 3.

Fig. 3

i y((Ü)

(17)

(18)

Die Verzerrung einer Faser im Abstände y von der Stabaxe beträgt, da

die Fasern sich gegenseitig nicht beeinflussen sollen

p- àà.
t"

dx

Unter Annahme ebenbleibender Querschnitte folgt aus Fig. 3

Adx
_

dx

y
'

R

i du
Wird für die Krümmung der elastischen Linie wie üblich -=r

Ä -r-z

so ergeben (17) und (18) sofort

gesetzt,

(19) c _

A<k
_ v

d*u

Die Beziehung zwischen der Verzerrung £ und der Normalspannung 0

der Faser liefert die im Abschnitt Cb für den eindimensionalen Normal-

spannungszustand abgeleitete Gleichung (70)

(20)
*t(cr) - BtUit)

*) Ein Querstrich - über einer Grösse betont eine beliebige Zeitabhängig¬

keit.
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(21)

Die linearen Operatoren £j haben folgende Bedeutung

Körper mit (ohne)
inn. Dämpfung nach *T *

JEFFREYS 1
+

3 2G¥+2AÛI
MAXWELL

A » 2G£
VOIGT 1 ZG + 2Aû|:
(HOOKE) 1 2G

= Schubmodul A = Relaxationszeit-|C
E

*^
A

UieheCbS
V = Querdehnungszahl A= Retardationszeitj

(19) in (20) eingesetzt, ergibt

*,w-&ïMé)
Multipliziert man diese Gleichung mit y und integriert über die Quer-

schnittsflache F
,
so entsteht mit den Definitionen für Biegemonrent und

Trägheitsmoment

M =-J(TydF ; J-Jy'dF
die gesuchte Beziehung zwischen Biegemoir, ent und Auslenkung eines Quer¬

schnittes senkrecht zur Stabaxe für innerlich gedämpfte Schwinger

(22)
3B 3ö

t,(M)-^**(j«r)



_
•«-

Sie ersetzt die bekannte Beziehung M = Bt-j , B = E J (Biegesteifigkeit),
die nur für ideal-elastische, sog. HOOKE'sche Körper gilt.

Die d'Alembert'sehen-Gleichgewichtsbedingungen am Stabelement der

Länge dx liefern 2 weitere Gleichungen:

1.) Komponentenbedingung quer zur Stabaxe.

(23) gdx-2r<jFdx|f.-qFdx|t-o
Die einzelnen Ausdrücke stellen den Zuwachs der Querkraft Q

,
die

äussere Dämpfungskraft ( IC = Koeffizient der äusseren Dämpfung) und

die Trägheitskraft dar. Ç ist die Dichte und F der Querschnitt des

Stabes.

Wird mit

ein weiterer Operator bezeichnet, so schreibt sich obige Gleichung

<?F3x
(25) *r(ö>-*#

2.) Biegemomentenbedingung am Element.

(26) M dx +Qdx - «DdxJ^+Tdx|ä = o

Die. einzelnen Ausdrücke stellen den Zuwachs des Biegemomentes M
,

den Anteil der Querkraft am Moment, das Moment infolge rotatorischer

Trägheit und das Moment infolge des "Enddruckes" T dar.

Das Momentengleichgewicht liefert somit

g+8-"J&+T&-°
Aus den Gleichungen (25) und (27) lässt sich durch Ableiten der Gleichung

(27) nach X und einsetzen in (25) vorerst die Querkraft Q eliminieren.

Es entsteht

<t> tn\-3-J£L i 3*M T 3*ü
**1 ,"F3t,Ä'~qF'3xT"5F"3i?
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Durch Anwendung des Operators 4.f auf diese Gleichung und zweimaliges

Ableiten der Gleichung (22) nach X
,
kann aus diesen 2 verbliebenen

Gleichungen das Biegemoment M eliminiert werden. Das Resultat ist die

gesuchte Bewegungs-Differentialgleichung

(28) w«) +ÄFM$H*4)4*.e)-°

(29)

(30)

Im Falle des JEFFREYS'schen Körpers ergibt (28) eine homogene, lineare,

partielle Differentialgleichung 6. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Im Spezialfälle des ideal-elastischen Körpers von HOOKE (ysA«0), ohne

äussere Dämpfung ( ï=0 ), mit vernachlässigter rotatorischer Trägheit

(7.8. und 9. Glied streichen) und verschwindendem "Enddruck" (T*0), re¬

duziert sich diese Gleichung erwartungsgemäss auf die bekannte Differen¬

tialgleichung für Biegeschwingungen von Stäben. (20,S.332).

Der Zusammenhang der Schnittkräfte (Querkraft u und Biegemoment M )

mit der Auslenkung Û ist durch folgende Operatorengleichungen gegeben

«, *.(S)-^(|)^^,(^-Tt,©

Die erste Gleichung wird erhalten durch Anwendung des Operators ^,, auf

(27), einmalige Ableitung der Gleichung (22) nach X und Elimination des

Biegemomentes M aus beiden Gleichungen, Die zweite Gleichung wurde

in (22) vorausgesetzt.
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d. LOESUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNG FUER DEN STATIONAE-

REN FALL.

Wird vom Enddruck, dessen Auswirkung einer späteren Untersuchung vor¬

behalten sein soll, abgesehen, und bleibt die rotatorische Trägheit infolge

ihrer vernachlässigbaren Wirkung auf schlanke Stäbe unberücksichtigt *),

(32) so ergibt der Produktansatz ÜSU = U(x)C,U' welcher bereits der zeitlich

periodischen Veränderlichkeit der Randbedingungen Rechnung trägt, in

(28) eingesetzt, für die komplexe Normalfunktion U(X) die homogene, tota¬

le Differentialgleichung 4. Ordnung.

(33) -^L - 4*U - 0

mit

(34) 4g_(1-^FRPr
3B P<|>

P,,Pj-U.P$ sind die zu t*.tr und t* gehörigen Polynome nach folgen¬

der Definition: -»_ «A. .

Aus <fe;(2)=ajoZ+ajilL+c!jt33+— wird mit Z«Z*Ze'U'

(35) <fej(z) = ZPj wobei

•j
= ajo + aj,(iu))+aj4(iu))+... zu setzen ist.

Es sind nun, je nachdem X<1, oderX>l, ist, 2 Lösungszweige für U(x)ein¬

zuführen, die der Gleichung (33) genügen. Die allgemeinen Lösungen heis-

sen

(36') u, (x) = A„ e,x+ A„eiX + Awe* + A* eilx

(36*) uf (x) = A« e*+ AMe 4X+Ais eiâX+ A»e"ilx

Die Koeffizienten Ajk werden durch die Randbedingungen bestimmt. Die

Lösung (32), (361), (36*) stellt somit das allgemeine Integral der Gleichung

(28) für stationäre, erzwungene Schwingungen dar.

Für die Behandlung freier Schwingungen, die jedoch nicht weiter Gegen-

*) Vergl. diesbezüglich (20,S.337 & 341)
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stand dieser Arbeit bilden, kann der Ansatz (32) ebenfalls verwendet wer¬

den. Es ist dann allerdings U> als anfänglich unbekannte komplexe (von

X und f unabhängige) Konstante aufzufassen, und die DEG in den Randbe¬

dingungen müssen als explizite Funktionen von 10 angeschrieben werden. *)

e. RANDBEDINGUNGEN

Es stehen je 2 Randbedingungen an den Einspannstellen, sowie 4 Ueber-

gangsbedingungen im Schnitte X»l, zur Verfügung, sodass die 8 Koeffizien¬

ten Afl-.Aj^ durch 8 lineare Gleichungen bestimmt sind.

Für X«Q und X«l gelten grundsätzlich die gleichen Randbedingungen. Es

sind lediglich die zu den Schnitten X*0 resp. X=l gehörigen DEG, sowie

für U das entsprechende U, resp. Ut einzusetzen. Je nachdem, ob T -

oder L -Werte vorliegen, gilt (371) oder (37*).

u +
3BP* d5u

, 3BP* d*u i
„

Wim, dx5 L"
"

(i-ivîR 3x*~L,î
"

Uo

àl +
3 BP* dji I 3BP* d*u I

_ „

Für X«l| gilt

1. U| = Uj gleiche Ausbiegung

du« dut
dx "dx Stetigkeit der Tangenten

3 <fa
_

dût
_ +t^| (1-|V) Ri

Unterschied des Biegemomentes
dx* dX* ° 3D P$ zu beiden Seiten des Schnittes

4. dth dlit
_ _Q (l~£v) Pi Unterschied der Querkraft zu

dx3 dx*
~"

• 3ß P* beiden Seiten des Schnittes

*) Der Ansatz (32) ist im Falle freier Schwingungen als partikuläres Inte¬

gral aufzufassen. Die zugehörigen Kreisfrequenzen der Gesamtheit aller

partikulären Integrale bestimmen sich als Eigenwerte des homogenen Glei¬

chungssystems, das durch die Randbedingungen bestimmt wird. Die allge¬
meine Lösung setzt sich aus der Linearkombination all dieser speziellen
Lösungen zusammen, wobei die neu verfügbar werdenden Konstanten den

gegebenen Anfangsbedingungen anzupassen sind.



f. SPEZIELLE RANDBEDINGUNGEN FUER DYNAMISCH-SYMMETRISCHE

HALTER

Die einzige Bedingung für dynamische Symmetrie ist nach (7), dass alle

DEG mit ungleichen Indizes in (1) wegfallen. Dies trifft zu, wenn die Ouer-

kraft keine Rotation und das Drehmoment keine Translation des Einspan-

nungsquerschnittes bewirken. Die zur Beschreibung der Einspannung im

Halter erforderlichen DEG reduzieren sich dann im allgemeinen Falle 1

(Tab.I) auf zwei, in den Spezialfällen 2-5 auf nur eine einzige. Die Randbe¬

dingungen (37*) resp. (37*) vereinfachen sich wesentlich, da nur noch maxi¬

mal zwei DEG statt deren vier auftreten. Diese dynamisch-symmetrische

Einspannung kann u.U. als brauchbarer Ersatz für die theoretische Behand¬

lung komplizierterer Einspannungen dienen. Vergl. die Bsp. 3,4 & 5 S. 30.

Die noch stärker spezialisierten Fälle der Tab. II stellen keine elastische

Einspannung im Sinne (1) mehr dar, da zu ihrer Beschreibung keine DEG

erforderlich sind. Die hiefür geltenden Randbedingungen sind allgemein be¬

kannt. Für die zur Charakterisierung dieser "üblichen" Einspannungen not¬

wendigen Beziehungen zwischen Biegemoment und Querkraft einerseits

und der Auslenkung andrerseits sei auf (31) verwiesen.

Praktische Beispiele von dynamisch-symmetrischen Einspannungen nach

Tab. I

H: Halter

zu Typ. No.

S: Schwinger

1: Pylon einer Hängebrücke.

M (*23
L.M —~

M
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2: Brückenpfeiler mit Hauptträger starr verbunden.

r z^^h

M M

3: Rahmenträger mit verschieblichen Knoten und starrem

Riegel.

t

f
«Lfe*m H

3-

r -a- -mw

4: Turbinenfundament (Masse des Querträgers vernachlässigt)

n

H Ir^r)
1 fiT^sV r-M-lji

'H'NI

5: Träger mit Endmasse, durch Reibungsfeder gestützt.

/

m

- H ,-
r=—= c+eico-mwz

c%¥e
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B. Spezielle Theorie schwach gedämpfter Biege-
Schwingungen

Um die wesentlichen Auswirkungen der Dämpfung im allgemeinen, und die

der Abstrahlungsdämpfung im speziellen aufzuzeigen, genügt es, die all¬

gemeine Theorie (Abschnitt A) auf einen einseitig elastisch eingespannten

Stab anzuwenden. Die zusätzliche Voraussetzung schwacher Dämp¬

fung bildet keine Einschränkung, da sie nach Dd
,
S. 93 weitgehend er¬

füllt ist.

Erzwungene Schwingungen sollen durch eine harmonische Störkraft, senk¬

recht zur Stabaxe am freien Ende, verursacht werden.

a. VORAUSSETZUNGEN

Zu den Voraussetzungen im Abschnitt A treten neu hinzu:

1. Eine Störung im Halter I ( X«0 ) wird nicht berücksichtigt, d.h.

üc*0, S,*0 . Stab H und Halter H sind bedeutungslos. Für die er¬

zwungenen Schwingungen wird von einem Biegemoment M, in X slj abge¬

sehen und lediglich eine Querkraft Q„ berücksichtigt. Es ist 1,=1 zu set¬

zen. Die rotatorische Trägheit wird aus bereits erwähnten Gründen ver¬

nachlässigt und ein "Enddruck" T wirke nicht.

2. Zur Erfassung der innern Dämpfung wird der Ansatz von VOIGT (Tab.

auf S.24 ) gewählt. Begründung siehe unter Cb 5, S.49.

3. Alle folgenden Grössen 0j sind reell und hinreichend klein gegen 1
,

sodass Glieder 2.- und höherer Ordnung vernachlässigt werden dürfen.

(Nachweis siehe unter Dd, S.93.)

4. Abkürzungen
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5. Mit den Voraussetzungen 3 und 4 wird nach (21) und (35)

/-(1+iS.) Pr = -u?(l-.'S,)

und nach (34)

/ = + k*[l-i(Wr)]

6. Die DEG sind unter Verwertung der Erkenntnis (15) (nur Imaginärteile

massgebend für die Abstrahlung) und mit der Voraussetzung schwacher

Strahlungsdämpfung (Imaginärteile klein gegen Realteile) in der Form

angesetzt, wobei Tcn — Ton ; àu... 0n reelle Konstanten sind.

b. BEWEGUNGSDIFFERENTIALGLEICHUNG

Die Differentialgleichung (28) lautet für einen Schwinger mit innerer Dämp¬

fung nach VOIGT, Berücksichtigung einer äusseren Dämpfung und den ge¬

troffenen Voraussetzungen

M|.t[,t|(1.!y)f4+[i(HyM]|+Â|+4^.0

c. DIE ERZWUNGENE, STATIONAERE SCHWINGUNG

1. Zusammenhang der Schnittkräfte mit der Ausbiegung

Mit dem stationären Ansatz (32) und den genannten Voraussetzungen wird

aus (31)



2. Randbedingungen

Die Randbedingungen lauten für einen einseitig-elastisch eingespannten

Stab, an dessem freien Ende eine harmonische Störkraft Q0*Q0t'ut senk¬

recht zur Stabaxe wirkt

du d3u
= o

(41)

für XsQ nach (371)

I7,u +r«^ +>uB-<fa,

und für X=l unter Beachtung von (40)

(42) Q.-^fi dl
d?

(Biegemoment = 0)

Die 8 Randbedingungen des allgemeinsten Falles reduzieren sich auf deren

4. Die allgemeine Lösung (361) für Stab I in (41) und (42) eingesetzt, ergibt

folgendes System zur Bestimmung der 4 komplexen Integrationskonstanten

"n—"1*

A„ A« AB A» Absolute Glied

1« In

3fe lü

In In

3lM, 1«

-c*

1+bÏMWl
In In

31« la

-ie"1

i-blwM
In 1«

3lä Im

fef*

0

0

0

Q.

Die komplexe Determinante der Matrix dieses in-homogenen Gleichungs-

(44) systems sei D = &D + i «lD
Nach zahlreichen Umformungen wird

£&D - R, + RtCfifpojf+R3Sfif<Mnf+R4(%f4inf+SBfP0jf)
(45)

+RÄ(fltöinf-Äftwf)
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R, -j&k[(M.)-(4A)]- jl£[($.-S,)-MJ]

b.--S(MJ-îg||«.-W^lg-6SJMMW.-«]

"Vi ^+^B1
—

+*WM-M*()

i- r i*nt Mil««

1 CPSt ui*t °*
(^

^
^

3. Frequenzgleichung

Die Resonanzfrequenzen sind dadurch definiert, dass mit ihnen die

Amplitude der Schwingungen maximale Werte annimmt. Dies ist nach (53)

mit hinreichender Annäherung der Fall, wenn der absolute Betrag von D

(und damit auch das Quadrat) ein Minimum wird. Die Bedingungsgleichung

heisst

(47) |D| = fc D + YD = Minimum

Da ÄD nur Summanden mit 5 -Faktoren enthält, darf K*D gegen ^ D

zufolge der Voraussetzung 3 vernachlässigt werden. Die Bedingung (47)

vereinfacht sich damit auf *L D = Minimum.

Der Umstand, dass *][D als Funktion von f (Frequenzparameter), posi¬

tive Nullstellen besitzt, vereinfacht die Minimumsbedingung, sodass sie

erfüllt wird durch die gesuchte Frequenzgleichung

(48) KD(f)
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Gleichung (48) ist streng genommen die Gleichung für die Resonanzfrequen¬

zen des ungedämpften Systems und folglich auch die Frequenzgleichung für

die ungedämpften Eigenschwingungen. *) Dass durch die Vernachlässigung

kleiner Grössen 2. -Ordnung aus der .Bedingung für die Resonanzfrequenzen

(47), Gleichung (48) hervorgeht, bedeutet nichts anderes als die bekannte

Erscheinung, dass die Resonanzfrequenzen des schwach gedämpften Systems

mit denjenigen des ungedämpften Systems praktisch hinreichend genau

übereinstimmen.

Spezialfälle der Frequenzgleichung :

Mit (10), (11) und (12) wird aus (48) für

31) rotatorische Einspannung

<*•> 1 + mtat+-^-(flfwrf - (Kf*mf ) - o

32) translatorische Einspannung

<50) 1 + Äfwf- J^Äfiwf+Wawf) - o

loti

33) starre Einspannung

<51> 1 + Pfif KDf = O

Dies ist die bekannte Frequenzgleichung für

Transversalschwingungen des starr einge-

spannt-freien Stabes (20, S. 344 ).

4. Schwingungsform

Die Schwingungsform ist durch die komplexe Normalfunktion (361) der sta¬

tionären Lösung (32) gegeben. Mit der (Nenner-) Determinante D des

Gleichungssystems zur Bestimmung der Integrationskonstanten kann die

Normalfunktion in folgender Form geschrieben werden

*) Mathematisch sind bekanntlich die Eigenfrequenzen Eigenwerte des ho¬

mogenen Gleichungssystems und gehen aus der Verträglichkeitsbedingung
D» O des homogenen Gleichungssystems hervor, die wegen fehlender Dämp¬
fung (RD-*>) zur Gleichung (48) führt.
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(52) u(x) =
_
Zu(x)

wobei

4M = AwDe4X+A„DcÄ+A»Dcbx +A14Dci" .,

Die Produkte Ajk D sind die Zählerdeterminanten des Gleichungssystems

(43).

Die Amplitude der Ausbiegung berechnet sich als absoluter Betrag

von U(X) aus

(53)

(54)

wobei &Z„(x)und 31D nur Glieder mit ö -Faktoren enthalten.

Unter Beachtung der Voraussetzung 3 gilt in hinrei¬

chend grosser Entfernung einer Minimalstelle von |D| ,
d.h. ausserhalb

der Resonanz

U(X) -

Mit zunehmender Resonanznähe strebt TID gegen Null und KD darf gegen

'UD nicht weiter vernachlässigt werden. Im Falle der Resonanz gilt dann

wegen (48) mit praktisch hinreichender Genauigkeit

(55)
U(X)

res

&«
- U

KD

Die Rechnung ergibt, wenn statt X als neues Argument

(56)
P-*T

gesetzt wird

(57) fr-O.fcs

*) Es erwies sich für die Berechnung als zweckmässiger, die Summenaus¬
drücke Zu ,Za und ZM direkt zu bestimmen, als wie üblich, die einzelnen

Integrationskonstanten, die hier umständliche Ausdrücke annehmen, sepa¬
rat zu ermitteln.
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+Ur+Ä(fW -wv(f-ß)
,

1

Usl+ftMof+Pftfa*ß-AM- SfifpoaßJ
+uf+»(f-p) -*»(f-ß) 1

UH-^P^f-^^ß+SflßW3f+5flfp03ßJ

+ (ft^mf+CMmß+Sftßanf+Sftfr<oß
"+SMf-w +4in(f-ß)

cop
;

-fopatof-Ofoinp-SftM -Sftfwß

y =ik-ß- U =+1-5*1*2 (j -_JlBü«

ü»-!!?* U4.+ l&- IW^
,-M \on\ott. w loa

Spezialfälle

41) X « 0 (Einspannquerschnitt)

(58) IJZu - +Q, |^ßüt(Wf+ftöf)+(U5+ü4)Sftf+(US -iMdrrf]

42) X=l (freies Stabende, mit Störkraft)

(59) IfZ, = +Q, 4L[u, Jfif<w>f+U, PBfajf+ (U5 -[)k+V5 -U<)fftfemf
+(U5+U4-U3-Ué)Sftf«3f]

5. Schnittkräfte (Biegemomenten- und Querkraftslinie)

Nach (31), (32) und (52) berechnet sich das Biegemoment M
, resp. die

Querkraft Û im Schnitte X zu

(60) M = M(x)eiwf

Q = Q(x)eiwr
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wobei

ZMtxl^+jLiB/tAflD^+AttDe^-AisDc^-ÄHDcS
Za(x)=-^jß45(Ai,De,x-A«De*'-iAttDei«+iAwDe,'4X)

Die Normalfunktionen M(x)und Q(X)sind von der gleichen Form wie U(X)

in (52). Für die Amplituden des Biegemomentes M und der Querkraft

Q gilt sinngemäss (53) und (54) und für den Resonanzfall wird entspre -

chend (55)

(61) M(x)
res

3ZmW
RD

= M Q(x)
res

?Z«M
RD

-Q

mit

d»* d'¥
1 ïz-' +

o-tif P'-^é?

und der Bedeutung von \£ in (57) und ß in (56).

Spezialfälle

(62)

<63)

51) X » O (Einspannquerschnitt)

]z*- + Qof[iM»(»f-»f)+(ü,+Ü4)s»f+(u,4y«of]

)Zû= - Qo8[iU1(5ftf-^f)+(Ü3+U5)ffif+(U3-U5)(wf]

52) X «1 (freies Stabende mit Störkraft)

1Zh-o

Die zweite Gleichung (61) versagt für X"l
,

die Vernachlässigung von

R ZaW gegen'»tQ (x) in der Berechnung von Q ist hier nicht mehr zu¬

lässig, da mit wachsender Resonanznähe |^Z<j(X)-»0 und mit HZ a ver¬

gleichbar wird.
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6. Numerische Verhalten

Eine allgemeine Aussage über Eigenfrequenzen, Form der Biege- Momen¬

ten- und Querkraftskurven ist schwierig, da verschiedene Form-, Dämp-

fungs- und Einspannparameter in die Betrachtung einbezogen werden müs¬

sen. Aus der praktischen Erkenntnis heraus, das höhere Resonanzen

technischer Baustoffe zufolge ihrer stärkeren Dämpfung für die Beanspru¬

chung des Materials von sekundärer Bedeutung sind, wurde die numerische

Auswertung auf den Fall der Grundschwingung beschränkt und ist im Ab¬

schnitt D behandelt.
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C. Die Dämpfung

a. ALLGEMEINES

Die eminente Bedeutung der Dämpfung für Bauwerkschwingungen kommt

erst in der Resonanz voll zur Geltung, wo schon geringste Dämpfungskräf¬

te genügen, um das unbeschränkte Anwachsen der Beanspruchung zu ver¬

hindern.

(Bei der mathematischen Behandlung von Schwingungsaufgaben wirkt sich

die Einbeziehung von Dämpfungsgliedern dadurch aus, dass die Resonan¬

zen als singulare Stellen verschwinden und der exakten Berechnung zu¬

gänglich werden.)

Die Ursachen der Dämpfungskräfte können, wie schon in der Einleitung er¬

wähnt, verschiedenster Natur sein. Innere Dämpfungen rühren von den

nicht ideal-elastischen Eigenschaften des Schwingers her. Das HOOKE'-

sche Gesetz muss durch einen erweiterten Zusammenhang zwischen Span¬

nung und Dehnung, in den problemgemäss auch die Zeit einbezogen werden

muss, ersetzt werden. Die äussere Dämpfung ist durch das den Schwinger

umgebende Medium oder Milieu bedingt und äussert sich in der Form von

Bewegungswiderständen an der freien Oberfläche des Schwingers. Die Ab-

strahlungsdämpfung ist eine Folge der elastischen Einspannungdes schlan¬

ken Stabes, indem durch die erzwungene Bewegung an der Einspannstelle,

Schwingungsenergie in Form von elastischen Wellen in den Halter abge¬

strahlt wird. Es erhebt sich die Frage, in welchem Masse diese Dämpfungs-

formen an der Gesamtdämpfung der Schwingung beteiligt sind und ob nicht

die eine oder andere an Bedeutung überwiegt. Diese Frage beantworten,

heisst vorerst die entsprechenden Dämpfungskoeffizienten ermitteln, was

in diesem Abschnitt versucht wird, um im folgenden Abschnitt (D) deren

quantitative Auswirkung auf den stationären Schwingungszustand der Reso¬

nanz aufzeigen zu können.
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b. DIE INNERE DAEMPFUNG

1. Ursache und Wirkung

Die innere Dämpfung hat ihre Ursache im molekularen Aufbau der Körper,

welche mechanischen Kräften unterworfen werden. Sie ist deshalb eine

spezifische Eigenart des Materials. Um das Wesen der innern Dämpfung

näher zu erforschen, mUssten Beobachtungen der molekular-kinetischen

Vorgänge bei der Deformation des Körpers angestellt werden. Für die

theoretische Erfassung innerer Dämpfungskräfte ist die Kenntnis der Ur¬

sache nicht unbedingt nötig, es genügt vielmehr deren Wirkung zu kennen,

die etwa makroskopisch durch den Zusammenhang zwischen Kraft und Ver¬

formung oder Spannung und Verzerrung zum Ausdruck kommt.

Die Rücksicht, mathematisch einigermassen zugäng¬

liche Ansätze zu erhalten, die immerhin dem makro-molekularen Verhal¬

ten des Körpers gebührend Rechnung tragen, bedingt, dass durch die fol¬

genden Ansätze nur eine qualitative Uebereinstimmung mit der Wirklich¬

keit erwartet werden darf.

Im dreidimensionalen Spannungszustand kann der (symmetrische) Span¬

nungstensor TT zerlegt werden in einen Spannungsdeviator IT (mittlere

Normalspannung Null) und einen Tensor p ,
der einen hydrostatischen

Spannungszustand ausdrückt, wobei £ der Einheitstensor, D die

mittlere Normalspannung bedeutet.

T' = 1 + ep

Analog lässt sich der resultierende Verzerrungstensor 4* zerlegen in

einen Verzerrungsdeviator 4> (mittlere lineare Dehnung Null) und einen

Tensor 0 (gleichmässige Dilatation mit mittlerer linearer Dehnung 0 )

4;= 4» + e9

Der einfachste Zusammenhang zwischen Spannung und Verzerrung ist die,

für kleine Formänderungen zulässige, lineare Beziehung. Dass bei der

mathematischen Formulierung dieses Zusammenhanges die Zeit einer

speziellen Berücksichtigung bedarf, muss besonders hervorgehoben wer¬

den. Sie spielt bei der Behandlung quasi-elastischer Körper unter dynami-



(66)

scher Beanspruchung eine wesentliche Rolle.

Der lineare Zusammenhang zwischen den Komponenten des Spannungs¬

und Verzerrungstensors und deren zeitlichen Ableitungen kann nach (7,8)

durch Operatorengleichungen zwischen dem Spannungs- und Verzerrungs-

deviator einerseits, sowie mittlerer Normalspannung und gleichmässiger

Dilatation andererseits wie folgt dargestellt werden. *)

*t00-**()
Die Bedeutung der linearen Operatoren für die hier zur Disskussion ste¬

henden quasi-elastischen Körper geht einerseits aus (21) hervor, ander¬

seits ist nach (7) :

(67) V1 ' U'TÏÏ

Die Körper unterscheiden sich also lediglich durch die zweite Beziehung

in (66), d.h. im kompressionslosen Anteil des Spannungs-Verzerrungszu¬

standes.

So lässt sich beispielsweise das HOOKE'sche Gesetz für homogenisotrope

Medien in die beiden Gleichungen (66)

(68)

1+V (-Hi*)
zusammenfassen.

Im besondern Falle eines einaxigen Normalspannungszustandes lauten die

genannten Grössen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit den

Hauptaxen 1, 2 und 3

(69)
T-

oj o o

O 0 o

0 0 0

TT-
fol o o

o -jcr, o

0 ( icr,
P«i0ï

*) Diese Ansätze besitzen ausserdem allgemeine Gültigkeit, wenn die ein¬

geklammerten Grössen und deren zeitliche Ableitungen hinreichend klein

sind, um Glieder höherer Ordnung gegen die ersten Potenzen vernachlässi¬

gen zu dürfen. (Man denke sich etwa die Funktionen beider Seiten in Po¬

tenzreihen nach den erw. Grössen entwickelt.)
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*
£i o o

o it o

lo o £3J
4>-

£,-e o o

o £t-8 o

o o £ï-0
e-j(&+6*+&).

O', ist die Hauptnormalspannung, £1( £tund £s sind die Verzerrungen in

den mit Indices bezeichneten Axenrichtungen.

Damit wird aus (66) und (67), wenn einfachheitshalber tf,*Cund C,= £ ge¬

setzt wird,

t'ttW-t+tt-e)

(70)

i-2V x
Durch Anwendung des Operators -^-^^auf die erste Gleichung und Addi¬

tion beider Gleichungen wird 0 eliminiert, und mit der Bedeutung des

Operators ^, in (21) entsteht die Beziehung

3E
*,(»!-£fc-Me)

(71)

Für den VOIGT'schen Körper (21) wird aus (70)

<r+i(i-i,)/VSf«Ee + EA#
und führt mit As0 auf die bekannte, zeitunabhängige Beziehung für den

HOOKE'schen ideal-elastischen Körper

cr^Ee

Der einfachste Spannungszustand, welcher die zweite Beziehung in (66) be¬

rührt, ist der eindimensionale Schub. Es ist somit möglich, anhand eines

sehr übersichtlichen Spannungszustandes, die charakteristischen Merkmale

der in (21) genannten Körper eindeutig aufzuzeigen. Die Beziehung zwischen

der Schubspannung T und der entsprechenden Winkeländerung V lautet

dann

(72) tf(T)-M*0

In Tab. HI ist dieser Zusammenhang für den quasi-elastischen Körper von

JEFFREYS und seiner Spezialfälle tabellarisch zusammengefasst.
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2. Erläuterungen zu Tab. HI (Seite 50).

Die Differentialgleichungen zeigen formal den gleichen Aufbau, wie dieje¬

nigen für die mechanisch-dynamischen Ersatzsysteme in Cd5,S.69 vergl.

(104). Es ist deshalb möglich, für den Zusammenhang der Schubspannung

T mit dem Drehwinkel v ein dynamisch äquivalentes System aus Fe¬

dern und Dämpfungselementen anzugeben, das der Vorstellung zugänglich¬

er ist.

Wird der Quotient -y mit G;^ bezeichnet, so kann diese Grösse als

ideeller Schubmodul betrachtet werden, der für Typ. No. 1 -3 komplex, für

Typ. No. 4 reell und für Typ. No. 5 rein imaginär wird.

Die Phasendifferenz f zwischen T und V kann als Charakteristikum

des Körpers betrachtet werden. Sie ist stark frequenzabhängig.

Die letzten Kolonnen der Zusammenstellung zeigen deutlich den Einfluss

der Belastungs zeit. Das gleiche Material kann, je nachdem es kurzfristig

oder langfristig beansprucht wird, ideal-elastisch bis flüssig wirken.

3. Die Bedeutung der Koeffizienten A und A

Im eindimensionalen Schubspannungszustand erhalten die für quasi-elasti¬

schen Körper charakteristischen Grössen A und A eine einfache und

anschauliche, physikalische Bedeutung. Beachtet man die in Tab. HI zu¬

sammengestellten Beziehungen, so lassen die aufgeführten quasi-elasti¬

schen Körper folgende Eigenschaften erkennen:

Der MAXWELL'sehe Körper ist von elastisch-plastischer Natur und zeigt

das diesem Körper arteigene Fliessen. Setzt man nämlich T = T„ =

konstant, mit den Randbedingungen t*0 ; lf=0
,
so wird

Die Verformung wächst dauernd unter Einwirkung einer konstanten Kraft.

Die Bedeutung der sog. Relaxationszeit A wird klar, wenn M A

gesetzt wird. Es ist offenbar diejenige Zeit, die es braucht, um unter Ein¬

wirkung einer gleichbleibenden Last die rein elastische Verformung T„/G
zu verdoppeln.

Der VOIGT'sehe Körper (21) zeigt eine sog. Retardation, ein Hinten -
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nachhinken der Verformung. Die rein-elastische Verformung Tfl/G wird

theoretisch erst nach unendlich langer Zeit erreicht. Setzt man plötzlich

T*0 mit der Randbedingung fso ; V* Va = konstant, so wird

(74) *.*.e*
und für l" * A folgt

(75) 1^-AVe

Die Retardationszeit A ist somit diejenige Zeit, die es braucht, um bei

Entlastung die Verformung auf Ve ihres Wertes absinken zu lassen.

Der JEFFREYS'sche Körper (12) als Kombination von Typ No. 2 & 3 zeigt

Relaxation und Retardation in sich vereinigt.

4. Die Grössenordnung der Relaxations- resp. Retardationszeit

a. Zur Ermittlung des VOIGT'schen Koeffizienten GA
,
bezw. der Retar¬

dationszeit A sind von zahlreichen Forschern Versuche angestellt worden.

Es wurden hauptsächlich Metalle in den verschiedensten Frequenzbereichen

gemessen, wobei sowohl Schub- als auch Biegeversuche durchgeführt wur¬

den (21, 25, 11, 13, 9, IQ)

Die ermittelte Retardationszeit A für Metalle liegt darnach in den Gren¬

zen

(76) A 1Ô1 f id* sek (Fiusstahi: A » Mô'sek )

Messungen im Institut für Geophysik der ETH ergaben für Sandstein-,Kalk-

und Granitprismen die Grössenordnung von

(77) A = iô5-mô5 sek

b. Ueber die Bestimmung der MAXWELL'schen Koeffizienten VA ,
bezw.

der Relaxationszeit A liegen leider keine umfangreichen Untersuchungen

vor. Die wenigen Messungen sind zudem an stark plastischen Materialien

ausgeführt worden.

Für elastische Körper sind bedeutend grössere Werte zu erwarten.
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Zur Orientierung zwei Zahlen aus (9):

Schusterpech bei 15° C: A 10*Sek
Blei bei 20° C: A = lo'sek

5. Die Bedeutung des VOIGT'schen Ansatzes für Bauwerk-Schwingungen

Es drängt sich nun die Frage auf, mit welchen quasi-elastischen Körpern

der Tab. in die innere Dämpfung stabförmiger Bauwerke am besten erfasst

wird, kurz, welcher dieser Ansätze am besten zutrifft. Um das dynamisch¬

elastische Verhalten eines quasi-elastischen Körpers zu beschreiben, ge¬

nügt die blosse Kenntnis der Relaxations- und Retardaiionszeit offenbar

nicht, denn es ist auch die Beanspruchungszeit, im Falle harmonischer

Schwingungen etwa die Kreisfrequenz CO von wesentlicher Bedeutung.

Massgebend sind nach Tab. in die Produkte Au> resp. Aoj
. Mit den Vor¬

aussetzungen CU > 1 Sek*
,
A> lo'sek

,
A > 1o"5$ek

,
die im Falle von Bau¬

werkschwingungen genügend genau erfüllt sind, wird man den Ausdruck

/Aiü gegenüber ACO praktisch vernachlässigen dürfen, da der Fehler

kleiner als 1% ist. Dies bedeutet, dass der MAXWELL'sche Einfluss ver¬

schwindet, der MAXWELL'sche Körper wirkt für eine solche kurzfristige

Beanspruchung ideal-elastisch. Das dynamisch-elastische Verhalten wird

mit dem VOIGT'schen Ansatz allein erfasst.

Eine Bestätigung dieses Umstandes zeigten Versuche

an Sandsteinstäben im Inst. f. Geophysik der ETH. Die elektrodynamisch

zu Längsschwingungen angeregten und mathematisch als JEFFREYS'sche

Körper erfassten Proben, zeigten weder in der Grundschwingung noch in

den zwei folgenden Obertönen nachweisbare Relaxation. Die Retardation

hingegen wies eine befriedigende Konstanz auf.

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass die linearen Beziehungen

(66) das makroskopische Verhalten quasi-elastischer Körper i.a. befriedi¬

gend zu beschreiben vermögen. Immerhin dürfte die Abklärung gewisser

Probleme über innere Dämpfung eine schärfere mathematische Formulie-

rund erfordern, was jedoch mit linearen Ansätzen kaum erreicht wird.

(23, 24).
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c. DIE ÄUSSERE DAEMPFUNG

Im Hinblick auf konkrete Fälle von Schwingungen schlanker Bauwerke

wird es sich bei der äusseren Dämpfung ausschliesslich um den Luftwider¬

stand handeln.

Der Luftwiderstand

Gegenstand dieses Abschnittes bildet die Frage, inwieweit sich der Luft¬

widerstand an der Gesamtdämpfung des schwingenden Körpers beteiligt.

Der Einfluss der Dämpfung durch das umgebende Medium ist durch den

Koeffizienten X1 in der Differentialgleichung (28) gegeben. Vergl. (23).

Die Auswirkung dieses Koeffizienten auf die Frequenzgleichung (47) und die

in der Resonanz interessierenden Grössen (56) und (61) wird durch den

Ausdruck

c it

in *?D
,
siehe (45), erfasst. Es bleibt somit nur VlD in Bezug auf öy zu

untersuchen. In TU D treten 0e und Of einzig in der Kombination

öe+mor m»-5.±i,-3

auf, wobei

S0=£(i+v)Aco
den Einfluss der innern Dämpfung ausdrückt Ba4,S.33. Die Gegenüberstel¬

lung von 0O und 0„ lässt somit auch den Einfluss der äussern Dämpfung

erkennen. Es soll im folgenden die Grössenordnung dieser Werte abge¬

schätzt werden.

Der Schwingungsdifferentialgleichung (28) liegt eine der Geschwindigkeit

proportionale Dämpfungskraft zugrunde (lineare Theorie). Eine nicht linea¬

re Abhängigkeit kann etwa dadurch berücksichtigt werden, dass der Energie-

verlust (pro volle Periode geleistete Arbeit) demjenigen für den linearen

Ansatz gleichgesetzt wird. Der Koeffizient J* wird dann allerdings fre-

quenz- und amplitudenabhängig. Wird in diesem Sinne das lineare und das

quadratische Widerstandsgesetz für ein Stabelement der Länge dx
,
das
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in einer zur X -Axe senkrecht stehenden Richtung y schwingt, in der

Form

(82)
w,. y, m

angeschrieben und bezeichnet U die Amplitude, to die Kreisfrequenz der

Schwingung, so ergibt sich aus dem Vergleich der mittleren Leistungen

Die Bewegung eines Schwingerelementes im Luftraum ist instationär. Lei¬

der sind die Widerstandsgesetze instationärer Strömungen wenig unter¬

sucht und bekannt. Besser erschlossen sind stationäre Strömungen. Man

wird nun die Koeffizienten stationärer Strömungen sinngemäss auf instatio¬

näre übertragen, indem man an Stelle der stationären Geschwindigkeit die

Momentangeschwindigkeit einsetzt. Die zwei Arten der stationären Strö¬

mungen, die laminare und turbulente, unterscheiden sich durch

zwei verschiedene Widerstandsgesetze. Der laminare Widerstand ist pro¬

portional zur Geschwindigkeit, der turbulente proportional zum Quadrat

der Geschwindigkeit. Welche Strömung herrscht, wird durch die REYNOLDS' -

sehe Zahl bestimmt, die von Fall zu Fall und nur empirisch ermittelt wer¬

den kann.

Die äussere Widerstandskraft des Stabelementes der Länge dx
,
welche

der Differentialgleichung (28) zu Grunde liegt, lautet nach (23)

(84) W =2qdxFlCijf
Setzt man (84) den Werten (82) gleich unter Beachtung von (79) resp. (79)

und (83), so folgt

Die Grössen 4^ und 4>, sind den Widerstandsgesetzen (82) zu entnehmen.

Die Strömung im Frequenzbereich technischer Schwingungen ist zufolge der

grossen REYNOLDS-Zahlen i.a. turbulent.

Für den Fall eines senkrecht zur X -Axe bewegten Stabelementes der

Stirnbreite d und der Höhe dx wird nach dem bekannten Widerstandsge-
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setz (82 ) der Aerodynamik, wenn an Stelle der stationären Geschwindig¬

keit die Momentangeschwindigkeit -jr gesetzt wird

<Jt ist die Luftdichte. Der dimensionslose Koeffizient Cw hängt ab von

der Querschnittsform, der Schlankheit des Stabes, sowie von der Rauhig¬

keit der Oberfläche und schwankt mit der REYNOLDS-Zahl in den Grenzen

0.3 < Cw < 2.0

für runde, polygonale bis quadratische Querschnittsformen. Es ergibt sich

somit folgende Gegenüberstellung

fc.*(i«)A« S,=4^£u
311 F *

Für den numerischen Vergleich, wobei einzig der Resonanzfall interessiert,

sollen die festen Werte (110) des Beispiels in D herangezogen werden. Es

sei ferner vorausgesetzt:

d i

Cw

4.55-tO

- 6m

1

& n-io

k„=l

.k,t=kti"0

A=1d3sek l = 4om

C^=1oookg

Das schlanke Bauwerk ist demnach elastisch eingespannt und normal ge¬

dämpft. Zur Bestimmung der mittleren Amplitude Um wirke am Turm-

ende eine horizontale Erregungskraft von einer Tonne. Kreisfrequenz und

Amplitude sind den Diagrammen 2 und 9 zu entnehmen.

(f* Uo9 — C0 = S.I^Sek*1, V„ - SU -* U = 8.91 • 1o"*m ) Mit diesen

Werten wird für den Fall der Resonanz

Damit sind die gesuchten Werte ermittelt, 5j> beträgt im vorliegenden

Fall nur l'/2%o von 00 .
Der Einfluss des Luftwiderstandes auf KID und

damit auf die Resonanzgrössen (55), (61) tritt offensichtlich gegenüber dem

Einfluss der innern Dämpfung stark zurück.
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Allgemein darf wohl angenommen werden, dass der Luftwiderstand gegen¬

über der Werkstoffdämpfung kaum in Erscheinung tritt und in der Regel

vernachlässigt werden darf.

d. DIE ABSTRAHLUNGSDAEMPFUNG

1. Der Halter und sejnedynan^ischenEmspanngrössen

11) Die elastische Einspannung des Schwingers im Halter kann man sich

grundsätzlich auf zwei Arten verwirklicht denken, nämlich 1. als ideal-ela¬

stische Einspannung oder 2. als elastische Einspannung mit Energieverlust

durch Abstrahlung.

Im ersten Fall hat man sich eine Einspannung in einem Halter vorzustellen,

wie ihn etwa ein endlich abgegrenzter, dem HOOKE'sehen Gesetze gehor¬

chender Körper darstellt. (Ideale Feder). Dabei ist keine Energiestrahlung

möglich und deshalb auch keine Dämpfung vorhanden.

Im zweiten Fall kann es sich um Befestigungen des Einspannquerschnittes

an hypothetischen, unendlich ausgedehnten ideal-elastischen Körpern oder

an endlichen und unendlichen quasi-elastischen Körpern handeln. (So können

z.B. vom Ende eines einseitig, unendlich langen, ideal-elastischen Stabes

Körper-Wellen längs der Stabaxe abstrahlen, die nirgends reflektiert wer¬

den und somit Energie wegleiten. Analog werden Wellen die in einem ideal-

elastischen Halb- oder Vollraum erzeugt werden, ins Unendliche abge¬

strahlt.)

Diese zweite Art der Einspannung trägt den tatsächlischenVerhältnissen

besser Rechnung und steht im folgenden als Ursache der Abstrahlungs-

dämpfung zur Diskussion. Sie schliesst zudem die "reversible" elastische

Einspannung als Spezialfall ein.

12) Die theoretische Erfassung der Abstrahlungsdämpfung kann mit den

DEG geschehen. Diese bedeuten im Sinne von (4) allgemein das Verhältnis

der am Einspannquerschnitt wirkenden Kräfte zu den durch sie erzeugten

Verformungen bezw. umgekehrt. Es ist einzig vorausgesetzt, dass der Zu¬

sammenhang linear bleibt, die DEG also wohl frequenz-, nicht aber ampli¬

tudenabhängig sind. Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass nach

(15) von den DEG nur die Imaginärteile für die Abstrahlung massgebend

sind. Bei Transversalschwingungen von zur Belastungsebene symmetrischen
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Stäben und Haltern treten 4 DEG auf, indem zur Bildung der Linearkom¬

bination der Kräfte 0 und M mit den Verformungen U und St
,
bezw.

umgekehrt, 2 mal 2 Koeffizienten erforderlich sind (1). (Im Falle longitu-

dinaler Schwingungen genügt eine einzige DEG, da nur eine einzige Kraft

|\ mit der ihr entsprechenden Verschiebung W auftritt.)

13) Für Ct>»0 lässt sich ein Vergleich mit der in der Bodenmechanik

gebräuchlichen Bettungsziffer C des Baugrundes ziehen. Wenn U die

Einsenkung der starren Fundamentfläche (die hier als Einspannquerschnitt

F0 anzusehen ist) infolge der Kraft Q = qF„ bedeutet, (dynamische Sym¬

metrie nach (7) vorausgesetzt) so ist nach Definition (8) und Fig. 4a

rw
Q.
u

F-1

Mit 0,,,/U'C ist die form- und bodenabhängige Bettungsziffer definiert, so¬

dass sich folgender Zusammenhang ergibt

C-F.C

Analog gilt für (^ ,
wenn unter 3F das Trägheitsmoment der starren

Fundamentfläche, bezogen auf eine Axe senkrecht zur Belastungsebene

durch den Schwerpunkt 0 von ?0 ,
verstanden wird, Fig. 4b,

k=% -ijStxdt «CjS'dF, = COf.

1is ^c

Fig. 4a

77777777777777:

lllllllllllll

q-fuuimiiiLmiiuiV*

Fig. 4b

IHÏÏÏÏrmn^l

177777

cr^iy Tu"

Ml/,

""«niîlljjl

Tm"kic<?m'T crdF0-q

CÏn = Cw«C«X
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2. Beispiele von^EGausTheorie undPraxis

21) Kinspannung an der Endfläche eines einseitig ©o -langen Stabes.

Den Beispielen la & lb der Tab. IV liegen die bekannten Bewegungsdiffe¬

rentialgleichungen für den longitudinal, bezw. transversal schwingenden,

ideal-elastischen und prismatischen Stab zu Grunde,

W ist die Längs- und Ü die Querverschiebung eines Stabquerschnittes

senkrecht zur Stabaxe X . E0 ,<}<,, B«, & F„ sind Elastizitätsmodul,

Dichte, Biegesteifigkeit und Querschnittsfläche des Stabes.

Der einseitig-unendlichen Länge des Stabes wird durch die Randbedingun¬

gen, denen sich die Lösungen anzupassen haben, Rechnung getragen.

22) Einspannung im homogenen, isotropen Raum.

Die Grössen O und b in den Beispielen 2a & 2b, Tab. IV haben eine un¬

mittelbare physikalische Bedeutung, a ist die Longitudinal-, b die Trans-

Versalgeschwindigkeit elastischer Raumwellen. In all jenen Fällen von

Bauwerkschwingungen, die praktische Bedeutung haben, werden die für die

Näherungen massgebenden Werte

IXI-S" IYI-gw
stets kleiner als 0.1 sein, sodass die Näherungen sehr genau sind. Ver¬

gleicht man die Beispiele 2a und 2b, Tab. IV und beachtet, dass nur der

Imaginärteil für die Abstrahlungsdämpfung massgebend ist, so erkennt

man, dass die rotatorische Einspannung praktisch ungedämpft ist, Bsp. 2a
,

Tab. IV. Im Gegensatz dazu steht die translatorische Einspannung, Bsp.

2b
,
3

,
4

,
Tab. IV . Für diesen Fall verhalten sich Voll- und Halbraum

sowie der gewachsene Boden in erster Näherung wie eine gedämpfte Feder.

Der Grund für dieses Verhalten mag darin liegen, dass im Falle der rota¬

torischen Einspannung, die Formänderung nur aus einer Gestaltänderung

des Trägers besteht, während bei der translatorischen Einspannung gleich¬

zeitig noch eine Volumenänderung des Kontinuums erfolgt.

56



In Beispiel 2
,
Tab. IV ist die Wirkung einer starren Vollkugel im homo-

genen, isotropen Vollraum, in deren Mittelpunkt eine zeitlich harmonische

Kraft <K und ein Moment Wl angreifen, untersucht worden. Die Différen¬
te

tialgleichung für den Verschiebungsvektor 14 eines Raumteilchens beträgt

ü - a yraadw ü +\?toi toi -à - o *)

wenn 0 und b die Geschwindigkeit der Longitudinal- und Transversal -

wellen bedeuten. Die Lösung erfordert die Erfüllung der Randbedingungen

speziell an der Oberfläche der Kugel. Für die Herleitung sei auf (7) ver¬

wiesen. Es wird dabei vorausgesetzt, dass der Radius der Kugel gegenüber

der Wellenlänge klein ist. Schneidet man das System durch einen Meridian-

schnitt in 2 symmetrische Hälften, so entsteht das Problem der starren

Halbkugel an der Oberfläche eines Halbraumes. Lösungen der Gleichung

(90), welche die durch den Schnitt entstandenen neuen Randbedingungen be¬

friedigen, bestehen m.W. noch nicht.

A.WOLF hat in einer Arbeit über angewandte Seismik (26) das Problem

der starren Kreisplatte auf dem homogenen, isotropen Halbraum untersucht.

Gestützt auf die grundlegenden Untersuchungen von LAMB (14) ergab sich

trotz grosszügiger Annahmen, wie Vernachlässigung horizontaler Schub-

Spannungen zwischen Platte und Boden, Vernachlässigung von Oberflächen-

wellen, Annahme einer willkürlichen, immerhin der theoretischen Vertei¬

lung angeglichenen Spannungsverteilung unter der Platte, die interessante

Lösung des Beispiels 3 Tab. IV .

Das gleiche Problem wurde von verschiedenen Autoren unter andern ein¬

gehend von REISSNER (18) und DIEKMANN (6), ebenfalls auf den Ansätzen

von LAMB aufbauend, behandelt.

DIEKMANN schreibt über die DEG L
,
die er Fundamentfunktion nennt,

*) Die Gleichung entsteht aus der bekannten, vektoriellen, elastostatischen

Verschiebungsgleichung für ideal-elastische, homogene und isotrope Stoffe

Es ist darin dig spezifische Volumkraft & durch die spezifische Träg¬

heitskraft - Ç H zu ersetzen, die Identität AÜ« tyfaddwÜ-VoifOiM zu

beachten und für ^ ^7^ G - TT
s Û*

»
für 4" G =b* zu setzen.
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folgendes: "Die einwandfreie theoretische Behandlung der Aufgabenstellung

wird besprochen und es wird gezeigt, dass eine exakte Lösung nicht zu er-'

warten ist. "

Die deutsche Gesellschaft für Bodenmechanik, (DEGEBO) hat in (4) ver¬

sucht, das Problem auf empirische Art zu lösen, wobei die Interpretation

der gemessenen Werte mit der Theorie des elastisch und gedämpft

schwingenden Massenpunktes generell befriedigte, Bsp. 4 Tab. IV . Inte¬

ressant ist dabei das Verhältnis der Dämpfungs- zur Federkonstanten,

(in (4) mit "X l%<X* bezeichnet) das durchwegs kleiner als O.l • 1o"'sek ist.

Wie die Kontinuumstheorie zeigt, Bsp. 2
,
Tab. IV ; (18), ist es theore¬

tisch nicht möglich, den Voll- oder Halbraum in der Wirkung durch ein aus

einer gedämpften Feder bestehendes System zu ersetzen, jedoch zeigen die

Resultate deutlich, dass dieser Ersatz als Näherung für praktische Fälle

vollauf befriedigt, insbesondere im Hinblick darauf, dass es sich hier nur

um eine verbesserte Randbedingung für das Problem der Bauwerkschwin¬

gungen handelt.

23) Reine translatorische Einspannung

In (19) behandeln K.SEZAWA und K.KANAI Transversalschwingungen von

Stockwerkrahmen (Hochbauten bis zu 8 Stockwerken) im Hinblick auf Erd¬

bebensicherheit. Es wurde hier m.W. erstmals der Versuch unternommen,

die Dämpfungdurch Abstrahlung elastischer Wellen quantitativ zu bestimmen.

Die Einspannung des Rahmenpfostens wird mit Rücksicht auf mathematische

Schwierigkeiten in der Weise vorausgesetzt, dass die Kontaktfläche eines

starren, halbkugelförmigen Fundamentes mit dem Boden unverschieblich

verbunden ist und zufolge ihrer Bewegung elastische Wellen ausstrahlt. Der

Boden wird als elastischer, homogen-isotroper Halbraum aufgefasst und

die Einspannung als rein translatorisch vorausgesetzt. Fig. 5.

Fig. 5

iiiiiiiiiiiim

Homog.isotr.
Halbraum

I

__ Rahmenpfosten

.--'-1---.
iiiiiiiiiiniiiiii

MD

HalbkugelPundament

58



Es lässt sich tatsächlich zeigen, dass der Verschiebungsvektor M (Heines

Punktes der Fundamenthalbkugel mit Radius P konstant (sich somit die

Halbkugel als starrer Körper translatorisch bewegt) und parallel der ho¬

rizontalen Oberfläche des Halbraumes ist (translatorische Einspannung),

folgende Grösse hat

|*|.aw..& Ffrîe^
*:wUUriirliche von r unab"

i i "v/
j^

vi«
hängige Konstante (Dimension:

Länge)

r L (3-l?fl + 3ikr J a b

und auch die Bewegungsdifferentialgleichung (90) des elastisch, isotropen

Körpers befriedigt. Die Randbedingungen an der Oberfläche des Halbraums

werden jedoch nicht erfüllt. Vergleicht man nämlich die Horizontalver¬

schiebung (91) mit jener, die dem Beispiel 2b . Tab. IV für die Transla¬

tion einer starren Vollkugel im Vollraum zugrunde liegt

.
K: willkürliche von P unab-

|ü | = Û (r) = KF(r) e' hängige Konstante (Dimension:

4. Potenz der Länge)

so erkennt man, dass die beiden Lösungen identisch sind für

K/<x=-i/h3

Es ist damit gezeigt, dass die Einspannung in den erwähnten japanischen

Arbeiten derjenigen einer starren Vollkugel im Vollraum entspricht. Sie

ist zudem rein translatorisch, obschon die im Mittelpunkt eines Rahmen¬

pfostens angreifende Reaktionsdyname nicht nur eine elastische Transla¬

tion, sondern auch eine Rotation des starren Halbkugelfundamentes bewirkt.

Das Problem der Einspannung einer Halbkugel an der Oberfläche eines

Halbraums ist damit nicht gelöst.

In Anlehnung an die nach (11) definierte translatorische Einspannung, liegt

den japanischen Arbeiten demnach eine Randbedingung Q * lu zugrunde,

wobei r dem halben Wert von f~t1 in Beispiel 2b
,
Tab. IV entspricht.

(Der Faktor 1/2 rührt von der Integration der Spannung über die Halb¬

statt Vollkugel her.)
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24) Reine rotatorische Einspannung

Das andere Extrem, die rein rotatorische Einspannung eines prismati¬

schen Stabes, liegt einer Arbeit über Transversalschwingungen von Kirch¬

türmen zugrunde (15). Es wird die elastische Einspannung im Baugrund

durch Einführen der Bettungsziffer C und des Trägheitsmomentes DF
der Fundation wie folgt definiert

Of bedeutet den Drehwinkel, M das entsprechende Drehmoment an der

Einspannstelle. Ein Vergleich mit der nach (10) definierten, rotatorischen

Einspannung ergibt für die DEG den Wert

Die Einspannung ist also verlustlos elastisch und rein rotatorisch. Das

Ersatzsystem nach Cd5,S.69 besteht aus einer ungedämpften Feder mit der

Konstanten C3c .

25) Grenzwerte der DEG für U) -* O (Einspanngrössen der Statik)

Werden die DEG in Anlehnung an die Beispiele 2,3, und 4
,
Tab.

IV in der genäherten Form geschrieben

r=c[l + c(iu;)]

so wird fürCO*0,r=C zu einer statischen Einspanngrösse. Der Wert C

kann durch rein statische Ueberlegung gefunden werden. Mit Rücksicht

auf die Bedeutung der Form- und Bodenabhängigkeit sind in Tab. V einige

Beispiele von Einspanngrössen aus der Kontinuumsmechanik angeführt.

26) Zusammenstellung einiger DEG

Tabelle VI
,

eine Zusammenstellung der Beispiele 8,2,3 und 4,

lässt den funktionellen Unterschied der einzelnen DEG erkennen. Sie lassen

sich tatsächlich, wie im Abschnitt B vorausgesetzt, in der für die weitere

theoretische Behandlung zweckmässigen Form (Ba6) darstellen. Beachtens¬

wert ist die einheitliche Grössenordnung der kx -Werte, was in Anbetracht



Tab.H Beispiele dynamîscher Eînspanngrossen

KSP.N0 HALTER SYSTEM EMATZ-SYSI DYNAMISCHE EINSPANNGROSSE T

1a

1b

in

L

C

1
ui

dynam. Il symmeh:

r*fiP i r-t-ggH

F. i

r.-f-Ej.x'MW

ie r«-^-rT-HiH

i
rB-|-.rj.iieO+î)"p

-M

E..,v.,<?.

2a

-2 -

J«q

ru4.8ïG.f'[iï^L]

fur o<|Y|4 1 gilt m\ max. 2.6% Fehler
G.-

E.

2^1 <-V.)

2b

dynam. symmetr

*<• 9(H2+»)

4»! - 2-tt4-*+2$4
,—3^11*2+)

i-«P(î*4)
ce.

fur o<IXI<1 & v.^/3 gîlï m\\ max.2.3%Fehler

X-£lM

M.-C,
(<+V.yi-ZVL)

+-f-TR^

dynam. symmeh:

"55 §

o£h

E5£
6)

~

3

26

M

M-K

?<v

r-i--4-T E>[ 1+1.3667X+ 0.4613 X*l
c P 1

fur o<|X|^Vio gill1 mil- max. o.4V. Fehler

r-§Lr[u 1.25 rlffli«)]

X-grM
-i a'

15<?.

0»

Je
a S3
Ils

C'en

Is

dynam.symmeh":

<3E>

5c<

C.-
< +-1

f^* 600 5oo

i w

I"ftp
r; r

w

CC.

r--£- c[i + c.(iw)+CloW]

45 Versuche auf sandigem u. lehmigem Boden im
Frequenzbereich von loTas 35, Hx

,
bej einer .osuHierenden

fcraff,von too bis lo„oo kg u. einem pgengewichl- der

Schwingungsmaschme von 135«> bis <53o kg.

Für eine Bhzelast- über die kbntaWflâche der Schwihgungs-
maschine übertragen folgt wegen cc,-o (c<»o)

r-|--c[i4.co«)]
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Zusammenstellung dynamischer
Einspanngrössen (DEG)

Tab. VI

g-uo+'S«) ir2-u(i+iS„) i;»u(i+u -te)
Ctt=l<nE?l^ ^»kttÇtP5 U-kw^f«

Bsp
No SYSTEM kit Su ku Ott kn ö«

8
Halbkreissiheibe

auf
t

Halbebene («,=%)

Xu — 0.36 — 0.24 —

2
Starre Vollkugel
im Vollraum (h,-^)
(halberWert)

1.0

«rTf^co

1.5 O dyn.symmeto<*1b"*

3
Kreisplalte

auf

Halbraum (VA)
DJ]

0.68

UsrKgcü
— — dyn.symmelr.<*1o"*

4
45 Versuche

der

DEGEBO [ö]

—

8oo
'

Soo

— —*1.5'10 dyn.symmelr.

— nicht bekannt



der verschiedenartigsten Voraussetzungen, die den Beispielen zugrunde

liegen, nicht a priori zu erwarten war. Es erscheint somit die Wahl eines

Mittelwertes von kn* 1 und kjj* 1 im Abschnitt D, (113) zutreffend.

Die Beispiele 2
,

3 und 4 zeigen, dass die mit Oji, bezeichneten Grössen

offensichtlich klein sind gegen 1
. Die Annahme einer schwachen Abstrah-

lungsdämpfung (Ba6) wird damit bestätigt.

Generell lässt die Untersuchung den Schluss zu, dass für die Abstrahlungs-

eigenschaften die geometrische Form der Einspannfläche ¥e nicht von

Bedeutung ist. Massgebend ist die Grösse der Fläche Y0 ,
auf der abge¬

strahlt wird.

3. Empirische Ermittlung der DEG (Messung)

Von den DEG V und L eignen sich die Grössen L am besten zur Messung.

(Die T lassen sich hernach mit der Beziehung (3) berechnen). Man hat

im Sinne von (4) einzeln eine bekannte Querkraft Q und ein bekanntes

Drehmoment M auf die starre Einspannfläche £ in deren Mittelpunkt

0 wirken zu lassen und die Quotienten dieser Kräfte mit den erzwungenen

Verformungen nach Fig. 2 zu bilden. Letztere können mit einem Schwingungs -

messer oder Seismographen gemessen werden.

Die Erzeugung von zeitlich harmonischen Kräften und Momenten kann durch

eine Schwingungsmaschine, wie sie z.B. die DEGEBO (4) gebraucht, erfol¬

gen. Es ist dafür zu sorgen, dass die Maschine starr mit der Fundament -

fläche Fe verbunden wird. Zur Bestimmung von z.B. LJ( (für die übrigen

gilt sinngemäss das gleiche) wird von der komplexen Amplitude

u = ue s u0e e

der Absolutwert U0 ,
sowie der Phasenwinkel ff (zeitliche Differenz von

Kraft und Verschiebungsmaximum multipliziert mit der Kreisfrequenz)

gemessen.

Nach (4) wird dann

l u
.

ue'
_

Uodre
_

u<> i .„(n L• a-«,\

Ljk
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wobei Qö als reelle Amplitude der aufgebrachten Kraft a priori bekannt

ist.

Weil durch das Eigengewicht der Schwingungsmaschine eine zusätzliche,

gleichbleibende Masse auf die Einspannfläche F0 aufgebracht wird, sind

die gemessenen Ljk zu korrigieren. Beachtet man dass nach Cd5,Tab. VIII

S.70 einer translatorisch bewegten, starren Masse Itl eine DEG Lms/ttl0u>)
entspricht, und diese parallel geschaltet ist, so lässt sich nach Tab. VIII

das effektive L= Lg aus dem gemessenen L*Lg berechnen.

Es gilt

_1_ _ J 1_

und somit I —
»

Im Falle der rotatorisch bewegten Masse (Bestimmung von Lt2 und L« )

hat Hl die Bedeutung des polaren Massenträgheitsmomentes der Maschine

bezüglich der Drehaxe.

4^ Ermittiujig_der_DEG_ a^_Mej^sjmgej^jun_Modell_

Um die DEG aus einem Modellversuch zu ermitteln, muss die Bedingung

der dynamischen Aehnlichkeit erfüllt sein. Beide Vorgänge müs¬

sen in allen Teilen, sowohl geometrisch, wie zeitlich, wie bezüglich den

Kräften ähnlich sein, d.h. in einem gegebenen Verhältnis (Masstab) zueinan¬

der stehen und Anfangs- wie Randbedingungen müssen identisch sein. Die

Differentialgleichungen der Bewegung des Modells und der Wirklichkeit

lassen sich dann in vollkommene Uebereinstimmung bringen. Entsprechend

den drei Grunddimensionen des technischen Massystems (das hier voraus¬

gesetzt sein soll): Länge L
,
Zeit T und Kraft K

, gibt es drei Grund¬

masstäbe "\
,
T und df

,
welche die Bildung abgeleiteter Masstäbe ge¬

statten, Tab. VU . Die Beziehungen der Masstäbe untereinander sind durch

die einzelnen Modellgesetze festgelegt. Welches Modellgesetz zutrifft,

wird durch die Art der beteiligten Kräfte bestimmt.



Tab. VII

Wirklichkeit- grosse -, Modell kleine Buchsraben

GRUND

MASSTÄBE

Geometrie

Zeil-

Kraft-

ABGELEITETE

MASSTÄBE

Dichte
JElasHziräfs-bezw.
\Raumdruckmodul HHM

Obschon die DEG an keine Voraussetzungen über die im Halter wirkenden

Kräfte gebunden sind, muss hier der Eindeutigkeit wegen eine Voraus¬

setzung über die beteiligten Kraftarten getroffen werden. Die naheliegend¬

ste und i.allg. leidlich zutreffende Annahme ist die, dass der Halter einen

homogenen, isotropen Körper bilde, in dem nur Trägheits- und elastische

Kräfte HOOKE'scher Art wirken. Für diese beiden Kraftarten gilt das

Modellgesetz von CAUCHY, vergl. (22)

Nach (22) ist allgemein der Uebertragungsmasstab für 2 entsprechende

Grössen in der gleichen Weise aus den Grundmasstäben "\
,
T & 3C zu

bilden, wie die zugehörige Masseinheit aus den Grundeinheiten L
,
T &

K .

Diese Regel auf das Verhältnis der Kreisfrequenzen angewendet, liefert

unmittelbar wegen fÄ] * ~ *)

JL-J-

*) Dimension der eingeklammerten Grösse
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wobei T der Gleichung (99) zu genügen hat. Es wird daher

(IOC)

Die Masstäbe der DEG selbst ergeben sich gleichfalls aus der obigen

Regel. So wird, um ein Beispiel zu nennen, wegen [ |^J = -j— *)

JjL
=

.iL

Wird 3f noch durch <] = •** (Tab. VII) eliminiert, so ergibt sich die ge¬

suchte Beziehung

<101> i;» <\k-Tn

Sie sagt aus, wie bei gegebenem Längen-, Dichte- und Raumdruckmodul -

Masstab das gesuchte FJ, aus dem am Modell gemessenen Tn ermittelt

werden kann, wenn für die erzwungene Schwingung der Frequenzmasstab

(100) eingehalten wird.

Von den drei Spezialfällen

1.

(102) 2.

P = Q (q-1)

M = m (p=i)
/P-Q /p-n
l/v\=m »q-i/

i« - AT«

Frequenzmasstab:

iL -
1

w
'

MF
iL

_ JI_
u>

-

-x

Jl L_

ist der dritte interessant. Ist der Halter des Modells und der Wirklichkeit

identisch, so muss, um dynamische Aehnlichkeit zu erreichen, die erregen¬

de Kreisfrequenz am Modell entsprechend dem geometrischen Masstab

abgeändert werden.

Allgemein werden die Matrizen für die elastische Einspannung im homoge¬

nen, isotropen Halbraum wie folgt aus den Modellmatrizen gebildet

(103) bezw.
L ^«•It, U-^-l«

*) Dimension der eingeklammerten Grösse
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Die einzige Voraussetzung ist die, dass bei der Messung die Bedingung

(100) eingehalten wird.

5. Der Halter als Kombination dreier mechanisch-dynamischer Elemente

51) Wie unter A, S. 17 erwähnt, ist der Halter charakterisiert durch die

DEG. Diese gehen durch die Randbedingungen in das Schwingungsproblem

ein und bringen so die Wirkung des Halters auf den Schwinger zum Aus¬

druck.

Die Frage, ob der Halter durch ein physikalisch anschaulicheres, mecha¬

nisch aber äquivalentes Ersatzsystem darstellbar ist, kann also eindeutig

anhand der DEG beantwortet werden. Die notwendige und hinreichende Be¬

dingung für den Ersatz ist daher, abgesehenvon deren Existenz, die Ueber-

einstimmung in den DEG.

Als einfachste Elemente für lineare Ersatzsysteme sind zu verstehen:

ideale Feder, starre Masse und (der Geschwindigkeit proportionales)

Dämpfungselement. Aus diesen drei Grundtypen ist es möglich, kompli¬

ziertere Gebilde zusammenzubauen, wobei die " Schaltung" hintereinan¬

der oder parallel erfolgen kann. Der Mechanismus solcher zusam¬

mengesetzter Systeme wird im folgenden beschrieben.

Ist y die auf ein System wirkende Kraft und X die resultierende Ver¬

schiebung für eine Führung in X -Richtung, so lassen sich alle möglichen

Kombinationen der drei Grundtypen durch die lineare Differentialgleichung

M -ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten erfassen.

(104) anx<n,+ a^-V.+o,*^ = bmy(mVb;.1y(m^.„.+b^+b<>y

Setzt man speziell y - y so ergibt sich mit der Lösung X - X die

gesuchte dynamische Einspanngrösse Y *) zu

dos) r= 1. _ y_ =

qn(i^f+a,,.,(i(of+....+0,00)) + a,

x x broOwf+bm.tflwy+l+b^iwJ+bo

*) Die nachstehenden Formeln können mit Hilfe der Beziehung Lf*1auf die

DEG L übertragen werden.

69



Man kann nun zeigen, dass es möglich ist, die DEG des zusammengesetzten

Systems aus den DEG der Grundtypen direkt, also ohne Umweg über die

Differentialgleichung (104) zu berechnen. Da sich alle möglichen Kombi¬

nationen durch nur zwei Schaltarten (Kopplungen) erreichen lassen, genügt

es, diese zwei Fälle zu untersuchen. Der Formalismus ist aus Tab. VIII er -

sichtlich.

Tab. VIII

Element STARRE MASSE DÄMPFUNG FEDER

«-

Formel
No

Symbol WM r-3H HWVWArl

Reakh'ons-Kraft -mx -ex -ex

Bezeichnung m e c

DEGT m(iu>)* e(«u>) c 1

Schalhing
von

n-Elementen

PARALLEL r-r;+rt 2

IN SERIE -L.-L + -L
r n r«

3

Erläuterungen zu Tab. VIII:

Formel 1 . Die drei DEG T folgen unmittelbar aus dem Prinzip von

D'ALEMBERT, formuliert für die am Element angreifenden

Kräfte.

Formel 2
. (Fig. 6) Gesucht ist das Element V aus der Parallelschal-

tung der Einzelelemente I, und la .

Es ist

, i;--!. c-fe.r-f-
2.

x+ . xt X

3- y = y,+yt

Definition

Parallelschaltung

dynamisches
Gleichgewicht

Wird 3. durch X dividiert, so folgt mit Rücksicht auf 1. und
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2. sofort

r-n+rt

Formel 3
. (Fig. 7) Gesucht ist das Element l~"aus der Hintereinander¬

schaltung der Einzelelemente fj und l"t .

Es ist

17-*
s
rt-&ir-l

X, *
xi x

Definition

SerieschaltungX s X, + Xt

y-y< ; y,-yt

Wird 1. in 2. eingesetzt, so folgt mit 3. unmittelbar

dynamisches
Gleichgewicht

r jlIji

Fig. 6

miwiiiiimn % Yt

Fig. 7

X*
Hl

lllllllllllll

52) Beispiele von Kombinationen

1. Parallelschaltung aller drei Elemente

>e r m(iw)*+e(iw)+c
(106)

2. Hintereinanderschaltung einer Masse mit einem Doppel-Element, be¬

stehend aus parallel geschalteter Feder und Dämpfung

F

(107) ^t /4 t t N _

em(wf+ttn(ifaffe /J. i 1 1 rs
emdwf+önfiu»'
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3. Fundamentalsystem von ALFREY (1) (ohne Masse)

mrm,, jimimiihwi
mecn. äquivalent¬

em e,et(iu»)*+ c,cte, (M

c,et(iu»l*+(<:,el+c1e1+^et)(M+c,Ct

53) Es sei noch auf die vollständige. Analogie mit einem elektro-dynami¬

schen Schwingungskreis hingewiesen. Die drei elementaren Zweipole, näm¬

lich rein OHM'scher Widerstand R
, Kapazität C und Induktivität D

übernehmen die Funktion der mechanisch-dynamischen Elemente. Einander

entsprechende Grössen sind in Tab. K zusammengestellt.

Tab. IX

MECHANISCH ELEKTRISCH

Masse

Dämpfung
Feder

m

e

C

0

R

VC

Jnduktiviräl-

Widersl-and

(reziproke)KapaziräF

Kraft

Verschiebung
Geschwindigkeit

y

X

X

V

E

I

Spannung
Ladung
Stromstärke

54) Die Abklärung der Frage, ob es in jedem Falle möglich ist, durch ge¬

eignete Kombination der drei Elemente ein Ersatzsystem zu finden, das

eine vorgeschriebene DEG *) aufweist, ist nur vom rein theoretischen

Standpunkt aus interessant. Eine diesbezügliche Untersuchung ergab, dass

die Ersatzsysteme rasch komplizierter werden, dementsprechend an An¬

schaulichkeit verlieren und damit ihren Zweck verfehlen.

*) Die von W abhängige, komplexe DEG würde mit Rücksicht auf Gleichung
(105) am zweckmässigsten in Form einer Potenzreihe von (iu>) vorgegeben.



Ein Vergleich der in Tab. IV aufgeführten, berechneten und gemessenen

F -Werte zeigt, dass sich die Halter der Beispiele 2b
,
3 und 4 für prak¬

tische Verhältnisse mit hinreichender Genauigkeit durch das einfachste

System, das noch eine Abstrahlung erfasst, darstellen lassen, nämlich durch

eine ideale Feder und ein Dämpfungselement in paralleler Schaltung. Die

Feder vertritt dabei die verlustlos elastische EinSpannung, und das Dämp¬

fungsglied berücksichtigt nach (15) die abstrahlende Energie.

Es gilt also

T« c + e(M = c[i+f(iu>)]
ZsCCo

= 41+0,(10))]
'
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D. Transversale Grundschwingungen des einseitig
elastisch eingespannten Stabes

Fig. 8

TTf0"

man fmiiimiiir

a. BEISPIEL, FESTE UND VARIABLE WERTE

Im vorstehenden Abschnitt C wurde die mutmassliche Grössenordnung der

Dämpfungskoeffizienten A
, 0y und Ojj, der Innern, äussern und Abstrah-

lungsdämpfung ermittelt. Damit ist man in der Lage, die quantitative Aus¬

wirkung der Dämpfungsformen an einem einseitig elastisch eingespannten,

stabförmigen Bauwerk nach der Theorie schwach gedämpfter Biegeschwin¬

gungen (Abschnitt B) zu berechnen (Fig. 8). Es sei als Beispiel ein Turm

aus Natursteinmauerwerk mit folgenden festen Daten gewählt

(110)

Q, •* 275 kg sctfm*

E= 6-io* kgm*
»* 1/3

3 - 7o m*

F* 15 m1

r= 3 m

Die Bezeichnungen sind die gleichen wie im Abschnitt B. In Fig. 8 bedeutet

r den Radius eines starren, halbkugelförmigen Fundamentes mit kreis¬

förmiger Einspannfläche F0 .
Wie in Cd25) gezeigt wurde, hat die Form

der Einspannfläche und damit des Fundamentes keinen wesentlichen Ein-

fluss auf die Abstrahlungseigenschaften. Es kann sich ebensogut um ein

starres Fundament beliebiger Form mit gleich grosser Einspannfläche

handeln.

Alle übrigen Grössen betreffend die Einspannung und Dämpfung sind zur Be¬

urteilung ihres Einflusses als Parameter aufgefasst und in ihren nume -

risch wahrscheinlichsten Werten variiert worden. Als Parameter der
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innern Dämpfung nach VOIGT, ist nach Cb, S.44 die Retardationszeit A

anzusehen. *) Die äussere Dämpfung, d.h. der Luftwiderstand ist gemäss

der Untersuchung Ce, S.51 unbedeutend, von einer Berücksichtigung wurde

deshalb abgesehen. Die Abstrahlungsdämpfung wird nach (15) durch die

Imaginärteile der DEG V}U erfasst. Gestützt auf die Untersuchung Cd2, S.56

(Zusammenstellung Tabelle VI ) kann für die Einspannung die Kräftema¬

trix Ba6, S.34 in folgender Form angesetzt werden.

(HD

& = f« ITt-Qt-kiir?E0it

Als Abstrahlungsparameter ist somit einzig 0^*0 zu verstehen, da

"it* "ti* "*i* ° zu setzen sind.

Wird 1/n*^/E (Verhältnis der Elastizitätsmoduli von Halter und Schwinger)

eingeführt und als Einspannungsgrad bezeichnet, so nehmen die

reellen Konstanten Ujk ,
welche die elastisch "reversible" Einspannung

charakterisieren, folgende Formen an

(112) C-frrEf C-fri^Ei
loci " Uli Qi^r'En

Dabei sind den Tabellen V und VI als Mittelwerte für die E i n s p a n n u n g s

konstanten

(113) kfl = 1 und ktt 1

zu entnehmen, während über kn ein einziger Wert vorliegt. Die Frequenz-

gleichung (48) zeigt aber, dass physikalisch brauchbare Lösungen nur mög¬

lich sind für

(ii4) I kj < 1

*) Das Produkt GA hat die Bedeutung von (X/2in (8), b in (17) und t[' in (9)

und wird als eigentlicherVOIGT1scher Koeffizient bezeichnet, ist aber keine

physikalisch anschauliche Grösse.
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sodass dieser Wert zweckmässiger als Parameter aufgefasst und in den

theoretisch möglichen Grenzen variiert wird. Für n>0 sind nach (10), (11)

und (12) die 3 speziellen Einspannungen folgendermassen charakterisiert:

3. starre Einspannung

Mit n -* 0 geht auch die rotatorische und translatorische Einspannung in

die starre Einspannung über.

Eine Uebersicht über die in die Betrachtung einbezogenen Grössen der Pa¬

rameter gibt Tab. X

Tab.X

Bezeichnung Parameter Intervall

A

l

Retardationszeit

(innere Dämpfung nach VOIGT)

lo"1 -r lö4sek

Abstrahlungsparameter 1o" -r 1o4

n reziproker Einspannungsgrad 0 -7- 10*

k\M
f 1 -r «X>

Einspannungskonstanten Jo -=- 1

[1 -r eo

i Länge des Schwingers (Schlankheit) îo -r 4o m

Die Berechnung der Eigenfrequenz, bezw. des Frequenzparameters f

wird im Hinblick auf die bevorzugte Bedeutung der Grundschwingungen auf

diesen wichtigsten Sonderfall beschränkt. (Diagr. 1, 2, 3 )

Was die Ausbiegung, als auch die Beanspruchung be¬

trifft, so interessieren vor allem die Maximalwerte in der Resonanz. Es

kann dabei unterschieden werden zwischen analytischem Maximum (Ab¬

leitung Null gesetzt) und Randmaximum (grösster Absolutwert im betrach¬

teten Intervall). In der Grundresonanz treten keine analytischen Maxima

auf. Die Untersuchung beschränkt sich somit auf Randwerte.
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Die maximale Amplitude der Auslenkung U berechnet sich aus (55) für

X*\
,
während die Maximalwerte für die Amplituden des Biegemomentes

M und der Querkraft Q aus (61) für die Einspannstelle X*0 hervor¬

gehen.

Werden die statischen Grössen

zum Vergleich herangezogen, so ergeben sich mit den Vergrösserungs-

faktoren Vp , VM und Vfl ,
die Formeln

(117) Ü-Y.IW M=VMMsw Q-VaQ«.

Die Vergrösserungsfaktoren sind in den Diagrammen 6*20 dargestellt.

Der Einfluss der innern- oder Werkstoffdämpfung (A) ,
sowie der Abstrah-

lungsdämpfung (d) auf Auslenkung U und Schnittgrössen M , Q lässt

sich eindeutig am Nennerausdruck der Gleichungen (55) und (61) ersehen.

In diesen Gleichungen sind nämlich die Zähler frei von A und 0 • In der

Form

(118) ^D(A,6)=^D4+XDA JttDs-TiD(A=o)
lRDA«£DU=o)

bedeutet 9{t^den Anteil der Werkstoffdämpfung.KDj den der Abstrahlungs-

dämpfung am Gesamtnenner H.V . Die beiden Anteile sind in den Diagram¬

men 4 und 5 in Funktion des Einspanngrades Vfl dargestellt.

b. DIAGRAMME
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Diagr.No Wertetabelle
0

r

1 to 100

©
A-id3

*

l»40

k„.1

k«-1

V«

k«-o.o
0.2

0.5

O.O

1.83

162

1.62

1.71

I

. H

H

2.01

2.o1

1.S0

alo

te*

. Il

M

3.60 • te*

3.73 «

0.79 •

0.03 • •

7.69 • te*

10.56 •

0.5o •

o.oS »

© v.
k« - 0.0

0.2

0.5

0.9

251

2.51

2.5b

2.36

te»

H

II

n

2.79

2.79

2.o&

0.14

•te»

N

•

•

517 • lo*

5.34- «

1.13- •

0.05- •

11.46 • lO*

15.69. «

0.73 •

0.04 • «

© o-ld1
A-lo*

•

l-4o

kra-0

VM
Vo.,1^.1

1, <

1, —

1.63

1.63

1.83

iol

H

2.04.

2o1

1.60

lo*

II

1

4.34 • (o*

360. >

(.fo) •

4.86 10»

7.69 fo*

773-te«

® V,
hV~,k«-«

1, 1

1, —

2.51

2.S1

2.51

te*

>

2.82

279

2.48

10*

1

623 lo*

5.17- «

2.23- •

724 10*

1.15

1.H • te*

© A-Id»
•

1-40

k«-o
k„-1

kM-1

V.

S - 10»

Id1

lo¬

ti )

1.56

1.56

1.56

1.56

1b»

•

•

•

1.87

1.86

1.84

1.62

te*

•

•

6.36-te*

6.26 "

5.26. •

2.03 <

3.31 te4

2.26. <

5.43- te*

6.32 1b*

© v.

S - id'

lo"*

lo¬

ti)

2.51

2.51

2.91

2.51

te*

•

•

2.63

2.63

2.79

246

te*

•

R

6.27 lo*

6.15

5.17 «

1.99 «

7oo . te*

4.78- »

1.15. «

1.33- te»

©
•

1-40

k,»-o

k«-1

k,.-1

V,

A-id*

10"'

lo"*

lo-

(.56.

1.56

(.56

1.56

te»

«d»

te*

1

162.

1.84

4.66

1.87

fo1

fo»

te«

1

2.03 te'

5.26 te»

6.26 fo«

6.36- <

6.32 IO*

5.43 • «

2.26- »

3.31 • fo*

© v.

A-lo-4

Id»

lo"»

lo-

2.51

2.51

2.51

2.51 •

10»

16»

te*

1

246

2.79

2.63

2.63

lo1

te»

lo«

1

1.99- tes

5.17 lo*

6.15 fo«

6.27- 1

1.33 . te'

1.15- «

476- lo*

7.00- te«

©
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k». 1

va
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20
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1.41
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«

te«
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774
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II
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5.17 te*

3.36-

1.65- •

1.15 • te»

6.64 te*
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c. DISKUSSION DER DIAGRAMME

Diagramm No:

1 Der Eigenfrequenzparameter T und damit die Eigenfre¬

quenz Uilt 1[ bleiben besonders im Bereich starker Ein-

spannungen ( n klein) nahezu konstant und sinken erst mit

|kB|-* 1 rasch auf Null ab. (Das Diagramm ist nur für posi¬

tive Werte von K^ gezeichnet. Für negative Werte ist es

an der Ordinate nahezu gespiegelt zu denken.)

2 Die allgemein elastische und rotatorische Einspannung zei¬

gen annähernd den gleichen Verlauf des Grundfrequenzpara¬

meters, wobei das rasche Absinken mit abnehmendem Ein-

spannungsgrad 1/n beachtenswert ist und den Einfluss der

elastischen Einspannung deutlich zum Ausdruck bringt. *)

Für n*100 beträgt f ca. 40% der starren Einspannung,

was einer Senkung der Eigenfrequenz um ca. 64% (.*) gleich¬

kommt. Schon für n=1 (Halter und Schwinger aus Mate¬

rial mit gleichem Elastizitätsmodul bestehend) d.h. einer

Einspannung die allgemein als vollständig bezeichnet wird,

ergibt sich ein ca 4% kleinerer Wert der Eigenfrequenz.

Die Eigenfrequenz der translatorischen Einspannung hinge¬

gen bleibt annähernd konstant; ist also praktischunabhängig

von der Einspannung.

3 Um den Einfluss d*r Schlankheit auf die Grundfrequenz dar -

zustellen (Als Mass für die Schlankheit ~\ kann die Stab -

länge 1 betrachtet werden, da bei gleichbleibendem Quer¬

schnitt A und 1 zueinander proportional sind; "\ * -r~) [ =

Trägheitsradius) wurde nicht f
,
das implizite noch \

enthält, sondern k in Abhängigkeit von D dargestellt. Wie

*) Die Kurve der rotatorischen Einspannung entspricht vollständig der in

(15), S. 249 dargestellten Frequenzkurve m-Ä . Aus dem Vergleich von

(49) mit (13) in (15) ergibt sich, dass einem T\ zlooeine Bettungsziffer von

C=7.î$kg (11?entspricht.
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zu erwarten war, sinkt die Grundfrequenz mit zunehmender

Schlankheit, doch nicht in dem Masse wie für eine starre

Einspannung. Der Faktor 2 in der Stablänge hat für eine ela¬

stische Einspannung fl = 1o eine Abnahme der Grundfre¬

quenz von ca. 69% zur Folge, im Gegensatz zur starren Ein¬

spannung 0 = 0 von 75%. Die elastische Einspannung

"dämpft" gewissermassen den Einfluss der Schlankheit auf

die Grundfrequenz.

4 Der Anteil der Abstrahlung an der Gesamtdämpfung nimmt

mit abnehmendem Einspannungsgrad zu, d.h. je "weicher"

der Halter, umso mehr wird prozentual abgestrahlt Der

Stab verhält sich relativ starr, die Deformationsgeschwindig¬

keit und damit die innere Reibung (Werkstoffdämpfung) ist

klein.

Wie erwartet nimmt der Abstrahlungsanteil mit zunehmen¬

dem Verhältnis ö/A zu.

5 Die grössere Stablänge (Schlankheit) hat einen abnehmenden

Abstrahlungsanteil zur Folge. Der Grund dafür liegt offen¬

bar darin, dass durch die stärkere Verbiegung die innere

Reibung überwiegt.

6+8 Die Vergrösserungsfaktoren erreichen ein Maximum für

ku % 0.1
,
sinken aber rasch auf Null ab für |kfI| -» 1 (Das

Diagramm 6 ist nur für positive Werte von kß gezeichnet.

Für negative Werte ist es an der Ordinate der Maximalwer¬

te nahezu gespiegelt zu denken.)

9+11 Bemerkenswert ist der Verlauf der Kurve für die transla¬

torische Einspannung, die entgegen den andern beiden Kur¬

ven mit zunehmender "Weichheit" der Einspannung (n) ab¬

fällt. Die allgemein elastische Einspannung liefert Werte,

die zwischen denen der Spezialfälle (rotatorisch und trans¬

latorisch) liegen.

12+17 Erwartungsgemäss steigen die Vergrösserungsfaktoren mit

abnehmenden Dämpfungskoeffizienten 0 und A
. Je nach¬

dem A oder 0 konstant gehalten werden, divergieren die



Kurven gleicher b -, resp. A -Werte von einem gemein¬

samen Punkte aus oder konvergieren asymptotisch gegen

einen endlichen Wert, wenn der Einspannungsgrad 1/n ver¬

kleinert wird. Es ist dies eine Folge davon, dass für harte

Einspannung ( n klein) die innere Dämpfung, für weiche

Einspannung ( n gross) die Abstrahlung massgebend wird.

18^-20 Die Variation der Stablänge (Schlankheit) führt zu dem Er¬

gebnis, dass mit wachsender Schlankheit die Vergrösserungs-

faktoren zunehmen. Dies ist offenbar eine Folge davon, dass

der günstige Einfluss der Dämpfung auf die Beanspruchung
in der Resonanz mit zunehmender Schlankheit des Schwin¬

gers abnimmt.

Zusammenfassung :

Allgemein ist zu bemerken, dass mit den der Berechnung zu Grunde geleg¬

ten, mutmasslichen Dämpfungskoeffizienten die Vcrgrösserungsfaktoren

VD ,VM und Vfl erstaunlich grosse Werte annehmen. Es ist jedoch zu Be¬

achten, dass es sich in den vorliegenden Fällen durchwegs um schlanke

Objekte handelt, bei denen erfahrungsgemäss der Einfluss der Dämpfung

gering ist. Ausserdem wurden die Ergebnisse für einen stationären Zu¬

stand abgeleitet und enthalten somit die Voraussetzung, dass der Ein-

schwingungsvorgang beendet ist.

Dass die Resonanzfrequenz der Grundschwingung mit zunehmender Nach¬

giebigkeit der Einspannung abnimmt war zu vermuten, dass sie so rasch

abnimmt, ist immerhin beachtenswert.

Was die Dämpfungsformen anbetrifft, war zu erwarten, dass der Luftwider¬

stand (die äussere Dämpfung) kaum in Erscheinung tritt; interessanter ist

die Feststellung, dass die innere Dämpfung und die Abstrahlungsdämpfung

in der gleichen Grössenordnung erscheinen.

Inwieweit die vorliegenden Ergebnisse den tatsächlichen Verhältnissen ent¬

sprechen, können nur diesbezügliche Versuche abklären, wobei besonders

den DEG mit Rücksicht auf ihre grundlegende Bedeutung für Einspannung

und Abstrahlung die grösste Aufmerksamkeit geschenkt werden müsste. Im

Besonderen interessieren die DEG mit gemischten Indices, deren Wirkung

auf die Resonanzfrequenzen praktisch bedeutungslos, auf die Vergrösse-

rungsfaktoren hingegen von abminderndem Einfluss sein wird.
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Im Hinblick auf die hier gewonnenen Ergebnisse ist zu sagen, dass es un¬

wirtschaftlich scheint, schlanke Bauwerke für den stationären Fall der

Grundresonanz zu dimensionieren.

d. NACHWEIS SCHWACHER DAEMPFUNG

Der Vollständigkeit halber bleibt noch der Nachweis zu leisten, dass die

Annahme schwacher Dämpfung und damit die Voraussetzung Ba 3, S.33

( 0 -Grössen klein gegen 1 ) für stabförmige Schwinger i.a. zutrifft. Es

handelt sich dabei um die drei Grössen 0^*0, 00 und öj. ,
welche im¬

plizite den Einfluss der Abstrahlung, der innern und äussern Dämpfung

enthalten.

Dass 0 offensichtlich klein gegen 1 ist, wurde schon bei der Behandlung

der Abstrahlungsdämpfung (Cd) gezeigt und auf S.65 erwähnt. Was 0e und

ôy anbetrifft, so wurde bei der Behandlung der äussern Dämpfung (Cc,

S. 51 ) an einem konkreten Beispiel nachgewiesen, dass ÖjX< 0e und 00<1%
wird. Selbst im ungünstigsten Fall der starren Einspannung und eines halb

so schlanken Stabes wird unter gleichen Voraussetzungen 0o= 6.f\0, also

immer noch kleiner als 1% bleiben.
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