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ZUSAMMENFASSUNG

Der Schwingungszustand stabférmiger Bauwerke mit innerer-, Husserer-
und Abstrahlungsdimpfung wird untersucht und an einem numerischen
Beispiel die Auswirkungender verschiedenen Ddmpfungsartenim Resonanz-
falle quantitativ aufgezeigt. Die charakteristischen Eigenschaften verschie-
dener Formen der innern Didmpfung werden an einem einfachen Spannungs-
zustande erklirt. Zwei charakteristische Einspannungsarten der Literatur
erweisen sich als Spezialfiille der vorausgesetzten allgemeinen elastischen
Einspannung. Das rasche Absinken der Eigenfrequenz infolge elastischer
Einspannung wird analytisch und graphisch dargestelit.

Es sind berechnete und gemessene dynamische Einspanngréssen, wie sie zur
Erfassung der Abstrahlungsdimpfung verwendet werden, diskutiert und zu-
sammengestellt. Sodann wird gezeigt, wie diese Grdssen an Ort und Stelle,
als auch an einem Modell, ermittelt werden kinnen.
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EINLEITUNG

Im Hinblick darauf, dass Bauwerkschwingungen erstaunlich wenig gedimpft
sind, kann fiir viele Betrachtungen die Dimpfung vernachldssigt werden.
Im Falle erzwungener Schwingungen entstehen mit dieser Vernachlidssi-
gung theoretische Beanspruchungen in der Resonanz, die iiber alle Grenzen
wachsen. Erst durch Beriicksichtigung der Dinipfung sind endliche Gréssen
zu erwarten, wie sie in Wirklichkeit auftreten.

Da es sich in der Resonanz um maximale Beanspruchungen handelt, die fiir
den Konstrukteur allein massgebend sind, wenn dieser kritische Zustand
nicht durch anderweitige Massnahmen umgangen wird, ist es selbstver-
stiindlich, dass der Dimpfung schon fﬁih volle Beachtung geschenkt wurde.
Einen Beitrag zur Abklirung der immer noch offenen Fragen: ,Welcher
Art und Grésse sind die Didmpfungen, und wie lassen sie sich theoretisch
erfassen?", soll die vorliegende Arbeit bilden.

Bei Schwingungen stabftérmiger Bauwerke, wie schlanken Hochbauten,
Glockentiirmen, Hochkaminen, Masten, S#ulen, Pylonen von Hinge-
briicken, eingespannten Balken und Rahmenstiben, handelt es sich um
feste Korper, die irgendwo eingespannt, d.h. mit einem ebenfalls elasti-
schen Korper in Verbindung stehen. Es sei im folgenden der schwingende,
stabférmige Koérper Schwinger, und der den Schwinger festhaltende
Korper Halter genannt.

Die Ursache der Dimpfung kann damit schematisch in ‘drei Arten einge-
teilt werden: in die innere Dimpfung, verursacht durch die Verwand-
lung elastischer Energie in Wirme im Innern des Schwingers, in die
Jussere Dimpfung, welche durch Bewegungswiderstinde, die an der
freien Oberfliche des Schwingers auftreten, verursacht wird und endlich
in die sog. Abstrahlungsdimpfung, die dadurch entsteht, dass der
Schwinger den Halter deformiert und durch die so verursachte Abstrah-
lung elastischer Wellen in den Halter an Schwingungsenergie verliert.

Erstaunlicherweise findet man in der ganzen deutschsprachigen Literatur
keine einzige Arbeit, die sich irgendwie mit dieser dritten Didmpfungsart
befasst. Auch der neueste Bericht iiber den in den U.S.A. durchgefiihrten
Forschungskongress der "International Union for Theoretical and Applied
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Mechanics" (2), betreffend die Forschung im Gebiete der Schwingungs-
dimpfung vom 31. Mirz 1950, erwihnt keine solchen in der angelsichsi-
schen Literatur. Einzig die Vermutung, dass diese Art Dimpfung speziell
fiir Bauwerke von nicht zu unterschitzender Bedeutung sein kann, wird von
verschiedenen Autoren geteilt. So schreibt J.P.DEN HARTOG in (5).
"...however no reliable amplitude measurements
could be made because of the uncertainty of the energy dissipation in the

foundation.”

Die japanische Arbeit von K.SEZAWA und K.KANAI (19) ist m.W. die ein-
zige, in der versucht wurde, die Abstrahlungsdimpfung quantitativ zu er-
fassen, Sie kann wie auf S.58 gezeigt wird, als Spezialfall der hier behan-
delten betrachtet werden. Die bekannten japanischen Autoren schreiben
iiber den Gegenstand der Abstrahlungsdimpfung in (19) wie folgt:

" The dissipation of energy of vibrations into the
ground seems to play an important part of the prevention of vibrations of
a building. "

Ob und in welchem Masse sich die Vermutung einer wesentlichen Wirkung
der Abstrahlung auf die Beanspruchung bestiitigt, war eigentlicher Anstoss
zu dieser Arbeit.

Einen bedeutenden Beitrag zum Thema Abstrahlung liefert die Publikation
von Prof. Dr. F.GASSMANN: "Ueber Dimpfung durch Abstrahlung elasti-
scher Wellen und iiber gedimpfte Schwingungen von Stiben" (7), die wihrend
meiner Beschiftigung am Institut fiir Geophysik der ETH entstand und
grundlegend wurde fiir die weitern Arbeiten an der Dissertation.

Fiir die theoretische Erfassung der Abstrahlung wird vorausgesetzt, dass
sich die Trennfliche zwischen Schwinger und Halter (der sog. Einspann-
querschnitt) wohl beweglich, jedoch undeformierbar verhilt, eine Annahme,
die als Hypothese von BERNOULLI (Ebenbleiben der Querschnitte) in der
Stétik und Dynamik fiir Querschnitte stabfrmiger Kdrper allgemein ge-
troffen wird.

Damit ist es nach (7) méglich, die Abstrahlungsdidmpfung in zwei Stufen- zu
behandeln, wobei zuerst der Halter mit der Einspannfliche fiir sich und
nachher die Bewegung des Schwingers betrachtet wird. Die Abstrahlungs-
dimpfung erscheint dann nur noch in den Randbedingungen.



Praktisch bedeutet dies, dass die Abstrahlungseigenschaften des Halters
(Baugrund) bereits vor der Erstellung des Schwingers (Bauwerk) durch ge-
eignete Messungen empirisch ermittelt werden kénnen. Cd3,S.65.

Im Abschnitt A wird zuerst eine allgemeine Theorie gedimpfter Biege-
schwingungen'von Stiben gegeben, die sich im wesentlichen auf (7) stiitzt.
Im Abschnitt B wird spezialisiert auf schwache Ddmpfung und im Abschnitt
D werden die erzwungenen Biegeschwingungen des einseitig elastisch ein-
gespannten Stabes, speziell in der Grundresonanz theoretisch und nume-
risch behandelt, wobei der Einspannungsgrad unddie verschiedenen Dimp -
fungsarten durch Parameter erfasst und ihre Auswirkung auf die Bean-
spruchung in der Resonanz analytisch und graphisch dargestellt sind. Im
Abschnitt C werden die Dimpfungsarten untereinander verglichen und
speziell den sog. dynamischen Einspanngrossen, die zur Erfassung der Ab-
strahlung verwendet werden, ein grisserer Platz eingerdumt.
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A. Allgemeine Theorie gedimpfter Biegeschwingungen
von Stiiben

Es wird der Schwingungszustand eines elastischen Stabes (Schwinger), der
in einem gleichfalls elastischen K&rper (Halter) an beiden Enden einge-
spannt ist, untersucht. Die innere und #ussere Ddmpfung, sowie die Abstrah-
lungsdimpfung an den Einspannstellen wird beriicksichtigt. Fig. 1.

Fig. 1
X=0 xsl, kxs=l
Srabt Stabll
L — AN S
Halrer! 11 smmga\w e Halferl
ctl Q%
iy.(u)

a. VORAUSSETZUNGEN

1. Der Schwinger sei homogen und isotrop, symmetrisch zur Belastungs-
ebene, zylinderférmig und habe konstantes Trigheitsmoment J beziig-
lich der Schweraxe senkrecht zur Belastungsebene.

Das HOOKE'sche Gesetz wird nicht vorausgesetzt., An
seine Stelle tritt die Voraussetzung 3, d.h. eine zeitabhingige Spannungs-
Dehnungsfunktion. Es gilt jedoch die Hypothese fiir schlanke Stiibe von
BERNOULLI-NAVIER, d.h. die Lingsfasern des Stabes beeinflussen sich
gegenseitig nicht, und die Querschnitte bleiben bei der Deformation eben.
Letzteres gilt speziell auch fiir Einspannquerschnitte E, und F;, .

2. Die Halter sind mit Riicksicht auf die numerische Behandlung des Pro-
blems mechanisch symmetrisch zur Belastungsebene vorausgesetzt, im
{ibrigen brauchen sie weder homogen noch isotrop zu sein. Sie sollen ledig-
lich durch harmonisch pulsierende Kriifte an den Einspannstellen in einen
stationiren Schwingungszustand mit gleicher Frequenz versetzt werden.
Sie seien charakterisiert durch dynamische Einspanngrdssen, welche zu-
gleich die Erfassung der Abstrahlungsdimpfung ermdglichen. Spezielle
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- Einspannarten, wie starre, rotatorische und translatorische bewirken

charakteristische Werte dieser Gréssen.

3. Fiir die Erfassung der innern Dimpfung gilt einer der in (8) aufgefiihr-
ten Ansiitze quasi-elastischer Korper von JEFFREYS (12), MAXWELL
(16) oder VOIGT (21).

4, Fiir die dussere Dimpfung wird ein der Geschwindigkeit proportionaler
(linearer) Ansatz gewihlt.

5. Fiir die erzwungenen Schwingungen sei ein stationirer Zustand voraus-
gesetzt, Die transversale Storkraft Q *), sowie ein 4usseres Biegemoment
ﬁ o » beide mit der Frequenz 2‘.';', und in der gleichen Belastungsebene
wirkend, greifen an der Stelle X=1, an. Zudem sei angenommen, dass
ebenfalls in der Belastungsebene vom Halter her harmonische Verschie-
bungen ﬁ, und Winkeldrehungen &, der gleichen Frequenz auf den
Schwinger einwirken (Erschiitterungen, Erdbebenwellen). Storungen mit
allgemeinerem zeitlichen Verlauf kénnen nach FOURIER zusammenge-
setzt werden, und die Beriicksichtigung mehrer Storkréifte an verschiede-
nen Stellen kann durch Superposition geschehen. Der Schwinger steht unter
der Wirkung eines zeitlich konstanten "Enddruckes" T , dessen Wir-
kungslinie in die Axe des unverformten Stabes filit.

b. DER HALTER

Durch die vorausgesetzte Symmetrie von Schwinger, Halter und Belastung
werden die 6 Freiheitsgrade der Bewegung der starren Einspannfliche F,

auf die Hilfte reduziert. Sieht man von der, fiir Biegeschwingungen zu ver-
nachlissigenden Verschiebung in Richtung der Balkenaxe éb, so verblei-
ben noch 2 Bewegungsmﬁglichkeiten fiir E, : eine Verschiebung quer zur
Stabaxe und eine Drehung um eine Axe senkrecht zur Belastungsebene.
Unter der Annahme eines linearen Zusammenhanges der Kriifte und Ver-
formungen gelten mit Riicksicht auf die Voraussetzung 2 folgende Bezie-
hungen zwischen der im Schwerpunkt O yon F, angreifenden Reaktions-
dyname (Querkraft Q und Biegemoment M )unddenentsprechendenVer-
formungen (Translatlon U in Richtung von Q und Winkeldrehung & im
Drehsinn von M )

*) Das Zeichen ~ uber einer Grisse betont eine harmonische Zeitab-
hingigkeit, z.B. U = Ue'**, u unabhiingig von ¢



1) §=I:IE +[;!§L bezw. El:: L"q + Ln@
M=l u +[& O=LyQ +LaM

Die linearen Koeffizienten I’ resp. L sind i. allg. komplexe Konstante
und seien im folgenden dynamische Einspanngriéssen (kurz DEG)genannt.

Die Gleichungen (1) stellen ihre Definitionen fiir die Einspannung eines
transversal schwingenden Stabes dar. Die DEG hingen ausser von Form
und Grisse des Einspannquerschnitts auch von den elastischen Eigenschaf-
ten des Halters, sowie von der Schwingungsfrequenz -25-",'7 ab.

Die den Gleichungen (1) entsprechenden Matrizen, die Krifte- und Ver-

formungsmatrix
e [ Ly L
(2) G [ bezw. Ly Lz

sind zueinander reziprok und der Zusammenhang der Koeffizienten durch
folgende bekannten Gleichungen gegeben, wobei ' & L in (3) vertauscht
werden kénnen

Ly= f2 (,=-&

D
3 r D, =N, -
(3) in-'-"T)E" Ly = i A1
- vr Dr

Es ist also moglich, die L aus den [ , und umgekehrt, zu berechnen.
Die theoretische Behandlung von Schwingungen schlanker Stibe kann sowohl
iiber die I als auch iiber die L erfolgen. Welche dieser Grdssen den
Vorzug verdienen, ist eine Frage der Praxis; theoretisch sind sie gleich-

wertig.

Um sich von den DEG, z.B. den Grossen L eine Vorstellung zu schaffen,
denke man sich entsprechend der Definition (1) einzeln die Querkraft O.(M'O)
(4) bezw. das Drehmoment M(Q =0) , auf den vom Schwinger gelosten Halter
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im Schwerpunkt des Einspannquerschnittes wirkend und stelle sich die
Quotienten dieser Krifte mit den so erzwungenen Verschiebungen vor. Fig.2

Fig. 2
a.) 6=° V'LI b.) "ﬁ ﬁl'o

—— Schwunger —

2%3

Halter
L= L=l
" "
=& ==
Lu-ﬁ Las 3

Fiir w=0 werden die L zu den inder Statik gebriuchlichen MAXWELL'-

5
) schen Einflusszahlen und die [ zu deren Dualen (3).

Ist der Halter ideal - elastisch, homogen und isotrop im Sinneder
klassischen Elastizititstheorie, so wird vermutlich ':g l’,, s bezw,

6) L= Lg, , d.h. es gilt aller Wahrscheinlichkeit nach ein zum MAXWELL'-
schen Vertauschungssatz analoges Gesetz in der Dynamik. Die Vermutung
wird gestiitzt durch das Bsp. 1b der Tab. IV.

Dynamisch - symmetrisch heisst der Halter, wenn zur Beschrei-
(7) bung der Einspannung (1) keine DEG mit gemischten Indizes erforderlich
sind. Es wird dann aus (1)

ﬁu‘% L"=%
(8) v —_ = =
Ez*% La=% } Mla=1; T Lo~

Hier sei hemerkt, dass im Falle longitudinaler Stabschwingungen bei
gleichen Voraussetzungen an Stelle der 4 DEG in (1) nur eine einzige DEG

(9) auftritt, die den Zusammenhang zwischen der am Einspannquerschnitt
wirkenden Kraft K in Richtung der Stabaxe und der gleich orientierten
Verschiebung W ausdriickt (7).
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rs-:&, bezw. l__=-‘v:,i —_— ML=1
w K

Die Form (1) kann als allgemeine Einspannung betrachtet werden, da sie
drei wichtige Spezialfille umfasst, die in der Literatur anzutreffen sind,

nimlich

1. Rotatorische Einspannung. Die Translation an der Einspannstelle wird

durch den Halter selbst oder irgend einen Mechanismus verhindert. Das
Stabende verliert einen Freiheitsgrad U—0. Zur Charakterisierung ge-
nugt eine einzige DEG r, bezw. Loy , die den Zusammenhang zwischen

M und & darstellt, da Q keine Wirkung auf & haben soll. Die
Matrizen (2) erhalten die Form

oo unbeshimmt o o
(10) bestimm [ bezw. .
unoesnmm L o |_n=F
2. Translatorische Einspannung. Die Rotation wird verhindert &-»0. T
bezw. L“ genugt zur Darstellung des Zusammenhanges zwischen Q und
u , da M keine Wirkung auf U haben soll.
Die speziellen Matrizen sind:
[;,-— unbestimmt L=t o
b L
11 eIw. n
unbeshmmr co 0o 0
3. Starre Einspannung. Beide Freiheitsgrade verschwinden
&—o0, U—0
Aus den Matrizen (2) werden die speziellen Formen:
oo unbestimmt )
(12) bezw. °

unbeshmml oo

In allen drei Fillen nehmen die Determinanten der Matrizen unbestimmte
Formen oder den Wert Null an und der Zusammenhang (3) gilt nicht mehr

a priori.
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Bedeutet Rz den Realteil und Yz den Imaginirteil einer komplexen
Grosse Z= Rz+i§z und wird mit einem ¢ iiber einem Zeichen die konju-
giert komplexe Zahl i=nz—i§l bezeichnet so wird die totale Energie

[I&ok dnJ kit ki

die im Mittel in der Zeiteinheit durch die Dyname (Q,M) in den Halter
abgestrahlt wird, mit L jk und den Kriiften ausgedriickt

C C
(13 H=2(JLn 00+ JLulM + JLaMMQ + YLabiM]
ocier nach (7) durch ng und die Verschiebungen dargestellt

(139 H=%[H]'“ﬁu+gﬁ, ﬁa+}jl;,&u+ %’Eﬂ&“]

¢ c
Mlt Lig=Ly , bezw. Me=fy wird, da Q@M und MQ , bezw. o und
OLU ,» konjugiert komplex sind

a4 H =210/ Y+ R QWG R Lo+ M YL ]
(14%) H =%[ |Ulzar“ +Rﬁd?ﬁ1+ R&UHE,"" ,dlz’aru]
Man erkennt, dass von den DEG nur die Imaginiirteile fiir die abgestrahlte

(15) Energie massgebend sind.
Fiir den dynamisch-symmetrischen Halter wird noch einfacher

(18")

-%[IOI ?Ln M| ;Lzz]
(16%) H=% [IUI ;]l',, + Jof }Ez]

Die mittlere Leistung setzt sich im Falle dynamischer Symmetrie additiv
zusammen aus den Einzelleistungen der translatorischen und rotatorischen

Bewegung.
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c. DIE BEWEGUNGSDIFFERENTIALGLEICHUNG DES SCHWINGERS

Ein erster Schritt zur Herleitung der Differentialgleichung hesteht in der

Ermittlung der Beziehung zwischen Biegemoment M *) und Auslenkung
U eines Stabquerschnittes.

Man betrachte ein Stabelement von der Linge dx . Fig. 3.

Fig. 3 /(\ M

ol Ly dF
£
» } E } |
e “‘y,(U)

Die Verzerrung einer Faser im Abstande Y von der Stabaxe betrigt, da
die Fasern sich gegenseitig nicht beeinflussen sollen

amn £=- Adx
ax

Unter Annahme ebenbleibender Querschnitte folgt aus Fig. 3

(18) .A..dl = ﬂ
Yy R ”

Wird fiir die Kriimmung der elastischen Linie wie iiblich % —:1. gesetzt,

so ergeben (17) und (18) sofort
(19) =_Adx =— 3u

¢ I = YR oxt

Die Beziehung zwischen der Verzerrung £ und der Normalspannung ¢
der Faser liefert die im Abschnitt Cb fiir den eindimensionalen Normal-

spannungszustand abgeleitete Gleichung (70)

¢,(0) = 25 ¢ 4(e)

(20)

*) Ein Querstrich = iiber einer Grisse betont eine beliebige Zeitabhingig-
keit.
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(22)

24

Die linearen Operatoren Qj haben folgende Bedeutung

¢ = 424’* 1y x

o 1t (oh

o Dhmpfung nath | g ¢,

JEFFREYS 4.9 2 -9
8t s

MAXWELL d .9 G
I or

, 26242

(HOOKE) 1 2G

£
G= o - Schubmodul A\ = Relaxationszeit
2(t+v }siehe Ch3
Y = Querdehnungszahl A= Retardationszeit]

(19) in (20) eingesetzt, ergibt

&,(0)=-2Ey &, (d1)

Multipliziert man diese Gleichung mit Y und .integriert iiber die Quer-
schnittsfliche F , SO entsteht mit den Definitionen fiir Biegemoment und
Trigheitsmoment

M=-ﬂjde ; J=_ﬁ;y’dF

die gesuchte Beziehung zwischen Biegemoment und Auslenkung eines Quer-
schnittes senkrecht zur Stabaxe fiir innerlich gedﬁmpfte Schwinger

4, (i) - 255 ¢, (3 )




Sie ersetzt die bekannte Beziehung M B X" ' B=EJ (Biegesteifigkeit),
die nur fiir ideal-elastische, sog. HOOKE'sche Korper gilt.

Die d'Alembert'schen-Gleichgewichtsbedingungen am Stabelement der
Linge dx liefern 2 weitere Gleichungen:

1.) Komponentenbedingung quer zur Stabaxe.

(23) %de quFdx a" - qFdx gzrz

Die einzelnen Ausdriicke stellen den Zuwachs der Querkraft a , die
Hussere Dimpfungskraft ( ¥ = Koeffizient der #Husseren Dimpfung) und
die Trigheitskraft dar. Q ist die Dichte und F der Querschnitt des
Stabes.

Wird mit

a 1
(24) ‘tr 28 EF W
ein weiterer Operator bezeichnet, so schreibt sich obige Gleichung
25 e L E
®) ‘t‘ () QF dx
2.) Biegemomentenbedingung am Element.
M A ¥a
26 €2 dx +Qdx-qJd
(26) 3 d Qdx qQ X?a—x'i-Tan— =0

Die. einzelnen Ausdriicke stellen den Zuwachs des Biegemomentes M ,
den Anteil der Querkraft am Moment, das Moment infolge rotatorischer
Trigheit und das Moment infolge des "Enddruckes" T dar.

Das Momentengleichgewicht liefert somit

M. 5_ .13% 3 _
(27) aX+0 an—r,&+T3;-o

Aus den Gleichungen (25) und (27) lisst sich durch Ableiten der Gleichung
(27) nach X und einsetzen in (25) vorerst die Querkraft Q eliminieren.
Es entsteht

¢ (u) J 3" 1. M T 8"
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(28)

(29)

(30)

(31)

26

Durch Anwendung des Operators ‘t auf diese Gleichung und zweimaliges
Ableiten der Gleichung (22) nach X , kann aus diesen 2 verbliebenen
Gleichungen das Biegemoment M elimimert werden. Das Resultat ist die
gesuchte Bewegungs-Differentialgleichung

48, (6) + B 4, G0)- 2 (BE) « o, (@)~

Im Falle des JEFFREYS'schen Korpers ergibt (28) eine homogene, lineare,
partielle Differentialgleichung 6. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

(4 38 +[zr+§(1+»)};]§; + [1+40- z;mﬂ +3(f 2v)/\

(198t st 2 - <1-2v>1w

3
\ +30)E L 5% +JF-'ara,a +1 (1'2’)qFA

Im Spezialfalle des ideal-elastischen Kérpers von HOOKE (%BA!O), ohne
dussere Dimpfung ( ¥=0 ), mit vernachlissigter rotatorischer Triigheit
(7.8. und 9. Glied streichen) und verschwindendem "Enddruck" (T=0), re-
duziert sich diese Gleichung erwartungsgemiss auf die bekannte Differen-
tialgleichung fiir Biegeschwingungen von Stiéiben. (20,8.332).

4
3’u +B BT _o
T oF Ixé
Der Zusammenhang der Schnittkrifte (Querkraft 6 und Biegemoment M )
mit der Auslenkung U ist durch folgende Operatorengleichungen gegeben

&,(@) =-225¢, (34) + a3¢,38) - T, (D)
¢, (W) =+ 38 ¢, (39)

Die erste Gleichung wird erhalten durch Anwendung des Operators '{1 auf
(27), einmalige Ableitung der Gleichung (22) nach X und Elimination des
Biegemomentes M aus beiden Gleichungen. Die zweite Gleichung wurde

v V
Il

in (22) vorausgesetzt.



d. LOESUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNG FUER DEN STATIONAE-
REN FALL.

Wird vom Enddruck, dessen Auswirkung einer spiiteren Untersuchung vor-
behalten sein soll, abgesehen, und bleibt die rotatorische Trigheit infolge
ihrer vernachlissigbaren erkung auf schlanke Stibe unberiicksichtigt *),

(32) so ergibt der Produktansatz u=0= U(X)e welcher bereits der zeitlich
periodischen Veriinderlichkeit der Randbedingungen Rechnung trigt, in
(28) eingegetat, fiir die komplexe Normalfunktion U(X) die homogene, tota-
le Differentialgleichung 4. Ordnung.

d*u “
(33) W - 4U =0
mit
(34) 44 _(1-21’) QFP| Pr
3B Py
P, P, u.Ps sind die zu ¢, ‘tr und ¢, gehdrigen Polynome nach folgen-
der Definition: aiz ot
Aus Q;(i)=° z+a‘”3_+a‘ﬂ .. wirdmit Z=Z =2Z@
(35) Qj(i) =7 J' wobei

. . 42
F} = Gjo + 0 (iw)+0;, (iw)+... zu setzen ist.

Es sind nun, je nachdem X< 1, oderX)1, ist, 2 L&sungszweige fiir U{x)ein-
zufiihren, die der Gleichung (33) geniigen. Die allgemeinen Ldsungen heis-

sen

(36") U (x) = Aye™+ Ag@™ + Age™ + A, &7
(36%) Up(X) = Agye™+ A+ Ay e+ Aue'm

Die Koeffizienten A jk werden durch die Randbedingungen bestimmt. Die
Losung (32), (36%), (36%) stellt somit das allgemeine Integral der Gleichung
(28) fiir stationire, erzwungene Schwingungen dar.

Fiir die Behandlung freier Schwingungen, die jedoch nicht weiter Gegen-

*) Vergl. diesbeziiglich (20,8.337 & 341)
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@31

(37%)

28

stand dieser Arbeit bilden, kann der Ansatz (32) ebenfalls verwendet wer-
den. Es ist dann allerdings  als anfinglich unbekannte komplexe (von

X und t unabhingige) Konstante aufzufassen, und die DEG in den Randbe-
dingungen miissen als explizite Funktionen von W angeschrieben werden. *)

e. RANDBEDINGUNGEN

Es stehen je 2 Randbedingungen an den Einspannstellen, sowie 4 Ueher-
gangsbedingungen im Schnitte X=1, zur Verfiigung, sodass die 8 Koeffizien-
ten A"...A” durch 8 lineare Gleichungen bestimmt sind.

Fiir X=0 und x_:'l. gelten grundsiitzlich die gleichen Randbedingungen. Es
sind lediglich die zu den Schnitten X=0 resp. X=1 gehorigen DEG, sowie
fiir U das entsprechende U, resp. U, einzusetzen. Je nachdem, ob [ -
oder L -Werte vorliegen, gilt (37') oder (37%).

dl
“;U + ud +(_Z"».Bz_‘|:;%ix_'-; = l:l uo"'ﬁl“"

) du _ 3BP¢ d%u
v +rdx o, ot = T tet et

3BP¢ du 3BP
(u + - =
[v + 3555 56 L - Bt 0 & le = U,
du . 3BP d 3BP
[ dx t v P, dx? La — - 2v;P, "” = o
Fiir X=1, gilt
1. U= U gleiche Ausbiegung
2. g:’ cg;, Stetigkeit der Tangenten
3. dh‘ - db =+ 1-29)P, Unterschied des Biegemomentes
dxt # M° 3B Py zu beiden Seiten des Schnittes
4. _dL_ di, =-Q (1-29) Py Unterschied der Querkraft zu
dx3 axs °3B P beiden Seiten des Schnittes

*) Der Ansatz (32) ist im Falle freier Schwingungen als partikulires Inte-
gral aufzufassen. Die zugehdrigen Kreisfrequenzen der Gesamtheit aller
partikuliren Integrale hestimmen sich als Eigenwerte des homogenen Glei-
chungssystems, das durch die Randbedingungen bestimmt wird. Die allge-
meine Losung setzt sich aus der Linearkombination all dieser speziellen
Losungen zusammen, wobei die neu verfiighar werdenden Konstanten den
gegebenen Anfangsbedingungen anzupassen sind.



f. SPEZIELLE RANDBEDINGUNGEN FUER DYNAMISCH -SYMMETRISCHE
HALTER

Die einzige Bedingung fiir dynamische Symmetrie ist nach (7), dass alle
DEG mit ungleichen Indizes in (1) wegfallen. Dies trifft zu, wenn die Quer-
kraft keine Rotation und das Drehmoment keine Translation des Einspan-
nungsquerschnittes bewirken. Die zur Beschreibung der Einspannung im
Halter erforderlichen DEG reduzieren sich dann im allgemeinen Falle 1
(Tab.I) auf zwei, in den Spezialfiillen 2-5 auf nur eine einzige. Die Randbe-
dingungen (37') resp. (37%) vereinfachen sich wesentlich, da nur noch maxi-
mal zwei DEG statt deren vier auftreten. Diese dynamisch-symmetrische
Einspannung kann uU als brauchbarer Ersatz fiir die theoretische Behand-
lung komplizierterer Einspannungen dienen. Vergl. die Bsp. 3,4 & 5 S. 30.
Die noch stirker spezialisierten Fiille der Tab. II stellen keine elastische
Einspannung im Sinne (1) mehr dar, da zu ihrer Beschreibung keine DEG
erforderlich sind. Die hiefiir geltenden Randbedingungen sind allgemein be-
kannt. Fiir die zur Charakterisierung dieser "iiblichen" Einspannungen not-
wendigen Beziehungen zwischen Biegemoment und Querkraft einerseits
und der Auslenkung andrerseits sei auf (31) verwiesen.

Praktische Beispiele von dynamisch-symmetrischen Einspannungen nach
Tab. I

H: Halter S: Schwinger

zu Typ. No.

1: Pylon einer Hingebriicke.

~

ey~ Y
| 0 —f=—p
H

—
L}

G

Si| 5 Q
N M — A
NG~
NN M
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30

2: Briickenpfeiler mit Haupttriger starr verbunden.

Y

|
i
!

3: Rahmentriger mit verschieblichen Knoten und starrem

Riegel.
! aQ Y m H
——te e ——— —] e — +- -~
st sl r=9._mot
| I
/N 7N u

4: Turbinenfundament (Masse des Quertrigers vernachliissigt)

\

b o o
alli g‘c\’g?) |;=%.‘_Bn

B“ ,IH

{
/1N

/IN
5: Triger mit Endmasse, durch Reibungsfeder gestiitzt.
m a .
~ [ ===c+eiw-me*
u u
e
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B. Spezielle Theorie schwach gedimpfter Biege-
schwingungen

Um die wesentlichen Auswirkungen der Dimpfung im allgemeinen, und die
der Abstrahlungsdimpfung im speziellen aufzuzeigen, geniigt es, die all-
gemeine Theorie (Abschnitt A) auf einen einseitig elastisch eingespannten
Stab anzuwenden. Die zusitzliche Voraussetzung schwacher Ddmp-
fung bildet keine Einschrinkung, da sie nach Dd, S. 93 weitgehend er-
fiillt ist.

Erzwungene Schwingungen sollen durch eine harmonische Stirkraft, senk-
recht zur Stabaxe am freien Ende, verursacht werden.

a., VORAUSSETZUNGEN

Zu den Voraussetzungen im Abschnitt A treten neu hinzu:

1. Eine Stdrung im Halter I ( X=0 ) wird nicht beriicksichtigt, d.h.

i,*0, &=0 . Stab II und Halter II sind bedeutungslos. Fiir die er-
zwungenen Schwingungen wird von emem Biegemoment M° in X -1' abge-
sehen und lediglich eine Querkraft Q, beriicksichtigt. Es ist 1,21 zu set-
zen. Die rotatorische Trigheit wird aus bereits erwihnten Griinden ver-

nachlissigt und ein "Enddruck" T wirke nicht.

2. Zur Erfassung der innern Dimpfung wird der Ansatz von VOIGT (Tab.
auf S.24 )gewihit. Begriindung siehe unter Cb 5, 5.49.

3. Alle folgenden Grissen 5_; sind reell und hinreichend klein gegen 1 ,
sodass Glieder 2.- und hoherer Ordnung vernachlissigt werden diirfen.

(Nachweis siehe unter Dd, S.93.)
4. Abkiirzungen
4
f=lk K=sF o
3,=%/\w(1+v) Bfg /u=3_g¢_
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5. Mit den Voraussetzungen 3 und 4 wird nach (21) und (35)
jJ=(1+i(So) Pt=—o}(1-i r)v

und nach (34)
= + K [1-i(§,+6,)]

6. Die DEG sind unter Verwertung der Erkenntnis (15) (nur Imaginirteile
massgebend fiir die Abstrahlung) und mit der Voraussetzung schwacher
Strahlungsdimpfung (Imaginirteile klein gegen Realteile) in der Form

= o (1+i6n) e = Fore(14i6y)
I;, = %(1+i811) M2 = loee(1+ |8u)

angesetzt, wobei [oy,...[5,, ; 5“... 621 reelle Konstanten sind.

b. BEWEGUNGSDIFFERENTIALGLEICHUNG

Die Differentialgleichung (28) lautet fiir einen Schwinger mit innerer Ddmp-
fung nach VOIGT, Beriicksichtigung einer dusseren Didmpfung und den ge-
troffenen Voraussetzungen

o0 o5 oo 0o (30035 4 B =0

Q

=% [-%]
22
DL
a'l'=""

+/\§F

Zl

c. DIE ERZWUNGENE, STATIONAERE SCHWINGUNG

1. Zusammenhang der Schnittkrifte mit der Ausbiegung

Mit dem stationdren Ansatz (32) und den genannten Voraussetzungen wird
aus (31)

(40) __ . prdu _ du
Q) = MBS M(x) = +/JB
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2. Randbedingungen

Die Randbedingungen lauten fiir einen emseltlg-elastlsch eingespannten
Stab, an dessem freien Ende eine harmonische Storkraft Q Q, e senk-
recht zur Stabaxe wirkt

fiir X=0 nach (37")

(41) fuu ,,,[;Ju +'UBd"’ i
fu + I;,ﬂ’!‘! - puB -g% =
und fiir x_='l unter Beachtung von (40)
2
(42) Qo =_}‘B j_:% 0= -g_::i (Biegemoment = 0)

Die 8 Randbedingungen des alléemeinsten Falles reduzieren sich auf deren
4. Die allgemeine Lésung (36') fiir Stab I in (41) und (42) eingesetzt, ergibt
folgendes System zur Bestimmung der 4 komplexen Integrationskonstanten

Ay Ay,

Aﬂ Au A|3 Alk AbSO'Ul’BS Glied
e suB| ..l 3uB|, : T .3uB
suB | _ lu_suB Ut (JADI (gt i JMD
143 +3’ = 1 5';“- me 1+|5E' 13% 13":4-13[; o)
(43) "'-,u_ qatfm_ Bl 1 uBl i 1T uB
I+ ] A 3 o l+3|;25 L +|+5r+5 o I+ I;!+J T o)
ot e-sl e _ol o
e ! - eis'l i e—id _ MQ; .

Die komplexe Determinante der Matrix dieses in-homogenen Gleichungs-

(44) systems sei D=RD + igD

Nach zahlreichen Umformungen wird

LRD = R, + R, (Rfeosf +R Shfsinf +R,, (hfsinf+Shfeaf)

3
(45) +Rs (Fhfsinf-Shfeosf)
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(46)

(47

(48)

36

- B (5,18,)-(6,4840] - KB (666,84
W[(s i ,,5,,]+w (6 6348, +82] - KB(6.45)
Ry =-LEB (8,8)-KBef g ¢).(6,08, ] BET5, )45, 060-5,]
R:, -+k—[:‘, 8 '331 'Bn +4|;“r (l:'1+|;ﬂ)(80+8t)

Rs = +k{R [4(58,-8)- 8] 16,48 -2l KE )}

14D = 3,+ 3, thfearf + 35 Shfsinf +, ((Rfsinf +Shfeaf)

J =1 lnln KB + J5 (Phfsinf-Shfeosf)
rﬂl:u l;nl:u Js""—- (r .m)

ol _ BB :
R Tl 34”",’;“ J -2

3. Frequenzgleichung

Die Resonanzfrequenzen sind dadurch definiert, dass mit ihnen die
Amplitude der Schwingungen maximale Werte annimmt. Dies ist nach(53)
mit hinreichender Anniherung der Fall, wenn der absolute Betrag von D
(und damit auch das Quadrat) ein Minimum wird, Die Bedingungsgleichung
heisst

|D|2= RlD + TD = Minimum

Da &D nur Summanden mit 5 -Faktoren enthilt, darf R’D gegen }10
zufolge der Voraussetzung 3 vernachlissigt werden. Die Bedingung (47)
vereinfacht sich damit auf %'D = Minimum.

Der Umstand, dass ?D als Funktion von f (Frequenzparameter), posi-
tive Nullstellen besitzt, vereinfacht die Minimumsbedingung, sodass sie
erfiillt wird durch die gesuchte Frequenzgleichung

()= o




Gleichung (48) ist streng genommen die Gleichung fiir die Resonanzfrequen-
zen des ungediimpften Systems und folglich auch die Frequenzgleichung fiir
die ungedimpften Eigenschwingungen. *) Dass durch die Vernachlissigung
kleiner Grossen 2.-Ordnung aus der Bedingung fiir die Resonanzfrequenzen
(47), Gleichung (48) hervorgeht, bedeutet nichts anderes als die bekannte
Erscheinung, dass die Resonanzfrequenzen des schwach gedimpften Systems
mit denjenigen des (mgedh’mpften Systems praktisch hinreichend genau
iibereinstimmen.

Spezialfille der Frequenzgleichung:
Mit (10), (11) und (12) wird aus (48) fiir

31) rotatorische Einspannung

(49) 1+£ﬁfmf+ll£_'i(.%fwsf-%ffvinf) =0

32) translatorische Einspannung
(50) 1+ (Afoosf - l?rl(SﬂfmﬁWthf )=o0
. ot
33) starre Einspannung

(51) - 1+ hfwf =0

Dies ist die bekannte Frequenzgleichung fiir
Transversalschwingungen des starr einge-
spannt-freien Stabes (20, S. 344 ).

4. Schwingungsform

Die Schwingungsform ist durch die komplexe Normalfunktion (36') der sta-
tiondiren Losung (32) gegeben. Mit der (Nenner-) Determinante D des
Gleichungssystems zur Bestimmung der Integrationskonstanten kann die
Normalfunktion in folgender Form geschrieben werden

*) Mathematisch sind bekanntlich die Eigenfrequenzen Eigenwerte des ho-
mogenen Gleichungssystems und gehen aus der Vertriglichkeitsbedingung
D=0 des homogenen Gleichungssystems hervor, die wegen fehlender Dimp-
fung (RD=0) zur Gleichung (48) fiihrt.
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o o -
wobei :

Zux) = AuDe™+ AuDé*+ AsDe™ +A,De™ .,

Die Produkte Aj,D sind die Z#hlerdeterminanten des Gleichungssystems

(43).

Die Amplitude der Ausbiegung berechnet sich als absoluter Betrag

RZupi+ JLutx
| RD+¥D
wobei 8Z,, (x)und RD nur Glieder mit § -Faktoren enthalten.

Unter Beachtung der Voraussetzung 3 gilt in hinrei-
chend grosser Entfernung einer Minimalstelle von [DI , d.h. ausserhalb

der Resonanz

720
30
Mit zunehmender Resonanznihe strebt ';D gegen Null und RD darf gegen
’,D nicht weiter vernachliissigt werden. Im Falle der Resonanz gilt dann
wegen (48) mit praktisch hinreichender Genauigkeit

iZu (x) = U
RD

Die Rechnung ergibt, wenn statt X als neues Argument

von U(X) aus

(53) lu)| =

(54) lux)| =

(59 |u(x) Ires =

(56) P = X—,lt

gesetzt wird

&7 P2 =+0. 3355 ¥

*) Es erwies sich fiir die Berechnung als zweckmiissiger, die Summenaus-
driicke Z, ,Za und ZM direkt zu bestimmen, als wie {iblich, die einzelnen
Integrationskonstanten, die hier umstiindliche Ausdriicke annehmen, sepa-
rat zu ermitteln.
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Y = U, ($hBsinf + Shfsinp)+Uy(Phprost + (hfeasB)

+Us :mmhmfmb &ﬁbgosfﬁ)%fmﬁw
*U, -gﬁmf thmB-rS&lB(w:fl-Shfml;
*+Us + &gﬂﬁ[ﬂfmw&ﬁﬁ(mf)-r%fmﬁ
+Ue -Scé;(sfﬂf (R sinp- Sﬂp(oosiis’) safmp
U, =2k £ U3=+1-%% Us = - 'é?rg;’
U,=2l€%ﬂ u,,=+% U‘=+%

Spezialfille

41) X=0 (Einspannquerschnitt)
60 JZu =403 [,u,(mf+mf)+(u,+u,)snf+(u,-u.)mf]

42) X=1  (freies Stabende, mit Storkraft)

(59) ‘)Zu = +Q¢ ?8-3- [U1 S’ﬁf&iﬂf-l-uz mef-l- (Us -Ul.-l-U, -U&)mf'.ﬁnf
| +(Us +Uq - Us-U)Shfasf ]

5, Schnittkrifte (Biegemomenten- und Querkraftslinie)

¢

Nach (31), (3.2) und (52) berechnet sich das Biegemoment M , resp. die
Querkraft Q im Schnitte X zu

(60) M =M@ ¢! Mx) = + )JB z.gx)
d=0Qe“ Q(x) = _),del - ZoD(x)
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wobei

Zu(¥)= + B (AnDS™+AuDE”-AuDe™ - AuDe)
Zo (9=~ B3 (AnDE™~ ApDE™ i AgDe*+iAu D)

Die Normalfunktionen M(x)und Q(x) sind von der gleichen Form wie U (x)
in (52). Fiir die Amplituden des Biegemomentes M und der Querkraft

(1 gilt sinngemiiss (53) und (54) und fiir den Resonanzfall wird entspre-
chend (55)

Za(¥)
(61) |M(x)|,.¢s_-. likznéx) =M |Q(,‘)|m. %"_= Q
mit
4 &' - Y
1 lu=+ 0t fla=-Q4 35

und der Bedeutung von {) in (57)und f in (56).

Spezialfille

51) X=0 (Einspannquerschnitt)

'3zu= +Q, [z (W’f‘mf)+(U5+U6)S'If+(U3'U4)Mf]

(62)
;ZQ =-Q 8[?, U, (Sﬁf-mf)+(U,+U5)fﬁf+(U3-Us) Mf]
52) x=1 (freies Stabende mit Stérkraft)
%ZM =0
@ YZa=+Q.§0

Die zweite Gleichung (1) versagt fiir X=1 , die Vernachlissigung von
R'Za ) gegen 'a a () in der Berechnung von @ ist hier nicht mehr zu-
lissig, da mit wachsender Resonanznihe ';ZQ(X)OO und mit RZq ver-
gleichbar wird.
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6. Numerische Verhalten

Eine allgemeine Aussage iiber Eigenfrequenzen, Form der Biege- Momen-
ten- und Querkraftskurven ist schwierig, da verschiedene Form-, Ddmp-
fungs- und Einspannparameter in-die Betrachtung einbezogeﬁ werden miis-
sen. Aus der praktischen Erkenntnis heraus, das hthere Resonanzen
technischer Baustoffe zufolge ihrer stirkeren Dimpfung fiir die Beanspru-
chung des Materials von sekundiirer Bedeutung sind, wurde die numerische
Auswertung auf den Fall der Grundschwingung beschriinkt und ist im Ab-
schnitt D behandelt.
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C. Die Dimpfung

a. ALLGEMEINES

Die eminente Bedeutung der Ddmpfung fiir Bauwerkschwingungen kommt
erst in der Resonanz voll zur Geltung, wo schon geringste Dimpfungskrif-
te geniigen, um das unbeschriinkte Anwachsen der Beanspruchung zu ver-
hindern. )

(Bei der mathematischen Behandlung von Schwingtingsaufgaben wirkt sich
die Einbeziehung von D#mpfungsgliedern dadurch aus, dass die Resonan-
zen als singulire Stellen verschwinden und der exakten Berechnung zu-
ginglich werden.)

Die Ursachen der Dimpfungskrifte kdnnen, wie schon in der Einleitung er-
wihnt, verschiedenster Natur sein. Innere Dimpfungen riithren von den
nicht ideal-elastischen Eigenschaften des Schwingers her. Das HOOKE'-
sche Gesetz muss durch einen erweiterten Zusammenhang zwischen Span-
nung und Dehnung, in den problemgemiss auch die Zeit einbezogen werden
muss, ersetzt werden. Die dussere Dimpfung ist durch das den Schwinger
umgebende Medium oder Milieu bedingt und #ussert sich in der Form von
Bewegungswiderstiinden an der freien Oberfliche des Schwingers. Die Ab-
strahlungsdimpfung ist eine Folge der elastischen Einspannungdes schlan-
ken Stabes, indem durch die erzwungene Bewegung an der Einspannstelle,
Schwingungsenergie in Form von elastischen Wellen in den Halter abge-
strahlt wird. Es erhebt sich die Frage, in welchem Masse diese Dimpfungs-
formen an der Gesamtdimpfung der Schwingung beteiligt sind und ob nicht
die eine oder andere an Bedeutung iiberwiegt. Diese Frage beantworten,
heisst vorerst die entsprechenden Ddmpfungskoeffizienten ermitteln, was
in diesem Abschnitt versucht wird, um im folgenden Abschnitt (D) deren
quantitative Auswirkung auf den stationiren Schwingungszustand der Reso-

nanz aufzeigen zu kénnen.
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(64)

(65)
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b. DIE INNERE DAEMPFUNG

1. Ursache und Wirkung

Die innere Ddmpfung hat ihre Ursache im molekularen Aufbau der Kérper,
welche mechanischen Kriften unterworfen werden. Sie ist deshalb eine
spezifische Eigenart des Materials. Um das Wesen der innern Dimpfung
ndher zu erforschen, miissten Beobachtungen der molekular -kinetischen
Vorginge bei der Deformation des Kdrpers angestellt werden. Fiir die
theoretische Erfassung innerer Dimpfungskrifte ist die Kenntnis der Ur-
sache nicht unbedingt nétig, es geniigt vielmehr deren Wirkung zu kennen,
die etwa makroskopisch durch den Zusammenhang zwischen Kraft und Ver-
formung oder Spannung und Verzerrung zum Ausdruck kommt.

Die Riicksicht, mathematisch einigermassen zuging-
liche Anslitze zu erhalten, die immerhin dem makro-molekularen Verhal-
ten des Korpers gebiihrend Rechnung tragen, bedingt, dass durch die fol-
genden Ansiitze nur eine qualitative Uebereinstimmung mit der Wirklich-
keit erwartet werden darf.

Im dreidimensionalen Spannungszustand kann der (symmetrische) Span-
nungstensor T zerlegt werden in einen Spannungsdeviator M (mittlere
Normalspannung Null) und einen Tensor €P , der einen hydrostatischen
Spannungszustand ausdriickt, wobei €  der Einheitstensor, p die
mittlere Normalspannung bedeutet.

T=T+ep

Analog lisst sich der resultierende Verzerrungstensor 4)' zerlegen in
einen Verzerrungsdeviator 4) (mittlere lineare Dehnung Null) und einen
Tensor €90 (gleichmissige Dilatation mit mittlerer linearer Dehnung 3] )

_$=¢+€e

Der einfachste Zusammenhang zwischen Spannung und Verzerrung ist die,
fiir kleine Forminderungen zuliésige, lineare Beziehung.. Dass bei der
mathematischen Formulierung dieses ZuSammenhanges die Zeit einer
speziellen Beriicksichtigung bedarf, muss besonders hervorgehoben wer-
den. Sie spielt bei der Behandlung quasi-elastischer Kérper unter dynami-



scher Beanspruchung eine wesentliche Rolle. i
Der lineare Zusammenhang zwischen den Komponenten des Spannungs-
und Verzerrungstensors und deren zeitlichen Ableitungen kann nach (7,8)
durch Operatorengleichungen zwischen dem Spannungs- und Verzerrungs-
deviator einerseits, sowie mittlerer Normalspannung und gleichmissiger
Dilatation andererseits wie folgt dargestellt werden. *)

(66) e, (p) = ¢q(0)
Qa(T) =& 4(4)

Die Bedeutung der linearen Operatoren fiir die hier zur Disskussion ste-
henden quasi-elastischen Koérper geht einerseits aus (21) hervor, ander-
seits ist nach (7):

E
(87) ®p=1i L= Ty

Die Kérper unterscheiden sich also lediglich durch die zweite Beziehung
in (66), d.h. im kompressionslosen Anteil des Spannungs-Verzerrungszu-
standes.

So lisst sich beispielsweise das HOOKE'sche Gesetz fiir homogenisotrope
Medien in die beiden Gleichungen (66)

E

P=a—

1-2y
T=75-¢ (-269)

zusammenfassen,

Im besondern Falle eines einaxigen Normalspannungszustandes lauten die

genannten Grossen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit den

Hauptaxen 1, 2 und 3

(68)

2
(69) , |G oo s, 0 o
T=|o o0 o|; M=|o 3G o |; p=§o‘,
0o 00 00-§o1

*) Diese Ansitze besitzen ausserdem allgemeine Giiltigkeit, wenn die ein-
geklammerten Grossen und deren zeitliche Ableitungen hinreichend klein

sind, um Glieder htherer Ordnung gegen die ersten Potenzen vernachlissi-
gen zu diirfen. (Man denke sich etwa die Funktionen beider Seiten in Po-

tenzreihen nach den erw. Grossen entwickelt.)
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(70)

(11)

(12)
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) & 0 o &6 0 o
P=|o g of; &= 0e00 |; O=a+ere)
0 o0 €3 0o 0 &-0 '

0’| ist die Hauptnormalspannung, €,,€,und E,sind die Verzerrungen in
den mit Indices bezeichneten Axenrichtungen.
Damit wird aus (66) und (67), wenn einfachheitshalber 0,*G und €,=€ ge-
setzt wird, £ ‘
1
30 = 5% 0

¢ {$0)- ¢ 4(c-0)

Durch Anwendung des Operators rgﬂt,’auf die erste Gleichung und Addi-
tion beider Gleichungen wird @ eliminiert, und mit der Bedeutung des
Operators ¢, in (21) entsteht die Beziehung

¢,(0) =22, (€)

1-2y

Fiir den VOIGT'schen Kérper (21) wird aus (70)

| G’+-'-3(1-2v)l\%2;= Ee+ EI\%—?

und fiihrt mit A=0 auf die bekannte, zeitunabhingige Beziehung fiir den
HOOKE'schen ideal -elastischen Kdrper

c=Ee¢

Der einfachste Spannungszustand, welcher die zweite Beziehung in (66) be-
riihrt, ist der eindimensionale Schub. Es ist somit mdglich, anhand eines
sehr iibersichtlichen Spannungszustandes, die charakteristischen Merkmale
der in (21) genannten Korper eindeutig aufzuzeigen. Die Beziehung zwischen
der Schubspannung T und der entsprechenden Winkeléinderung 1’ lautet
dann

r(T) =4 (H1)

In Tab. II ist dieser Zusammenhang fiir den quasi-elastischen Kérper von
JEFFREYS und seiner Spezialfille tabellarisch zusammengefasst.



(73)

2. Erliuterungen zu Tab. III (Seite 50).

Die Differentialgleichungen zeigen formal den gleichen Aufbau, wie dieje-
nigen fiir die mechanisch-dynamischen Ersatzsysteme in Cd5,5.69 vergl.
(104). Es ist deshalb mdglich, fiir den Zusammenhang der Schubspannung
T mit dem Drehwinkel 1’ ein dynamisch dquivalentes System aus Fe-
dern und Dimpfungselementen anzugeben, das der Vorstellung zuginglich-
er ist. -~
Wird der Quotient - mit G;d bezeichnet, so kann diese Grisse als
ideeller Schubmodul betrachtet werden, der fiir Typ. No. 1-3 komplex, fiir
Typ. No. 4 reell und fiir Typ. No. 5 rem imaginir wird.
Die Phasendifferenz ¥ zwischen "C und 1” kann als Charakteristikum
des Korpers betrachtet werden. Sie ist stark frequenzabhingig.
Die letzten Kolonnen der Zusammenstellung zeigen deutlich den Einfluss
der Belastungszeit. Das gleiche Material kann, je nachdemes kurzfristig
oder langfristig beansprucht wird, ideal-elastisch bis fliissig wirken.

3. Die Bedeutung der Koeffizienten A und A

Im eindimensionalen Schubspannungszustand erhalten die fiir quasi-elasti-
schen Korper charakteristischen Grossen A und /\ eine einfache und
anschauliche, physikalische Bedeutung. Beachtet man die in Tab. II zu-
sammengestellten Beziehungen, so lassen die aufgefiihrten quasi-elasti-
schen Kérper folgende Eigenschaften erkennen:

Der MAXWELL'sche Korper ist von elastisch-plastischer Natur und zeigt
das diesem Korper arteigene Fliessen. Setzt man nimlich T - '-(, =
konstant, mit den Randbedingungen =0 ; =0 , so wird

=51+ 5)

Die Verformung wichst dauernd unter Einwirkung einer konstanten Kraft.

Die Bedeutung der sog. Relaxationszeit A wird klar, wenn = A
gesetzt wird. Es ist offenbar diejenige Zeit, die es braucht, um unter Ein-
wirkung einer gleichbleibenden Last die rein elastische Verformung ‘Tol 6

zu verdoppeln.

Der VOIGT'sche Korper (21) zeigt eine sog. Retardation, ein Hinten-
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(74)

(75)

(76)

(17)
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nachhinken der Verformung. Die rein-elastische Verformung T,/G wird
theoretisch erst nach unendlich langer Zeit erreicht. Setzt man plétzlich
T=0 mit der Randbedingung t=0 ; V= 1’, = konstant, so wird

3.4

und fir b= A folgt

=%

Die Retardationszeit A ist somit diejenige Zeit, die es braucht, um bei
Entlastung die Verformung auf 1/c ihres Wertes absinken zu lassen.
Der JEFFREYS'sche Kérper (12) als Kombination von Typ No. 2 & 3 zeigt
Relaxation und Retardation in sich vereinigt.

4. Die Grossenordnung der Relaxations- resp. Retardationszeit

a. Zur Ermittlung des VOIGT'schen Koeffizienten GA , bezw. der Retar-
dationszeit /A sind von zahlreichen Forschern Versuche angestellt worden.
Es wurden hauptsiichlich Metalle in den verschiedensten Frequenzbereichen
gemessen, wobei sowohl Schub- als auch Biegeversuche durchgefiihrt wur-

Die ermittelte Retardationszeit /\ fiir Metalle liegt darnach in den Gren-
zen

A=16"+10* sek . (Flusstahl: A = 2‘15’50'()

Messungen im Institut fiir Geophysik der ETH ergaben fiir Sandstein-,Kalk-
und Granitprismen die Gréssenordnung von

A =16+ 18 sek

b. Ueber die Bestimmung der MAXWELL'schen Koeffizienten 1/A , bezw,
der Relaxationszeit A liegen leider keine umfangreichen Untersuchungen
vor. Die wenigen Messungen sind zudem an stark plastischen Materialien
ausgefiihrt worden.

Fiir elastische Korper sind bedeutend grssere Werte zu erwarten.



(78)

Zur Orientierung zwei Zahlen aus (9):

Schusterpech bei 15°C: A = 1o*sek
Blei bei 20°C: A= 10”sek

5. Die Bedeutung des VOIGT'schen Ansatzes fiir Bauwerk-Schwingungen

Es dringt sich nun die Fi'age auf, mit welchen quasi-elastischen Korpern
der Tab. III die innere Diimpfung stabférmiger Bauwerke am besten erfasst
wird, kurz, welcher dieser Ansiitze am besten zutrifft. Um das dynamisch-
elastische Verhalten eines quasi-elastischen Kérpers zu beschreiben, ge-
niigt die blosse Kenntnis der Relaxations- und Retardationszeit offenbar
nicht, denn es ist auch die Beanspruchungszeit, im Falle harmonischer
Schwingungen etwa die Kreisfrequenz (W von wesentlicher Bedeutung.
Massgebend sind nach Tab. III die Produkte Aw resp. Aw . Mit den Vor-
aussetzungen w > 15ek”, A>10"sek , A > 107 °sek , die im Falle von Bau-
werkschwingungen geniigend genau erfiillt sind, wird man den Ausdruck
1/A(au gegentiber Aw praktisch vernachlissigen diirfen, da der Fehler
kleiner als 1% ist. Dies bedeutet, dass der MAXWELL'sche Einfluss ver-
schwindet, der MAXWELL'sche Korper wirkt fiir eine solche kurzfristige
Beanspruchung ideal-elastisch. Das dynamisch-elastische Verhalten wird
mit dem VOIGT'schen Ansatz allein erfasst.

Eine Bestiitigung dieses Umstandes zeigten Versuche
an Sandsteinstiiben im Inst. f. Geophysik der ETH. Die elektrodynamisch
zu Lingsschwingungen angeregten und mathematisch als JEFFREYS'sche
Korper erfassten Proben, zeigten weder in der Grundschwingung noch in
den zwei folgenden Obertdnen nachweisbare Relaxation. Die Retardation

hingegen wies eine befriedigende Konstanz auf.

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass die linearen Beziehungen
(66) das makroskopische Verhalten quasi-elastischer Korper i.a. befriedi-
gend zu beschreiben vermdgen. Immerhin diirfte die Abklirung gewisser
Probleme iiber innere Dimpfung eine schirfere mathematische Formulie~
rund erfordern, was jedoch mit linearen Ansitzen kaum erreicht wird.
(23, 24).
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(79)

(80)

(81)

c. DIE AUSSERE DAEMPFUNG

Im Hinblick auf konkrete Fille von Schwingungen schlanker Bauwerke
wird es sich bei der dusseren Dimpfung ausschliesslich um den Luftwider-

stand handeln.

Der Luftwiderstand

Gegenstand dieses Abschnittes bildet die Frage, inwieweit sich der Luft-
widerstand an der Gesamtdimpfung des schwingenden Korpers beteiligt.

Der Einfluss der Dimpfung durch das umgebende Medium ist durch den
Koeffizienten ¥  in der Differentialgleichung (28) gegeben. Vergl. (23).
Die Auswirkung dieses Koeffizienten auf die Frequenzgleichung (47)und die
in der Resonanz interessierenden Gréssen (55) und (61) wird durch den
Ausdruck

§ -2

VU w

in RD-, siehe (45), erfasst. Es bleibt somit nur RD in Bezug auf 8). zu
untersuchen. In RD treten o und 0, einzig in der Kombination

8°+m3)- m"%‘iL-3
auf, wobei
5,= L1+v) Aw

den Einfluss der innern Dimpfung ausdriickt Ba4,S.33. Die Gegeniiberstel-
lung von 80 und 5, ldsst somit auch den Einfluss der Hussern Dimpfung
erkennen. Es soll im folgenden die Grdssenordnung dieser Werte abge-

schitzt werden.

Der Schwingungsdifferentialgleichung (28) liegt eine der Geschwindigkeit
proportionale Ddmpfungskraft zugrunde (lineare Theorie). Eine nicht linea-
re Abhingigkeit kann etwa dadurch beriicksichtigt werden, dass der Energie-
verlust (pro volle Periode geleistete Arbeit) demjenigen fiir den linearen
Ansatz gleichgesetzt wird. Der Koeffizient ¥ wird dann allerdings fre-
guenz- und amplitudenabhingig. Wird in diesem Sinne das lineare und das
quadratische Widerstandsgesetz fiir ein Stabelement der Linge dx , das
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(82)

in einer zur X -Axe senkrecht stehenden Richtung y schwingt, in der
Form

W, =
W,

d
Y, o
dy\?
Y, (39
angeschrieben und bezeichnet U die Amplitude, (W die Kreisfrequenz der
Schwingung, so ergibt sich aus dem Vergleich der mittleren Leistungen

(83) . Y, =.3§_I.wu.q;2

(84)

52

Die Bewegung eines Schwingerelementes im Luftraum ist instationir. Lei-
der sind die Widerstandsgesetze instationiirer Strmungen wenig unter-
sucht und bekannt. Besser erschlossen sind stationdre Stromungen. Man
wird nun die Koeffizienten stationiirer Stromungen sinngeméss auf instatio-
nire iibertragen, indem man an Stelle der stationiren Geschwindigkeit die
Momentangeschwindigkeit einsetzt. Die zwei Arten der stationiren Stro-
mungen, die laminare und turbulente, unterscheiden sich durch
zwei verschiedene Widerstandsgesetze. Der laminare Widerstand ist pro-
portional zur Geschwindigkeit, der turbulente proportional zum Quadrat
der Geschwindigkeit. Welche Strémung herrscht, wird durchdie REYNOLDS'~
sche Zahl bestimmt, die von Fall zu Fall und nur empirisch ermittelt wer-

den kann.

Die #ussere Widerstandskraft des Stabelementes der Linge dx , welche
der Differentialgleichung (28) zu Grunde liegt, lautet nach (23)

W = 2g dxFF- 9L

Setzt man (84) den Werten (82) gleich unter Beachtung von (79) resp. (79)
und (83), so folgt

- .8 uYs
¥ wadxF bezw. SJ‘ 3IMQdxF

Die Grossen Y, und Y, sind den Widerstandsgesetzen (82) zu entnehmen.

Die Strémung im Frequenzbereich technischer Schwingungen ist zufolge der
grossen REYNOLDS-Zahlen i.a. turbulent.

Fiir den Fall eines senkrecht zur X -Axe bewegten Stabelementes der
Stirnbreite d und der Hohe dx wird nach dem bekannten Widerstandsge~



(85)

(86)

(87)

setz (82 ) der Aerodynamik, wenn an Stelle der stationiiren Geschwindig-

keit die Momentangeschwindigkeit -g% gesetzt wird

LH]. = dedx %

Q, ist die Luftdichte. Der dimensionslose Koeffizient C,y hiingt ab von
der Querschnittsform, der Schlankheit des Stabes, sowie von der Rauhig-
keit der Oberfliche und schwankt mit der REYNOLDS-Zahl in den Grenzen

0.3 é Cw s 200

fiir runde, polygonale bis quadratische Querschnittsformen. Es ergibt sich
somit folgende Gegeniiberstellung

bet(o)ho  Gedod e

Fiir den numerischen Vergleich, wobei einzig der Resonanzfall interessiert,
sollen die festen Werte (110) des Beispiels in D herangezogen werden. Es
sei ferner vorausgesetzt:

A = 4.55 010.4 ns=10 8.161 u -Umz %‘Umax

d=ém l':;:: A=10.3$ek 1=40m
Cw= 1 Ky =kyy=0 Q= 1000 kg

Das schlanke Bauwerk ist demnach elastisch eingespannt und normal ge-
dimpft. Zur Bestimmung der mittleren Amplitude U4 wirke am Turm-
ende eine horizontale Erregungskraft von einer Tonne. Kreisfrequenz und
Amplitude sind den Diagrammen 2 und 9 zu entnehmen.

(f=1.600 = w=S5.165ek!, V, =526 = u = 8,91-107m ) Mit diesen
Werten wird fiir den Fall der Resonanz

80 = 4,6 ¢ 10'5 8t= 6-9 i 10‘6

Damit sind die gesuchten Werte ermittelt, 8,- betrigt im vorliegenden
Fall nur 1}/2%, von 50 . Der Einfluss des Luftwiderstandes auf RD und
damit auf die Resonanzgrdssen (55), (61) tritt offensichtlich gegeniiber dem

Einfluss der innern Dimpfung stark zuriick.
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Allgemein darf wohl angenommen werden, dass der Luftwiderstand gegen-
iiber der Werkstoffdimpfung kaum in Erscheinung tritt und in der Regel
vernachlissigt werden darf.

d. DIE ABSTRAHLUNGSDAEMPFUNG

11) Die elastische Einspannung des Schwingers im Halter kann man sich
grundsitzlich auf zwei Arten verwirklicht denken, nimlich 1. als ideal-ela-
stische Einspannung oder 2. als elastische Einspannung mit Energieverlust
durch Abstrahlung.

Im ersten Fall hat man sich eine Einspannungin einem Halter vorzustellen,
wie ihn etwa ein endlich abgegrenzter, dem HOOKE'schen Gesetze gehor-
chender Kdrper darstellt. (Ideale Feder). Dabei ist keine Energiestrahlung
moglich und deshalb auch keine Ddmpfung vorhanden.

Im zweiten Fall kann es sich um Befestigungen des Einspannquerschnittes
an hypothetischen, unendlich ausgedehnten ideal-elastischen K&rpern oder

- an endlichen und unendlichen quasi-elastischen Kérpern handeln. (So kénnen

54

z.B. vom Ende eines einseitig, unendlich langen, ideal-elastischen Stabes
Korper-Wellen lings der Stabaxe abstrahlen, die nirgends reflektiert wer-
den und somit Energie wegleiten. Analog werden Wellen die in einem ideal-
elastischen Halb- oder Vollraum erzeugt werden, ins Unendliche abge-
strahlt.)

Diese zweite Art der Einspannung trigt den tatsichlischenVerhiltnissen
besser Rechnung und steht im folgenden als Ursache der Abstrahlungs-
dimpfung zur Diskussion. Sie schliesst zudem die "reversible" elastische
Einspannung als Spezialfall ein.

12) Die theoretische Erfassung der Abstrahlungsdimpfung kann mit den
DEG geschehen. Diese bedeuten im Sinne von (4) allgemein das Verhiitnis
der am Einspannquerschnitt wirkenden Kriifte zu den durch sie erzeugten
Verformungen bezw. umgekehrt. Es ist einzig vorausgesetzt, dass der Zu-
sammenhang linear bleibt, die DEG also wohl frequenz-, nicht aber ampli-
tudenabhingig sind. Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass nach
(15) von den DEG nur die Imaginirteile fiir die Abstrahlung massgebend
sind. Bei Transversalschwingungen von zur Belastungsebene symmetrischen



Stiben und Haltern treten 4 DEG auf, indem zur Blldung der Lmearkom-

bination der Krifte Q und M mit den Verformungen U und & , bezw.

umgekehrt, 2 mal 2 Koeffizienten erforderlich sind (1). (Im Falle longitu-

dinaler Schwingungen geniigt eine einzige DEG, da nur eine einzige Kraft
K mit der ihr entsprechenden Verschiebung W auftritt. )

13) Fiir @W=0 lisst sich ein Vergleich mit der in der Bodenmechanik
gebriuchlichen Bettungsziffer C des Baugrundes ziehen. Wenn U die
Einsenkung der starren Fundamentfliiche (die hier als Einspannquerschnitt

Fo anzusehen ist) infolge der Kraft Q= qF, bedeutet, (dynamische Sym-
metrie nach (7) vorausgesetzt) so ist nach Definition (8) und Fig. 4a

heg-hd

Mit Op,/u=C ist die form- und bodenabhiingige Bettungsziffer definiert, so-
dass sich folgender Zusammenhang ergibt

(88) I, =FC

Analog gilt fiir I'n , wenn unter JF. das Trigheitsmoment der starren
Fundamentfliche, bezogen auf eine Axe senkrecht zur Belastungsebene
durch den Schwerpunkt 0 von E, , verstanden wird, Fig. 4b,

J fe
(89) =2 =&Jrc,’,,xdl-; -CJx'dF. =CJs
r‘l-l JFc C

Fig. 4a
1(cdE=q
My K
W‘;—T Om=Cw =Cax
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2. Beispiele von DEG aus Theorie und Praxis

21) Einspannung an der Endfliiche eines einseitig 0o -langen Stabes.

Den Beispielen 1a & 1b der Tab. IV liegen die bekannten Bewegungsdiffe-
rentialgleichungen fiir den longitudinal, bezw. transversal schwingenden,
ideal-elastischen und prismatischen Stab zu Grunde,

. e 1-
2("i--(b:—"&= o bezw. —+

M Q. 3t i

Qo

o ., vergl (30)

e”lm

offe

wlm

2 lew
[

W ist die Lings-und U die Querverschiebung eines Stabquerschnittes
senkrecht zur Stabaxe X . E,, Qo , By & F, sind Elastizititsmodul,
Dichte, Biegesteifigkeit und Querschnittsfliche des Stabes.

Der einseitig-unendlichen Linge des Stabes wird durch die Randbedingun-
gen, denen sich die Lisungen anzupassen haben, Rechnung getragen.

22) Einspannung im homogenen, isotropen Raum.

Die Grissen @ und b in den Beispielen 2a & 2b, Tab. IV haben eine un-
mittelbare physikalische Bedeutung. @ istdie Longitudinal-, b die Trans-
versalgeschwindigkeit elastischer Raumwellen. In all jenen Fiéllen von
Bauwerkschwingungen, die praktische Bedeutung haben, werden die fiir die
Niherungen massgebenden Werte

IXI=§® Y| =gw

stets kleiner als 0.1 sein, sodass die Niherungen sehr genau sind. Ver-
gleicht man die Beispiele 2a und 2b, Tab. IV und beachtet, dass nur der
Imaginirteil fiir die Abstrahlungsdimpfung massgebend ist, so erkennt
man, dass die rotatorische Einspannung praktisch ungedimpft ist, Bsp. 2a ,
Tab. IV. Im Gegensatz dazu steht die translatorische Einspannung, Bsp.
2b, 3, 4, Tab. IV.. Fiir diesen Fall verhalten sich Voll- und Halbraum
sowie der gewachsene Boden in erster Nidherung wie eine gedimpfte Feder.
Der Grund fiir dieses Verhalten mag darin liegen, dass im Falle der rota-
torischen Einspannung, die Forméinderung nur aus einer Gestaltinderung
des Trigers besteht, wihrend bei der translatorischen Einspannung gleich-
zeitig noch eine Volumeninderung des Kontinuums erfolgt.



In Beispiel 2 , Tab. IV ist die Wirkung einer starren Vollkugel im homo-
genen, isotropen Vollraum, in deren Mittelpunkt eine zeitlich harmonische
Kraft- & und ein Momentm angreifen, untersucht worden. Die Differen-
tialgleichung fiir den Verschlebungsvektor 14 eines Raumteilchens betrigt

(90) f-d'grad div it +brdrolii=0

wenn Q und D die Geschwindigkeit der Longitudinal- und Transversal-
wellen bedeuten. Die Losung erfordert die Erfiillung der Randbedingungen
speziell an der Oberfliiche der Kugel. Fiir die Herleitung sei auf (7) ver-
wiesen. Es wird dabei vorausgesetzt, dass der Radius der Kugel gegeniiber
der Wellenliinge klein ist. Schneidet man das System durch einen Meridian-
schnitt in 2 symmetrische Hilften, so entsteht das Problem der starren
Halbkugel an der Oberfliche eines Halbraumes. Ldsungen der Gleichung
(90), welche die durch den Schnitt entstandenen neuen Randbedingungen be-
friedigen, bestehen m.W. noch nicht.

A.WOLF hat in einer Arbeit iiber angewandte Seismik (26) das Problem
der starren Kreisplatte auf dem homogenen, isotropen Halbraum untersucht.
Gestiitzt auf die grundlegenden Untersuchungen von LAMB (14) ergab sich
trotz grossziigiger Annahmen, wie Vernachlissigung horizontaler Schub-
spannungen zwischen Platte und Boden, Vernachliissigung von Oberflichen-
wellen, Annahme einer willkiirlichen, immerhin der theoretischen Vertei-
lung angeglichenen Spannungsverteilung unter der Platte, die interessante
Losung des Beispiels 3 Tab. IV .

Das gleiche Problem wurde von verschiedenen Autoren unter andern ein-
gehend von REISSNER (18) und DIEKMANN (8), ebenfalls auf den Ansiitzen
von LAMB aufbauend, behandelt.

DIEKMANN schreibt iiber die DEG L , die er Fundamentfunktion nennt,

*) Die Gleichung entsteht aus der bekannten, vektoriellen, elastostatischen
Verschiebungsgleichung fiir ideal-elastische, homogene und isotrope Stoffe

& 1 [ o -
G6(bin + 55 grad div i) + R = ©
Es ist darin dig¢ spezifische Volumkraft R durch die spezifische Trig-

heitskraft -Q "N ersetzen, die Identitit Aus gmddwﬁ-mratﬁ zu

1 “’”G-M-a’ , fiir -é-G-bz zu setzen.

beachten und fiir = q -7y

57



58

folgendes: "Die einwandfreie theoretische Behandlung der Aufgabenstellung
wird besprochen und es wird gezeigt, dass eine exakte Lésung nicht zu er-~
warten ist."

Die deutsche Gesellschaft fiir Bodenmechanik, (DEGEBO) hat in (4).ver-
sucht, das Problem auf empirische Art zu ldsen, wobei die Interpretation
der gemessenen Werte mit der Theorie des elastisch und gedimpft
schwingenden Massenpunktes generell befriedigte, Bsp. 4 Tab. IV . Inte-
ressant ist dabei das Verhiltnis der Dimpfungs- zur Federkonstanten,
(in (4) mit N /Mo bezeichnet) das durchwegs kleiner als 0:2 - 10°seK ist.

Wie die Kontinuumstheorie zeigt, Bsp. 2 , Tab. IV ; (18), ist estheore-
tisch nicht méglich, den Voll- oder Halbraum in der Wirkung durch ein aus
einer gedimpften Feder bestehendes System zu ersetzen, jedoch zeigen die
Reésultate deutlich, dass dieser Ersatz als Niherung fiir praktische Fille
vollauf befriedigt, insbesondere im Hinblick darauf, dass es sich hier nur
um eine verbesserte Randbedingung fiir das Problem der Bauwerkschwin-
gungen handelt.

23) Reine translatorische Einspannung

In (19) behandeln K.SEZAWA und K.KANAI Transversalschwingungen von
Stockwerkrahmen (Hochbauten bis zu 8 Stockwerken) im Hinblick auf Erd-
bebensicherheit. Es wurde hier m.W. erstmals der Versuch unternommen,
die Dimpfung durch Abstrahlung elastischer Wellen quantitativ zu bestimmen.
Die Einspannung des Rahmenpfostens wird mit Riicksicht auf mathematische
Schwierigkeiten in der Weise vorausgesetzt, dass die Kontaktfliiche eines
starren, halbkugelférmigen Fundamentes mit dem Boden unverschieblich
verbunden ist und zufolge ihrer Bewegung elastische Wellen ausstrahlt. Der
Boden wird als elastischer, homogen-isotroper Halbraum aufgefasst und
die Einspannung als rein translatorisch vorausgesetzt. Fig. 5.

Fig. 5 ]

Homog.isohr.
Halbraum
‘Halbkugelfundament



Es lisst sich tatsichlich zeigen, dass der Verschiebungsvektor # (Neines
Punktes der Fundamenthalbkugel mit Radius P konstant (sich somit die
Halbkugel als starrer Korper translatorisch bewegt) und parallel der ho-
rizontalen Oberfliche des Halbraumes ist (translatorische Einspannung),
folgende Grésse hat

ol : willkiirliche von I unab-
hiingige Konstante (Dimeénsion:
e ( Liinge)
= e (m?l}-l'?-zw)-l Hki‘-l-lhl(’r‘)] ) w
=5 [ (3-KF) + 3ikr h=z k=%

und auch die Bewegungsdifferentialgleichung (90) des elastisch, isotropen
Korpers befriedigt. Die Randbedingungen an der Oberflliiche des Halbraums
werden jedoch nicht erfiillt. Vergleicht man nlimlich die Horizontalver-
schiebung (91) mit jener, die dem Beispiel 2b . Tab. IV fiir die Transla-
tion einer starren Vollkugel im Vollraum zugrunde liegt

(92) . K: willkiirliche von  unab-
14| = G() = KFr e i '
“ni=u(r (] hiingige Konstante (Dimension:
4, Potenz der Linge)

so erkennt man, dass die beiden Ldsungen identisch sind fiir

(93) K/ot == i/W

Es ist damit gezeigt, dass die Einspannung in den erwihnten japanischen
Arbeiten derjenigen einer starren Vollkugel im Vollraum entspricht. Sie
ist zudem rein translatorisch, obschon die im Mittelpunkt eines Rahmen-
pfostens angreifende Reaktionsdyname nicht nur eine elastische Transla-
tion, sondernauch eine Rotation des starren Halbkugelfundamentes bewirkt.
Das Problem der Einspannung einer Halbkugel an der Oberfliche eines
Halbraums ist damit nicht geldst.

In Anlehnung an die nach (11) definierte translatorische Emspannung, liegt
den japanischen Arbeiten demnach eine Randbedingung Q I zugrunde,
wobei [ dem halben Wert von [, in Beispiel 2b , Tab. IV entspricht.
(Der Faktor 12 riihrt von der Integration der Spannung iber die Halb-
statt Vollkugel her.)
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(95)
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24) Reine rotatorische Einspannung

Das andere Extrem, die rein rotatorische Einspannung eines prismati-
schen Stabes, liegt einer Arbeit iiber Transversalschwingungen von Kirch-
tirmen zugrunde (15). Es wird die elastische Einspannung im Baugrund
durch Einfilhren der Bettungéziffer C und des Trigheitsmomentes JF‘,
der Fundation wie folgt definiert

A =
CJr,
O bedeutet den Drehwinkel, M das entsprechende Drehmoment an der
Einspannstelle. Ein Vergleich mit der nach (10) definierten, rotatorischen
Einspannung ergibt fiir die DEG den Wert

~

r-M.M_co
n- 7 o o

Die Einspannung ist also verlustlos elastisch und rein rotatorisch. Das

Ersatzsystem nach Cd5,S.69 besteht aus einer ungedimpften Feder mit der

Konstanten CJF’ .

25) Grenzwerte der DEG fiir W—>0 (Einspanngréssen der Statik)

Werden die DEG in Anlehnung an die Beispiele 2 , 3 ,und 4 , Tab.
IV in der gendherten Form geschrieben

[= c[1+c,(iw)]

so wird fiirw=0,=¢C zu einer statischen Einspanngriésse. Der Wert €
kann durch rein statische Ueberlegung gefunden werden. Mit Riicksicht
auf die Bedeutung der Form- und Bodenabhingigkeit sind in Tab. V einige
Beispiele von Einspanngrissen aus der Kontinuumsmechanik angefiihrt.

26) Zusammenstellung einiger DEG

Tabelle VI , eine Zusammenstellung der Beispiele 8 , 2 , 3 und 4,
lisst den funktionellen Unterschied der einzelnen DEG erkennen. Sie lassen
sich tatsdchlich, wie im Abschnitt B vorausgesetzt, in der fiir die weitere
theoretische Behandlung zweckmissigen Form (Ba6) darstellen. Beachtens-
wert ist die einheitliche Gréssenordnung der k ik -Werte, was in Anbetracht
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Zusammenstellung dynamischer
Einspanngrossen (DEG)

Tab.Vl.
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DEGEBO [23)

— nicht bekannt




der verschiedenartigsten Voraussetzungen, die den Beispielen zugrunde
liegen, nicht a priori zu erwarten war. Es erscheint somit die Wahl eines
Mittelwertes von Ky ®1 und Kgg=1 im Abschnitt D, (113) zutreffend.

Die Beispiele 2 , 3 und 4 zeigen, dass die mit Oji bezeichneten Grdssen
offensichtlich klein sind gegen 1 . Die Annahme einer schwachen Abstrah-
lungsdimpfung (Ba6) wird damit bestitigt.

Generell liisst die Untersuchung den Schluss zu, dass fiir die Abstrahlungs-
eigenschaften die geometrische Form der Einspannfliiche F, nicht von
Bedeutung ist. Massgebend ist die Grosse der Fliche F, , auf der abge-
strahlt wird.

3. Empirische Ermittlung der DEG (Messung)

Von den DEG I und L eignensichdie Grossen L. am besten zur Messung.
(Die T lassen sich hernach mit der Beziehung (3)~berechnen). Man hat
im Sinne von Q) einzeln eine bekannte Querkraft Q und ein bekanntes
Drehmoment M auf die starre Einspannfliche F, in deren Mittelpunkt
0 wirken zu lassen und die Quotienten dieser Krifte mitden erzwungenen
Verformungen nach Fig. 2 zu bilden, Letztere konnen mit einem Schwingungs-
messer oder Seismographen gemessen werden.
Die Erzeugung von zeitlich harmonischen Kriften und Momentenkann durch
eine Schwingungsmaschine, wie sie z.B. die DEGEBO (4) gebraucht, erfol-
gen. Es ist dafiir zu sorgen, dass die Maschine starr mit der Fundament-
fldche E, verbunden wird. Zur Bestimmung von z.B. L" (fiir die iibrigen
ij gilt sinngemiss das gleiche) wird von der komplexen Amplitude
(96) PR . g P _iwt
Uus=sue =uU,ee
der Absolutwert U, , sowie der Phasenwinkel @ (zeitliche Differenz von
Kraft und Verschiebungsmaximum multipliziert mit der Kreisfrequenz)
gemessen.
Nach (4) wird dann
u ei“’r _ Uoé'?e;wr

97 -
©n Lﬂ = Qeiwt Q.1 oiwt

=-3—°(ws<p+ixsin?)

Dl':o
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wobei Q, als reelle Amplitude der aufgebrachten Kraft a priori bekannt
ist. ’

Weil durch das Eigengewicht der Schwingungsmaschine eine zusitzliche,
gleichbleibende Masse auf die Einspannfliche E, aufgebracht wird, sind

-die gemessenen ij zu korrigieren. Beachtet man dass nach Cd5,Tab. VIII

S.70 einer translatorisch bewegten, starren Masse M eine DEG l.,,,"/""(iﬁt’)2
entspricht, und diese parallel geschaltet ist, so lisst sich nach Tab. VIII
das effektive L= Le aus dem gemessenen L = L, berechnen.

Es gilt

LI B
e Ly Im
und somit L, = 1

¢ 1/'..9 +m (Ol

Im Falle der rotatorisch bewegten Masse (Bestimmung von L,z und Lﬂ )
hat m die Bedeutung des polaren Massentrigheitsmomentes der Maschine
beziiglich der Drehaxe.

4. Ermittlung der DEG aus Messungen am Modell

Um die DEG aus einem Modellversuch zu ermitteln, muss die Bedingung
der dynamischen Aehnlichkeit erfiillt sein. Beide Vorginge miis-
sen in allen Teilen, sowohl geometrisch, wie zeitlich, wie beziiglich den
Kriften #hnlich sein, d.h. in einem gegebenen Verhiltnis (Masstab) zueinan-
der stehen und Anfangs- wie Randbedingungen miissen identisch sein. Die
Differentialgleichungen der Bewegung des Modells und der Wirklichkeit
lassen sich dann in vollkommene Uebereinstimmung bringen. Entsprechend
den drei Grunddimensionen des technischen Massystems (das hier voraus-
gesetzt sein soll): Linge L , Zeit T und Kraft K , gibt es drei Grund-
masstibe A , T und &, welche die Bildung abgeleiteter Masstibe ge-
statten, Tab. VII . Die Beziehungen der Masstibe untereinander sind durch
die einzelnen Modellgesetze festgelegt. Welches Modellgesetz zutrifft,
wird durch die Art der beteiligten Kréfte bestimmt.



(99)

Tab. Vii
Wirklichkeit grosse -, Modell kieine Buchstaben

GRUND Geometrie % =A
MASSTABE Zeit -'[- . T
Kraft =%
ABGHETET | Dichve £=Tk=p
4] -~0DeZW.
MASSTRGE Raumdruckmodul %‘%‘% =q

Obschon die DEG an keine Voraussetzungen iiber die im Halter wirkenden.
Kriifte gebunden sind, muss hier der Eindeutigkeit wegen eine Voraus-
setzung iiber die beteiligten Kraftarten getroffen werden. Die naheliegend-
ste und i.allg. leidlich zutreffende Annahme ist die, dass der Halter einen
homogenen, isotropen Koérper bilde, in dem nur Triigheits- und elastische
Kriifte HOOKE'scher Art wirken. Fiir diese beiden Kraftarten gilt das
Modellgesetz von CAUCHY, vergl. (22)

T=?«V?

Nach (22) ist allgemein der Uebertragungsmasstab fiir 2 entsprechende
Grossen in der gleichen Weise aus den Grundmasstiben A , T & ¥ zu
bilden, wie die zugehdrige Masseinheit aus den Grundeinheiten L, T &
K

Diese Regel auf das Verhiltnis der Kreisfrequenzen angewendet, liefert
unmittelbar wegen [52 ==-:—— " %)

Q 1

w T

*) Dimension der eingeklammerten Grosse
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wobei T der Gleichung (99) zu geniigen hat. Es wird daher

(100) %_=‘T\{%

Die Masstibe der DEG selbst ergeben sich gleichfalls aus der obigen

Regel. So wird, um ein Beispiel zu nennen, wegen [I';,]=% *)
| - .
o B
wird 3 noch durch q=a;_ (Tab. VII) eliminiert, so ergibt sich die ge-
suchte Beziehung :

o fo = A%,

Sie sagt aus, wie bei gegebenem Liingen-, Dichte- und Raumdruckmodul-
Masstab das gesuchte I;' aus dem am Modell gemessenen )';, ermittelt
werden kann, wenn fiir die erzwungene Schwingung der Frequenzmasstab
(100) eingehalten wird.

Von den drei Spezialfdllen

Frequenzmasstab:

L P=a (9=1) R= My & =z
(102) 2. M=m (p=1) = A¥, % = 1717_
R e &

ist der dritte intéressant. Ist der Halter des Modells und der Wirklichkeit
identisch, so muss, um dynamische Aehnlichkeit zu erreichen, die erregen-
de Kreisfrequenz am Modell entsprechenddem geometrischen Masstab
abgelindert werden. '

Allgemein werden die Matrizen fiir die elastische Eingpannung im homoge-
nen, isotropen Halbraum wie folgt aus den Modellmatrizen gebildet

qul.rﬂ ’;=qX'Xn Lﬂ=;1x'1ﬂ L"-=q17.11!

Le gl [=qibe bezw.

(103)
L =#.1ﬂ '-P;&s'lu

*) Dimension der eingeklammerten Griosse
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Die einzige Voraussetzung ist die, dass bei der Messung die Bedingung
(100) eingehalten wird.

5. Der Halter als Kombination dreier mechanisch~dynamischer Elemente

51) Wie unter A, S. 17 erwihnt, ist der Halter charakterisiert durch die
DEG. Diese gehen durch die Randbedingungen in das Schwingungsproblem
ein und bringen so die Wirkung des Halters auf den Schwinger zum Aus-
druck.

Die Frage, ob der Halter durch ein physikalisch anschaulicheres, mecha-
nisch aber dquivalentes Ersatzsystem darstellbar ist, kann also eindeutig
anhand der DEG beantwortet werden. Die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir den Ersatz ist daher, abgesehenvonderen Existenz, die Ueber-
einstimmung in den DEG.

Als einfachste Elemente fiir lineare Ersatzsysteme sind zu verstehen:
ideale Feder, starre Masse und (der Geschwindigkeit proportionales)
Dimpfungselement. Aus diesen drei Grundtypen ist es mdglich, kompli-
ziertere Gebilde zusammenzubauen, wobei die "Schaltung"” hintereinan-
der oder parallel erfolgen kann. Der Mechanismus solcher zusam-
mengesetzter Systeme wird im folgenden beschrieben.

Ist y die auf ein System wirkende Kraft und X die resultierende Ver-

schiebung fiir eine Fiihrung in X -Richtung, so lassen sich alle mdoglichen

Kombinationen der drei Grundtypen durch die lineare Differentialgleichung
1 -ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten erfassen.

(104) @, X™+q, X% _+a%+aX = b, §"+0] §F..+b§+b,y

Setzt man speziell y =)7 so ergibt sich mit der Lésung X =X die
gesuchte dynamische Einspanngrisse r *) zu

(105) r=X-= p An(iw) '+ Q. ('iwﬂ....-i- a,(iw) + a,
X X by (16D (i) 5. 4 b, (i) + bo

*) Die nachstehenden Formeln kdnnen mit Hilfe der Beziehung Lfz1auf die
DEG L iibertragen werden.

69



Man kann nun zeigen, dass es moglich ist, die DEG des zusammengesetzten
Systems aus den DEG der Grundtypen direkt, also ohne Umweg iiber die
Differentialgleichung (104) zu berechnen. Da sich alle moglichen Kombi-
nationen durch nur zwei Schaltarten (Kopplungen) erreichen lassen, geniigt
es, diese zwei Fille zu untersuchen. Der Formalismus ist aus Tah. VIII er-
sichtlich.

Tab. Vil
Element | STARREMASE| DAMPFUNG  FEDER |
Symbol e | b |5
Reaktionsat{ -mX -ex -cX §
Bezeichnung m e ‘;
DEG I m(iw)® e(iw) c 1
Schaltung | PARALLEL M=, +[; 2
von
- 1.1,
n Elcmentenl IN SERIE T Tt 3

Erliuterungen zu Tab. VII:

Formel 1 . Die drei DEG [ folgen unmittelbar aus dem Prinzip von
D'ALEMBERT, formuliert fiir die am Element angreifenden
Kriifte.

Formel 2 . (Fig. 6) Gesucht ist das Element “T"* aus der Parallelschal-
tung der Einzelelemente "l',"‘ und “f;'

Es ist
. =2, i = X |'=l Definition
1 5% e =% 1 15F
X1 Xe X
2. § = ‘,‘(’l =X Parallelschaltung
3. V. +V dynamisches
y 1+, Gleichgewicht

Wird 3. durch X dividiert, so folgt mit Riicksicht auf 1. und



2. sofort

r=heh

Formel 3 . (Fig. 7) Gesucht ist das Element 'r"aus der Hintereinander-
»,
schaltung der Einzelelemente 'f;' und l’,".

Es ist

L [a = _b [«)  Definition
g, 2 X _

2. X = X, + xt . Serieschaltung

o R A Spramimies,

Wird 1. in 2. eingesetzt, so folgt mit 3. unmittelbar

1 1 1
bl 4 + —
r [ n
Fig. 6 ' Fig. 7 -
. i h
J_:t A
L] ?lT PR R
¥ % @ z
52) Beispiele von Kombinationen
1. Parallelschaltung aller drei Elemente
y y
(106) m . .
EJU P e M= m(iw) +e(iw)+c

‘mech. dquivafent
2. Hintereinanderschaltung einer Masse mit einem Doppel-Element, be~
stehend aus parallel geschalteter Feder und Dimpfung

y
(107) Te (1.1 _ emfiwl +em(iw)®
m ('["‘ﬁi';)i’ (%) 4c) r m(iwi+efwpc
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(108)
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3. Fundamentalsystem von ALFREY (1) (ochne Masse)

y
e .
¢, I= €125 (iw) + C,¢:8, (iw)

€,&,(iw)4(C,e,+ 18+ (&) (iw)+C,Co

mech. dquivalent

53) Es sei noch auf die vollstiindige Analogie mit einem elektro-dynami-
schen Schwingungskreis hingewiesen. Die drei elementaren Zweipole, nim-
lich rein OHM'scher Widerstand R , Kapazitit C und Induktivitit J
iibernehmen die Funktion der mechanisch-dynamischen Elemente. Einander
entsprechende Grossen sind in Tab. IX zusammengestellt.

Tab. IX
MECHANISCH ELEKTRISCH
Masse m | J | Induktivitat
Dampfung e | R | Widerstand
Feder ¢ | V¢ | (reziproke)Kapazitst
Kraft y | V| Spannung
Verschiebung | x | E | Ladung
Geschwindigkeit| x | I | Stromstirke

54) Die Abklirung der Frage, ob es in jedem Falle mdoglich ist, durch ge-
eignete Kombination der drei Elemente ein Ersatzsystem zu finden, das
eine vorgeschriebene DEG *) aufweist, ist nur vom rein theoretischen
Standpunkt aus interessant. Eine diesbeziigliche Untersuchung ergab, dass
die Ersatzsysteme rasch komplizierter werden, dementsprechend an An-
schaulichkeit verlieren und damit ihren Zweck verfehlen.

*) Die yon W abhingige, komplexe DEG wiirde mit Riicksicht auf Gleichung
(105) am zweckmissigsten in Form einer Potenzreihe von (iw) vorgegeben.



(109)

Ein Vergleich der in Tab. IV aufgefiihrten, berechneten und gemessenen
[ -werte zeigt, dass sich die Halter der Beispiele 2b ,3 und 4 fiir prak-
tische Verhiiltnisse mit hinreichender Genauigkeit durch das einfachste
System, das noch eine Abstrahlung erfasst, darstellen lassen, nimlich durch
eine ideale Feder und ein Dd@mpfungselement in paralleler Schaltung. Die
Feder vertritt dabei die verlustlos elastische Einspannung, und das Dimp~
fungsglied beriicksichtigt nach (15) die abstrahlende Energie.
Es gilt also

o[ 1+ £ (iw)] e=ce,
c[ 1+ co(iw)]

M= c+e(iw)
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D. Transversale Grundschwingungen des einseitig
elastisch eingespannten Stabes

Fig. 8 SN 60

|
1 i'—q’vlF! EIJ
|

Qo,vo..Eo

a. BEISPIEL, FESTE UND VARIABLE WERTE

Im vorstehenden Abschnitt C wurde die mutmassliche Gréssenordnung der
Dimpfungskoeffizienten A R 8,. und Sjk der innern, dussern und Abstrah-
lungsdimpfung ermittelt. Damit ist man in der Lage, die quantitative Aus-
wirkung der Ddmpfungsformen an einem einseitig elastisch eingespannten,
stabférmigen Bauwerk nach der Theorie schwach gedimpfter Biegeschwin-
gungen (Abschnitt B) zu berechnen (Fig. 8). Es sei als Beispiel ein Turm
aus Natursteinmauverwerk mit folgenden festen Daten gewihit

Q = 275 kg sekm* J= 70 m*
(110) E= 6-1° kgm* F=15 m'
TR P=3m

Die Bezeichnungen sind die gleichen wie im Abschnitt B. In Fig. 8 bedeutet
r den Radius eines starren, halbkugelfésrmigen Fundamentes mit kreis-
fSrmiger Einspannfliche F, . Wie in Cd25) gezeigt wurde, hat die Form
der Einspannfliche und damit des Fundamentes keinen wesentlichen Ein-
fluss auf die Abstrahlungseigenschaften. Es kann sich ebensogut um ein
starres Fundament beliebiger Form mit gleich grosser Einspannfliche
handeln. '
Alle iibrigen Grossen betreffend die Einspannung und Dimpfung sind zur Be-
urteilung ihres Einflussesals Parameter aufgefasst und in ihren nume-
risch wahrscheinlichsten Werten variiert worden. Als Parameter der
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innern Dimpfung nach VOIGT, ist nach Cb, S.44 die Retardationszeit A
anzusehen. *) Die Hussere Didmpfung, d.h. der Luftwiderstand ist gemiiss
der Untersuchung Cc, S.51 unbedeutend, von einer Beriicksichtigung wurde
deshalb abgesehen. Die Abstrahlungsdimpfung wird nach (15) durch die
Imaginirteile der DEG -Ek erfasst. Gestiitzt auf die Untersuchung Cd2, 8.56
(Zusammenstellung Tabelle VI ) kann fiir die Einspannung die Kriftema-
trix Ba6, S.34 in folgender Form angesetzt werden.

(111) o= en(14i80)=knrEm(14i8) [ =Dp=ker'EX
o= lee = lore =keer® Ec1

Als Abstrahlungsparameter ist somit einzig 8“28 zu verstehen, da
5,,' o™ 0g0® O zu setzen sind.

Wird 1/n*E,/ E (Verhiltnis der Elastizitb’.tsmoduli von Halter und Schwinger)
eingefiihrt und als Einspannungsgrad bezeichnet, so nehmen die
reellen Konstanten E_ik , welche die elastisch "reversible" Einspannung
charakterisieren, folgende Formen an

k
(112) on = Tﬂr Ex [;12 = kTﬂ rtEn
l:m'r:m F.-u='%gl‘5£’l[
Dabei sind den Tabellen V und VI als MittelwertefiirdieEins pannungs-
konstanten
(113) kn=1 und  Kkey=1

zu entnehmen, wihrend tiber kn ein einziger Wert vorliegt. Die Frequenz-
gleichung (48) zeigt aber, dass physikalisch brauchbare Lésungen nur mdg-
lich sind fiir

(114) | knl <1

*) Das Produkt GA hat die Bedeutung von &/2in (8), k in (17) und ' in (9)

und wird als eigentlicher VOIGT'scher Koeffizient bezeichnet, ist aber keine
physikalisch anschauliche Grésse.
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sodass dieser Wert zweckmissiger als Parameter aufgefasst und in den
theoretisch moglichen Grenzen variiert wird. Fiir )0 sind nach (10), (11)
und (12) die 3 speziellen Einspannungen folgendermassen charakterisiert:

1. rotat. Einspannung 2. translat. Einspannung 3. starre Einspannung

k"= oo k"= 1 ‘ k“= oo
ku' 1 ku:'“ kﬂ= o0

(115)
Mit R -+ O geht auch die rotatorische und translatorische Einspannung in
die starre Einspannung iiber.

Eine Uebersicht iiber die in die Betrachtung einbezogenen Gréssen der Pa-
rameter gibt Tab, X

Tab.X
Bezeichnung Parameter : Intervall
A Retardationszeit 10" + 16*sek
(innere Dimpfung nach VOIGT)

8 Abstrahlungsparameter 10! =+ 1%
n reziproker Einspannungsgrad o = 1o
k 1 + o090

k =“( Einspannungskonstanten o <+ 1
12‘( 2 { = oo

” :

1 Linge des Schwingers (Schlankheit) 2 -4om

Die Berechnung der Eigenfrequenz, bezw. des Frequenzparameters f
wird im Hinblick auf die bevorzugte Bedeutung der Grundschwingungen auf
diesen wichtigsten Sonderfall beschrinkt. (Diagr. 1, 2, 3 )

Was die Ausbiegung, als auch die Beanspruchung be-
trifft, so interessieren vor allem die- Maximalwerte in der Resonanz. Es
kann dabei unterschieden werden zwischen analytischem Maximum (Ab-
leitung Null gesetzt) und Randmaximum (grésster Absolutwert im betrach-
teten Intervall). In der Grundresonanz treten keine analytischen Maxima
auf. Die Untersuchung beschriinkt sich somit auf Randwerte.
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(116)

(117)

(118)
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Die maximale Amplitude der Auslenkung U berechnet sich aus (55) fiir
x:l , wihrend die Maximalwerte fiir die Amplituden des Biegemomentes
M  und der Querkraft Q aus (61) fiir die Einspannstelle X=0 hervor-
gehen.

Werden die statischen Grissen

Ustat, = g'g Matat = Q.1 Qstat =0,

zum Vergleich herangezogen, so ergeben sich mit den Vergrdsserungs-
faktoren Vo ’ VM und V° , die Formeln

U = Vo Ugat M=V Mgt | [Q =V Qutat

Die Vergrosserungsfaktoren sind in den Diagrammen 6320 dargestellt.

Der Einfluss der innern- oder Werkstoffdimpfung (A) , sowie der Abstrah-
lungsdimpfung (5) auf Auslenkung U und Schnittgrossen M Q ldsst
sich eindeutig am Nennerausdruck der Gleichungen (55) und (61) ersehen.
In diesen Gleichungen sind nimlich die Zihler frei von A und 8 . In der
Form

RD(A,§) = RO +RD, {RDS =RD(A=0)

R DI\ = RD( 8 = O)
bedeutet 'RDA den Anteil der Werkstoffdﬁmpfung,uos den der Abstrahlungs-

dimpfung am Gesamtnenner RD . Die beiden Anteile sind in den Diagram-
men 4 und 5 in Funktion des Einspanngrades 1/n dargestelit.

b. DIAGRAMME
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¢. DISKUSSION DER DIAGRAMME

Diagramm No:

1

Der Eigenfrequenzparameter f und damit die Eigenfre-
quenz W/2 N bleihen besonders im Bereich starker Ein-
spannungen ( A klein) nahezu konstant und sinken erst mit
|kg|~> 1 rasch auf Null ab. (Das Diagramm ist nur fiir posi-
tive Werte von k«l gezeichnet. Fiir negative Werte ist es
an der Ordinate nahezu gespiegelt zu denken.)

Die allgemein elastische und rotatorische Einspannung zei-
gen anndhernd den gleichen Verlauf des Grundfrequenzpara-
meters, wobei das rasche Absinken mit abnehmendem Ein-
spannungsgrad 1/N beachtenswert ist und den Einfluss der
elastischen Einspannung deutlich zum Ausdruck bringt. *)
Fiir n=100 betrigt f ca. 40% der starren Einspannung,
was einer Senkung der Eigenfrequenz um ca. 64% (!) gleich-
kommt. Schon fiir N=1 (Halter und Schwinger aus Mate-
rial mit gleichem Elastizititsmodul bestehend) d.h. einer
Einspannung die allgemein als vollstlindig bezeichnet wird,
ergibt sich ein ca 4% kleinerer Wert der Eigenfrequenz.
Die Eigenfrequenz der translatorischen Einspannung hinge-
gen bleibt annihernd konstant; ist also praktischunabhingig
von der Einspannung.

Um den Einfluss der Schlankheit auf die Grundfrequenz dar-
gustellen (Als Mass fiir die Schlankheit A kann die Stak-
linge 1 betrachtet werden, da bei gleichbleibendem Quer-
schnitt A und. 1 zueinander proportional sind; l:—!’- i=
Trigheitsradius) wurde nicht f das implizite noch 1

enthilt, sondera k in Abhiingigkeit von N dargestellt. Wie

*) Die Kurve der rotatorischen Einspannung entspricht vollstindig der in

(15), S, 1249 dargestellten Frequenzkurve M-A . Aus dem Vergleich ven

(49) mit (13) in (15) ergibt sich, dass einem N z100eine Bettungsziffer von
=7.28kgm’entspricht.



6+8

9+11

12+17

zu erwarten war, sinkt die Grundfrequenz mit zunehmender
Schlankheit, doch nicht in dem Masse wie fiir eine starre
Einspannung. Der Faktor 2 in der Stablinge hat fiir eine ela-
stische Einspannung N=10 eine Abnahme der Grundfre-
quenz von ca. 69% zur Folge, im Gegensatz zur starren Ein-
spannung N=0 von 75%. Die elastische Einspannung
"dimpft" gewissermassen den Einfluss der Schlankheit auf

die Grundfrequenz.

Der Anteil der Abstrahlung an der Gesamtdimpfung nimmt
mit abnehmendem Einspannungsgrad zu, d.h. je "weicher"
der Halter, umso mehr wird prozentual abgestrahlt. Der
Stabverhilt sich relativ starr, die Deformationsgeschwindig-

keit und damit die innere Reibung (Werkstoffdimpfung) ist

klein.
Wie erwartet nimmt der Abstrahlungsanteil mit zunehmen-
dem Verhiltnis 8//\ zu.

Die gréssere Stablinge (Schlankheit) hat einen abnehmenden
Abstrahlungsanteil zur Folge. Der Grund dafiir liegt offen-
bar darin, dass durch die stlirkere Verbiegung die innere
Reibung iiberwiegt.

Die Vergrdsserungsfaktoren erreichen ein Maximum fiir
Ky = 0.1, sinken aber rasch auf Null ab fiir“(ﬂ‘-'i (Das
Diagramm 6 ist nur fiir positive Werte von k,, gezeichnet.
Fiir negative Werte ist es an der Ordinate der Maximalwer-
te nahezu gespiegelt zu denken.)

Bemerkenswert ist der Verlauf der Kurve fiir die transla-
torische Einspannung, die entgegen den andern beiden Kur-
ven mit zunehmender "Weichheit" der Einspannung {n) ab-
fidlit. Die aligemein elastische Einspannung liefert Werte,
die zwischen denen der Spezialfille (rotatorisch und trans-
latorisch) liegen.

Erwartungsgemiss steigen die Vergrosserungsfaktoren mit
abnehmenden Dimpfungskoeffizienten 8 und A . Je nach-
dem A oder 8 konstant gehalten werden, divergieren die
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Kurven gleicher 5 -, resp. A -Werte von einem gemein-
samen Punkte aus oder konvergieren asymptotisch gegen
einen endlichen Wert, wenn der Einspannungsgrad 1/n ver-
kleinert wird. Es ist dies eine Folge davon, dass fiir harte
Einspannung ( R klein) die innere Dimpfung, fiir weiche
Einspannung ( N gross) die Abstrahlung massgebend wird.

18+20 Die Variation der Stablinge (Schlankheit) fiihrt zu dem Er-
gebnis, dass mit wachsender Schlankheit die Vergrésserungs-
faktoren zunehmen. Dies ist offenbar eine Folge davon, dass
der giinstige Einfluss der Dimpfung auf die Beanspruchung
in der Resonanz mit zunehmender Schlankheit des Schwin-
gers abnimmt. '

Zusammenfassung:

Allgemein ist zu bemerken, dass mit den der Berechnung zu Grunde geleg-
ten, mutmasslichen Dimpfungskoeffizienten die Vergrdsserungsfaktoren
Vo ’VM und Va erstaunlich grosse Werte annehmen. Es ist jedoch zu Be-
achten, dass es sich in den vorliegenden Fillen durchwegs um schlanke
Objekte handelt, bei denen erfahrungsgemiss der Einfluss der Dimpfung
gering ist. Ausserdem wurden die Ergebnisse fiir einen stationiiren Zu-
stand abgeleitet und enthalten somit die Voraussetzung, dass der Ein-
schwingungsvorgang beendet ist.

Dass die Resonanzfrequenz der Grundschwingung mit zunehmender Nach-
giebigkeit der Einspannung abnimmt war zu vermuten, dass sie so rasch
abnimmt, ist immerhin beachtenswert.

Was die Dimpfungsformen anbetrifft, war zu erwarten, dass der Luftwider-
stand (die dussere Dimpfung) kaum in Erscheinung tritt; interessanter ist
die Feststellung, dass die innere Dimpfung und die Abstrahlungsdimpfung
in der gleichen Gréssenordnung erscheinen.

Inwieweit die vorliegenden Ergebnisse den tatsichlichen Verh#ltnissen ent-
sprechen, kdnnen nur diesbeziigliche Versuche abkliren, wobei besonders
den DEG mit Riicksicht auf ihre grundlegende Bedeutung fiir Einspannung
und Abstrahlung die grésste Aufmerksamkeit geschenkt werden miisste. Im
Besonderen interessieren die DEG mit gemischten Indices, deren Wirkung
auf die Resonanzfrequenzen praktisch bedeutungslos, auf die Vergrosse-
rungsfaktoren hingegen von abminderndem Einfluss sein wird.




Im Hinblick auf die hier gewonnenen Ergebnisse ist zu sagen, dass es un-
wirtschaftlich scheint, schlanke Bauwerke fiir den stationiiren Fall der
Grundresonanz zu dimensionieren.

d. NACHWEIS SCHWACHER DAEMPFUNG

Der Vollstiindigkeit halber bleibt noch der Nachweis zu leisten, dass die
Annahme schwacher Dimpfung und damit die Voraussetzung Ba 3, S.33
( 8 -Grossen klein gegen 1 ) fiir stabféSrmige Schwinger i.a. zutrifft. Es
handelt sich dabei um die drei Gréssen 8“’ , 8, und 0Oy , welcheim-
plizite den Einfluss der Abstrahlung, der innern und dussern Dimpfung
enthalten. '
Dass 8 offensichtlich klein gegen 1 ist, wurde schon bei der Behandlung
der Abstrihlungsdimpfung (Cd) gezeigt und auf S.85 erwihnt. Was 8, und
8 anbetrifft, so wurde bei der Behandlung der Xussern Dimpfung (Cc,
S. 51 ) an einem konkreten Beispiel nachgewiesen, dass 0p« 5, und 5 1%
wird. Selbst im ungiinstigsten Fall der starren Einspannung und eines halb
so schlanken Stabes wird unter gleichen Voraussetzungen 0,= 6.'2'16’, also
immer noch kleiner als 1% bleiben.

NACHWORT

Zum Schlusse mochte ich meinem sehr verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr.
F. Gassmann fiir das lebhafte Interesse, das er dieser Arbeit entgegen-
brachte, sowie fiir die zahireichen Anregungen und Diskussionen meinen
herzlichsten Dank aussprechen.

Ebenso bin ich der Kreisdirektion II der Schweiz.
Bundesbahnen, speziell dem Sektionschef fiir Briickenbau, Herrn R. Becker,
dipl. ing. ETH, fiir das Verstindnis und Entgegenkommen wihrend den Ab-
schlussarbeiten zu Dank verpflichtet.
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