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Einleitung

Sei A eine kleine Kategorie, C_ eine abelsche Kategorie

mit exakten unendlichen Coprodukten und P : A »- £

ein Funktor. In dieser Situation definierten André(l),

Deheuvels(4) u.a. die Homologieobjekte H (A,F) (n=0,l,..).

Diese lassen sich einerseits aus den Linkssatelliten des

Funktors sup : (A,Cj — Ç_ und anderseits als Homologie¬

objekte eines geeigneten Komplexes in £ berechnen.

Untersucht man das Verhalten der Objekte H (A,F) bei einer

Basisänderung J : A -B
,

so findet man eine Spektral¬

sequenz (André(l), 0berst(l4)):

H (B,(S J)F) =$> H (A,F)

p
—

q. f> n
—'

Dabei ist J : (A,Ç) (B,Ç) der Funktor, der F

seine Kan-Erveiterung JF (Ulmer(l6)) zuordnet.

In der vorliegenden Arbeit definieren vir in einer Situation

B

J

A ^ Ç

F

die J-Homologie der kleinen Kategorie A mit Koeffizienten

in F :

HJ(A,F)
= (S J)F n = 0,1,...

n —
'

n
' '
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Auf diese Yeise ergibt sich eine naheliegende Verallgemeinerung

der obigen, "gewöhnlichen" Homologie von A. Setzt man nämlich

B = \ (die Kategorie mit genau einem Morphismus), so gilt

J = sup : (A,Ç_) "-£ ; die Kan-Erweiterung lässt sich also

als verallgemeinertes Supremum auffassen(Kock(lO)).

In 1. stellen vir die wichtigsten Resultate über Kan-Erweiterungen

zusammen. Dann definieren wir in 2. die J-Homologie und leiten

einige Eigenschaften derselben her. Ist B ein Objekt von B,

so lässt sich der Yert von H (A,F) auf B als ntes Homologie¬

objekt eines Komplexes C (F,B) darstellen. In 3. geben wir

Beispiele; falls J eine volle Inklusion ist, erhält man die

"André-Derivierten" des Punktors P. Ist auf B ein Cotripel

(Er = (G,^) gegeben, so gibt es bekanntlich zu einem Funk¬

tor T : B »-Ç G-Derivierte H^T) : B — Ç . Sei

A = GB (Bildkategorie von G) und J die Inklusion. Mit Hilfe der

André-Homologie sieht man :

HG(T) =
HJ(A,T.J) n=0,l,...

n n
—' ' '

Natürlich schliesst man mit der Annahme "A klein" sehr viele

Beispiele aus. F.Ulmer(l7) hat sich mit diesem Problem ein¬

gehend befasst ; er bewies die obige Gleichheit unter schwächeren

Bedingungen für das Cotripel (Er.

Beispiele der homologischen Algebra erhält man, wenn man eine

additive Situation

B

"l
J

A ^Ç

P

betrachtet und sich vollständig auf additive Punktoren beschränkt.
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Die additive J-Homologie definiert man mit Hilfe der additiven

Kan-Erweiterung J : (A,C) "-(B,C) .

Sei K ein kommutativer Ring, J:R •- K eine augmentierte

K-Algebra und M ein R-Linksmodul. Die additive J-Homologie der

Situation

K

' !
R -Ab

M

liefert dann gerade die "klassische" Homologie der augmentierten

Algebra R mit Koeffizienten in M.

In 4. betrachten wir eine "Basisänderung", also ein kommutatives

Diagramm

Diesem entspricht eine Spektralsequenz

HJ(a',H*(A,F)) => HJ(A,P)
.

p
—

7

q p n
—'

Untergewissen Voraussetzungen über 4> und £ existiert eine solche

Sequenz auch im additiven Fall.

Ist B = 1Î
,

so erhält man die eingangs erwähnte Spektral¬

sequenz. Im Falle der augmentierten Algebren resultiert eine

Verallgemeinerung der Hochschild-Serre-Sequenz.

¥ir beschliessen die Arbeit mit einem Hinweis auf die zur obigen

Spektralsequenz gehörige exakte Folge in den unteren Graden.

Als Anwendungen ergeben sich Folgen, wie sie Knus(ll) und

Eckmann-Stammbach(5j ohne Benützung von Spektralsequenzen ge¬

funden haben.
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Einige allgemeine Resultate dieser Arbeit wurden von ver¬

schiedenen Autoren gleichzeitig gefunden (z.B. F.Ulmer,

E.Dubuc, U.Oberst). Den Herren U.Oberst und F.Ulmer danke ich

dafür, dass sie mir ihre Kenntnisse über die Homologie kleiner

Kategorien und die entsprechende Literatur zur Verfügung stellten.

Die vorliegende, einfache Form des Beweises in 2.7. stammt von

U.Oberst.

Herrn Professor B.Eckmann möchte ich für sein Interesse und

seine Anregungen meinen herzlichen Dank aussprechen.


