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Einleitung

In der Abhandlung ,,Sur la généralisation d’un théoréme élémen-
taire de géométrie” (Comptes rendus 1905, I) hat H. Poincaré die
bekannten Sitze iiber die Winkelsummen im ebenen und sphéri-

schen Dreieck )
ebenes Dreieck: at+ft+y=m

sphérisches Dreieck: o+B8+y =n+e€!)

auf n-dimensionale Simplexe verallgemeinert. Das Ergebhis kann

in der Form :

Sg— 8y +8g— + - +(~1)s, = 0 fiir ein euklid. Simplex
oo T [+ (1) fiir ein sphir. Simplex

‘ n+1
2

s

zu setzen ist und

geschrieben werden, wobei s, =1, §; =

8, (k=2) die Summe der Winkel an allen (n-—k)-dimensionalen
Randsimplexen bedeutet, gemessen in einem Winkelmal}, in dem
der volle Winkel gleich eins gesetzt ist. {2 bezeichnet den durch die
Kugeloberfliche dividierten Inhalt des sphirischen Simplexes. Fiir
n =3 erhdlt man im euklidischen Fall aus der obigen Beziehung die
wenig bekannte, obwohl schon im Jahre 1783 von de Gua 2) bewie-
sene Relation zwischen den Winkeln eines Tetraeders '

ZZocij-—Zocijk = 47T3)

- Den Ansto3 zu der vorliegenden Arbeit gab die folgende Fest-
stellung, die Frau S. Eisner-Billo in ihrer Diplomarbeit (ETH,
Zirich 1943, unveroffentlicht) gemacht hatte: Fir das n-dimen-
sionale euklidische Simplex gilt neben der Poincaréschen Formel

1) € bezeichnet den. sphirischen Exze8, d. h. den durch das Quadrat des
Kugelradius dividierten Inhalt des spharischen Dreiecks.
‘ 2) Vgl. de Gua: Propositions neuves, et non moins utiles que curieuses,
sur le Tétraédre. Hist. Acad. R. des Sc., Paris 1783. :
3) Die o bedeuten die 6 Winkel zwischen je zwei Seitenflachen, die 4k
die 4 Raumwinkel in den Ecken des Tetraeders; der volle Raumwinkel
betragt in dem zu Grunde gelegten Winkelmaf3 4 .

[$2}



noch eine dhmliche, fiir n >4 von der Poincaréschen unabhingige

Formel, nimlich n
(_ 1)VV8V+871, = 0.

v=1
Es lag nun nahe, iberhaupt einmal nach der Gesamtheit der
fiir ein n-dimensionales Simplex giiltigen linearen Winkelsummen-
formeln zu fragen. Unter einer linearen Winkelsummenformel ist
dabei stets eine Beziehung der Form

n
2, 4,8, =a
v=0

zu verstehen, wobei a, und ¢ fiir alle Simplexe dieselben Konstanten
sind. Die Aufstéllung dieser Formeln und die sich daran anschlie-
Benden Untersuchungen machen den Hauptteil der vorliegenden
Arbeit aus. Die Hauptergebnisse lauten:

I. Das gesamte Formelsystem laf3t sich, sowohl fiir n=2m als
auch fir n=2m+1, durch m linear unabhingige Relationen
reprisentieren.

II. Die Poincarésche Formel ist die einzige lineare Winkel-
summenformel, die fiir alle konvexen Polyeder gilt.

Ferner ergaben sich folgende Nebenresultate:

ITI. (Ein Analogon zu II.) Die Eulersche Polyederformel ist die

einzige Relation der Form
n—1

Z Yy iy =0
v=0

(y, und ¢ sind Konstanten, &, bedeutet die Anzahl der v-dimensio-
nalen Zellen der Oberfliche des Polyeders), die fir alle konvexen
Polyeder des R™ gilt.

IV. Die Winkelsummen s, (k> 2) geniigen der folgenden Unglei-

chun :
i 1 §n + g+1 <<t (™ fii des
21\ ) s sS4 |, ) fir gerades n
ntl 1{n
2 < sk§»§( k) fiir ungerades n
k

Die Gileichheitszeichen gelten im Falle > 2 nur bei Ausartung.
Diese Ungleichungen stellen eine weitere Verallgemeinerung des
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Satzes von der Winkelsumme im ebenen Dreieck dar (der in der
obigen Ungleichung mit n =k =2 enthalten ist).

V. Zwei ebene Dreiecke, die in zwei Winkeln iibereinstimmen,
sind dhnlich. Fiir das n-dimensionale euklidische Simplex 8* gilt
ein analoger Satz. Bezeichnet man die ("; 1) ‘Winkel an den (n—2)-
dimensionalen Randsimplexen eines S8* mit «,, so lautet er: Zwei
Simplexe S* und S» smd shnlich, wenn fiir (n+ l) —1 Index-

2
kombinationen (7, k) oy = oy, gllt

§ 1. Definition der Winkel und Winkelsummen

1. Vorbereitungen. Es sei S® ein n-dimensionales Simplex des
n-dimensionalen euklidischen Raumes R*; dann bezeichnen wir mit

P, P,,..., P, seiné n+1 Eckpunkte,
F,; die (n—1)-dimensionale Seitenfliche, die der Ecke P, gegen-
iberliegt,

h; die (n—1)-dimensionale Hyperebene, die F; enthilt.

Durch eine einzelne Ebene h; wird der R” in zwei Halbriume zer-
legt, die sich dadurch unterscheiden lassen,” dafl der eine das
Simplex 8" enthilt, der andere nicht. Wir bezeichnen nun mit f;
die charakteristische Funktion (im Sinne der Mengenlehre) des
Halbraumes, der S* enthilt; ihre Werte sind definiert durch die
Vorschrift ‘ '

f;=1 fiir alle Punkte, die auf derselben Seite von A, liegen wie das
Simplex Sn,
f;=0 fiir alle tibrigen Punkte.

Die charakteristische Funktion des Halbraumes, der S" nicht ent-
halt, ist 1 —f,. ‘

Den Durchschnitt von & dieser Halbriume wollen wir eine Zelle
k-ter Ordnung nennen. Die charakteristische Funktion einer Zelle
ist gleich dem Produkt der charakteristischen Funktionen der
Halbrdume, denen sie angehort, besitzt also die Form

f}'nfiz te fiz(l —fizu) (1 _f]'wz) v (1 -'fjk) :



Diese Darstellung ist gleichzeitig als Ortsbezeichnung verwendbar;
wir kénnen daher kurz vom Halbraum f; =1, vom komplementéren:
Halbraum f;=0, von der Zelle f, f,(1 —f3) =1 usw., sprechen.

SchlieBlich betrachten wir noch einen beliebigen, irgendwie
durch Ebenen h; begrenzten Teil G des R". G 1afit sich dann als
Summe paarweise punktfremder Zellen 4, B,C, . . . auffassen. Sind
P4>PB>P0s - - - die durch die f; ausgedriickten charakteristischen
Funktionen dieser Zellen, so hat man in )

Pe=PatPprect ...
die charakteristische Funktion von G. Die fiir simthiche Punkte
von @, und nur fir diese, giiltige Beziehung

piteptoct ... =1
bezeichnen wir als Gleichung von G.
Zwei Raumteile sollen kongruent heilen, wenn sie sich durch
eine orthogonale Transformation (Bewegungen und Spiegelungen)
ineinander iberfiihren lassen. So sind z. B. die Zellen

fife- o QA =fr) A —frp) ... (A=) =1 und
A=f)~fo) ... A=) frafe- - - fr =1
kongruent, und zwar sind sie spiegelbildlich in bezug auf jeden
Punkt des Schnittgebildes der Ebenen h,,h,,...,4,. Denn das
Spiegelbild eines Punktes P des Halbraumes f,=1(i=1,2,...,k)
fallt in den Halbraum 1—f,=1 und umgekehrt.

Bemerkung: Das Schnittgebilde von k Seitenflichen des S%,
etwa von F,,F,,...,F,, heiflt ein (n—k)-dimensionales Rand-
simplex (wir sagen gelegentlich auch (n — k)-dimensionale ,,Kante*)
und wird mit (F,, F,, . .., F}) bezeichnet. Die Anzahl der v-dimen- .
sionalen Randsimplexe des " ist (}1])= (211).

© 2. Erste Darstellung der Winkel. In Anlehnung an die Fille n =2
und 7 =3 nennen wir eine Zelle k-ter Ordnung, falls k <n ist, einen
Winkelrawm. Sind h; ,h;,...,h; die Begrenzungsebenen -eines

F19 o> ’
‘Winkelraums, so bezeiéhnen wir dgs Randsimplex (¥;,, F;,,..., F})
als seinen Scheitel und jeden inneren Punkt desselben als einen
Scheitelpunkt. Ein Winkelraum enthélt mit einem Punkte P den
ganzen Strahl A P, wenn A ein Scheitelpunkdt ist.

Das Randsimplex (F; ,F; ..., F;) ist gemeinsamer Scheitel
von 2% Winkelrdumen k-ter Ordnung, und zwar sind je zwei unter
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diesen spiegelbildlich; zwei solche mogen Scheitelwinkelrdume hei-
Ben. Genau einer der erwihnten 2*¥ Winkelriume, niamlich der-
jenige mit der Gleichung '

i fe=1
enthilt das Simplex S,

Wir definieren nun den Winkel o, der einem Winkelraum W
zugeordnet ist. Es sei K die um einen Scheitelpunkt von W geschla-
gene Einheitskugel mit (n — 1)-dimensionaler Oberfliche; dann ver-
stehen wir unter w das Verhiltnis des innerhalb W gelegenen Ober-
flichenteils von K zur Gesamtoberfliche von K, welche mit O»
bezeichnet werden soll. Besitzt W die Gleichung

f.'llf?’ f]v fiv+1)(1_ffv+2)"'(1_ffk):1’

und bezeichnet d o das Oberflichenelement von K, so laBit sich w
durch das Integral

= %;J‘fhffz te fjv(l_'ffv+1)(l—ffv+2) T (l_fjk)do (1)
%

darstellen. Insbesondere ergibt sich fiir den zwischen den Seiten-
flichen F,,F,,..., F, gelegenen Simplexwinkel, den wir mit
oy9. .1, bezeichnen,

1
“12...k=‘mff1f2--'fkd0 (2)
K

Speziell ist

I\.«\ —
—~
o
N>

oy = 07}"ff1d0'_.

Als Winkelsumme s, bezeichnen wir die Summe der simtlichen
(*7!) Simplexwinkel, die von genau k Seitenflichen F; gebildet
werden:

) = Z % js...j,  (Summation tber alle (";Cl)
Indexkombinationen)

(3)
Speziell wird O
n 14
sp= Doy =y (3)
aullerdem treffen wir die Festsetzung

5o =1 , (3")



3. Zweite Darstellung der Winkel. Fiir das Folgende bezeichnen
wir eine bestimmte Seitenfliche des S*, etwa F, ,,, als Grundfliche,
die Gegenecke als Spitze. Ferner fithren wir ein kartesisches Koordi-
natensystem ein, dessen n-te Koordinatenebene x, =0 die Grund-
fliche F,,, enthalten, also mit %, , zusammenfallen soll; auBerdem
soll die z,,-Achse so gerichtet sein, daf} die x,-Koordinate der Spitze
P, positiv wird. SchlieBlich sei %,,,, die durch P, gelegte Par-
allelebene zu h,,,. Auf b, und hn .1 werden durch die durch P, .,
gehenden Ebenen 4,,h,,...,h, (n— 1)- -dimensionale Zellenunter-
teilungen erzeugt, die sich analog wie in der ersten Nummer mit
Hilfe von Gleichungen beschréiben lassen.

Die Winkel des S lassen sich in zwei Klassen einteilen, je nach-
dem sie der Grundfliche F, ; anliegen oder nicht anliegen; die
ersteren sind mit dem Index n + 1 behaftet, bei den letzteren fehlt
er. Es ist zweckmiBig, die beiden Klassen getrennt zu betrachten.

Es sei zundchst o ;, ;. (1 Sv=n—1) ein Winkel, welcher
der Grundfliche anliegt. Der zugehorige Winkelraum besteht aus
der Gesamtheit der Strahlen, die einen seiner Scheitelpunkte 4 mit
den simtlichen Punkten des Gebietes [; f;,...f;, =1 auf k., ver-
binden. Spiegelt man denselben am Mittelpunkt der Strecke AP, ,,
so geht er in den kongruenten Winkelraum iiber, der aus.der
Gesamtheit der Strahlen besteht, die P, ; mit jedem Punkte des
Gebietes (I —f;,)(1—f;)...(1~f;)=1 auf &, , verbinden. Dem-
nach ist o ; ;. ., das durch O™ dividierte Mal der Projektion
des genannten Gebietes auf die um P, ., geschlagene Einheitskugel.
Zur Darstellung dieses Sachverhaltes bezeichnen wir mit

@ einen beliebigen Punkt von A, .,
d F das Flichenelement von A, 4,

r die Entfernung P, @, '

z, die n-te Koordinate von P, ;.

Das Mall dw der Projektion von d F auf die um P, ; geschlagene
Einheitskugel ist dann durch

dw="24F
rn

gegeben, und damit ergibt sich fiir einen Winkel, welcher der Grund-
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fliche F, ,, anliegt, die Darstellung

: 1 ‘ x,
Spcsones =g | (1=l =T (=) 2 aF

fin41
Nun betrachten wir‘einen Winkel -
(1<i<n—1, jo+n+1)

welcher der Grundfliche F, , nicht anliegt (die Beschrinkung
l<n—1 bedeutet, dall der Winkel «,, , zunichst auBer Betracht
gelassen werden soll). Es sei B ein Scheitelpunkt des zugehérigen
Winkelraumes W, dann legen wir durch B die Parallelebene £ zu
h,,;. Hierdurch zerfillt W in zwei Teilwinkelriume; wir wollen
mit W' denjenigen bezeichnen, der auf derselben Seite von E liegt,
‘wie P, ., den andern mit W"; die zu W’ und W" gehorigen Winkel
seien o’ und o”. SchlieBlich sei B, der Punkt, in welchem der Strahl
P, ., B die Grundfliche trifft. Man sieht nun leicht, da8 W’ bei der
Parallelverschiebung, die B in B, iiberfiihrt, in den Winkelraum
fislio o fifnsa=1 iibergeht; man hat daher nach (4)
o =g = g | (1= (=) (=) 2 d P

hnt1

%1 s dy

Auf den Winkelraum W”, der aus der Gesamtheit der Strahlen
besteht, die den Punkt B mit den simtlichen Punkten des Gebietes
fi,fis---1;,=1 auf h,,, verbinden, wenden wir in analoger Weise
die Parallelverschiebung B — P, ,, an. Dabei geht W” in den Win-
kelraum iiber, der aus den Strahlen besteht, die P,,, mit den-
Punkten des genannten Gebietes verbinden. Demnach ist «” gleich
dem Winkel, unter dem das Gebiet f, f; ...f,=1 auf h,,, im

Punkte P, _, erscheint:

4 1 xn
o =g [ Dty by

hnt1

Die Zusammenfassung der beiden Integrale liefert schlieBlich fiir
einen Winkel, welcher der Grundfliche F, ., nicht anliegt, die
Darstellung

= g | ook Q=L 0 =Fi) o (1=} T2 AF ()

hnt1
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Bemerkung 1: Formel (5) ist auch fiir l=n, d.h. fir o« ,, gil-
tig, da das Produkt 1- fl (1 —f5)...(1—f,) iberall auf h, , ver-
schwindet. )

Bemerkung 2: Sind z,,%,,...,z, die Koordinaten der Spitze
P, ., des 8", so sind die Funktionen

;Hli‘z (nz3) bzw. Inr (

3

= 2)

bekanntlich harmonisch in den z;. Dasselbe gilt von den partiellen
Ableitungen nach den z;, insbesondere also von

1 @ 1
x, |2-noz, \r

™) g
—Inr fir n =2
ox,
und daher auch von den Integralen (4) und (5). Dies fithrt uns auf
folgendes Nebenergebnis:
Ist eine Seitenfliche eines Slmplexes 8n fest, so smd seine kael

harmonische Funktionen der Koordinaten der Gegenecke.

§ 2. GriBte und kleinste Werte der Winkelsummen s

1. Integraldarstellung fir die s,,. Aus der Winkeldarstellung von
§ 1.3, die hier zu Grunde gelegt werden soll, resultiert zunéchst eine
Darstellung der s, als Summe von Integralen der Form (4) und (5).
Die simtlichen Winkel, die zu s, beitragen, zerfallen in zwei Grup-
pen, je nachdem sie der Grundfliche F,, , anliegen oder nicht
anliegen; die Integration erstreckt sich bei den ersteren iiber alle
Zellen (k—1)-ter Ordnung

(I=f;)(A~=f) .. (b=f;, ) =1 von h, 4, (A)

bei den letzteren iiber alle Zellen k-ter Ordnung
fily -1 =1 und (B)
(1‘]‘]'1)(1*]‘;'2)---(I_fjk)?1- (C)
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Es ist nun vorteilhaft, obige Integrationsgebiete noch in die Zellen
n-ter Ordnung aufzuspalten, aus denen sie sich zusammensetzen,
so daf also nur noch Zellen n-ter Ordnung als Integrationsgebiete
auftreten. Eine bestimmte Zelle n-ter Ordnung

A=f) A=) o A=) FoiFinee - F=1, (=0,1,...,n=1) (6)

wird dabei im allgemeinen mehrfach als Integrationsgebiet vor-
kommen. Dies veranlaflt uns, dieser Zelle eine Belegungszahl g, ,
zuzuordnen, die angibt, wie oft sie als Integrationsgebiet auftritt.
Aus Symmetriegriinden ist klar, dal die Zahlen g,, von keinen
andern Indizes auBler £ und ! abhingen. Fiir s, ergibt sich so die
Darstellung

n—1 1 ' :L‘
D I N AT AT A YV
. =0 Jr=12,..,n

oo

Um die g ; zu berechnen, beachten wir zunichst, dafl bei der
Bildung von s, iber jedes der unter (A), (B), (C) aufgefiihrten
Gebiete genau einmal zu integrieren ist. Es geniigt daher, abzuzih-
len, wieviele unter ihnen die Zelle (1-f,) (1-f,). .. (1-f) f, e o fa=1
enthalten. Man findet (,!,) Geblete der Sorte ( ), (%) Gebiete
der Sorte (B) und (}) Gebiete der Sorte (C). g, , ist gleich der Summe

dieser Anzahlen, also
l+1 n—1

Wir halten noch die hieraus abzulesende Symmetrieeigenschéft fest

Ikt = 9k, n—1—-1 (9)

2. Extremwerte der s;.. Es sei (g, j)pq, die groBte und (g ;)p;,, die
kleinste unter den Zahlen g; , mit festem k. Wir ersetzen nun in (7)
samtliche g, ;, durch (g; )pue DZW. (9r,)min- Beachten wir ferner,
daf die simtlichen unter (6) aufgefiihrten Zellen n-ter Ordnung
eine schlichte Uberdeckung der ganzen Ebene k,, ., bilden, m.a. W.
das Bestehen der Identitét

n—1
D LU AR R AT

fv=1.2,...,m
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50 gewinnen wir fiir s, die doppelte Ungleichung

1 xz, 1 x
(G ) min" Gm f o OF =802 Gk )maz” g f madF
) has has1
Nun ist 1 z, 1
o f A =5
hn+1

denn das Integral stellt den Winkel dar, unter dem die ganze Ebene
k,,, im Punkte P, erscheint. Demzufolge schreibt sich die
Ungleichung in der einfacheren Form '

% (gk,l)min é S § % (gk,l)m(m: (10)

~ Damit ist zunichst eine obere und eine untere Schranke fiir s,
gefunden; man sieht aber leicht, daB diese Schranken bereits die
gesuchten Extremwerte darstellen. Zunichst bemerken wir, dafl
die durch die Ebenen hl,kz, «.sh, auf b, erzeugte Zellenzer-
legung in keiner Weise von der Lage der Spitze P, ., des Simplexes
abhingt. Es sei nun @ eine Zelle n-ter Ordnung von h, ., mit der
Belegungszahl g, ;. Lassen wir dann das Simplex so ausarten, dafl
die Spitze P, ., mit einem inneren?) Punkt von ¢ zusammenfallt,

so wird 1 1
n —_

o | far -5,

& ,

wihrend fiir alle iibrigen Zellen n-ter Ordnung

1 n _
wOTfr?ldF 0

gilt, wie wiederum leicht aus der geometrischen Bedeutung des
Integrals hervorgeht. Berechnet man mit den obigen Annahmen
die Winkelsumme s;,, gemaB (7), so gibt nur die Zelle ¢ einen Bei-
trag, xya.hrend die iibrigen Summanden verschwinden; man erhalt

e

4) Dieser Zusatz ist notwendig, da eine Ausartung einer der Seitenflichen
F; nicht zugelassen werden darf.
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Hieraus ersieht man, daBl die Werte fiir s, die den Schranken in
Ungleichung (10) entsprechen, wirklich angenommen werden kon-
nen (fiir n > 2 allerdings nur bei Ausartung) und demzufolge gleich-
zeitig die Extremwerte von s, darstellen. ‘

Es verbleibt uns noch die Berechnung von (gy ;)4 und (gk,l)m'i,n.
Zu diesem Zwecke bilden wir

+2y (n-1-1 I+1 n—l I+1 n—l—1
oot (F)=(7) () =) = () -(5)
Hieraus folgt
Jr1+1— 9k, 2 0 solange [+12n—(1+1)

Somit wird unter Beachtung von (9)

n
(gk,l)maw =0k, n-1= ko= )2

/

N[5+
‘ I, 2 = G2y = (2>+<2 ) fiir gerades n (12)
e k k

n+1 '
gpn-1 =2 < 2 > fiir ungerades n
: 3 i

(gk,l)min =

und wir haben den

Satz 1: Der Wertevorrat der ~“Winkelsumme s, (k=2) ist durch das
Intervall

HECE)
(7)

- Bemerkungen : Fir n>3 gilt in (13) stets das Zeichen <, wenn
das Simplex nicht ausgeartet ist. Im Falle n =2 geht (13) in eine
Gleichung iiber, nimlich in den Satz von der Winkelsumme im
Dreieck; die Ungleichungen (13) kénnen daher als eine weitere
Verallgemeinerung dieses Satzes betrachtet werden.

lIA
A

l\ﬁ[r—t

Sk

(Z) fiir gerades n l
(13)

IIA
N)i —

&g (Z) fiir ungerades n» [

oA

gegeben.
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§ 3. Lineare Beziehungen zwischen den Winkelsummen

des Sn

Wir gehen nun daran, die zwischen den Winkelsummen s, eines
Simplexes S” bestehenden linearen Relationen aufzustellen, die wir
(vgl. die Einleitung) kurz als Winkelsummenformeln bezeichnet
haben. Zunichst besteht unser Ziel darin, ein Verfahren anzugeben,
wie man solche Formeln gewinnen kann. Die weiteren Unter-
suchungen dienen dem Zweck, uns einen Uberblick iiber die
Gesamtheit aller iiberhaupt moglichen Beziehungen dieser Art zu
verschaffen 3).

1. Poincarés Winkelsummenformel (Hauptformel). Fiir alles Fol-
gende stiitzen wir uns auf die Bezeichnungen der Nr. 1 und 2 von § 1.

Wir denken uns durch die Ecke P, , des 8 die Parallelebene
zu k., gelegt und bezeichnen sie mit h,,,. Ihre charakteristische
Funktion werde wie folgt definiert:

fni1 =1 fiir alle Punkte auf derjenigen Seite von h,, 41, auf der das
Simplex 8" nicht liegt;
frir = 0 fiir alle iibrigen Punkte.

Die Gebietef,f,. . .f, =1 u.f, ., = 1 sind offensichtlich punktfremd,
desgleichen die dazu spiegelbildlichen Gebiete (1—f,)(1—f,). ..
(1—f,)=1und (1—f,,;)=1. Es gilt daher fiir jeden Punkt des R*

fif- - fnf;H-l =(1-f))(A-f)...(1-f)( _f;z+1) =0
Wir bilden nun das Integral des zweiten Ausdrucks iiber die Ober-
fliche K der um P, , geschlagenen Einheitskugel:

JA=f)(=fy)...A=f)(1~fr)do =0

Die linke Seite zerlegen wir durch Ausmultiplizieren des Integran-
den in eine Summe von Integralen: Dividiert man jedes Glied durch

5) Vgl. auch die im gleichen Jahre wie die Poincarésche Abhandlung
erschienene Arbeit von M. Dehn: Die Eulersche Formel im Zusammenhang
mit dem Inhalt in der nichteuklidischen Geometrie (Math. Annalen 61, 1905).
Als Beweishilfsmittel wird hier eine zerlegungsinvariante GroBe eingefiihrt,
die einem Simplex zugeordnet ist und ein lineares Aggregat von Winkel-
summen eines solchen darstellt. Allerdings beschriinkt sich der Verfasser
auf die Fille n<4.
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die Oberfliche O™ von K und laBt den letzten Term, der verschwin-
det, gleich weg, so folgt

1 1 1
Wfdow—(ﬁ-fﬂfjldcﬁmfffhf,«gda—+--- (-1 OHJ Sfy fe o fpda=0 (14)

Zu summieren ist jeweils iiber alle ("}') Kombinationen der
Indizes §;,7s, - - -, j%, ferner hat man das f mit dem Index »+1 mit
Strich versehen zu denken. Beachtet man’ schlieBlich, daB die
Winkelraume f; f;, ... f; frpa=1und f; f;, ... f; fnia=1 kongruent
sind, so erkennt man, daf die einzelnen Summanden in (14) der
Reihe nach die Winkelsummen s,,s,,...,s, darstellen (siehe (3),
(3') und (3")). Die Einsetzung der s, in (14) liefert die von Poincaré
gefundene Winkelsummenformel
W=sy—8+8—8+—-+(—-1)"s,=0 (15)
Wir bezeichnen sie fortan als Hauptformel.
2. Nebenformeln. Um weitere Winkelsummenformeln herzulei-

ten, lassen wir die Ebene %/, ,, wieder weg und driicken aus, daB ein
beliebiger Simplexwinkel gleich seinem Scheitelwinkel ist. Dies gibt

usa = g il 1u00 = g [ (=L (1) (=fy) do, (15 p =)

wobei iiber die um einen Scheitelpunkt des Winkels geschlagene
Einheitskugel zu integrieren ist. Wieder konnen wir das zweite
Integral durch Ausmultiplizieren des Integranden in mehrere Sum-
manden aufspalten, die sich nach (2) und (2') durch Winkel ersetzen
lassen. Bezeichnet man mit s, die Summe aller Simplexwinkel,
die von je k der den Winkel o; ; ; begrenzenden Seitenflichen
F F;,, ..., F; gebildet werden und setzt ferner 5P =1, so folgt

i1’

_80<n)_81<p>+82(p>_ 4. +(_1)p~18;}p_)1+(_1)pa

%y Goenidp = 1 d2. 0
oder leicht umgeformt
(16)

Wir denken uns nun Formel (16) fiir simtliche Kombinationen der
Indizes §y,7,,...,j, hingeschrieben und die entstehenden (";')
Gleichungen addiert. Dabei liefert die Zusammenfassung samtlicher
Winkel mit £ Indizes ein gewisses Vielfaches der Winkelsumme s,
da aus Symmetriegriinden jeder Winkel mit k Indizes gleich oft,

Sg®) — 5@ 48, — 4+ 4 (— 1)p—13§)1’ll =[1—=(=1)7] % oy
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sagen wir a, mal, als Summand auftritt. a, ist offensichtlich gleich
der Anzahl der Indexkombinationen (j,,7,,...,7,), in welchen die
festen Indizes 1,2, ...,k vorkommen. In der Summenformel lautet
also der Koeffizient von s,

_(n+1=k\  [(n+1-k
“=\p-k) ) T \nr1-p

Damit ist ein System von neuen Winkelsummenformeln gefunden;
wir wollen dieselben inskiinftig als Nebenformeln bezeichnen:

n+1—p) " \n+1-p/ 7t \n+1-p)™
9_
+(—1)”*1(n+ p)sp-_1+[(—1)"—1]s,,=0 (17)

n+l-p
oder ausfiihrlicher geschrieben

n+1 n n—1
p=n: 1 89— 1 81+ 1 Sg— + - -

e () a1 =105, = 0

o fn+1 n n—1
p=n-1: 9 )%~ 281+ 9 So— + -

€

=12 () st =)= =105, 4 = 0

(18)

1
p=1: (n; )80—281= 0

Bemerkung 1: Die an sich uninteressanten Fille p=1 und p=2
sind der Vollstandigkeit halber angefiihrt, da sie in der nichsten
Nummer noch verwendet werden.
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Bemerkung 2: Multipliziert man die Formel fir p=3 mitb ﬁg—z,

so wird sie identisch mit der Formel fiir p =4, woraus man ersieht,
daB erst fiir n =4 eine nichttriviale Nebenformel existiert.

Bemerkung 3: Rein formal betrachtet, umfafit (17) auch die
Hauptformel, wie man erkennt, wenn man p=n+1 (und s, ;=0)
setzt.

Bemerkung 4: Lineare Kombination von (15) mit der ersten
(p=n) Formel (18) liefert die in der Einleitung genannte Formel
von S. Eisner-Billo.

3. Auswahl eines Systems linear unabhdngiger Winkelsummen-
formeln. Betrachtet man die Gesamtheit der bisher abgeleiteten
Winkelsummenformeln, so fillt auf, dall dieselben — abgesehen
von der Hauptformel fiir gerades n — in lauter Paare von gleicher
Linge zerfallen, wobei mit jedem neuen Paar gleich zwe: neue Win-
kelsummen hinzukommen. Es wird sich nun herausstellen, dafl man
nichts Wesentliches verliert, wenn man pro Paar eine Formel weg-
148t; die weggelassenen Formeln erweisen sich als lineare Verbin-
dungen der iibrigbleibenden.

Definition 1: Unter dem Koeffizientenvektor einer Winkelsum-

menformel
Qg Sy +A383+ - +a,8, =c¢C

verstehen wir den n-dimensionalen Vektor (a,,4a5, . . .,a,,c). Dabei
bedeutet ¢ das konstante Glied, das durch Zusammenfassung der
Glieder mit s, und s, entsteht. Die lineare Abhingigkeit eines
Systems von Winkelsummenformeln soll gleichbedeutend sein mit
der linearen Abhiingigkeit der Koeffizientenvektoren.

Definition 2: Unter dem Rang eines Systems von Winkelsum-
menformeln verstehen wir die Maximalzahl linear unabhingiger
Koeffizientenvektoren.

Es werde nun, je nachdem n gerade oder ungerade ist, n=2m
oder n=2m+1 gesetzt. Dann beweisen wir den

Satz 2: Die Hauptformel und die Nebenformeln bilden zusammen
ein System vom Rang m.

Zum Beweise schreiben wir nochmals die Hauptformel hin

_(n+1 n n—1 1 . .
Ln:( 0 )30—(0)51“‘( 0 )82—+~~+(0)8n—0 fiir gerades n (19)
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n+1 n n—1 i
= - — PR . . 1 ’
L, ( 0 )So (0)81+( 0 )sz + (O) s, = 0 fir ungerades n (19') |

7—1

sowie die j letzten Nebenformeln, wobei wir, um lauter ganze Paare
zu haben, § als gerade voraussetzen:

= (nf(}r—l 1))8"“(1@—(77%—1))81*(7@?(;} 1>) BT "(::gj;) 51=0

=( n+1 )8_ n )s+( n—1 )s—+---—‘>s _0
= \n-(-2))5 -2/ \n(j-2)) S -

s n 8+n—18 n—28_0 ‘
0 \n—-3/1"" \n-38)" \n-3)7° " (20)

Wir behaupten nun, daBl die folgende Linearverbindung der For-
meln (20) in den s, identisch verschwindet:

j-1 i
2 L;_y+ ;(*w (”_(’ ])+V)L. =0 (21)

v J—=1l—v —

Unsere Behauptung zerfillt in zwei Teile, da die Reihe der Koeffi-
zienten der s, abwechselnd mit einem Binomialkoeffizienten (bei
geradem k) oder der Zahl 2 (bei ungeradem k) aufhért. Demnach
ist folgendes zu zeigen: Fir gerades k

2(n+1 k)+j>— ( 7V1)+v).(n-|—‘1——)k)=0, (A)

n—(J—1)+v
(k=0,2,4,...,j-2)
Fiir ungerades &

S A1k TE (=D ( nt1—k | (ntl-k
(i) 2 e () V)2 () =
(k=1,3,5,...,5—1)
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oder, da sich das erste Glied gegen das letzte hebt

"”;v:"(Nl)V(%—(f‘””)(““’k) 0, (k=1,3,5,...,j=1) (B)

v=1 v (7 1)+V
(A) und (B) erweisen sich als Identititen, die man aus der Ent-
wicklung von d
dx—(l— o =0, (r<m)
' x=1

nach dem binomischen Satz gewinnen kann. Man hat

S ()

=1 z=1

m—r
= = " T =0
y=0 r+v r

oder, wenn man m durch n+1—%k und » durch »n—(j—1) ersetzt
i—k _ T
Z(‘l)v( nfl k )(n (7 1)+v):0
=0 n — (j — 1) +v v

Schreibt man die Glieder fiir v=0 und v=j -k separat

(e S ) ()

und beachtet, dal} j als gerade vorausgesetzt wurde, so erkennt
man, dal dies fiir gerades £ in (A), fiir ungerades % in (B) iibergeht.

Damit ist zunéchst Behauptung (21) bewiesen. Es folgt hieraus,
dal man von je zwei Winkelsummenformeln gleicher Linge die
eine weglassen kann, ohne daf sich dabei der Rang erniedrigt. Die
folgenden Systeme besitzen daher denselben Rang wie das Gesamt-
system der Haupt- und Nebenformeln:

n=2m S—8+S8—+---+s, =0

n+1 n n—1 2

1 1% 8+ 1 Sp— o~ 1 S$,_1 =10
n+1 n n—1 4
(3 );O—<3)81+( 3 )82—+~~--(3)s,,3=0 (22)
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n+1 n n—1 5 ,
(4 )80—<4)81+( 4 82~+'~-—(4)8n_‘4=0 (22

Die lineare Unabhiingigkeit der obigen Formelsysteme zeigt sich
am einfachsten an der abnehmenden Linge der Koeffizientenvek-
toren. Ferner stellt man fest, dal beide Systeme m Gleichungen
umfassen, womit Satz 2 bewiesen ist.

Hier sei noch auf den bemerkenswerten Umstand hingewiesen,

daf} die Formelgruppe (20) die Hauptformel mit umfait, wenn n
ungerade ist (ndmlich fir j—1=n); diese ldft sich daher aus den
Nebenformeln linear kombinieren, womit sie sich als weniger tief-
liegend erweist als die Hauptformel fiir gerades n. Um diesen letz-
tenr Punkt noch etwas zu erliutern, sei daran erinnert, dal} die
Herleitung der Hauptformel die Einfiihrung der zu A, parallelen
Ebene %, ., durch die Ecke P, ., erforderte, was einen Schritt dar-
stellt , der sich nicht ohne weiteres auf allgemeine Riemannsche
Réume iibertragen liBt. Die Nebenformeln dagegen liefen sich
~durch Betrachtungen gewinnen, die sich nur auf die Umgebung
einzelner Punkte bezogen:; sie sind demnach schon dann giiltig,
wenn nur die Summierbarkeit der Formeln (16) gesichert ist. Dies
trifft z. B. dann zu, wenn sich die Seitenflichen eines topologischen
Simplexes in einem Riemannschen Raum iiberall unter gleichem
Winkel schneiden, so dafl wir jedenfalls folgenden Satz aussprechen
konnen:

Satz 3: Die Nebenformeln gelten, bei beliebigem n, auch fur ein
n-dimensionales Simplex, das von Hyperebenen eines Raumes kon-
stanter Kritmmung begrenzt ist, die Hauptformel dagegen nur dann,
wenn n ungerade ist.
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Bemerkung: Die Hauptformel fiir gerades n lautet z. B. fiir ein
sphirisches Simplex

Sg—81+8—+ - +(=1rs, =T

dabei ist I' ein Glied, das zum Flicheninhalt des Simplexes pro-
portional ist.

4. Die Gesamitheit aller linearen Winkelsummenformeln. Nicht
beantwortet ist bisher die Frage, ob es aulBer den Haupt- und
Nebenformeln noch weitere Winkelsummenformeln gibt, wobei
uns natiirlich nur solche interessieren, die nicht Linearverbindungen
von jenen sind. Es wird sich herausstellen, dal dies nicht der Fall
ist, d. h. es gilt der

Saiz 4: Die Gesamtheit aller linearen Winkelsummenformeln, die fir
ein n-dimensionales Simplex giltig sind, besitzt den Rang m.

Der Kernpunkt des Beweises ist folgender: Jeder Winkelsum-
menformel ist gemdlB Definition 1 von Nr.3 ein Koeffizienten-
vektor zugeordnet. Die simtlichen Koeffizientenvektoren spannen
ein lineares Vektorgebilde auf, das wir mit {V} bezeichnen wollen.
Da nach Satz 2 die Dimension von {V} mindestens m ist, bleibt nur
" noch zu zeigen, dal {V} héchstens die Dimension m haben kann.
Dies gelingt auf Grund der Méglichkeit, eine geniigende Anzahl,
némlich n» —m, linear unabhéingiger Vektoren anzugeben, die alle
senkrecht auf {V} stehen. ‘

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun zum eigentlichen
Beweis iiber. Unter einem schwach ausgearteten Simplex wollen wir
ein Simplex verstehen, bei dem eine Ecke in die Ebene der gegen-
iiberliegenden Seitenfliche fillt, ohne dall aber eine der Seiten-
flichen selbst ausartet. Wir zihlen einige Eigenschaften schwach
ausgearteter Simplexe auf, die fiir unsere Zwecke von Interesse
sind:

a) Eine beliebige, fiir ein nichtausgeartetes Simplex giiltige
Winkelsummenformel gilt aus Stetigkeitsgriinden auch fiir ein
schwach ausgeartetes.

b) Die inneren Flichennormalen sind kollinear; ihre Richtungen
kénnen durch zwei entgegengesetzt gerichtete Vektoren vund —v¢
gekennzeichnet werden.
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c) Fiir den Wert eines zwischen k Seitenflichen gelegenen Win-
kels gibt es lediglich die beiden folgenden Mdoglichkeiten: Besitzen
die zugehorigen % inneren Flichennormalen alle dieselbe Richtung,
50 hat er den Wert }, andernfalls den Wert 0§).

Auf Grund von Eigenschaft c) lassen sich die Winkelsummen
fiir ein schwach ausgeartetes Simplex sofort angeben. Wir nehmen
an, daB j innere Flichennormalen die Richtung v, die iibrigen
n+1—j die Richtung —v haben; dann ergibt sich

sk,j:%{(z)+("+;_7)}, j=1,2,...,n (23)

wobei der Index j den Ausartungstypus bestimmt.

Es set nun
n+1

By 8pt+ g8yt -+, S, = “(“o+‘“2_“1) = (24)
eine beliebige, fiir alle S™ giiltige Winkelsummenformel. Die Ge-
samtheit der zuldssigen Koeffizientenvektoren (a,,a,,...,a,,c)
spannt ein lineares Vektorgebilde auf, das wir in der Vorbemerkung
zum Beweise mit [V} bezeichnet haben. Nach Eigenschaft a) mufl
(24) durch die Wertesysteme (23) befriedigt werden; somit sind
die Koeffizientenvektoren den Bedingungen

a282,]'+a383,j+ o +an8n,]’ =, (7 =1,2,.. '7n)
unterworfen. Dies bedeutet aber, daB die Vektorengj =(82,7,83,45+++»
8,,5> 1) zu {V} orthogonal sind.
Nun zéhlen wir ab, wieviele unter den Vektoren ;s‘; linear unab-

hangig sind. Setzen wir zuniichst n als gerade voraus, so kénnen

wir, um Wiederholungen zu vermeiden, den Index j auf die Werte
L2,.. .,% beschrinken. Die zugehorigen ?9; sind dann linear unab-
hiéngig, wie man sofort sieht, wenn man nur die Komponenten s, ;
hinschreibt, die den Indizeswerten k = —;i +1, %+ 2,...,n ent-

sprechen (dabei wollen wir, um nicht immer den Faktor } schreiben
zu miissen, s, ; durch 2s, ; ersetzen):

¢) Da je 2 der k Halbriaume, die den genannten Winkel enthalten, ent-
weder identisch oder zueinander komplementir sind, ist der Durchschnitt
dieser & Halbrdume im ersten Fall wieder ein Halbraum, sonst aber leer.
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Aus der Existenz von % linear unabhéngigen, zu {V} orthogonalen

Vektoren folgt, dall {V} héchstens die Dimension % =m haben
kann.

Wird » als ungerade vorausgesetzt, so kann man in (23) den

Index j auf die Werte 1,2,.. ., nT-i-l

die zugehorigen 5; linear unabhingig, wie aus folgender Zusammen-
stellung hervorgeht (S. 26 oben). Die Dimension von {V} kann also

beschrinken. Auch jetzt sind

" . " -1 .
auch fiir ungerades » nicht grofler als nT =m sein.

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dal {V} hochstens
die Dimension m, das System aller linearen Winkelsummenformeln
daher hochstens den Rang m besitzt. Anderseits existiert wirklich
ein System vom Rang m, ndmlich (22) bzw. (22’). Damit ist Satz 4
bewiesen.
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§ 4. Winkelsummenformeln und Eulersche Polyederformel

1. Nichtgiltigkeit der Nebenformeln fiir Polyeder. Bekanntlich
gilt. die Hauptformel (15) nicht nur fur Simplexe, sondern auch fiir
konvexe Polyeder; fiir die Nebenformeln (17) dagegen gilt

Satz 5: Die Nebenformeln lassen sich nicht auf beliebige konwvexe
Polyeder ausdehnen.

Beweis: Es sei ‘
W=aysp—a;8;+a38,—+ - +(—1)*a,s, =0, =1 (25)
eine fiir simtliche konvexen Polyeder P giiltige Winkelsummen-
formel; dabei bezeichnet s, wie beim Simplex die Summe der Win-

kel an allen (n—k)-dimensionalen Kanten von P. Wir betrachten
nun eine beliebige Zellenzerlegung?) von P. Formel (25) gilt nach

?) Unter einer Zelle wird im ganzen § 4 ein konvexes Polyeder verstanden.

26



Voraussetzung auch fiir jede solche Zelle; man hat daher, wenn
man die Winkelsumme s, der i-ten Zelle mit s, ; und die Anzahl
aller Zellen mit z bezeichnet

W?l anso,i__alsl,i'l" —te +(— l)nyan Spt = 0, S0, = 1 (‘26)
t=12,...,2)

Wir wollen nun diese z Gleichungen addieren. Die Summe aller s, ;
mit festem Index k liefert dann erstens die Winkelsumme s, des
Polyeders P und zweitens so viele volle Winkel, wie die Anzahl
Yn_1 der im Innern von P gelegenen (n — k)-dimensionalen Zellen
betrigt. Nur der Index k=0 macht hievon eine Ausnahme; hier
fehlt ndmlich in der Summenformel das Glied mit s,. Man erhilt

Z
i—1 W’i =QYp— @Yty o~ + - H{(—1)"a,y,

K2

(27)
—y 8y FaySy— + - +(—1)"a,s, =0
oder, wenn man beachtet, dall die zweite Zeile auf Grund von (25)
durch —a, ersetzt werden kann, ‘
z
Zl Wi = (711 - 1’) ~U Yy ThyYpoe— T F (—1)" ApYo = 0 (27,)
=

Nun benutzen wir die zwischen den Zahlen y, bestehende Be-
HOMUE —prtya— (= 1)y = (<) (28)

die eine leichte Folgerung aus der Eulerschen Polyederformel dar-
stellt. Wir kénnen sie nach Multiplikation mit (—1)* in folgender
Form schreiben

Ya—l=yp1—Ypat — - +(=1)"Ty,
Hieraus und aus (27’) eliminieren wir y,, und erhalten nach leichter
Umformung

Yo (@0 — ) =1 (@1 — ) +ya (g 5 —ag) — + ...
F(=D"y, q(a;—ag) =0
Satz 5 ist bewiesen, wenn wir zeigen koénnen, dal} simtliche a;
einander gleich sein miissen, mit andern Worten, wenn es uns
gelingt, » linear unabhingige Wertesysteme Y0rV1s -« -3 Yn_1 ANZU-
geben. Dabei ist es keineswegs nétig, dafl sich diese Wertesysteme
auf ein und dasselbe Polyeder beziehen.

(29)
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Wir gehen aus von einem Simplex S* und wihlen auf einem
seiner v-dimensionalen Randsimplexe, sagen wir (¥, F,,...,F, ),
einen inneren Punkt, den wir mit 4 bezeichnen. Denken wir uns
die iibrigen Seitenflachen ¥, ,.,, F,_,.»,..., F, ., von 4 aus pro-
jiziert und das Simplex so deformiert, daBl 4 zu einer wirklichen
Ecke wird?®), so entstehen, den Indexwerten »=1,2,...,n ent-
sprechend, n Polyeder, von denen jedes mit einer Zellenzerlegung
" versehen ist. Die Anzahl der im Innern des zum Index v gehorenden
Polyeders gelegenen i-dimensionalen Zellen werde mit v, ; bezelch-
net. Jedes der von den v+ 1 Seitenfliichen Fooiis ¥y oy
geblldeben (¢ — 1)-dimensionalen Randsimplexe, deren Anzahl somit
(0l 1)) betragt, liefert nun, wenn man es von A4 aus projiziert,
genau eine im Innern von S™ gelegene Z elle der Dimension i ¢; man
hat daher v+ 1 i=0,1,...,n—1

Yns = -(n+1—i)’ (Vz 1,2,...,n )
Die folgende Zusammenstellung dieser Wertesysteme 1aBt deren
lineare Unabhéngigkeit sofort erkennen:

Vi =0 ] n—3 n—2 n—1
v=1 0 0 e 0 0 1
3

2 0 0 e 0 1 2)

el 0 L oo (z)
S R S Ny

Damit ist Satz 5 bewiesen.

%) Dies gilt natiirlich nur fiir v+ n. Die erwiihnte Deformation kann z. B.
80 vorgenommen werden, daf man, unter Festhaltung der nicht mit 4
inzidenten Seitenflichen, den Punkt A4 auf der Verbindungsgeraden zum
Schwerpunkt des S™ ein Stiick weit nach auBen riicken laft.
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2. Einzigkeit der Eulerschen Polyederformel. Es sei k, die Anzahl
der v-dimensionalen Zellen der Oberfliche eines (n -+ 1)-dimensio-
nalen konvexen Polyeders. Dann behaupten wir, daB -

ko—ky+ky— + -+ (=1)k, =14+ (=1)"
die einzige lineare Relation zwischen den Kantenzahlen k, dar-
stellt, die fiir jedes konvexe Polyeder gilt.

Zum Beweise betrachten wir konvexe Polyeder, die aus einem
Simplex S"*! durch Ansetzen eines zweiten Simplexes S"t! her-
vorgehen. Die beiden Simplexen gemeinsame n-dimensionale Sei-
tenfliche sei F, ,, dann sind P, , und P, ., die beiden Gegen-
ecken. Die Bezeichnung der iibrigen Seitenflichen werde so vorge-
nommen, dal (¥, F,,,) und (F,, F,,,) dasselbe (n—1)-dimen-
sionale Randsimplex von F, , darstellt. Das nach Weglassung von
F, ., entstandene Polyeder werde mit {S"+1, S#+1} bezeichnet; seine
Kantenzahlen mit k.

Wesentlich ist nun der Umstand, da$ man je nach der Lage von
P, . verschiedene Systeme von Kantenzahlen k,’ erhalten kann.
P,., kann z.B. so gewihlt werden, daff die Seitenfliiche F; fiir
jedes j<p(p=0,1,...,7n—1) in die Ebene von F; zu liegen kommt,
so dafl zwei Randsimplexe (F;, Fy,, ..., F;) und (17’;.1, 17’9,, .. .,F;-l)
nur als esne Kante von {§7+1, §7+1} ziihlen, wenn keiner der Indizes
91572 -+ 577 grofer als p ist, withrend die Schnitte dieser Rand-
simplexe mit F, ,,, also die Kanten (F; , F;,,..., F; F,.,), iiber-
haupt in Wegfall kommen.

- Wir bezeichnen die Kantenzahlen von S"+! mit k,; mit k,” wur-
den diejenigen von {7+, S+l hezeichnet. Es ist zweckmiBig, die
Differenzen k,"—k, zu berechnen. k,’ —k, ist gleich der Anzahl der
durch die Seitenflichen F,, F,, ..., F, , gebildeten v-dimensionalen
Kanten, vermindert um die Anzahl der von den Seitenflichen
F,,F,, ..., F;, F, , gebildeten v-dimensionalen Kanten, also

n+1 p+1 )
’— = —_— :O ]. 2 e e 30
k, k" (n—i—]——v) (n—i—l—v)’ (v T ) (30)

Es sei nun )
agky—oy by +ogky—+ -+ (=1, k, =C (31)
eine fiir alle konvexen Polyeder giiltige lineare Relation zwischen den
Kantenzahlen. Denkt man sich dieselbe fiir S+ und {S»+1, §n+1}

-
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hingeschrieben und die entstehenden Gleichungen voneinander sub-
trahiert, so folgt fiir die Differenzen k,’ —k, die homogene Relation
o (kg — ko) —oy (By ~ky) +otg (k' — ko) =+ - - - + (= 1)"at, (K, =k, ) =0 (32)
Setzt man hier die Wertesysteme (30) ein, die den Indexwerten
p=0,1,2,...,n—1 entsprechen, so erhilt man fiir die «, das fol-
gende homogene Gleichungssystem

n+1 n+1 ‘ P+l
nt+1) 7\ n st = (=D g )%

R e PN

ol ()5
)

Dieses Gleichungssystem 1Bt sich in ein einfacheres iiberfiihren, wenn
man, unter fortgesetzter Anwendung der Identitit (7)+ (%) =
("1), die zweite Gleichung von der ersten, dann die dritte von
der zweiten, usw., subtrahiert. Nachdem man noch die letzte
Gleichung einfacher geschrieben hat, besitzt das System die Gestalt

1 1
_(l ) “;z,~1+(0> &y = 0

2 2 2
(2 ) an72_<1 ) %, 1+ (0) Ep = Y

R R S e e

Da die Matrix der. Koeffizienten von o, «,,...,«,_; reguldr ist,
findet man als einzige Losung des Systems

Bg =% =g =*** =&y

Damit ist der Einzigkeitsnachweis geleistet. -
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3. Sphdrische Nebenformeln und thre Nichtibertragbarkeit auf
beliebige sphirische Zellen. Es sei

K=al2+4x2+ - +22,,-12=0 (33)

die Gleichung einer n-dimensionalen Sphire im R"+!. Durch ihren
Mittelpunkt M denken wir uns n+ 1 Hyperebenen h,h,, ..., h,
in allgemeiner Lage gelegt; ferner werde jedem %; wie in § 1.1 eine
charakteristische Funktion zugeordnet. Die Gesamtheit der Punkte,

die sowohl (33) als auch eine der Relationen

fjlsz e fiv(l —fjv-H) (1 —fjv-;-z) te (1 _fjn-{»l) =1

erfiillen, heillt ein n-dimensionales sphirisches Simplezx.

Wir wollen nun mit 7™ speziell das durch

flfz- . ~fn+1 =1

bestimmte sphirische Simplex bezeichnen. Unter seinen Winkeln
verstehen wir die Winkel zwischen den Ebenen #;, d. h. wir betrach-
ten, um dies am Falle n=2 klarzulegen, nicht direkt die Winkel
des sphérischen Dreiecks, sondern die Winkel des Dreikants, das
durch Projektion des Dreiecks vom Kugelmittelpunkt aus entsteht.
Die Winkel von 7™ werden also definiert durch

f indie - Fid (34

wenn o die Oberfliche, d o das Flachenelement von K bedeutet.
Die sphirischen Nebenformeln lassen sich nun analog wie die
euklidischen gewinnen. Da die Winkelrdume

.fjlsz"'.f =1 und ( fal)(l—ffe)"‘(l_ffp)z

kongruent sind, hat man
1
o T R e A

Summiert man fir ein festes p iiber alle a
die sphérischen Nebenformeln

j17s...J,0 SO ergeben sichr
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n+1 n n—1 . :
— g —1\— = 35
(n+l—p) So (n+ l—p) 8t (n+ l—p) sg—+- -+ [(=1)P—1]s,=0 (33)
n+1

mit s, =1, s =5

4<psEn

die ersichtlich mit den entsprechenden euklidischen Formeln véllig
iibereinstimmen. Dasselbe gilt, abgesehen von der rechten Seite,
auch von der sphdrischen Hauptformel, die bereits in der Einleitung
erwihnt wurde

Sy Sy e A (— Ly, = [1+(— 1))@ (36)

wo 2 den durch ¢ dividierten Flicheninhalt von 7™ bedeutet.

In bezug auf Rang und Vollstindigkeit des Formelsystems (35)
und (36) gelten dieselben Sitze wie fiir das euklidische Simplex.
Desgleichen 1a8t sich die sphérische Hauptformel auf beliebige
sphérische Zellen iibertragen, die Nebenformeln dagegen nicht, wie
wir nun zeigen wollen.

Es sei k, die Anzahl der v-dimensionalen Zellen der Oberfliche
eines (n 4 1)-dimensionalen konvexen Polyeders P; aullerdem be-
trachten wir eine n-dimensionale Sphire &, deren Mittelpunkt M
im Innern von P liegen soll. Projiziert man die Oberfliche von P
von M aus zentral auf &, so entsteht auf & eine sphérische Zellen-
zerlegung mit denselben Anzahlen k,, wie sie P besitzt.

Nun sei Ay S+ Ay 81+ Ay S+ - - - +a, s, =cf2 (37)
eine fiir jede sphirische Zelle giiltige Winkelsummenformel; dabei
bedeutet 2 wie in (36) den durch die Kugeloberfliche dividierten
Inhalt der Zelle, wihrend die a; und ¢ fiir alle Zellen dieselben
Konstanten sind. Denkt man sich (37) fiir simtliche Zellen hin-
geschrieben und die erhaltenen Gleichungen addiert, so wird die
Summe aller s, gleich k,,, wihrend die Summe aller £2 einen vollen
Winkel, also eins, ergibt. Da sich die Winkel an jeder v-dimensio-
nalen sphirischen Zelle zu einem vollen ergidnzen, so wird die
Summe aller s,_, gleich k,. Die Summation der Gleichungen (37)
fiihrt daher auf die folgende Relation zwischen den £, :

1):1 :
2 ak, ., =¢ (38)
v=10
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Nun ist, wie in der vorletzten Nummer gezeigt wurde, die Euler-
sche Polyederformel die einzige fiir alle konvexen Polyeder giiltige
Relation zwischen den Kantenzahlen k,. Somit kann in (37) fiir
die a; nur das Koeffizientensystem der Hauptformel gesetzt werden,
was zu beweisen war.

Bemerkung: Falls das Polyeder P eine simplizial unterteilte
Oberfliche besitzt, liefert jede fiir ein 7' giiltige Winkelsummen-
formel eine richtige Relation zwischen den Kantenzahlen k,.
Beriicksichtigt man dabei auch die triviale Nebenformel, die nur
8, und s, enthilt, so ergibt sich als Folge von Satz 4:

Die Anzahlen k, der v-dimensionalen sphérischen Simplexe einer
simplizialen Unterteilung der n-dimensionalen Sphire geniigen
einem linearen Gleichungssystem vom Rang m+ 1.

§ 5. Ein Satz iiber die Ahnlichkeit zweier Simplexe

Zwei Simplexe nennen wir dhnlich, wenn sie durch eine ortho-
gonale Transformation und eine Streckung ineinander itbergefiihrt
werden konnen. Bekanntlich sind zwei ebene Dreiecke, die in zwei
Winkeln iibereinstimmen, einander adhnlich, wihrend zwei sphi-
rische Dreiecke, um dhnlich zu sein, in allen drei Winkeln iiberein-
stimmen (und daher kongruent) sein miissen. Wir iibertragen hier
diese Sitze auf n Dimensionen. Dabei werden nur die a;, also die
Winkel an den (n—2)-dimensionalen Kanten, eine Rolle spielen.
Im Falle eines sphirischen Simplexes T (vgl. § 4.3) verstehen wir
unter den Winkeln «,; wiederum die Winkel zwischen je zwei Hyper-
ebenen, die durch den Kugelmittelpunkt gehen und 7™ begrenzen.
Fiir ausgeartete Simplexe sind die folgenden Sitze nicht giiltig.
Wir setzen daher iiberall voraus, daBl keines der o gleich 0 oder
% sei.

Satz 6 : Zwei sphirische Simplexe T und T™ sind dhnlich, wenn

fir similiche (ng-l) Indexkombinationen (1,7) ay; = oy gilt.
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Satz 6': Zwei euklidische Simplexe S* und S* sind dhnlich, wenn

fitr samtliche (n-zi—l) Indexkombinationen (i,§) oy = oy gilt. Dabei
genilgt es, das Bestehen dieser Gleichheit nur fir ( "‘2"1) —1 TIndex-

kombinationen vorauszusetzen.

Beweis von Satz 6 : Es sei kb, die i-te durch den Kugelmittelpunkt
gehende Begrenzungsebene eines 7", a; der #ullere Normalenein-
heitsvektor von A,. Dann gilt

—

a;-a; ="—cos (Zmay) (39)

Zu zeigen ist, daBl die gegenseitige Lage der a; durch die a,; bis
auf Spiegelungen eindeutig bestimmt ist. Zu diesem Zwecke fiihren
wir ein festes kartesisches Koordinatensystem ein. Dann kénnen
wir I durch Drehungen in eine solche Lage bringen, dall die
Komponentendarstellung der @, die folgende Form hat:

cap = (g, 0, 0, «vveenn , 0, 0)
c_z; = (@yy, gy, O, v c-- , 0, 0)
.......................................... ‘(40)
E-n = (0,1, @ua, Gyugz, """ s s 0)
L_l;l/-fl = (a7z+1, 10 Ayta, 20 Q1,35 7 Ty, > A, n+1)

Da die a; Einheitsvektoren sind, bestehen zwischen ihren Kom-
ponenten die Bedingungen

i
Dlalr =1 (i=12...,n+1) (41)
k=1

Durch Spiegelungen des 7™ an den Koordinatenebenen kann man
ferner erreichen, dall simtliche Komponenten a,; mit zwei gleichen
Indizes positiv werden:

a,,>0 (w=1,2,...,n4+1) (42)

Nun ist leicht zu sehen, daB die a;, auf Grund von (39) bis (42)
eindeutig bestimmt sind, womit Satz 6 bewiesen ist.

34



Beweis von Satz 6': Wir bezeichnen mit a; den duBeren Nor-
maleneinheitsvektor der Seitenfliche F; des S™. Dann gilt auller
den Beziehungen (39) noch die Vektorgleichung

FI(;I"'FZ(;Z_*_”'+F'n+1;n+1=0 (43)

wenn F, gleichzeitig fiir den Inhalt der ¢-ten Seitenfliche steht. Da
8” als nichtausgeartet vorausgesetzt ist, sind je n der Vektoren a;
linear unabhingig. Gibt man sich umgekehrt n+1 Einheitsvek-
toren @; vor, so daB je n unter ihnen linear unabhéngig sind, und
die der Bedingung'

Ay Ayt A @y =0, A,>0(=1,2,...,n+1)

geniigen, so existiert auch ein Simplex 8%, das die a; als duBere
Normaleneinheitsvektoren besitzt, und zwar bis auf Streckungen
nur eines?®).

Nach diesen Vorbemerkungen denken wir uns die sémtlichen
a;; eines §”, mit Ausnahme von «, ,,,, vorgegeben und zeigen, daf}

die gegenseitige Lage der a; durch diese (n;-l) ~1 Winkel bis auf

Spiegelungen eindeutig bestimmt ist. Denken wir uns wiederum
ein festes kartesisches Koordinatensystem gegeben, so kénnen wir
8* in eine solche Lage bringen, dall die Koeffizientenmatrix der
ersten n Vektoren o;; rechts von den Hauptdiagonalelementen lauter
Nullen enthélt, und durch Spiegelungen konnen wir erreichen, dal3
die Elemente der Hauptdiagonale alle positiv werden; d.h. wir
kénnen von der Darstellung

ay =(ay, 0, 0, ...... , 0)
Gy = (Ayy, gy, 0,....... , 0)
................................... (44)
c?,,/ =(a,1, Qo Qyzs----- s @)
‘_‘;Hl = (11,15 Vi1, 20 Tnsr, 3o - > Gt n)
und den Bedingungen
a,,>0 (v=12,...,n) (45)

%) Vgl. Coxeter: Regular Polytopes, §§ 10.8 und 10.9.
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D)
a2 =§;a§k=1 (G1=1,2,...,n) (46)

n
.
at, =kZl aty =1 o (46))

ausgehen. Auf Grund von (39), (44), (45) und (46) sind simtliche
;. auBer a,.,, eindeutig bestimmt; ferner ist durch (46’) auch
@t 41,| Destimmt. Das Vorzeichen von a,,,, laBt sich aus der
Vektorgleichung (43) erhalten; deren n-te Komponentengleichung
lautet namlich

, F, a'nn+Fn+1 Cpr1,n = 0 (47)
und somit wird, da F,und F,_, positiv sind

SIgN @y, = ~SIGN Gy,

Damit ist alles bewiesen.

Bemerkung 1: Die Tatsache, daB ein Simplexwinkel «; im
euklidischen Fall durch die iibrigen bestimmt ist, beruht auf einer
zwischen diesen Winkeln bestehenden Relation, die sich aus der
linearen Abhingigkeit der n + 1 Vektoren a;, ergibt; es handelt sich
einfach um die gleich 0 gesetzte Gramsche Determinante dieser
Vektoren, in der die Skalarprodukte a;-a, durch die rechten Seiten
von-(39) ersetzt sind:

1 —cos(2mayg) -t - — oS (2m oy ,yq) | |
_Cos(‘znalz) 1 -, ._cos(217-a2 7’+1) 5
— €08 (27 oty3) —cOos (2magg) - - - —cos (2mag ,q) 1 (48)
—co8(2may ;) —COS(27may ) - ] i

(48) kann als Gleichung fiir «,, ,,,, aufgefallt werden, wenn man sich
die iibrigen o, gegeben denkt. Sie ist quadratisch in cos (27 a,, ,,,4),
und zwar wird der Koeffizient des quadratischen Gliedes durch die
Gramsche Determinante der Vektoren a,,as, . . .,Jn_l gebildet, die
somit linear unabhangig sein miissen, damit dieser Koeffizient nicht
verschwindet. Dies voraussetzend, wollen wir kurz die Losbarkeit
der Gleichung (48) diskutieren, was vorteilhaft mit Hilfe einer
geometrischen Uberlegung geschieht.
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Wir denken uns die Vektoren t—t;(i=l,2, ...,n) (die ja durch
die gegebenen o;; eindeutig bestimmt sind) alle im gleichen Punkte
P angesetzt. Dann schlagen wir um den Vektora;(i=1,2,...,n—1)
als Achse den Kegel mit dem halben Offnungswinkel § —«; ,,., und
der Spitze P. Wenn nun iiberhaupt ein reelles Schnittgebilde dieser
n—1 Kegel existiert, so besteht es aus zwei (gerichteten) Mantel-
linien, die symmetrisch zur Verbindungsebene E der Kegelachsen
liegen (oder auf £ zusammenfallen) und die beiden moglichen Rich-
tungen von a,, 41 Feprisentieren. Somit ergibt sich, dafl die Gleichung
(48), wenn sie iiberhaupt reelle Losungen besitzt, stets zwei Werte
fiir «,, ,,, (die ausnahmsweise zusammenfallen kénnen) liefert1?).

Sollen die 1;,. die duBeren Normalvektoren eines S™ bilden (was
bisher nicht vorausgesetzt wurde), so darf @, nicht in die Ebene B
fallen, ebensowenig a, +1, ansonst S® ausarten wiirde. Der fiir das
8 in Frage kommende Vektor a,,, ist eindeutig bestimmt; der-
jenige nimlich, der auf derselben Seite von £ liegt wie En, kommt
nicht in Betracht, da —a,, 4+ auf Grund von (43) eine Linearver-
bindung vont?1 ) (—l; yeens (;n mit lauter positiven Koeffizienten sein muf.

Bemerkung 2. Fir die Winkel mit mehr als zwei Indizes besitzen
die bewiesenen Sitze kein Analogon, wie man sich schon im Falle
n=3 iberzeugen kann. So ist z.B. ein Tetraeder durch seine 4

Tetraeder mit vier gleichen Raumwinkeln
10) Dies schliet die Moglichkeit aus, daB die Gleichung (48) zwei reelle

Werte fiir cos (2 oy i) liefert, von denen der eine absolut kleiner, der
andere absolut gréBer als 1 ist.
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Raumwinkel der Form nach nicht bestimmt, nicht einmal danm,
wenn alle einander gleich sind. Um ein Tetraeder mit vier gleichen
Raumwinkeln zu konstruieren, kann man vier kongruente Dreiecke
s0 zu einem solchen zusammenfiigen, daf je zwei gleich lange Kan-
ten diametral werden (siehe Figur). Denkt man sich um jeden der
vier Eckpunkte die Einheitskugel geschlagen, so sind die heraus-
geschnittenen sphérischen Dreiecke kongruent, auflerdem haben
sie alle die Seitensumme .- Nun gibt es jedenfalls unendlich viele
sphirische Dreiecke mit vorgeschriebenem ExzeB w (will sagen vor-~
geschriebener Winkelsumme) und mit der Seitensumme #. Sind
a, B, y die Seiten eines solchen sphirischen Dreiecks, so hiingen
diese Seiten noch von einem Parameter ab. Daher erhilt man,
wenn man je vier kongruente Dreiecke mit den Winkeln «, 8, y in
der oben beschriebenen Weise zu einem Tetraeder zusammenfiigt,
unendlich viele nichtihnliche Tetraeder, von denen jedes vier
gleiche Raumwinkel der vorgeschriebenen Grofle w besmzt
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