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EINLEITUNG

Bereits im Jahre 1879 haben Thomson und Tait in ihrem damals erschienenen
Buch [1], p.391 bemerkt, dass dissipative Krifte Systeme, die durch gyros-
kopische Krifte stabilisiert werden, wieder destabilisieren kénnen. So kann die
Stabilitidt einer rotierenden Welle mit einer Scheibe in der Mitte an einem ein-
fachen Modell untersucht werden. Die entsprechenden Rechnungen sind beispiels-
weise in [2], p. 94, oder auch in [3], p. 139 ausgefiihrt und ergeben, dass die
Welle zunichst oberhalb einer bestimmten, kritischen Frequenz durch die Corio-
liskraft stabilisiert wird. Eine noch so kleine innere Reibung hebt diese Stabili-
sierung jedoch auf; erst bei Mitberiicksichtigung einer allenfalls vom Luftwider-
stand herriihrenden #dusseren Diampfung erhilt man wieder das alte Resultat.

Im Jahre 1952 hat Ziegler [4] die destabilisierende Wirkung einer beliebig klei-
nen inneren Reibung bei einem tangential und somit nichtkonservativ belasteten
Doppelpendel gefunden. Diesen Effekt haben in der Folge vor allem Herrmann,
Jong und Nemat-Nasser in [5], [6] und Leipholz in [7] weiter untersucht.
Auch hier wird die Destabilisierung durch eine 4dussere Dimpfung wieder aufge-
hoben, sie wird ausserdem, wie Bolotin in [3], p. 79 sowie Herrmann und Jong
in [5] gezeigt haben, stark von der relativen Griosse der Dimpfungsparameter
beeinflusst.

Weiter kann die Stabilitdt eines Systems davon abhingen, ob kieine Massen ver-
nachléssigt oder mitberiicksichtigt werden. Man kann diesen Effekt ebenfalls an-
hand des Doppelpendels zeigen ([2], p. 67).

Bei einem realen System sind immer kleine Einfliisse vorhanden, seien es Luft-
widerstand, Lagerreibungen oder Krifte im Magnetfeld der Erde. Zur Berech-



nung muss jedoch ein System klar abgegrenzt und vor allem idealisiert werden,
indem man beispielsweise bei einem Stab mit konstanter Masse pro Lingenein-
heit rechnet. Offenbar kdnnen aber kleine Einfliisse das Stabilititsverhalten ent-
scheidend dndern. Es tritt also die Frage auf, wie ein Modell fiir ein reales
System beschaffen sein muss, welches die Eigenschaften dieses Systems in Be-
zug auf die Stabilitit befriedigend wiedergibt. Diese Frage hat Ziegler in [8]
aufgeworfen und Losungsvorschlige gemacht. Es wird in der Arbeit [8] vor al-
lem die Stabilitit von stationdren Stromen in geschlossenen Kreisen untersucht,
und zwar werden Rechnungen an stationdren, aus einem Generator und einem
Verbraucher bestehenden Stromkreisen gemachi und Riickschliisse auf geschlos-
sene Massen- und Wirmekreislidufe gezogen. Es zeigt sich auch hier, dass klei~
ne Einflisse wie die Streukapazitit eines Stromkreises eine grosse Wirkung auf
das Stabilititsverhalten ausiiben.

Reale Systeme haben immer unendlich viele Freiheitsgrade. Zur Vereinfachung
werden hiufig starre Korper eingefiihrt, es werden kontinuierlich verteilte Kapa-
zitiiten in einen Kondensator zusammengefasst und weitere #hnliche Idealisierun-
gen gemacht. Mit solchen Mitteln erhilt man Systeme mit endlichem Freiheits-
grad. Es wird sich aber im Verlauf dieser Arbeit zeigen, dass es Systeme mit
unendlich vielen Freiheitsgraden gibt, fiir die kein befriedigendes Modell mit
endlich vielen existiert. Auch hier erhebt sich wieder die Frage, wann und wie
man ein kompliziertes reales System zur Stabilititsuntersuchung vereinfachen
kann,

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir diese Fragen unter dem Gesichts-
punkt der Annehmbarkeit von Modellen. Die Rechnungen werden durchgefiihrt an
linearen, allenfalls linearisierten mechanischen und elektrischen Systemen mit
beliebigem Freiheitsgrad.

In einem ersten Teil werden ungestdrte Systeme besprochen, d.h. Systeme, bei
denen die Grisse aller auftretenden Krifte miteinander vergleichbar ist, sodass
man keine Kriifte als kleine Storungen betrachten kann. Im ersten Kapitel be-
handeln wir Systeme mit endlichem Freiheitsgrad. Zunichst werden in den Ab-
schnitten 1.1 und 1.2 die Grundlagen zusammengestellt; in 1.3 konnen wir da-
rauf die Forderungen begriinden, die an ein Modell der bisher besprochenen Art
zu stellen sind.



Im zweiten Kapitel, in dem Systeme mit unendlich vielen Ffeiheitsgraden be-
trachtet werden, wird vor allem die Frage untersucht, wann ein solches System
durch ein Modell mit endlichem Freiheitsgrad ersetzt werden kann, auf das dann
wieder die Kriterien von 1.3 anwendbar sind.

Im zweiten Teil wird schliesslich auf gestdrte Systeme eingegangen, d.h. Sy-
steme, bei denen zusitzlich kleine Krifte vorhanden sind. Auf Grund einer Sto-
rungsrechnung kdnnen wir Kriterien dafiir angeben, ob solche kleinen Krifte ver-
nachlissigt werden diirfen, oder ob sie das Stabilitdtsverhalten des Systems we-
sentlich idndern. Diese Frage ist auch aus einem Grunde wichtig, auf den schon
Leipholz in [7] hingewiesen hat: Die Stabilitit ungeddmpft schwingender lineari-
sierter Systeme ist nach Ljapunov kritisch. Es ist daher entscheidend, ob ein
solches System durch eine kleine, zunichst vernachlissigte Kraft linearisiert
asymptotisch stabil gemacht oder destabilisiert wird, denn diese Eigenschaft dn-
dert sich unter dem Einfluss der Nichtlinearititen nicht mehr.



1. TEIL : UNGESTOERTE SYSTEME

1. LINEARE SYSTEME MIT ENDLICHEM FREIHEITSGRAD

1.1. Auswahl und Klassierung von mechanischen und elektri-
schen Systemen

1.1.1. Mechanische Systeme. Ein lineares, holonomes und skleronomes
System mit » Freiheitsgraden und den Lagekoordinaten P> katl ) ey v Wird
durch einen Satz von 91 gewdthnlichen, linearen Differentialgleichungen beschrie-

ben : cu

kZ (i g + g,-kffk + a(;k%) +4; = o, (4.1)
iai’...,m

Wir beschrinken uns auf solche Fille, bei denen die inhomogenen Beitrige fi
verschwinden. Dann ist ¢, = o eine Gleichgewichtslage. Um die Stabilitéit sol-
cher Gleichgewichtslagen wird es sich in dieser Arbeit handeln. Weiter sei an-
genommen, dass die Koeffizienten 7. , 91 und #lii von der Zeit unabhingig
sind. Da wir uns im Folgenden auf Fille mit kleinen Bewegungen um die Gleich-
gewichtslage beschrinken, ist es durchaus zulissig, ein allenfalls nichtlineares
System zu linearisieren, sofern dies moglich ist.

Die Matrix 2y ist im allgemeinen Fall symmetrisch und positiv definit; die ki-
netische Energie betrigt 7= 3’4 Z M : 95 . Sie kann jedoch semidefinit wer-
den, wenn man - etwa bei Vernachlidssigungen oder Vereinfachungen - Teile des
Systems als masselos annimmt. Es gibt dann moglicherweise Bewegungszustinde,



die keine kinetische Energie besitzen.

Beispielsweise wird im Doppelpendel von Fig. 1
mit den Lagekoordinaten ¢, ¢, (lyj1<< 1 )

L mg+rm,) €y )

Mk ( ClM‘ ¢ im,

Die Matrix M ist damit symmetrisch und posi-

tiv definit ; falls aber mm,=o0 oder m, =o

ist, wird sie semidefinit. Die beiden energie-

losen Bewegungszustinde sind ¢ =~ %  bzw.
¢ =0 , i, Dbeliebig.

Fig. 1

Aufgrund der Eigenschaften der Matrizen Fik und ol;; werden die Systeme
nach folgendem Schema klassiert [2] :

1. 0(.:," symmetrisch, ?q‘l‘ =0 : konservativ, nichtgyroskopisch
2. a(;;‘ symmetrisch, ?;,1( antimetrisch : konservativ, gyroskopisch

3. dj symmetrisch, g:i Symmetrisch,
positiv definit ; dissipativ

4. d;, antimetrisch, %ik =0 : zirkulatorisch.

Diese Fille konnen natiirlich auch kombiniert vorkommen. Ein System ist aber
nur dann konservativ, wenn alle Beitrige konservativ sind. Im Fall symmetri-
scher Matrizen 0{&'1( und ?'ﬁk existieren Potentiale, und zwar V--:—Zdi&q.‘?;
sowie die Rayleigh'sche Funktion D=% 3% 2u 4: 4, . Letztere wird auch als
Dissipationsfunktion bezeichnet, wenn sie positiv definit ist.

1.1.2, Elektrische Systeme. Um zu einer

Auswahl und Darstellung der uns interessierenden
elektrischen Systeme zu kommen, betrachten wir, I
ausgehend von den beiden Arbeiten von Ziegler [8]
bzw. Grassmann und Ziegler {9], stationire Strom- . -
kreise der in Fig. 2a skizzierten Art. Dabei ist A

ein Generator, B ein Verbraucher. Die Charakteri- Fig. 2a




stiken von A und B , d.h. die Abhingigkeit der Spannungen 174 an A und
B vom Strom I seien V= £(I) fir A bzw. V=g(I) tir B . Diese
Charakteristiken diirfen weitgehend beliebig sein, es soll nur in jedem Betriebs-
punkt dem Generator bzw. dem Verbraucher ein Widerstand —-{ ’ bzw. j / ,
ndmlich die Tangenten an -{ und g , zugeordnet werden konnen. Dabei diir-
fen —f ’und g / positive und negative Werte annehmen,

Bgispielsweise ist bei einem Generator v
mit Innenwiderstand —~¢‘ positiv, bei einem
Lightbogen als Verbraucher ? / negativ
(Fig. 2b).
Die Schnittpunkte der Charakteristiken ~ in Fig.
2b sind diese Punkte mit 1 und 2 bezeichnet -
sind die Betriebspunkte, bei denen ein stationid-
rer Betrieb moglich ist, Um die Stabilitét eines 1
solchen stationdren Stromes untersuchen zu kon- Fig. 2b
nen, ist man gendtigt, die Selbstinduktion, die
Streukapazitdt und den Ohm'schen Widerstand des Kreises einzufiihren, da an-
dernfalls keine Abweichungen vom Gleichgewicht moglich sind [8}. Solche Ele-
mente kann man sich als kleine Kondensatoren etc. in den Stromkreis eingebaut
denken, wodurch ein beliebig kompliziertes Netzwerk entsteht.

Als Beispiel wurde in [8] das in Fig. 3
skizzierte Netzwerk untersucht.

Man kann sich die Elemente auch kontinuier -
lich auf den Leitern verteilt vorstellen, In
diesem Fall entsteht allerdings ein System
mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Der-
artige Systeme werden im zweiten Kapitel
betrachtet. Fig. 3

Es sollen zuniichst die "Bewegungsgleichungen", d.h. die Gleichungen fiir die Ab-
weichungen von den Gleichgewichtsstromen so dargestellt werden, dass ein direk-
ter Vergleich mit den mechanischen Fillen moglich ist. Alle Aussagen sind dann
fiir mechanische und elektrische Systeme gleichermassen giiltig. Zu diesem Zweck
betrachten wir allgemein ebene, endliche und geschlossene Stromkreissysteme,
bei denen zeitlich konstante Spannungsquellen, Kondensatoren, Ohm'sche Wider-
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stdnde und Induktivititen beliebig miteinander kombiniert sind. Die Verbindungs-
stellen zweier oder mehrerer Elemente heissen Verzweigungspunkte, die einzel-
nen Elemente Zweige. Der Freiheitsgrad des Systems ist gleich der Anzahl der
elementaren Kreise, d.h. derjenigen Kreise, in deren Innerem sich keine Zwei-
ge befinden. Er kann durch Abzihlen der Zweige und Verzweigungspunkte ermit-
telt werden, und zwar ist (z.B. [10], p. 9)

m=2-V+ i (1.2

mit Z : Anzahl Zweige
vV : Anzahl Verzweigungspunkte.

Die Formel (1.2) kann mit vollstindiger In-
duktion bewiesen werden., Wenn man an ei-
nem beliebigen Netzwerk einen weiteren

Zweig anbringt, so kann dies auf zwei Ar- N Z
ten geschehen: Entweder wird der Zweig

in einen schon bestehenden Kreis eingeschal-
tet, wobei sich die Anzahl der elementaren
Kreise nicht veridndert, oder er wird an zwei Fig. 4
verschiedenen Verzweigungspunkten angeschlos-

sen, wodurch die Anzahl der elementaren Krei-

se um eins erhtht wird. Diese Situation ist in

Fig. 4 dargestelit; der Kasten J bezeichnet

das schon bestehende Netzwerk, 2 den zu-

sétzlichen Zweig. Im ersten Fall gilt A =0,

Az=1 , AV =4, im zweiten Aac =4,

A2e1 , AV =o . Es entsteht damit die Be-

dingung

<N:3
"
NN =

Am=nZ2- AV . (1.3) Fig. 5

Das Netzwerk von Fig. 5 ergibt zusammen
mit (1.3) die Formel (1.2).

Die "Maschentransformation" (z.B. [10], p. 26) fiihrt auf Kreisstrome I, Is,..,Ia
als "Lagekoordinaten" des Systems. Die erste
Kirchhoff'sche Regel wird dabei von selbst be-
friedigt, wie aus Fig. 6 ersichtlich ist. Der

wirkliche Strom in einem Zweig ist gleich der
Summe aller durch ihn fliessenden Kreisstro-
me. Allenfalls vorhandene konstante Gleichge-
wichtsstréme sollen abgezihlt werden, sodass

von nun an I, .. T, die Abweichungen vom Fig. 6

: icht > "
Gleichgewicht bedeuten, Wir interessieren uns ?sirbeRilicebil;gcsiisén;m? I;ft:ﬁg;e
fiir die Stabilitdt dieses Gleichgewichtes. ein- und ausfliessenden Strome

verschwindet.
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Wir betrachten den <L -ten Kreis. Die Summe
aller Induktivititen, die in den Zweigen des ©-
ten Kreises vorhanden sind, wird als Ly pe-
zeichnet. Falls der k -te Kreis eine Indukti-

vitit mit dem ¢ -ten gemeinsam hat, nennt Kreis ¢ Kreis k
man diese Likx . Wie Fig. 7 zeigt, ist Lig =Lei-

Das Vorzeichen von Lik soll negativ sein,

wenn die beiden Strome sich entgegen laufen. Lik oL,

Es ist somit |L;g| ein Teil von L;; und es gilt Fig 7""'

L;;’=22ILu.I+LL (>0),

wobei Li diejenig"e‘ Induktivitit ist, die der 2 -te Kreis nur fiir sich allein
besitzt. Die Vorzeichenkonvention wird eingefiihrt, damit in (1.4) alle Beitrige
zu den Spannungen das richtige Vorzeichen erhalten. Die Matrix Lig ist in je-
dem Fail symmetrisch". Entsprechend sind die Matrizen Rik fiir die Ohm'
schen Widerstinde und -ﬁ- flir die Kapazititen Cy definiert. Die Spannungen an
den verschiedenen Elementen im 2 - ten Kreis betragen, wenn 7; die Gleich-

gewichtsstrome bedeuten,

nd . N sl 4 t

Z LieT, ) Z, ﬂik (L, + T 1 Z Cik fI,,H')A-f’.

ket ket ket
Die zweite Kirchhoff'sche Regel ergibt nach einmaliger Ableitung nach der Zeit,
da die Gleichgewichtsstrome und die zeitlich konstanten Spannungsquellen heraus-
fallen,

PE TR Q,lruézr,‘):o. (1.4)

k=ee
Damit ist die formale Analogie zur Mechanik erreicht.

Die Matrix Lik ist mindestens positiv semidefinit, Diese Tatsache wird norma-
lerweise physikalisch begriindet (z.B. [10] , p. 353 ) ; im Folgenden wird hin-
gegen ein formaler Beweis gegeben.

Es ist zu zeigen, dass die Determinante der Matrix und alle Hauptminoren po-
sitiv sind., Sie hat folgenden Aufbau :

Y)Der Effekt der gegenseitigen Induktion (im Gegensatz zu der hier als
gemeinsam Dbezeichneten Induktivitdt ), d.h. der Strom, der durch das Mag-
netfeld des K - ten Kreisstromes im < - ten Kreis induziert wird, soll hier
vernachldssigt werden., Es diirfen also, wie in Fig. 3,p. 8, nur Selbstinduktio-
nen vorkommen und beispielsweise keine Transformatoren.
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Ly Ilad+ -+ ILgml Ly, Lo
T
Ly, il-u’*l-z’”—ul'"'* ILewl Len
/-z:l: = 7:
Lma

Bei der Berechnung aller der zu untersuchenden Determinanten sind die einzigen
Summanden, die allenfalls ein negatives Vorzeichen haben, solche, bei denen
mindestens ein Faktor nicht auf der Diagonale steht. Zu jedem solchen Term
lisst sich einer finden, der denselben Betrag hat, aber sicher positiv ist : Man
nimmt das Produkt der gleichen, in denselben Zeilen auf der Diagonale stehen-
den Faktoren. Das ist stets zu erreichen, da alle nicht auf der Diagonale ste-
henden Elemente als Summanden auf der Diagonale vorkommen. Da es aber hoch-
stens noch mehr positive Produkte aus Termen auf der Diagonale gibt, beispiels-
weise L, L~ , ist die Behauptung bewiesen.

Ein entsprechender Beweis ldsst sich durchfiihren fiir 2’; . Im Gegensatz zu den
mechanischen Fillen ist also hier das "Potential" V-4 ¥ Zg Ii Tu  immer

mindestens positiv semidefinit.

Die Matrizen werden sicher dann semidefinit, wenn induktions - bzw. kapazitiits-
freie Kreise vorkommen. Dann stehen nimlich in gewissen Spalten und Zeilen
lauter Nullen, sodass die Determinante (samt einigen der Hauptminoren) null
wird. Kapazititsfreie Kreise sind wohl realisierbar, induktionsfreie jedoch nicht,
da immer ein Rest von Selbstinduktion vorhanden ist.

Wegen der Symmetrie der Matrizen Lit , ﬁik und 31:—“ kommen hier nur die fol-
genden beiden, zur Mechanik analogen Fille vor :

1. &'a = o : System konservativ, nichtgyroskopisch

2. Rinto : System dissipativ, falls K positiv definit
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Zusammenfassung :

1. In Bezug auf die Matrix L;l‘ herrschen dieselben Zustinde wie im mecha-
nischen Fall bei #m ;. Sie ist positiv definit und wird hSchstens bei Ver-
nachléssigung von Selbstinduktionen semidefinit.

2. Ueber die Matrix Q;L ldsst sich ausser der Symmetrie nichts aussagen, da
wir negative Widerstinde zulassen.

3. Die Matrix —Cii ist immer mindestens positiv semidefinit.

1.2, Stabilitéat

1.2.1. Allgemeines. Um die Stabilitit des Gleichgewichtes eines Systems
zu untersuchen, betrachtet man das Verhalten desselben bei kleinen Stdrungen
(kinetische Methode [2]). Die dabei entstehenden Abweichungen vom Gleichge-
wicht @.@ bzw. I & sind die Losungen der Differentialgleichungen (1.1) und
(1.4). Ein Gleichgewichtszustand wird als stabil bezeichnet, falls fiir geniigend
kleine Anfangswerte Qite) , @ (o) ( k-d,..,) m ) die Losungen 4 (6), g (¢)

beliebig klein bleiben. (Fiir eine &dquivalente Definition im Ljapunov'schen For-

malismus siehe z.B. [11].)

Die grundlegenden Theoreme iiber die verschiedenen, in 1.1 klassierten Fille
findet man in [2]. Fiir die elektrischen Systeme gelten die entsprechenden

Sitze.
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1.2.2, Normalkoordinaten. Bei Systemen ohne gesch\a}indigkeitsabh‘alngige
Krifté bzw. ohne Ohm'sche Widerstiinde reduziert sich das Differentialgleichungs-
system auf die Form

Aud + Bikg, =0, (2.)

wo AiL symmetrisch und mindestens positiv semidefinit, 6i/< beliebig ist.
Im konservativen Fall ist Bt'k symmetrisch, im nichtkonservativen kann zu-
mindest ein symmetrischer Teil 3;4,' abgespaltet werden, sodass der verblei-
bende Rest 5;4// schief ist, Falls A,;& positiv definit ist, kann man einen
Satz von Normalkoordinaten finden, in welchem A;4 und 5.1{ diagonal sind
[12]. Der schiefe Teil .5.;/(” bleibt bei dieser Transformation schief. Wenn

Afk positiv semidefinit ist, ldsst sich die Transformation auf Normalkoordi-
naten nicht durchfiihren. Der Uebergang vom definiten zum semidefiniten Fall
wird im Abschnitt 1,.2.3 besprochen.

Nach der Transformation auf Normalkoordinaten und mit dem Ansatz

LAt
g.(t) =y e (4.6)

erhalten wir fiir die Gleichungen (1.5)

‘Q‘Z’ -='A7“104. (1.3)

Dabei bedeutet ﬂ eine reelle, im konservativen Fall diagonale, im nichtkon-
servativen Fall beliebige Matrix und 'gy eine Spaltenmatrix, d.h. einen Vektor
in einem ‘1 - dimensionalen Raum. Dieser Vektorraum kann allenfalls kom-
plex sein, denn im nichtkonservativen Fall besteht die Moglichkeit komplexer
Eigenwerte. Falls solche auftreten, ist aber das System instabil, da beim Ein-
setzen eines komplexen ',\2' in (1.6) immer ein exponentiell anwachsender
Teil entsteht. Solange sdmtliche 7 Eigenwerte verschieden, reell und positiv
sind, ist das System stabil und es geniigt die Beschrinkung auf einen reellen
Raum.
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1.2.3. Uebergang von einem definiten Aik zu einem semi-
definiten. Ziegler hat in [2], p. 67 und [8] an den bereits erwihnten Sy-
stemen von Fig. 1, p. 7 und Fig. 3, p. 8 mit zwei Freiheitsgraden gezeigt, dass
man den semidefiniten Fall nicht als Grenzfall des definiten darstellen kann :
Wenn bei einem mechanischen oder elektrischen System gewisse Massen oder
Selbstinduktionen gegen null gehen und somit #Mtik bzw. L:it semidefinit wer-
den, so ergibt sich nicht dasselbe Stabilititsverhalten, wie wenn von Anfang an
die entsprechenden Grossen gleich null gesetzt werden. Wir wollen nun zeigen,
dass diese Erscheinung bei beliebigem endlichem Freiheitsgrad auftritt.

Beweis : Die Losungen von (1.1) und (1.4) findet man mit dem Ansatz (z.B. fir

(1.1)
t
g.(0)=a. e’/ (1.6)

In (1.1) eingesetzt ergibt dies
/}'nu‘qk/;."'-f ?iqu/bu -+ o(aqu = O .

Damit Losungen fiir die @, bestehen, muss die Determinante der Koeffizienten
verschwinden. Dabei entsteht eine Gleichung Zm - ter Ordnung fiir die Eigen-
frequenzen, deren hochster Term (o&t /htik)'/‘—lm' ist. Wie (1.8) zeigt, ist
das System stabil, falls alle Losungen der Frequenzengleichung negativen Real-
teil haben. Die LoOsungen einer Gleichung

QX ax™ e ax™ 4t @ =0 (2:>0)

haben genau dann diese Eigenschaft, wenn die Determinanten
at Qo o

2, a, a, 4, etc. (1.9)

) )

-  Qy as

alle positiv sind (Routh - Hurwitz - Kriterien). Diese Kriterien ergeben in un-
serem Fall 2m-1 Ungleichungen, welche sich stetig dndern, wenn wir 273,
semidefinit werden lassen. Falls aber ”M:g von Anfang an semidefinit ist, ver-
schwindet der Term mit der hochsten Potenz in /u, , da die Determinante



15

einer semidefiniten Matrix verschwindet [12]. Damit entsteht eine Frequenzen-
gleichung (Zn-1) - ter Ordnung. Es ergibt sich eine Bedingung weniger, und aus-
serdem lauten die <% -2 neuen Bedingungen im allgemeinen anders als solche
aus der Reihe (1.9), Diese Tatsache ist schon aus dem ersten Routh - Hurwitz -
Kriterium ersichtlich: @, > © war im definiten Fall die erste Stabilitdtsbedin-
gung ( Q, ist als Determinante einer positiv definiten Matrix positiv). Diese
lautet jetzt, da das Vorzeichen von a; nicht bestimmt ist, % >o . Letztere
Bedingung ist auch fiir negative a, erfiillt, falls gleichzeitig E_l negativ ist.

Diese Moglichkeit ist im definiten Fall nicht gegeben.

1.3. Annehmbare Modelle fiir Systeme mit endlichem Frei-

heitsgrad

1.3.1. Allgemeines. Es sei ein System mit endlichem Freiheitsgrad gege-
ben, dessen Stabilitit mit Hilfe eines Modells untersucht werden soll. Nicht je-
des Modell, das sich anschaulich dazu anbietet, ist flir diesen Zweck geeignet.

Fiir Systeme der Art von Fig.2a, p. 7, erhilt man je nach Modell ganz ver-
schiedene Stabilititskarten (Fig. 13, 14 p. 32, Fig. 17, p. 34).

Ein Modell nennen wir annehmbar, wenn es das Stabilitidtsverhalten des ge-
gebenen Systems in Funktion aller interessierenden Parameter in bestimmten,
von Fall zu Fall festzulegenden Grenzen physikalisch richtig wiedergibt. Solche
Parameter sind beispielsweise Lasten, Kapazititen usw. Die Anforderungen an
ein Modell hiingen also auch davon ab, wie genau ein reales System wiedergege-
ben werden soll. In den folgenden drei Abschnitten werden vier Grundregeln an-
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gegeben, die bei der Auswahl von Modellen beachtet werden miissen. Dazu kon-
nen im Einzelfall natiirlich noch weitere Forderungen kommen.

1.3.2. Die Matrizen m;, und L,;g . In einem realen System gibt
es keine masselosen Teile, es gibt also auch keine Bewegungszustiinde ohne ki-
netische Energie. Ebenso existieren keine Stromkreise ohne Selbstinduktion. Da
aber der Fall mit semidefiniter kinetischer Energie bzw. semidefiniter Matrix
L,;,‘ nicht als Grenzfall des definiten dargestellt werden kann, fordern wir fiir
ein annehmbares Modell:

REGEL I: Die Matrizen “m;, und L:’,k miissen positiv definit sein?

1.3.3. Systeme ohne geschwindigkeitsabhingige Krifte bzw,
ohne Ohm'sche Widerstinde.

a) Konservativer Fall. Bei positiv definitem 1 ;4 bzw. Li,,_ hidngt die Stabi-
litdt nur von der Definitheit des Potentials V=%3 dik 4: ¢, bzw. V-£5 & LI,
ab [2]. Es ist deshalb als zweite Regel zu verlangen:

REGEL II : Bei konservativen Systemen ohne geschwindigkeitsabhingige Krifte
bzw. ohne Ohm'sche Widerstinde muss das Potential des Modells
in Funktion der interessierenden Parameter dieselben Eigenschaften
hinsichtlich der Definitheit haben wie das gegebene System.

b) Nichtkonservativer Fall. Hier interessiert nur der mechanische Fall, da bei
einem elektrischen Netzwerk &- immer symmetrisch ist, Durch Transforma-

{) Wirmestréme sind trigheitslos. Aus demselben Grunde, aus dem die Regel I
fiir mechanische und elektrische Systeme gefordert wird, ist sie fiir Wirme-
stromkreise dahingehend abzuindern, dass bei solchen Modellen nur trigheits-
lose Kreise vorkommen diirfen. Im Folgenden werden keine Wirmestréme mehr
betrachtet.
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tion auf Normalkoordinaten wird das System auf die Form (‘1.7) gebracht. Die
Eigenwerte ;\1 der Matrix ﬂ miissen in Funktion der interessierenden
Parameter die Verhiltnisse beim exakten System befriedigend wiedergeben; eine
Forderung, iiber deren Erfiillung nur durch explizite Berechnung von Fall zu

Fall entschieden werden kann.

1.3.4. Systeme mit geschwindigkeitsabhidngigen Kriften bzw.
mit Ohm'schen Widerstinden. Ueber die Stabilitit von solchen Syste-
men gibt es eine Reihe von Sitzen, die in einer Arbeit von Magnus [13] zusam-

mengestellt sind.

a) Geschwindigkeitsabhiingige und -unabhingige Krifte aus Potentialen herleitbar.
Das Folgende gilt auch fiir elektrische Systeme, da Ea. und -;—‘L immer sym-
metrisch sind. Es lisst sich eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Annehmbarkeit von Modellen angeben:

REGEL II: Falls beim gegebenen System die geschwindigkeitsabhingigen Kriite
aus einer Rayleigh'schen Funktion D=% 3 % 4:9, und die ge-
schwindigkeitsunabhiingigen aus einem Potential V- % Z. ik 4 $e
herleitbar sind (entsprechend fiir elektrische Systeme), miissen D
und V' des Modells in Bezug auf die Definitheit dieselben Eigen-
schaften haben wie beim gegebenen System.

Zusammen mit der Forderung, dass die kinetische Energie positiv definit sein
muss, nimmt diese Regel einen zentralen Platz ein, da sie fiir eine grosse Klas-
se von Systemen anwendbar ist. Sie folgt aus der Tatsache, dass bei solchen
Systemen zusitzlich zu den bereits besprochenen Eigenschaften von V  die De-
finitheit von D allein flir die Wirkung der damit beschriebenen Krifte ent-
scheidend ist, was die Stabilitiit betrifft ([13], siehe auch 3.4). Die Regel II
ist deshalb notwendig und hinreichend.

b) Beliebige Krifte. Dieser Fall tritt nur fiir mechanische Systeme ein. Wenn
die geschwindigkeitsabhingigen Krifte ein Potential haben, die geschwindigkeits-
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unabhéingigen aber nicht, kann man keine zum Fall a) analoge Ueberlegung an-
stellen, denn Krifte, die aus positiv definiten Rayleigh'schen Funktionen folgen,
kionnen bei solchen Systemen, wie wir im Abschnitt 3,3 sehen werden, die Sta-
bilitdt in verschiedener Weise beeinflussen. Immerhin l4sst sich fiir einen Spe-

zialfall noch eine Regel angeben, die zwar notwendig, aber nicht hinreichend
ist:

REGEL IV : Falls beim gegebenen System bei beliebigen geschwindigkeitsabhin-
gigen Kriften die geschwindigkeitsunabhingigen rein zirkulatorisch
sind, muss die Anzahl der Freiheitsgrade des Modells entsprechend
derjenigen des exakten Systems gradzahlig oder ungradzahlig sein.

Dies folgt daraus, dass solche Systeme, je nach dem sie eine gradzahlige oder
ungradzahlige Anzahl von Freiheitsgraden haben, ganz verschiedene Eigenschaf-
ten in Bezug auf die Stabilisierbarkeit durch geschwindigkeitsabhingige Kriifte
haben [13]. Im Uebrigen ist hier die Annehmbarkeit eines Modells im Einzel-
fall zu priifen.

1.3.5. Schlussbemerkungen. Die Regeln II und III wurden bereits von
Ziegler [8] fiir mechanische Systeme vermutet. Hier werden sie ebenfalls fiir
elektrische Systeme begriindet; ausserdem ist hier die Regel I fiir beliebige
endliche Freiheitsgrade bewiesen.
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2. LINEARE SYSTEME MIT UNENDLICH VIELEN FREIHEITSGRADEN

2.1. Auswahl und Klassierung

Wir betrachten eindimensionale, lineare, elastische mechanische und elektrische
Systeme mit unendlichem Freiheitsgrad, also elastische Balken, Leiter mit kon-
tinuierlich verteilter Kapazitit etc. Die Stabilitit von Gleichgewichtszustinden

solcher Systeme untersuchen wir wie im endlichen Fall mit Hilfe kleiner Abwei-
chungen vom Gleichgewicht. Dies fiihrt auf lineare partielle Differentialgleichun~
gen flir die gesuchte Lsungsfunktion 9, t) , wo ¢(xt) die Abweichung vom
Gleichgewicht, © ¢ x ¢ € und ¢ die Linge des Balkens oder des Leiters ist.
Wir wollen annehmen, dass ausser allenfalls in den Randbedingungen keine zeit-
und geschwindigkeitsabhiingigen Krifte bzw. Ohm'schen Widerstinde vorkommen,
Ebenso sollen die auftretenden Koeffizienten wie Massenverteilung, Induktionen

usw. zeitunabhingig sein,
Unter diesen Voraussetzungen erhdlt man mit dem Ansatz

~iat
glE) = yle (2.1)

ein Eigenwertproblem der Form

Qaa=)‘13. (2.2)

Dabei ist ¢} ein gewdhnlicher linearer Differentialoperator. Ein System ist
genau dann stabil, wenn alle Eigenwerte von ﬂ reell und nichtnegativ sind.
Wie bei endlichen Systemen ist also der zugrundeliegende Raum im stabilen Fall
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reellf’ Die Aussage (2.2) soll kurz begriindet werden.

1. Mechanische Systeme. Die einzigen Kriifte, die vorkommen k&nnen, sind lage-
abhiingige konservative oder nichtkonservative Kriifte sowie Trigheitskrifte. Nur
die letzteren enthalten eine zeitliche Ableitung von ¢(x,t), In der Euler - Lag-
range'schen Gleichung des Hamilton'schen Prinzips ergibt die kinetische Energie

den Beitrag ‘

[l . T
L (37 ) L T = A (me[4at] dAx
dt \ 840t ] o
welcher mit dem Ansatz (2.1) die gewlinschte Form (2.2) ergibt.
2. Elektrische Systeme. Der hier behandelte Fall wird durch die Telegraphen-

gleichungen (z.B. [14], vol. 2, p. 192) beschrieben, welche, da wir zunichst
keine Ohm'schen Widerstinde zulassen, lauten:

L& exe) = - v t) L.(x) ist die Selbstinduktion des Leiters
(x) elxt) = =y pro Lingeneinheit,
(2.3) C (x) die Kapazitit pro Lingeneinheit,
£(x ¢) die Abweichung vom Gleichgewichts-
. Delx,t) strom und
Cvixt) =- —"5x v(x,t)die Abweichung von der Gleichge-
wichtsspannung.

Durch Elimination folgt sowohl fiir ¥ als auch fiir € die Wellengleichung

L C € — e”.—. o. (,C konstant) (2.4)
Diese ergibt mit (2.1) ebenfalls eine Gleichung der Form (2.2).
Zur vollstindigen Bestimmung der Operatoren 0 gehdren noch Randbedingun-
gen. Da wir von den inneren Kriften annehmen, dass sie konservativ sind,

stammt die Nichtkonservativitiit normalerweise von den Randbedingungen. Mit
Hilfe der folgenden Aussage lassen sich die Systeme klassieren (z.B. [15], p.

YEs handelt sich um den reellen L z/o, ¢)- Raum. Das Skalarprodukt ist definiert
als ¢

(134) 1‘1‘_) = ';[a(x 3‘(:) ai(x)
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Konservativen nichtgyroskopischen Systemen entsprechen selbstadjungierte Opera-
toren und umgekehrt, nichtkonservativen entsprechen nichtselbstadjungierte.

2.2, Approximation eines Systems mit unendlich vielen Frei-
heitsgraden durch eines mit endlich vielen

2.2.1. Problemstellung. In dem in Fig. 3, p. 8 skizzierten System mit
zwei Freiheitsgraden wird die gesamte, iiber den Leiter verteilte Induktivitit
und Kapazitit durch L. und C dargestellt. Es erhebt sich die Frage, ob
dieses Vorgehen zulissig ist. Wenn man Modelle mit einer grdsseren Anzahl von
Freiheitsgraden zulidsst, konnen beliebig viele andere Anordnungen betrachtet
werden, beispielsweise Fig. 15 und 17, p. 34 usw. Insbesondere kann man das
"exakte" System mit unendlich vielen Freiheitsgraden nehmen, fiir welches die
Telegraphengleichungen (2.3) mit den Randbedingungen

v, E) = glo,8)-f

(2.8)
v (¢t)=€(et)g’

gelten. Sie folgen aus dem Ohm’schen Gesetz fiir die beiden Widerstinde -¢”
und g/ (Fig. 12, p. 28).

Reale Systeme haben immer unendlich viele Freiheitsgrade. H&ufig will man
aber endliche Modelle zur Stabilititsuntersuchung verwenden. Es stellen sich
folgende Fragen :

1) Gibt es Systeme mit endlichem Freiheitsgrad, die ein Zhnliches oder dassel-
be Stabilititsverhalten wie das gegebene unendliche System haben ?
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2) Ist allenfalls eine gewisse "Konvergenz" gegen das Stabilititsverhalten des
unendlichen Systems feststellbar, falls der Freiheitsgrad des als Modell die-
nenden endlichen Systems, wie zum Beispiel in Fig. 16 , p.33 , gegen un-
endlich geht ?

Den Begriff der Konvergenz , der noch genau zu definieren sein wird, werden
wir zur Erweiterung der Definition von annehmbaren Modellen fiir Systeme mit
unendlichem Freiheitsgrad brauchen. Zunichst sollen aber die unter 1) und 2)
gestellten Fragen in den beiden nichsten Abschnitten untersucht werden.

2.2.2. Konservative Systeme. Konservative Systeme der hier betrachte-
ten Art sind genau dann stabil, wenn das Potential positiv definit ist. Dieser
Satz gilt unabhingig von der Anzahl der Freiheitsgrade.

Wir nehmen an, wir hitten ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden, das
dusserlich in sinnvoller Weise durch ein endliches Modell wiedergegeben werden
kann. Das Modell muss natiirlich alle Parameter enthalten, in Bezug auf welche
das Stabilitéitsverhalten untersucht werden soll.

Beispiel : Wir betrachten den Euler‘schen Knickstab in Fig. 8a,p.23, wel-
cher die Knicklast
itET

Fi:Tg:

besitzt. Mogliche Modelle sind in Fig. 8b dargestellt. [16]. Sie besitzen
das Potential

1 PL < pa
¢ - o) - e 2 O (fus (2.6)
VSTZW Cies) %g“& . (fu=0)
Damit der Grenziibergang m —sco moglich wird, verlangen wir
ledl £ % und
i
l@i-Qiegl & U, O <y<«<d.

(2.3)

Anstelle der Winkel ¢¢ wihlen wir als Koordinaten die Auslenkungen
y (xi) , womit (2.6) wegen x;-xi,ﬁ% lautet
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P P
xymo EO LD
% "‘)’ m
dx= £
23 wldm
, “]
(P -irs)
4
"
x.‘J 1‘(x..)-o
770777777
Fig. 8a Fig. 8b
o S f [yt -y G))-m [yt~ yleag )] » 2
v o= 52( > - 4 )
re 3 Cylxiog) -y GImA™
Im g eL

Aus der ersten Bedingung (2.7) folgt
N4
yle-e) = w6 | ¢ G- und
Jxi-q) "a(&)
l R

K-t = Xs
womit ¥ (xi) fiir m —>ocwe stetig und differenzierbar wird; ebenso gilt
wegen der zweiten Bedingung

“}l(’x-d - 3607~ Bty - 3t 3 < ‘l_—,‘g und
1{[;0:-‘) g Lyle) - yGiee ) }

ey X~ Xies
Xi.4 ~ X5

4 &) jst somit zweimal differenzierbar. Jetzt konnen wir mit Z.,"‘*
den Grenziibergang m —» o» durchfiihren, falls fiir die Federkonstante
¢’ jeweils der Wert ¢’= nv.c gewahlt wird :
£

Ve %Iy m) s -—Jia’wl ol
o

Dies ist aber gerade das Potential fiir den Euler'schen Knickstab.
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Die in diesem Beispiel interessierenden Parameter sind die Last P , die Bie-
gesteifigkeit £7 , deren Rolle im Modell von ¢ ¢ libernommen wird und
die Linge ¢  des Stabes. Da wegen der Beschrinkung (2.7) die Werte des Po-
tentials in diesen Parametern gegen die Werte des gegebenen Systems konvergie-
ren, konvergieren auch die Knicklasten &" , bei welchen das Potential semi-
definit wird, gegen den richtigen Wert. Am Ende dieses Abschnittes wird diese

Aussage allgemein bewiesen.

Die in den Bewegungsgleichungen (1.1) vorkommende Matrix Cyp st fiir
das obige Beispiel

1- ¢a -1 ° °
PL
-4 2"t -1 ©
P
- re -
o ~1 2 v i

Die Determinante dieser Matrix lisst sich rekursiv berechnen. Damit
kann man die Knicklasten numerisch angeben; in Fig. 8¢, p. 25,sind eini-
ge davon aufgetragen.

Die Potentiale sind Funktionen bzw. im unendlichen Fall Funktionale, welche

die Menge aller moglichen Abweichungen vom Gleichgewicht ( Y4: bzw. Y (x) )

auf ein beschrinktes und abgeschlossenes Intervall auf der reellen Achse abbil-
den. Die Beschrinktheit und Abgeschlossenheit des Intervalls folgt aus der Tat-
sache, dass wegen der Linearitit immer Bedingungen von der Art (2.7) gestellt
werden miissen, Falls liberhaupt flir ein System ein sinnvolles endliches Modell
existiert, wird es im allgemeinen auch moglich sein, den Freiheitsgrad des
Modells wie im eben besprochenen Beispiel beliebig zu erhthen. Unter der
"Konvergenz" des Potentials fiir 9 -+ oo wollen wir die
Eigenschaft verstehen, dass die unteren Endpunkte der Inter-
valle gleichmissig in den Parametern gegen die entsprechen-
den Werte des exakten Potentials konvergieren. Dann geht aber
auch das Stabilitdtsverhalten des Modells fiir #s1—- oo in dasjenige des exak-
ten Systems iiber, d.h. es konvergieren die Parameterwerte, bei denen das Sy-
stem stabil oder instabil wird.
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Beweis : Gegeben sei das Potential eines unendlichen Systems Vo (A 4G, m)
mit einem beliebigen Parameter A . Fir A > Ao. sei Vw indefinit,
fir A < Ao., positiv definit, d.h. das System ist fiir A > A, instabil
und fir A < A, stabil. Weiter sei ein Modell gegeben mit den entsprechen-
den Werten K(Aj Yi(A)) und A4 . Es konvergiere [/a. im oben definier-
ten Sinne gegen Vo . Wir behaupten, dass Aa = A, fiir s -—+0o . Zu-
nichst schrinken wir A, von oben ein. Fiir ein beliebiges & > o existie-
ren Abweichungen vom Gleichgewicht % (x, A) , sodass Vo, (Aw+ €, Y, An¢£))<O
ist; die untere Grenze von Vi (As+€, Y, Axtc)) werde mit V& bezeichnet.
Wegen der Konvergenz gibt es ein #o4 , so dass fir m > Moy
va (Apte, Yo (Aoe +€)) ebenfalls negativ ist, wobei V,z entsprechend
die untere Grenze von V.. bedeutet. Es gilt also, da V,, fir A= Ay t¢
offensichtlich indefinit ist, A..<Agp g . Fiir die Abschitzung von A, nach
unten ist noch eine weitere Bedingung notwendig. Fiir A < Ao ist die un-
tere Grenze Vo' von Va gleich null, denn fiir Y(x) =o ist Ve =o . Damit
Ve und V2 im positiv definiten Fall positiv werden, verlangen wir

o O g, > & wnd [Yilmag > £, o< =4, wo £, de
Linearitiitsgrenze bedeutet. Es ist also fir A= Ap-g jetzt Vgt positiv,
und wegen der Konvergenz existiert wiederum ein Mo,, so dass fir M >, ,
Vm (Aoe-e¢, 4:(Aa —¢)) ebenfalls positiv und Va. folglich positiv defi-
nit ist. Es gilt also

Apte > AL > Ag-e

womit die Behauptung bewiesen ist, da & beliebig gewihlt werden kann.

2.2.3. Nichtkonservative Systeme. Unter dem Spektrum eines Systems
verstehen wir die Menge aller Eigenwerte der Matrix L)l in (1.7) bzw. das
Spektrum des Operators n in (2.2), je nach dem das System endlichen oder
unendlichen Freiheitsgrad hat. Durch das Spektrum ist die Stabilitit eines Sy-
stems eindeutig bestimmt. Das Stabilitéitsverhalten eines endlichen Modells geht
folglich fiir MM —» o  in dasjenige des gegebenen unendlichen Systems iiber,
wenn die Spektren ineinander iibergehen. Es kann aber nur durch explizite Rech-
nung von Fall zu Fall nachgepriift werden, ob diese Bedingung erfiillt ist. Im
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Folgenden sollen diese Dinge an zwei Beispielen erhellt werden.

1. Beispiel : Wir betrachten den Beck'schen Knickstab, Fig. 9a. Fiir die nahe-
liegenden Modelle in Fig. 9b ist

et 2et et o o
“leats Pt St -2t Helds Fut ew’ o
eqt “¥ 0 1 hr bl -2t -He 1t Cw!
Q- 0 b Yot 1Pt benY 2t -Hew! 4 At
0 o et Aew s fnt ben” -26.7 ...

denn die Bewegungsdifferentialgleichungen folgen aus

7".2”733'* )

13

L ET

/ e ('ei - Pien )

XQ Yw)=0

¥ i 4
Fig. 9a Fig. 9b
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<

= i;: g (yt "'2211.'-04 + at’vul_) )
Q;

t

w P(~4ees + Ry ~Gies).

(@, =0, y%‘qu =0, ¢ =1, c/"_’c""")
Die in Fig. 9b eingefiihrten Koordinaten Yi sind zwar keine Normalkoordina-
ten; immerhin ist aber die Matrix 7™ diagonal, sodass die Darstellung
(1.7) moglich ist. Die Eigenfrequenzen wurden fiir einige Modelle numerisch be-
rechnet. In einem { P, %) - Diagramm liegen die Werte der Eigenfrequenzen
auf Kurvenisten, die im vierten Quadranten aufsteigen, im ersten ein Maximum
haben und wiederum in den vierten Quadranten zuriickgehen. In Fig. 10, p.29,
und Fig. 11, p. 30, sind die beiden ersten Kurveniste des exakten Systems sowie
diejenigen der Modelle aufgezeichnet. Das einfachste Modell besteht aus drei
Stdben, denn der unterste Stab wurde als fest eingespannt angenommen, um die
Randbedingung des exakten Systems ( y'/e) =0 ) zu simulieren. Die Modelle
wurden bis zu zehn Stidben gerechnet. Mit zunehmendem Freiheitsgrad nihern
sich die Kurven der exakten Kurve.

]

2. Beispiel : Wir untersuchen das be-
reits mehrmals erwihnte, in Fig. 2a,
p. 7 skizzierte System. Das unendliche
System (Fig. 12) besteht aus dem Gene-
rator A und dem Verbraucher &
mit den Widerstinden -f£’ und g/.
Leiter mit kontinuierlich verteilter In-
duktivitit L) und Kapazitit C (x)
verbinden A und 8 miteinander,
und zwar seien L) und C(x) konstant,
Das System wird, wie in (2.4) und
(2.5) erwihnt, durch die Differential- g’
gleichungen Fig. 12
-~ 4
LCE-e=o) (2. 8)
LCv -v" =0

~

*[_

mit den Randbedingungen
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vio)= ¢'elot)

(1.
view=g'z(6t) 5)

beschrieben. Die allgemeine Ldsung der Gleichung (2.8) lautet

v= Ay (te i€ x)t X, (€-JLCx) |
e-¢, triCx) + cft(é-/l_cﬂx).

(2.20)

Die beiden Randbedingungen ergeben
Xelb) ¢ X (8) ~ £ (fatr+ $t0) = ©, (2.21)

Xy 6liTC) X, (VT ) -9 [$a (e /iEe) v (e-ViTe)] =0 (2.22)

Diese beiden Gleichungen geniigen noch nicht zur Losung des Problems. Da aber
(2.8) durch Differentiation und Elimination aus den Telegraphengleichungen (2. 3)
gewonnen wurde, miissen ¢1) 951) X, wund X, untereinander noch die Be-
ziehungen

xz“’)\‘)(l(é)'r/g((bde;-#‘((-)) =o0, (1-23)
Bett) + bty + \/—L?(L(é/ X 0) =0 (2.2¢)

erfiillen. Aus (2.11) und (2.13) folgt

dw=- ¢, 0 J/: il

Aus (2.11) und (2.14) erhilt man

/
+:, und XL((-)=—¢‘(£)E .

-Xuw = X, (0

n (2.12) eingesetzt ergibt dies

Loty L i
G lee/ie) = P, - Vice) f i '/EH -4 l(-cﬁ,(e-z/f?c) (.15)
£y~ JE -5
und gleiche Ergebnisse fir ¢,, X, und X, . Das System ist stabil, falls |kl<1
ist. Das entspricht den beiden Moglichkeiten

L ¢/ / / ’
- > und - > o oder
d © 97 (2.16)

__ .fa <o und a’-f’<04
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Das stabile Gebiet in der (£', g¢’) -
Ebene ist in Fig, 13 schraffiert ein-
gezeichnet.

Das einfachste Modell, das sich anbie-
tet, ist in Fig. 14a skizziert. Die zu-
gehorige Stabilititskarte zeigt Fig. 14b
{8], [9]. Das System ist stabil, wenn

—‘E—:—-'{/g' >0 und ?/'//>O' (2.1%)

Es ergibt sich nur die erste der beiden
stabilen Moglichkeiten (2,16).

(4
~f

=

[} L

=
e
—

Fig. 14a

Falls man den Freiheitsgrad dieses
Systems erhoht, édndert sich an der
Stabilititskarte von Fig. 14b nichts,
denn die "Bewegungsgleichungen" lau-
ten flir das System mit drei Frei-
heitsgraden (Fig. 15)

- . 3
Li-4I+z @-T) =9,

i - Goan - o, G
l'g‘Is +5'i‘5 ’;_" (I, -n)= 0,

gl
7-#
Q\\\E\\ \\ \\\\\ L g7
NN z=34
., ]
NN f
A\
Fig. 13
gl
N "I"I

O kgt

S
"
wle

-

Fig. 15
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mit vier Freiheitsgraden

~

N L -
LI 4L+ £ (I-L)=0,
{A 1} |
Lo ¢ (1 - B : S S :
£n -¢g -2 . =0, i < i
- (2.19) ' " é
S gy m—
b o2 cnoans e
_‘;I:.« {—3/1,*1»%(1*—.%)-——0. I I‘.) ?_;_
Wendet man die Routh - Hurwitz - Krite- —”
rien auf die Gleichungen (2.18) und it ?
(2.19) an, so ergeben alle entweder | 1l ?
1
L4'>0 (2.20Y ' '
9 oder 'L 51 ¥
1L B
L _ v (221) oder
c s Fig. 16

triviale Aussagen. Es ldsst sich zeigen,

dass auch bei weiterer Erhohung des Freiheitsgrades (Fig. 16) die Bedingung
(2.20) erhalten bleibt. Die Determinante, aus welcher die Gleichung fiir die Ei-
genfrequenzen des Modells mit 1 Freiheitsgraden folgt, hat allgemein die Form

2 7 m
LA T - o o
- L 22 -
< TN 2 o
"~ b 42 2m _m
© -z R
~m L
e ﬁ:l"-rs’}v%

Die beiden ersten Terme der Gleichung lauten damit
L™ A2 ' , L\*?* q2m-1
(BV &7« g (3) 7 A7

Das erste Routh - Hurwitz - Kriterium ergibt die Bedingung (2.20). Das Stabili-
titsverhalten des Modells geht also fiir m —e oo nicht in dasjenige des gegebe-
nen unendlichen Systems liber.



34

Man konnte denken, dass ein anderes Modell die Stabilititskarte des exakten Sy~
stems besser wiedergibt, beispielsweise dasjenige in Fig. 17a. Hier lauten die
Gleichungen
’3 3
—-{ I, =« Z(I,_—I,_) =0,

%:IR. + —Ca-(—ri -(—ZIL —IS) --:.9)

7 T Ky
¥h + Zy-1,) =0.

Die Routh - Hurwitz - Kriterien ergeben hier die Bedingungen

Lo /- b
—LI#— < O (222) und ﬁ_{',_ > o. (Z.&g)
7t ez
Die Stabilititskarte ist in Fig. 17b aufgezeichnet. Das Modell besitzt oben und

'

g
21 -t
A 9=t
D
5 on 5 N ety
fl
)
1 8 1
\
Fig, 17a Fig. 17b

unten einen trigheitslosen Kreis, wire also von vornherein abzulehnen. Es ist
deshalb von Interesse, weil es die zum zuerst besprochenen Modell gewisser-
massen komplementire Stabilitdtskarte ergibt, Man wiirde erwarten, dass beide
Systeme fiir 7 — o0 in das richtige System libergehen (siehe Bemerkung 2,
p.36). Auch hier bleibt aber die Bedingung (2.22) fiir /. —* 0o erhalten. Die
Determinante, welche die charakteristische Gleichung ergibt, lautet hier fiir 7t

Stromkreise
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4 = " o
-+ 2 - % o
— Ly, 2n
c mAt T - ©
o
Na-
- K

Die ersten Terme der charakteristischen Gleichung lauten

(70 L (AL s

7

woraus die Bedingung (2.22) folgt.

Es konnte kein System mit nur wenigen Freiheitsgraden gefunden werden, wel-
ches fiir 71 —~ 00 das Stabilititsverhalten des unendlichen Systems aufweist.

Zum Schluss dieses Abschnittes seien noch zwei Bemerkungen zum eben bespro-

chenen System gemacht.

1. Da offenbar die untersuchten Modelle nicht die Eigenschaft haben, dass ihr
Spektrum fiir 7 —> o in dasjenige des unendlichen Systems libergeht, kOnnte
man allenfalls denken, letzteres habe kein reines Punktspekirum. Dass dies
aber der Fall ist, sieht man aus der Resolventen®, Die Randbedingungen (2.9)
lassen sich entkoppeln; mit dem Ansatz (2.1) erhalten wir das Eigenwertproblem

I -
Lcy +3‘a=o

mit den Randbedingungen
i1g'y(Q) ~&y'(0 =o,

A Y - L o) = o

2)Regulire selbstadjungierte Differentialoperatoren haben immer ein reines Punkt-
spektrum ([18], p. 312). Die Resolvente existiert nicht auf den Punkten des Punkt-
spektrums, wihrenddem sie auf den Punkten des kontinuierlichen Spektrums ein un-
beschrinkter, auf allen anderen Punkten ein beschrinkter Operator ist ([18], [19]).
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<At . .
*J(x)e bedeutet dabei die Abweichung vom Gleichgewichtsstrom; fiir die Span-
nung wiirde die Rechnung analog verlaufen. Die Resolvente konstruieren wir mit

Hilfe der Green'schen Funktion K(x,g) ([14], vol. 1, p. 354), welche fiir die-
ses Problem lautet

—% ?1 Cx)'%.(g) X é§
K(X,§)=
- % Py (€2 (x) x>%

3 .
P, (x) = k, & Jie' x +eAﬁ£‘x
)
2N ie N
0=k, e bz)ﬁ'x N éLAsz X

J

wobei

b= 200 (k €¥CE 1y
E « ¢ Lo e
- ¢ ) w/—E -3’

¢, 0 erfiillt die Randbedingung bei x=0, @ () erfiillt die Randbedingung bei

x =1, die Ableitung -'(—k:(—(:l-ﬂ macht an der Stelle x = § einen Sprung der Gros-

se -1. Die Resolvente hat damit die Form
R(x) = [k ) o

und ist ein beschrinkter Integraloperator ausser auf den Nullstellen von D

Das Problem hat demnach ein reines Punktspektrum. Uebrigens erhilt man auch
hier die Stabilititskriterien (2.16), indem alle Losungen der Gleichung D(}) = ©
negative Imaginédrteile haben miissen.

2. Die Differentialgleichungen des exakten Systems (2.8), (2.9) lassen sich aus
den Funktionalen
¢
T= £ [da Lo L1003
o
Do £ [-f (T« g/ (Tte0)' ]

¢
1 2

v-1< fan zm [T 0]

0
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mit Hilfe eines Variationsprinzips erhalten. Fiir das erste Modell lauten diese
Grissen

T =

Y

24
D~ & [-# L g1 ]
Ve £ 5

twy

und sie haben mit einer (2.7) entsprechenden Bedingung die in 2.2.2. definierten
Konvergenzeigenschaften. Offensichtlich folgt daraus aber nicht das gewiinschte
Stabilititsverhalten. Wenn man das System konservativ macht, indem man bei-
spielsweise statt des Generators A  und des Verbrauchers 8 je einen Kon-
densator (,  einsetzt, erhdlt man fiir dieses (allerdings triviale) System so-
fort Modelle mit der gewiinschten Eigenschaft. Fiir das Fig. 16 entsprechende

System ist
1 A _/&
&Gt T c °©
-~ 2w -0
[ [ [
[OKS o o - "
< > B
- m o4
(o] z z s

und ergibt fiir m —= oo die einzige Stabilitdtsbedingung C>o, welche man auch
fiir das unendliche System mit einer Rechnung wie (2.8) ff erhilt.
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2.3. Annehmbare Modelle fiir Systeme mit unendlich vielen
Freiheitsgraden

Die Definition von annehmbaren Modellen soll jetzt erweitert werden auf solche
fiir Systeme mit unendlichem Freiheitsgrad. Es ist naheliegend, die Modelle fiir
den Euler'schen sowie den Beck'schen Knickstab in (2.2) als annehmbar zu be-
zeichnen im Gegensatz zu denjenigen fiir das System von Fig. 12, p. 28. Wir be-
zeichnen allgemein ein Modell fiir ein System mit unendlichem Freiheitsgrad als
annehmbar, falls sein Stabilitdtsverhalten bei unbeschrinkter ErhShung des Frei-
heitsgrades in dasjenige des gegebenen Systems libergeht. Wir fassen die Ergeb-
nisse dieses Kapitels in zwei weiteren Regeln zusammen.

REGEL V : Falls das gegebene unendliche System konservativ und nichtgyros-
kopisch ist und mit den Funktionalen T und V' bveschrieben wer-
den kann, ist flir die Annehmbarkeit eines Modells die Konvergenz
(vergl. p. 24) der entsprechenden Funktionen T und V hinreichend.

REGEL VI : In allen anderen Fillen ist zu untersuchen, ob das Spektrum des
Modells fiir m—o in das Spektrum des exakten Systems iibergeht.
Ist dies der Fall, so ist das Modell annehmbar.

Zum Schluss sei noch die wichtige Tatsache festgehalten, dass fiir Systeme, die
durch Funktionale T , V' und das Rayleigh'sche Funktional D  beschrieben
werden, die Konvergenz der Funktionen r/—'} V' und D der Modelle nicht
flir deren Annehmbarkeit gentigt.
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. TEIL : GESTOERTE SYSTEME

3. EINFLUSS KLEINER STOERUNGEN AUF DIE STABILITAET MECHANI -
SCHER SYSTEME

Es wurde in der Einleitung darauf hingewiesen, dass es Systeme gibt, deren
Stabilitdtsverhalten sich bei Beriicksichtigung oder Vernachlissigung kleiner Sto-
rungen (Lagerreibungen etc.) sprunghaft dndert [4], [5]. In diesem Kapitel
wenden wir uns der Frage zu, in welchen Fillen welche Arten von kleinen Ein-
fliilssen mitberiicksichtigt werden miissen, Wihrend wir in den letzten beiden
Kapiteln gewissermassen mathematische Anforderungen an das Modell stellten,
damit wir es als annehmbar bezeichnen konnten, sollen es jetzt physikalische
sein. Aus den Ergebnissen wird man sehen, dass diese Untersuchungen nur fiir
mechanische Systeme von Interesse sind. Wir wollen deshalb von nun an keine
elektrischen Systeme mehr betrachten.

Kleine Stdrungen ergeben kleine Verschiebungen des Spektrums. Falls ein System
stark instabil oder stabil ist, hat eine kleine Frequenzverschiebung keinen gros-
sen Einfluss. Wenn es aber ungeddmpfte Schwingungen um die Gleichgewichts-
lage ausfiihrt, besteht die Moglichkeit, dass einige der Eigenfrequenzen in die
stabile oder instabile Halbebene verschoben werden. Im Fall linearisierter Sy-
steme ist dies besonders wichtig [7]. Wir werden deshalb die Frage nach dem
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Einfluss kleiner Stdrungen im Fall ungedimpft, mit wesentlich von Null verschie-
dener Frequenz schwingender Systeme untersuchen. Die kleinen Frequenzver-
schiebungen sollen mit Hilfe einer Stérungsrechnung berechnet werden. Da Rei-
bungen aller Art immer geschwindigkeitsabhiingige Kriifte sind, wollen wir an-
nehmen, dass das ungestirte System keine solchen enthilt; alle geschwindigkeits -
abhiingigen Krifte werden als Stérungen betrachtet. Dazu ist notwendig, dass alle
diese Krifte klein sind im Vergleich zu den geschwindigkeitsunabhingigen, Ex-
plizite Anwendungen werden spiter zeigen, dass die Ergebnisse selbst fiir ver-
gleichbare Krifte noch brauchbar sind.

Im Abschnitt 3.1 wird die Stérungsrechnung allgemein durchgefiihrt, und zwar
zundchst der Vollstindigkeit halber fiir geschwindigkeitsunabhiingige Stérungen.
Diese stellen sich aber sogleich als bedeutungslos heraus und brauchen im Fol-
genden nicht mehr beachtet zu werden. In den Abschnitten 3.2 und 3.3 wird die
Rechnung fiir geschwindigkeitsabhiingige Stérungen gemacht und auf physikalische
Systeme angewandt. In 3.4 schliesslich werden die Kriterien zusammengefasst,
nach welchen Storungen vernachlissigt werden diirfen oder nicht.

3.1. Stdérungsrechnung

3.1.1. Storung durch geschwindigkeitsunabhingige Krifte. In
diesem Kapitel bedeutet in der Eigenwertgleichung

Q%=AL"3 (3.1)

Y eine Spaltenmatrix mit s reellen Zahlen, falls der Freiheitsgrad des Sy-
stems gleich » ist, oder eine reelle Funktion, falls der Freiheitsgrad un-
endlich ist, L)L  eine reelle m x m Matrix oder einen Differentialoperator,
Da wir uns nur fiir Systeme interessieren, die im ungestdrten Zustand unge-
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dimpfte Schwingungen ausfiihren, geniigt die Beschrinkung auf reelle Riume. Das
Skalarprodukt (‘\P-L, 4.) zwischen zwei Elementen Y. und Y. dieser Vektor-
riume ist im endlichdimensionalen Fall als Matrizenmultiplikation zwischen ei-
ner Zeilen- und einer Spaltenmatrix zu verstehen, im unendlichdimensionalen
Fall wurde es in der Fussnote auf Seite 20 definiert.

Eine zeit- und geschwindigkeitsunabhingige Storung wird beschrieben durch einen
zusitzlichen Term q.ﬂ.“), wobei der StSrparameter o die Bedingung o<« i
erfiillt, Die Formel (3.1) lautet jetzt

(L + «Qw)b - 113. (3.2)

Bei nichtentarteten, orthogonalen Eigenfunktionen ’\P.; von QL ergibt die erste
Ordni in «
ung (e sQw"fi) (3 3)

e, ) '
wo AA: die Storung zum Eigenwert A’f bedeutet. Das bekannte Ergebnis
(3.3) kann auch aus den Rechnungen des nichsten Abschnittes nach entsprechen-
der Umdeutung entnommen werden, Die Formel (3,3) ergibt eine kleine, reelle
Verschiebung von A; , was natilirlich keinen wesentlichen Einfluss auf das Sta-
bilitdtsverhalten hat., Bei Entartung oder bei nichtorthogonalen Eigenfunktionen
wird A)t zwar komplizierter, bleibt aber reell. Auch die hdheren Ordnungen
in der Entwicklung in &« ergeben keine komplexen Beitrdge, denn alle Matrix-
elemente (‘PL 5 nz-) "h‘) , alle Eigenwerte und Eigenfunktionen sind reell.

AN = o

Kleine zeit- und geschwindigkeitsunabhiingige Krifte diirfen also beliebig ver-
nachléissigt oder mitberticksichtigt werden.

3.1,2, St6rung durch geschwindigkeitsabhingige Kréfte. Mit
dem Ansatz (1.6) bzw. (2.1) ergeben geschwindigkeitsabhiingige Stdrungen in
(3.1) den zusitzlichen Term ~z:/a;\.ﬂ“’ mit dem Parameter 0<ﬁ<—< i .
Es gilt dann
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(Q-'»/s}\.(l“’)«rn‘xa. (3.4)

Wir nehmen an, das Eigenfunktionensystem von ﬂ sei nichtentartet und voll-
stidndig. Letztere Eigenschaft muss bei nichtselbstadjungierten Operatoren von
Fall zu Fall nachgepriift werden. (Regulire selbstadjungierte Differentialopera-
toren haben immer ein vollstindiges Eigenfunktionensystem [19], bei endlichdi-
mensionalen Problemen geniigt die lineare Unabhingigkeit der Eigenfunktionen., )
Wir entwickeln die gestorte Eigenfunktion 1} nach Eigenfunktionen von .(). ,
d.h.
et 2

gr ot ome Qe oWy 3.9
Die Entwicklungskoeffizienten ¢, und die gestdrten Eigenwerte Az entwickeln
wir nach 3

Ck= Q(-) + /-35&(‘)*"'
Ate (39, gay, A )= 2% ZAVAY 4 B9 22929 )+

Die Beziehungen (3.5) und (3.6) in (3.4) eingesetzt ergeben nach skalarer Multi-

(3.6)

plikation mit ‘\{/.,; von vorne die Gleichung
22 (0, p)- 3 e (4,
+F {4::‘ c'ii) ("h‘,) .Qa"-h(> ~ 1(9)1; C,:‘)('l#‘;)'\h‘)

. o) (. AW _ 27 ch‘”( : )
AT 2 e (s, D) - 20 2 AT G ) 53

+F.. {2," C,f‘) W’C, Q. 1(’&> - et % C,:‘) (%) )
-—l:)(') % Ck(t) (YC)QG)"{/L) ~ zg(o)gtx) kzc::) (1{,‘;) 1hf_>

_ (A“"'f LA(‘)A“, )2:(:[:” (1\%/ 'Yk) ‘_Lﬂ(i);c“(d(?‘:} ﬂtﬂ"h) } to o= O,

Die nullte N#herung ergibt die 2 ungestOrten Losungen

(o)

(o) 2 )%
Cl ’ék( ;]") - 2(2) ) l=4r“) m . (3.8)

)

Die Gleichung der ersten Niherung fiir den £ - ten Eigenwert und fiir die £€-te
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Eigenfunktion lautet damit
©,¢ toy* T o) 40
Zk, )C;:) (A:) - At:’ ) ("{ﬂl) '\h‘) -2 A(, C"f’d) e )

()

=10 (4o, QP ) | L fest | i=d,,m

(3.9)

¢
Diese 7 Gleichungen dienen zur Bestimmung der 7 Unbekannten A% und @@

(k+* € ). Zu séimtlichen <t nuliten Ndherungen A(z) und wct{‘*)

solches Gleichungssystem. Fiir die weitere Auswertung wird es nun wichtig, ob

existiert ein

die Eigenfunktionen orthogonal sind oder nicht.

3.2, Konservative Systeme

Im konservativen Fall sind die Eigenfunktionen orthogonal. Damit vereinfachen
sich die Gleichungen (3.9) wesentlich und fiihren auf die Ergebnisse

A(: = - -—2’1’— (1"(’ Q% Ye ) und
(/"Pe) "{’a) ¥ -4, .., ™
. €a)
@ —LJ(;) (e, L e ) Jiet, o, (3.10)

o) o)t
(A7 - 29 ) () +e
welche wir mutatis mutandis schon in (3.3) verwendet haben. Um die wirklichen
Frequenzen zu erhalten, sind die Stdrungen jeweils noch entsprechend (3.5) mit
dem Parameter (3 zu multiplizieren. Wir unterscheiden nun weiter nach den
Eigenschaften der Matrix (s, L2~y ).

3.2.1. (%, %) symmetrisch. Die Storung lisst sich in diesem Fall
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aus einer Rayleigh'schen Funktion her-
leiten.

Beispielsweise wird beim Doppel-
pendel von Fig. 18 bei einer ge-

schwindigkeitsproportionalen dus-
seren Diampfung

D=B(y+41),

O = (t :) (3.140

Fig. 18

Durch ein positiv definites Q9 erhslt 3(:’ immer einen negativen Imaginirteil,
was in (1.6) resp. (2.1) eingesetzt immer eine Dimpfung zur Folge hat, Ist die
Rayleigh'sche Funktion indefinit, ist Destabilisierung moglich [13]. Einfliisse
dieser Art diirfen in einem Modell also nicht vernachlissigt werden.

3.2.2. (“h, ﬂwﬂh> antimetrisch (gyroskopische Storung). Da die Mat-
rix (%4;,924) keine Diagonalelemente hat, verschwindet in (3.10) ).(27 .
Deshalb wollen wir fiir diesen Spezialfall die zweite Ordnung des gestdrten Ei-
genwertes noch berechnen. Aus der Gleichung (3.7) erhalten wir, da

Gro, ) = Suclbh) und (o, QV9:) = A2 (H,%0) =0 st

o A7 S G040k, Q) (3.42)
¢ 1,(,?6, ’%) kst ():"' ’A‘T:)' (-\h‘) ,q,k)

also eine kleine reelle Frequenzverschiebung. Bis zu dieser Genauigkeit kann
man also eine solche Storung vernachlidssigen. Aus anderen Ueberlegungen weiss
man, dass Destabilisierung eines stabilen konservativen Systems durch solche
Krifte nicht moglich ist*[2], p. 7T31f.

1) Sie konnen jedoch ein instabiles System stabilisieren. Wir haben aber ange-
nommen, dass das ungestorte System ungeddmpfte Schwingungen ausfiihre, also
stabil sei. Bei instabilen Zustinden miisste in einem komplexen Raum gearbei-
tet werden.



45

3.3 Nichtkonservative Systeme

3.3.1. Systeme mit zwei Freiheitsgraden. Da das Gleichungssystem
(3.9) nicht mehr - wie bei orthogonalen Eigenfunktionen - entkoppelt und die An-
zahl der linear unabhingigen Eigenfunktionen gleich derjenigen der Freiheitsgra-
de ist, betrachten wir zunfichst den zweidimensionalen Fall. Die Aufldsung des
Gleichungssystems ergibt die beiden Abweichungen von den ungestOrten Werten

4 A(i-) __ 4 ( "{’1) Q“)"{’L)("h,‘f’,) - ("h) Q@ "fﬁ)(‘\h) '\}/‘_)
* Gty F(%, ) - (, 4,

(s.43)

( %;'Q'm"h)(‘{%, to = (4 074 ) (e, ¥0d
O ) (h, ) - (bs 0"

. (1) 4
—v) 2 = I
Der Nenner i‘st immer positiv (Schwartz'sche Ungleichung). Da die Zeitabhingig-

_'( (0, 1(;) t
keit ~u & XA ist, tritt Destabilisierung dann auf, wenn der Zihler nega-
tiv wird. Wiederum unterscheiden wir weiter nach der Art von (\h,) .Q.“) "}’;).

3.3.1. 1. ("{’;, ~Q-w "-h) symmetrisch. Im Gegensatz zum konservativen Fall
ist hier auch bei positiv definiter Rayleighfunktion Destabilisierung moglich. Das
kommt hier direkt davon her, dass die Eigenvektoren einer nichtsymmetrischen
Matrix im allgemeinen nicht orthogonal sind und somit in (3.13) trotz positiv de-
finiter Dissipationsfunktion negative Zihler vorkommen konnen.

Beispiel; Beim tangential belasteten Doppelpendel (Fig. 19, p. 46) sind die
beiden Eigenfunktionen mit der dimensionslosen Last P

2-Jyz)p
Ak ( @ (8-39) + 4/’5"—75?) und
(3.14)
Ji(8-39) +ayprt_gr 8
v ( +{)? )
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zu den Eigenfrequenzen

Xia=3-P£[PoEP+E . (3.45)

Dabei ist (3.14) eine Darstellung

in Normalkoordinaten 94, 4., aus

welchen sich ¢, und ¢, berechnen
als

' * -2
.- zuﬁ B+ 1“1 %

ye (3.4¢)
[ 2+42 2-V2
"‘“J 7 B 'j 7z h

Bei innerer Didmpfung, d.h. bei
Reibungsmomenten, die propor-
tional der Relativwinkelgeschwin-
digkeit in den Gelenken sind, lautet die (positiv definite) Dissipationsfunk-
tion

Po(sa 50 2

Dy 3 (Vt -1¢¢, + 24 ).

Die Stormatrix hat damit die Form

Fig. 19

-4 2
und auf Normalkoordinaten umgerechnet ist sie

3+2{2 o ‘)

[
- ( o 3-23

In Fig. 20, p. 47, sind 3% 437" <A2% und -¢827 in dem Gebiet, das im
ungestorten Zustand stabil ist, aufgetragen. Dieses Gebiet umfasst die
Werte o2 P &2 , fiir den Parameter wurde der Wert [B;» c.01 ge~
wihlt, Zum Vergleich sind in einer Tabelle fiir einige Werte von £ die
entsprechenden, aus der exakten Frequenzengleichung

2 ¢ é.;p,:\’- (6-2P«f)2" - 2,2 +1 =0

errechneten Werte angegeben.

(3.11)

Dagegen hat eine Hdussere Didmpfung der Art (3.11) - in Normalkoordinaten
ist ebenfalls

a°- (55) -
immer noch eine stabilisierende Wirkung. (3.13) ergibt, da
{4y, 0% = (%4, ¥4,
(%, DY) = () und

(‘hw ‘Qm"h) = (g, ) 0 <
ist, das triviale Resultat Ay, =-% . (3.18)
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Es tritt also immer Stabilisierung ein, unabhingig von der Last P . Der
Vergleich mit der exakten Rechnung zeigt, dass noch fiir B=4 der re-
lative Fehler der StOrungsrechnung bis auf Werte in unmittelbarer Nihe
der Knicklast P« 2 kleiner als 1% ist. Fiir P=2, fallen die bei-
den Eigenfunktionen zusammen und die StOrungsrechnung wird in dieser
Form somit unzulidssig.

3.3.1.2. (11'{,,, LW *.) antimetrisch. Wegen der Antimetrie ist
. ) Y =
(4:, Q¥ 4:) =0 und

(1["")'9-(') "K‘) b (’\{"u) m)"i’i)-

Aus (3.13) folgt, dass dann immer entweder -i 3} oder -iA} positiv ist, d.h.

es tritt immer Destabilisierung ein.

Zusammenfassend kann man sagen, dass keine geschwindigkeitsabhingigen Sto-

rungen vernachlidssigt werden diirfen.

3.3.2. < m < o | Die in 3.3.1.1. gemachten Aussagen sind im Prinzip
immer noch giiltig. Krifte, die durch ein symmetrisches {1 beschrieben wer-
den, koOnnen auch im positiv definiten Fall stabilisierende oder destabilisierende
Wirkung haben. Auch bei beliebigem endlichen Freiheitsgrad hat eine gyrosko-
pische Stérung immer eine Destabilisierung zur Folge.

Beweis: Die allgemeinen Lisungen der Gleichungen (3.9) lauten
(o)

[CO R S
’>\L " '—D’t‘ Z ("(L)—Q-”‘{’e)Au'

Dabei bedeutet D die Determinante der Koeffizienten auf der linken Seite von
(8.9), Ay, diejenige mit (-l)k*e multiplizierte Unterdeterminante von D , die
dadurch entsteht, dass bei O die k -te Zeile und die €- te Spalte gestrichen
werden. Bei der Division aller A%’-Age mit D heben sich die A% und die Pro-

aukte T (A9*- X") weg, sodass die Losungen die Form haben
P X
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PN L, U (00 )y, o+ e, 7 ) Uy
A0 o i, ROOU,, @y ¢+ (40,9740 Uae
)::) ~ ‘Lt‘h)ﬂm%-)uu .o *i(*“"'ﬂw*”)u“"“

Die uik sind symmetrisch, da sie nur noch aus Produkten und Summen der
(%:,%.) =zusammengesetzt sind. Wegen der Antimetrie von (s, Q9.) ist
aber immer mindestens eines der - 'r\‘;_) positiv, somit das System instabil.

3.3.3. m = oo . Das Gleichungssystem (3.9) ist nicht mehr sinnvoll. Wenn
man aber ein annehmbares Modell mit endlichem Freiheitsgrad zur Verfiigung
hat, lassen sich die Rechnungen am Modell durchfiihren, da dann Ausdriicke wie
(% ‘) _Q_C')q»l‘) fiir m. — 0o gegen den exakten Wert konvergieren.

Am tangential belasteten Beck'schen Knickstab (Fig. 9a ,p. 27 ) ergeben

13
Dy = ‘i‘ £ K[q (x.t)l"’?ix (innere Dimpfung) und
0
2
D- i S[‘i G w2d olx (sussere Dimpfung)

o
die Bewegungsdifferentialgleichung
v ¥ B . . « : Biegesteifigkeit
x4 14"« Pq ~p4 et =0 J¢ + Masse pro Lingeneinheit.
Die Randbedingungen lauten
glog) = ¢'lot) = ¢'lg0) = 4" (6t) =0 .
T X
Der Ansatz (2.1) mit %) = Ce & , eingesetzt in die Differential-

gleichung und die Randbedingungen, fiihrt auf die Gleichung fiir die Eigen-
frequenzen A
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P‘L . 27\11 2},,_
(1-i M U-iaR) Aaany CP % en Ky

(3.49)
g /2 n” B R
—(1_';),,-") A (1"”}'7) S'VV‘XQ_;\—V\K_B =0 .

Dabei bedeutet
Pt A AE e Repe/E enefE,

P= =

T 2 v
I/ /L
X, = 4 A S Y4 [id
* a vty U oA A7) * o ) )

‘ [}
- e A AT
((m-u'l“.)‘ faqang Y 2

p )I/L
(1-<37h) .

2

Bei innerer Didmpfung allein ergibt sich eine Destabilisierung um ca. 50
%; in Fig. 21, p, 51 sind fiir diesen Fall die Real- und Imaginirteile der
beiden kleinsten Eigenwerte in Funktion von # dargestellt. Die niichst-
hoéheren Losungsdste von (3.19) treten erst bei viel grésseren Werten von
P in den instabilen Halbraum ein (Fig. 22, p. 52). Die Destabilisierung
hingt nur schwach von g ab, fiir fj= 6.0012 betrigt die Knicklast
Pe 10.45, flir ¥1=0.0004 ist sie P= Zo0.94 . Das Modell mit zwei
Freiheitsgraden verhilt sich unter der Wirkung innerer Dimpfung gleich
(Fig. 20, p. 47); der einzige Losungsast hat qualitativ dasselbe Aussehen
wie der unterste Ast des exakten Systems. (Eine anschauliche Darstel-
lung des Astes des Modells findet man in [5].) Die dussere Dimpfung
hat ebenfalls dieselbe Wirkung wie beim Modell: Die Frequenzkurven wer-
den mehr oder weniger parallel in Richtung des stabilen Halbraumes ver-
schoben, d.h. die durch die innere Dimpfung verursachte Destabilisierung
wird zum Teil oder ganz wieder aufgehoben (Fig. 23, p. 52). Beim Modell
ist diese Verschiebung konstant gleich -+A-4 (3,18). Die Destabilisierung
hingt stark vom Verhiltnis der beiden Dimpfungsparameter ab. Im Gan-
zen gesehen gibt das Modell die Eigenschaften des exakten Systems zu-
mindest qualitativ richtig wieder.

Alle geschwindigkeitsabhingigen Storungen iiben bei nichtkonservativen Systemen
einen wesentlichen Einfluss auf das Stabilititsverhalten aus, es diirfen also kei-
ne solchen Krifte vernachlidssigt werden. Im Gegensatz zu konservativen Syste-
men kann aus der Definitheit der Rayleigh’schen Funktion, falls eine solche exi-~
stiert, nicht auf die Wirkung der damit beschriebenen Kriifte geschlossen wer-

den.



51

12 314

010 09~ 08- .01 ) oy it u £t 6
Ce)my N ,// (rrmy e
AN
. .
N
/// AN ,
) N [ s .
! /,/ .,/ AN
| N
i /// ,//
N
rqeis o Ted ud93IQ}ses o o
605
st o
w
£
g
(=
o O 0z
4 [fed U8lIQ}sesuUn Wl ISEHOTUN g

(0=72 ‘,op=" ) Sunjdwpq IsIdUUT 19q SAQEISYOTUI USYOS,}dag S9P

uozuanbogyuadryd US)ISIOI} USPISQ JOP I[I8)IBUISBW] pun -Tesy




52

2¢ "Sa

09y Ry Toq  ty -
‘UBYITOZIOA SBP 0fT ®d 19q IBSYIIM S¢~ *I81q
~-3D UulTIqe)}s WI J3WWI udFal] 038 Iy~ ! hy -

2-0L 2 1]} [ 9 k4 z 0 -

v N

oot
SOL

d

L\

(=%} ‘ K27 =vp zuanbaajuaSty USWLIP JdpP [19)TedY
»

Y AIE
100°0 = % o 60’0 = ®
1000°0 = % 1000°0 = %
0= 10°0 = ¥ 0o="1
1000°0 u%@ 1000°0 ua@ on'x@
L0 8 v 4 0 -
(o) % )
S
\\ \\
\\ﬁ ¢
o
A=
S
\\ o
(v o1t
oN 2
/ \ o ualse]
@\ . o 3 UISEL
(O\N|
IJN 0z
S

Sunjdurg I9J9SSNE pun JISIJUUI T1o¢

SoqE)SHOTUY USYOS, {09 SOp USISE[YOTUY



53

3.4. Zusammenfassung

Die Ergebnisse dieses Kapitels kinnen in zwei weiteren Regeln zusammengefasst
werden. Sie gelten fiir Systeme, bei denen im ungestdrten Zustand alle Kriite

geschwindigkeitsunabhiingig sind.

REGEL VII ; Zusitzliche geschwindigkeitsunabhingige Storungen kfnnen vernach-
lidssigt werden.

REGEL VII : Kleine geschwindigkeitsabhingige Krifte miissen bei nichtkonserva-
tiven Systemen immer beriicksichtigt werden. Bei konservativen
Systemen kann bei Kriiften, die ein Rayleigh'sches Potential haben,
aus der Definitheit direkt auf die Wirkung geschlossen werden ;
gyroskopische Storungen darf man weglassen.

Nichtkonservative elektrische Systeme ohne Ohm'sche Widerstinde kommen bei
der von uns getroffenen Auswahl nicht vor. Deshalb ist auf Grund der letzten
Eigenschaft diese Untersuchung fiir elektrische Systeme nicht relevant.
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SCHLUSSBEMERKUNGEN

Wir haben acht Regeln aufgestellt, die bei der Auswahl von Modellen beachtet
werden miissen, wenn diese das Stabilitéitsverhalten eines komplizierteren Sy-
stems befriedigend wiedergeben sollen. Die ersten vier Regeln beziehen sich

auf Modelle fiir Systeme mit endlichem Freiheitsgrad, die nichsten zwei auf die
Approximation von Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden durch solche
mit endlich vielen. Die beiden letzten Regeln schliesslich geben Aufschluss iiber
die Art von Storungen, die mitberiicksichtigt werden miissen. Im Folgenden sol-
len die wichtigsten Ergebnisse ganz kurz zusammengefasst und kommentiert wer-
den,

1. Die kinetische Energie, resp. der entsprechende Ausdruck bei elektrischen
Systemen muss positiv definit sein.

2. Die Entscheidung iiber die Annehmbarkeit kann in den folgenden Fillen allge-
mein getroffen werden:

a) Systeme mit endlichem Freiheitsgrad, bei denen alle Krifte aus Funktio-
nen T, V' und D folgen. Es geniigt, wenn die Modelle die in den Re-
geln II und II zusammengestellten Eigenschaften haben.

b) Systeme mit unendlichem Freiheitsgrad, bei denen alle Krifte aus Funk-
tionalen 7 und V herleitbar sind. Das Modell muss die Forderung
in Regel V erfiillen. Falls das gegebene System zusitzlich noch ein Funk-
tional D hat, geniigt die Konvergenz von 7, V' und D der Modelle
nicht.

In allen anderen Fillen kommt man um die wohl meistens nur numerisch zu

bewiltigende Berechnung der Eigenfrequenzen nicht herum.
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3. Fiir nichtkonservative Systeme mit unendlichem Freiheitsgrad fiihrt eine Sto-
rungsrechnung, wie sie im dritten Kapitel durchgefiihrt wurde, wegen der
Nichtorthogonalitit der Eigenfunktionen zu keinen Resultaten. Es ist hier also
besonders wichtig, annehmbare Modelle mit endlich vielen Freiheitsgraden

zu kennen.

4, Bei konservativen Systemen, die im ungestSrten Zustand nur geschwindig-
keitsunabhingige Krifte haben, kann im Gegensatz zu nichtkonservativen die
Wirkung kleiner Storungen vorausgesagt werden. In den Beispielen von 3.3
haben die Frequenzkurven in Abhingigkeit der Last P  Dbei bestimmten Sto-
rungen schleifende Schnitte mit der (P)Q,J ) - Ebene. Deshalb kann eine klei-
ne Verschiebung der Kurve eine grosse Wirkung auf die Knicklast ausiiben.
Auf Grund der Kenntnis solcher Kurven kann man schon ohne Rechnung fest-
stellen, wenn ein System besonders anfillig auf Stérungen ist. Die Routh -
Hurwitz - Kriterien geben insofern einen unvollkommenen Einblick, als die
nStirke" der Stabilitdit oder Instabilitéit nicht zum Ausdruck kommt.
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