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EINLEITUNG

Bereits im Jahre 1879 haben Thomson und Tait in ihrem damals erschienenen

Buch [1], p. 391 bemerkt, dass dissipative Kräfte Systeme, die durch gyros¬
kopische Kräfte stabilisiert werden, wieder destabilisierenkönnen. So kann die

Stabilität einer rotierenden Welle mit einer Scheibe in der Mitte an einem ein¬

fachen Modell untersucht werden. Die entsprechenden Rechnungen sind beispiels¬
weise in [2], p. 94, oder auch in [3], p. 139 ausgeführt und ergeben, dass die

Welle zunächst oberhalb einer bestimmten, kritischen Frequenz durch die Corio-
liskraft stabilisiert wird. Eine noch so kleine innere Reibung hebt diese Stabili¬

sierung jedoch auf; erst bei Mitberücksichtigung einer allenfalls vom Luftwider¬
stand herrührenden äusseren Dämpfung erhält man wieder das alte Resultat.

Im Jahre 1952 hat Ziegler [4] die destabilisierendeWirkung einer beliebig klei¬

nen inneren Reibung bei einem tangential und somit nichtkonservativ belasteten

Doppelpendel gefunden. Diesen Effekt haben in der Folge vor allem Herrmann,
Jong und Nemat-Nasser in [5], [6] und Leipholz in [7] weiter untersucht.

Auch hier wird die DeStabilisierungdurch eine äussere Dämpfung wieder aufge¬
hoben, sie wird ausserdem, wie Bolotin in [3], p. 79 sowie Herrmann und Jong
in [5] gezeigt haben, stark von der relativen Grösse der Dämpfungsparameter
beeinflusst.

Weiter kann die Stabilität eines Systems davon abhängen, ob kleine Massen ver¬

nachlässigt oder mitberücksichtigt werden. Man kann diesen Effekt ebenfalls an¬

hand des Doppelpendels zeigen ([2], p. 67).

Bei einem realen System sind immer kleine Einflüsse vorhanden, seien es Luft¬

widerstand, Lagerreibungen oder Kräfte im Magnetfeld der Erde. Zur Berech -



nung muss jedoch ein System klar abgegrenzt und vor allem idealisiert werden,
indem man beispielsweise bei einem Stab mit konstanter Masse pro Längenein¬
heit rechnet. Offenbar können aber kleine Einflüsse das Stabilitätsverhalten ent¬

scheidend ändern. Es tritt also die Frage auf, wie ein Modell für ein reales

System beschaffen sein muss, welches die Eigenschaften dieses Systems in Be¬

zug auf die Stabilität befriedigend wiedergibt. Diese Frage hat Ziegler in [8]
aufgeworfen und Lösungsvorschläge gemacht. Es wird in der Arbeit [8] vor al¬

lem die Stabilität von stationären Strömen in geschlossenen Kreisen untersucht,
und zwar werden Rechnungen an stationären, aus einem Generator und einem

Verbraucher bestehenden Stromkreisen gemacht und Rückschlüsse auf geschlos¬
sene Massen- und Wärmekreisläufegezogen. Es zeigt sich auch hier, dass klei¬

ne Einflüsse wie die Streukapazitäteines Stromkreises eine grosse Wirkung auf

das Stabilitätsverhalten ausüben.

Reale Systeme haben immer unendlich viele Freiheitsgrade. Zur Vereinfachung
werden häufig starre Körper eingeführt, es werden kontinuierlichverteilte Kapa¬
zitäten in einen Kondensator zusammengefasstund weitere ähnliche Idealisierun¬

gen gemacht. Mit solchen Mitteln erhält man Systeme mit endlichem Freiheits¬

grad. Es wird sich aber im Verlauf dieser Arbeit zeigen, dass es Systeme mit

unendlich vielen Freiheitsgraden gibt, für die kein befriedigendes ModeU mit

endlich vielen existiert. Auch hier erhebt sich wieder die Frage, wann und wie

man ein kompliziertes reales System zur Stabilitätsuntersuchungvereinfachen

kann.

In der vorUegenden Arbeit untersuchen wir diese Fragen unter dem Gesichts¬

punkt der Annehmbarkeitvon Modellen. Die Rechnungen werden durchgeführt an

linearen, allenfalls linearisiertenmechanischen und elektrischen Systemen mit

beliebigem Freiheitsgrad.

In einem ersten Teil werden ungestörte Systeme besprochen, d.h. Systeme, bei

denen die Grösse aller auftretenden Kräfte miteinander vergleichbar ist, sodass

man keine Kräfte als kleine Störungen betrachten kann. Im ersten Kapitel be¬

handeln wir Systeme mit endlichem Freiheitsgrad. Zunächst werden in den Ab¬

schnitten 1.1 und 1.2 die Grundlagen zusammengesteUt; in 1.3 können wir da¬

rauf die Forderungenbegründen, die an ein Modell der bisher besprochenen Art

zu stellen sind.



Im zweiten Kapitel, in dem Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden be¬

trachtet werden, wird vor allem die Frage untersucht, wann ein solches System
durch ein Modell mit endlichem Freiheitsgrad ersetzt werden kann, auf das dann

wieder die Kriterien von 1. 3 anwendbar sind.

Im zweiten Teil wird schliesslich auf gestörte Systeme eingegangen, d.h. Sy¬
steme, bei denen zusätzlich kleine Kräfte vorhanden sind. Auf Grund einer Stö¬

rungsrechnung können wir Kriterien dafür angeben, ob solche kleinen Kräfte ver¬

nachlässigtwerden dürfen, oder ob sie das Stabilitätsverhalten des Systems we¬

sentlich ändern. Diese Frage ist auch aus einem Grunde wichtig, auf den schon

Leipholz in [7] hingewiesen hat: Die Stabilität ungedämpft schwingender lineari-

sierter Systeme ist nach Lj apunov kritisch. Es ist daher entscheidend, ob ein

solches System durch eine kleine, zunächst vernachlässigte Kraft linearisiert

asymptotisch stabil gemacht oder destabilisiert wird, denn diese Eigenschaft än¬

dert sich unter dem Einfluss der Nichtlinearitäten nicht mehr.



I. TEIL : UNGESTOERTE SYSTEME

1. LINEARE SYSTEME MIT ENDLICHEM FREIHEITSGRAD

1.1. Auswahl und Klassierung von mechanischen und elektri¬
schen Systemen

1.1.1. Mechanische Systeme. Ein lineares, holonomes und skleronomes

System mit *t Freiheitsgraden und den Lagekoordinaten «..
, k -i,..., -w wird

durch einen Satz von -vi gewöhnlichen, linearen Differentialgleichungenbeschrie¬
ben : *%

i= *,--., "* •

Wir beschränkenuns auf solche Fälle, bei denen die inhomogenen Beiträge &l
verschwinden. Dann ist <fk - o eine Gleichgewichtslage. Um die Stabilität sol¬
cher Gleichgewichtslagen wird es sich in dieser Arbeit handeln. Weiter sei an¬

genommen, dass die Koeffizienten fttik ) ^^ und »tifc von der Zeit unabhängig
sind. Da wir uns im Folgenden auf Fälle mit kleinen Bewegungen um die Gleich¬

gewichtslage beschränken, ist es durchaus zulässig, ein allenfalls nichtlineares

System zu linearisieren, sofern dies möglich ist.

Die Matrix />*7ü ist im allgemeinen Fall symmetrisch und positiv definit^ die ki¬

netische Energie beträgt T« j-^ /B'ifc ?»" % • Sie kann jedoch semidefinit wer¬

den, wenn man - etwa bei Vernachlässigungen oder Vereinfachungen - Teile des

Systems als masselos annimmt. Es gibt dann möglicherweise Bewegungszustände,



die keine kinetische Energie besitzen.

Beispielsweise wird im Doppelpendel von Fig. 1
mit den Lagekoordinaten <ft ifi ( Wjl « 1 )

e* l A*x

Die Matrix irUi,ist damit symmetrisch und posi¬
tiv definit; falls aber «»ij.o oder />«.,. =o
ist, wird sie semidefinit. Die beiden energie¬
losen Bewegungszustände sind y>t =

o , ift beliebig.
bzw.

/-m.

Fig. 1

Aufgrund der Eigenschaften der Matrizen 9n und d.^ werden die Systeme
nach folgendem Schema klassiert C2] :

1. dik. symmetrisch, t*> '* o : konservativ, nichtgyroskopisch

2. d;k symmetrisch, r* antimetrisch konservativ, gyroskopisch

3. ^ symmetrisch, t* symmetrisch,
positiv definit • dissipativ

4. *ik antimetrisch, ^a< = o •• zirkulatorisch.

Diese Fälle können natürlich auch kombiniert vorkommen. Ein System ist aber

nur dann konservativ, wenn alle Beiträge konservativ sind. Im Fall symmetri¬
scher Matrizen d^ und 9^ existierenPotentiale, und zwar V' %]?dik fl ?*
sowie die Rayleigh'sche Funktion 2>=j-2 fiJ, fc % . Letztere wird auch als

Dissipationsfunktionbezeichnet, wenn sie positiv definit ist.

1.1.2. Elektrische Systeme. Um zu einer

Auswahl und Darstellung der uns interessierenden

elektrischenSysteme zu kommen, betrachtenwir,
ausgehend von den beiden Arbeiten von Ziegler [8]
bzw. Grassmann und Ziegler [9] ,

stationäre Strom¬

kreise der in Fig. 2a skizziertenArt. Dabei ist A

ein Generator, 8 ein Verbraucher. Die Charakteri-

A

D
B

Fig. 2a



stiken von A und ß
, d. h. die Abhängigkeit der Spannungen V an A und

8 vom Strom I seien Jr» ~f (D für A bzw. V-flCl) für ß . Diese
Charakteristiken dürfen weitgehend beliebig sein, es soll nur in jedem Betriebs¬

punkt dem Generator bzw. dem Verbraucher ein Widerstand —{' bzw. 9' ,

nämlich die Tangenten an -f und q , zugeordnet werden können. Dabei dür-
fen -f und a positive und negative Werte annehmen.

Beispielsweise ist bei einem Generator
mit Innenwiderstand -•{' positiv, bei einem
Lichtbogen als Verbraucher a ' negativ
(Fig. 2b). "

Die Schnittpunkte der Charakteristiken - in Fig.
2b sind diese Punkte mit 1 und 2 bezeichnet -

sind die Betriebspunkte, bei denen ein stationä¬

rer Betrieb möglich ist. Um die Stabilität eines

solchen stationären Stromes untersuchen zu kön¬

nen, ist man genötigt, die Selbstinduktion, die

Streukapazität und den Ohm'schen Widerstand des Kreises einzuführen, da an¬

dernfalls keine Abweichungenvom Gleichgewicht möglich sind C8] . Solche Ele¬

mente kann man sich als kleine Kondensatoren etc. in den Stromkreis eingebaut
denken, wodurch ein beliebig kompliziertes Netzwerk entsteht.

Fig. 2b

Als Beispiel wurde in [8] das in Fig. 3
skizzierte Netzwerk untersucht.

Man kann sich die Elemente auch kontinuier¬

lich auf den Leitern verteilt vorstellen. In

diesem Fall entsteht allerdings ein System
mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Der¬

artige Systeme werden im zweiten Kapitel
betrachtet. Fig

Es sollen zunächst die "Bewegungsgleichungen", d.h. die Gleichungen für die Ab¬

weichungen von den Gleichgewichtsströmen so dargestellt werden, dass ein direk¬

ter Vergleich mit den mechanischen Fällen möglich ist. Alle Aussagen sind dann

für mechanische und elektrische Systeme gleichermassen gültig. Zu diesem Zweck

betrachten wir allgemein ebene, endliche und geschlossene Stromkreissysteme,
bei denen zeitlich konstante Spannungsquellen, Kondensatoren, Ohm'sehe Wider-



stände und Induktivitäten beliebig miteinander kombiniert sind. Die Verbindungs¬
stellen zweier oder mehrerer Elemente heissen Verzweigungspunkte, die einzel¬

nen Elemente Zweige. Der Freiheitsgrad des Systems ist gleich der Anzahl der

elementaren Kreise, d.h. derjenigen Kreise, in deren Innerem sich keine Zwei¬

ge befinden. Er kann durch Abzählen der Zweige und Verzweigungspunkte ermit¬

telt werden, und zwar ist (z.B. D.0] , p. 9)
rn,*. 4- Vt 1 (4.2-)

mit £ : Anzahl Zweige
V : Anzahl Verzweigungspunkte.

Die Formel (1.2) kann mit vollständiger In¬
duktion bewiesen werden. Wenn man an ei¬
nem beliebigen Netzwerk einen weiteren
Zweig anbringt, so kann dies auf zwei Ar¬
ten geschehen: Entweder wird der Zweig
in einen schon bestehenden Kreis eingeschal¬
tet, wobei sich die Anzahl der elementaren
Kreise nicht verändert, oder er wird an zwei
verschiedenen Verzweigungspunkten angeschlos¬
sen, wodurch die Anzahl der elementaren Krei¬
se um eins erhöht wird. Diese Situation ist in

Fig. 4 dargestellt; der Kasten }f bezeichnet
das schon bestehende Netzwerk, i. den zu¬

sätzlichen Zweig. Im ersten Fall gilt & ^ «=¦ o
,

ät-t ,
AV = i , im zweiten Ai^^d,

Ai-i , &tt c-o . Es entsteht damit die Be¬
dingung

A/K = *2- AV . (4.2)
Das Netzwerk von Fig. 5 ergibt zusammen

mit (1.3) die Formel (1.2).

N
*-r

Fig. 4

X n=1
Z=2
V = 2

Fig. 5

Die "Maschentransformation" (z.B. [10], p. 26) führt auf Kreisströme \Uy.-,
als "Lagekoordinaten" des Systems. Die erste

Kirchhoff'sche Regel wird dabei von selbst be¬

friedigt, wie aus Fig. 6 ersichtlich ist. Der

wirkliche Strom in einem Zweig ist gleich der

Summe aller durch ihn fliessenden Kreisströ¬

me. Allenfalls vorhandene konstante Gleichge¬
wichtsströme sollen abgezählt werden, sodass

von nun an I, ... T^ die Abweichungenvom Fig. 6
Der Richtungssinn der Ströme

Gleichgewicht bedeuten. Wir interessieren uns igt teiieU^ die Summe aller
für die Stabilität dieses Gleichgewichtes. ein- und ausfliessenden Ströme

verschwindet.

I*
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Wir betrachten den X. -ten Kreis. Die Summe

aller Induktivitäten, die in den Zweigen des i-
ten Kreises vorhanden sind, wird als La be¬

zeichnet. Falls der k -te Kreis eine Indukti¬

vität mit dem i, -ten gemeinsam hat, nennt

man diese La, . Wie Fig. 7 zeigt, ist Lifeciti-
Das Vorzeichen von Liu soll negativ sein,
wenn die beiden Ströme sich entgegen laufen.
Es ist somit |Lii,| ein Teil von La und es gilt

Kreis t.

La -£M-iil + U <>o)

Ln,-Lki
Fig. 7

Kreis k.

fc-i
*i

wobei Li diejenige Induktivität ist, die der i. -te Kreis nur für sich allein
besitzt. Die Vorzeichenkonvention wird eingeführt, damit in (1.4) alle Beiträge
zu den Spannungen das richtige Vorzeichen erhalten. Die Matrix Li.U. ist in je¬
dem Fall symmetrisch*. Entsprechend sind die Matrizen Ä-U» für die Ohm'

sehen Widerstände und -£7T für die Kapazitäten Cn definiert. Die Spannungen an

den verschiedenen Elementen im i - ten Kreis betragen, wenn 3* die Gleich¬

gewichtsströme bedeuten,

Die zweite Kirchhoff'sche Regel ergibt nach einmaliger Ableitung nach der Zeit,
da die Gleichgewichtsströme und die zeitlich konstanten Spannungsquellen heraus¬

fallen,

IL (Uk^-^i^-eh:^) (4-4)

Damit ist die formale Analogie zur Mechanik erreicht.

Die Matrix L{.u. ist mindestens positiv semidefinit. Diese Tatsache wird norma¬

lerweise physikalisch begründet (z.B. [10] , p. 353 ) ; im Folgenden wird hin¬

gegen ein formaler Beweis gegeben.

Es ist zu zeigen, dass die Determinante der Matrix und alle Hauptminoren po¬
sitiv sind. Sie hat folgenden Aufbau :

*'Der Effekt der gegenseitigen Induktion (im Gegensatz zu der hier als
gemeinsam bezeichneten Induktivität), d.h. der Strom, der durch das Mag¬
netfeld des k - ten Kreisstromesim x - ten Kreis induziert wird, soll hier
vernachlässigt werden. Es dürfen also, wie in Fig. 3,p. 8, nur Selbstinduktio¬
nen vorkommenund beispielsweise keine Transformatoren.



L1WU' + - + /ti*.l

U
Ltl

/-"Kt

11

ILJ*U+\U\+- + IL^\

JUJ*" ?IL.-J'L.
L

Bei der Berechnungaller der zu untersuchenden Determinanten sind die einzigen

Summanden, die allenfalls ein negatives Vorzeichen haben, solche, bei denen

mindestens ein Faktor nicht auf der Diagonale steht. Zu jedem solchen Term

lässt sich einer finden, der denselben Betrag hat, aber sicher positiv ist : Man

nimmt das Produkt der gleichen, in denselben Zeilen auf der Diagonale stehen¬

den Faktoren. Das ist stets zu erreichen, da alle nicht auf der Diagonale ste¬

henden Elemente als Summandenauf der Diagonale vorkommen. Da es aber höch¬

stens noch mehr positive Produkte aus Termen auf der Diagonale gibt, beispiels¬
weise Lj.-i.-v , ist die Behauptung bewiesen.

Ein entsprechender Beweis lässt sich durchführen für -^ru . Im Gegensatz zu den

mechanischenFällen ist also hier das "Potential" V- ^ % -^i r;It immer

mindestens positiv semidefinit.

Die Matrizen werden sicher dann semidefinit, wenn induktions - bzw. kapazitäts¬
freie Kreise vorkommen. Dann stehen nämlich in gewissen Spalten und Zeilen

lauter Nullen, sodass die Determinante (samt einigen der Hauptminoren) null

wird. KapazitätsfreieKreise sind wohl realisierbar, induktionsfreie jedoch nicht,

da immer ein Rest von Selbstinduktion vorhanden ist.

Wegen der Symmetrie der Matrizen Liu , fiik und ^ kommen hier nur die fol~

genden beiden, zur Mechanik analogen Fälle vor :

1. 4ik = o : System konservativ, nichtgyroskopisch

2- Rikto • System dissipativ, falls #Ct positiv definit
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Zusammenfassung:
1. In Bezug auf die Matrix L.fc herrschen dieselben Zustände wie im mecha¬

nischen Fall bei '»tii. Sie ist positiv definit und wird höchstens bei Ver¬

nachlässigung von Selbstinduktionensemidefinit.

2. Ueber die Matrix Kc^ lässt sich ausser der Symmetrie nichts aussagen, da
wir negative Widerstände zulassen.

3. Die Matrix -— ist immer mindestens positiv semidefinit.
cifc

1.2. Stabilität

1.2.1. Allgemeines. Um die Stabilität des Gleichgewichtes eines Systems
zu untersuchen, betrachtet man das Verhalten desselben bei kleinen Störungen
(kinetische Methode [2]). Die dabei entstehenden Abweichungenvom Gleichge¬
wicht (Jtft'bzw. I^U) sind die Lösungen der Differentialgleichungen (1.1) und

(1.4). Ein Gleichgewichtszustand wird als stabil bezeichnet, falls für genügend
kleine Anfangswerte <}{,(•) , <?*<<>' ( fc» 2 ... rn, ) die Lösungen %(& ; ^k^)
beliebig klein bleiben. (Für eine äquivalente Definition im Ljapunov'schen For¬

malismus siehe z.B. [11].)

Die grundlegenden Theoreme über die verschiedenen, in 1.1 klassierten Fälle

findet man in [2] . Für die elektrischen Systeme gelten die entsprechenden
Sätze.
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1.2.2. Normalkoordinaten. Bei Systemen ohne geschwindigkeitsabhängige
Kräfte bzw. ohne Ohm'sche Widerstände reduziert sich das Differentialgleichungs-
System auf die Form

Aikfk + &ikfk ° ° > f*-0

wo Aik symmetrisch und mindestens positiv semidefinit, o{^ beliebig ist.

Im konservativen Fall ist 6^ symmetrisch, im nichtkonservativen kann zu¬

mindest ein symmetrischer Teil S^ abgespaltet werden, sodass der verblei¬

bende Rest Sn schief ist. Falls /^ positiv definit ist, kann man einen

Satz von Normalkoordinaten finden, in welchem An und &l^ diagonal sind

[12] . Der schiefe Teil ßc£ bleibt bei dieser Transformation schief. Wenn

A{^ positiv semidefinit ist, lässt sich die Transformation auf Normalkoordi¬
naten nicht durchführen. Der Uebergang vom definiten zum semidefiniten Fall
wird im Abschnitt 1.2.3 besprochen.

Nach der Transformation auf Normalkoordinaten und mit dem Ansatz

IlM-fc*" U.G)

erhalten wir für die Gleichungen (1. 5)

^* fy ¦ c*.+;

Dabei bedeutet 12 eine reelle, im konservativen Fall diagonale, im nichtkon¬

servativen Fall beliebige Matrix und "£ eine Spaltenmatrix, d.h. einen Vektor
in einem -TO- - dimensionalen Raum. Dieser Vektorraum kann allenfalls kom¬

plex sein, denn im nichtkonservativen Fall besteht die Möglichkeit komplexer
Eigenwerte. Falls solche auftreten, ist aber das System instabil, da beim Ein¬

setzen eines komplexen ^ in (1.6) immer ein exponentiell anwachsender
Teil entsteht. Solange sämtliche in, Eigenwerte verschieden, reell und positiv
sind, ist das System stabil und es genügt die Beschränkung auf einen reellen
Raum.
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1.2.3. Uebergang von einem definiten A^ zu einem semi-
definiten. Ziegler hat in [2] , p. 67 und [8] an den bereits erwähnten Sy¬
stemen von Fig. 1, p. 7 und Fig. 3, p. 8 mit zwei Freiheitsgraden gezeigt, dass
man den semidefiniten Fall nicht als Grenzfall des definiten darstellenkann :

Wenn bei einem mechanischen oder elektrischen System gewisse Massen oder
Selbstinduktionen gegen null gehen und somit /H^lk bzw. Life semidefinit wer¬

den, so ergibt sich nicht dasselbe Stabilitätsverhalten, wie wenn von Anfang an

die entsprechenden Grössen gleich null gesetzt werden. Wir wollen nun zeigen,
dass diese Erscheinung bei beliebigem endlichem Freiheitsgrad auftritt.

Beweis : Die Lösungen von (1.1) und (1.4) findet man mit dem Ansatz (z.B. für

(1.1))

tfift)- <UeA. c±.e)

In (1.1) eingesetzt ergibt dies

sWikQk¦ U.X + tfik «y- + oLiX. <*k

Damit Lösungen für die ä^ bestehen, muss die Determinante der Koeffizienten
verschwinden. Dabei entsteht eine Gleichung ¦2/»i- - ter Ordnung für die Eigen¬
frequenzen, deren höchster Term \det ftoiil^) f^-

"*"
ist. Wie (1.8) zeigt, ist

das System stabil, falls alle Lösungen der Frequenzengleichung negativen Real¬

teil haben. Die Lösungen einer Gleichung

«.X^tx"1-',^X^f.- r W ° C«.>o)

haben genau dann diese Eigenschaft, wenn die Determinanten

"1 etc. (i.S)

alle positiv sind (Routh - Hurwitz - Kriterien). Diese Kriterien ergeben in un¬

serem Fall 2.x-4 Ungleichungen, welche sich stetig ändern, wenn wir <Wi4
semidefinit werden lassen. Falls aber 'Wi*, von Anfang an semidefinit ist, ver¬

schwindet der Term mit der höchsten Potenz in m, , da die Determinante
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einer semidefiniten Matrix verschwindet [12] . Damit entsteht eine Frequenzen¬
gleichung (Zv-l) - ter Ordnung. Es ergibt sich eine Bedingung weniger, und aus¬

serdem lauten die Z-k-X. neuen Bedingungen im allgemeinen anders als solche

aus der Reihe (1.9). Diese Tatsache ist schon aus dem ersten Routh - Hurwitz -

Kriterium ersichtlich: a{ > ° war im definiten Fall die erste Stabilitätsbedin¬

gung ( aö ist als Determinante einer positiv definiten Matrix positiv). Diese

lautet jetzt, da das Vorzeichen von Qj nicht bestimmt ist, -i >o . Letztere

Bedingung ist auch für negative a, erfüllt, falls gleichzeitig ctx negativ ist.

Diese Möglichkeit ist im definiten Fall nicht gegeben.

1.3. Annehmbare Modelle für Systeme mit endlichem Frei¬

heitsgrad

1.3.1. Allgemeines. Es sei ein System mit endlichem Freiheitsgrad gege¬

ben, dessen Stabilität mit Hilfe eines Modells untersucht werden soll. Nicht je¬
des Modell, das sich anschaulich dazu anbietet, ist für diesen Zweck geeignet.

Für Systeme der Art von Fig. 2a, p. 7, erhält man je nach Modell ganz ver¬

schiedene Stabilitätskarten (Fig. 13, 14 p. 32, Fig. 17, p. 34).

Ein Modell nennen wir annehmbar, wenn es das Stabilitätsverhalten des ge¬

gebenen Systems in Funktion aller interessierenden Parameter in bestimmten,
von Fall zu Fall festzulegenden Grenzen physikalisch richtig wiedergibt. Solche

Parameter sind beispielsweise Lasten, Kapazitäten usw. Die Anforderungen an

ein Modell hängen also auch davon ab, wie genau ein reales System wiedergege¬
ben werden soll. In den folgenden drei Abschnitten werden vier Grundregeln an-
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gegeben, die bei der Auswahl von Modellen beachtet werden müssen. Dazu kön¬
nen im Einzelfall natürlich noch weitere Forderungenkommen.

1.3.2. Die Matrizen TUit und Life .In einem realen System gibt
es keine masselosen Teile, es gibt also auch keine Bewegungszustände ohne ki¬
netische Energie. Ebenso existieren keine Stromkreise ohne Selbstinduktion. Da
aber der Fall mit semidefiniter kinetischer Energie bzw. semidefiniter Matrix

Lii, nicht als Grenzfall des definiten dargestellt werden kann, fordern wir für
ein annehmbares Modell:

REGEL I: Die Matrizen ¦•n»,^ und Lu_ müssen positiv definit sein.**

1.3.3. Systeme ohne geschwindigkeitsabhängigeKräfte bzw.
ohne Ohm'sche Widerstände.

a) Konservativer Fall. Bei positiv definitem 'W-lik bzw. L-i± hängt die Stabi¬
lität nur von der Definitheit des Potentials ^r-f;£ «<il fC% bzw. V- X £~w IiXk
ab [2] . Es ist deshalb als zweite Regel zu verlangen:

REGEL II : Bei konservativen Systemen ohne geschwindigkeitsabhängige Kräfte

bzw. ohne Ohm'sche Widerstände muss das Potentialdes Modells
in Funktion der interessierenden Parameter dieselben Eigenschaften
hinsichtlich der Definitheit haben wie das gegebene System.

b) Nichtkonservativer Fall. Hier interessiert nur der mechanische Fall, da bei

einem elektrischen Netzwerk -grr immer symmetrisch ist. Durch Transforma-

O Wärmeströme sind trägheitslos. Aus demselben Grunde, aus dem die Regel I
für mechanischeund elektrische Systeme gefordert wird, ist sie für Wärme¬
stromkreise dahingehend abzuändern, dass bei solchen Modellen nur trägheits-
lose Kreise vorkommen dürfen. Im Folgenden werden keine Wärmeströmemehr
betrachtet.
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tion auf Normalkoordinaten wird das System auf die Form (1.7) gebracht. Die

Eigenwerte A der Matrix iTl müssen in Funktion der interessierenden

Parameter die Verhältnisse beim exakten System befriedigend wiedergeben; eine

Forderung, über deren Erfüllung nur durch explizite Berechnung von Fall zu

Fall entschieden werden kann.

1.3.4. Systeme mit geschwindigkeitsabhängigen Kräften bzw.

mit Ohm'schen Widerständen. Ueber die Stabilität von solchen Syste¬
men gibt es eine Reihe von Sätzen, die in einer Arbeit von Magnus [13] zusam¬

mengestellt sind.

a) Geschwindigkeitsabhängige und -unabhängige Kräfte aus Potentialen herleitbar.

Das Folgende gilt auch für elektrische Systeme, da ßn, und — immer sym¬
metrisch sind. Es lässt sich eine notwendige und hinreichende Bedingung für die

Annehmbarkeitvon Modellen angeben:

REGEL DJ: Falls beim gegebenen System die geschwindigkeitsabhängigen Kräfte

aus einer Rayleigh'schen Funktion 0={2^^t und die ge¬

schwindigkeitsunabhängigen aus einem Potential V'% £_, dik. fc f*
herleitbar sind (entsprechend für elektrische Systeme), müssen D

und V des Modells in Bezug auf die Definitheit dieselben Eigen¬
schaften haben wie beim gegebenen System.

Zusammen mit der Forderung, dass die kinetische Energie positiv definit sein

muss, nimmt diese Regel einen zentralen Platz ein, da sie für eine grosse Klas¬

se von Systemen anwendbar ist. Sie folgt aus der Tatsache, dass bei solchen

Systemen zusätzlich zu den bereits besprochenen Eigenschaften von V die De¬

finitheit von D allein für die Wirkung der damit beschriebenen Kräfte ent¬

scheidend ist, was die Stabilität betrifft ([13], siehe auch 3.4). Die Regel HI

ist deshalb notwendig und hinreichend.

b) Beliebige Kräfte. Dieser Fall tritt nur für mechanische Systeme ein. Wenn

die geschwindigkeitsabhängigen Kräfte ein Potential haben, die geschwindigkeits-



18

unabhängigen aber nicht, kann man keine zum Fall a) analoge Ueberlegung an¬

stellen, denn Kräfte, die aus positiv definiten Rayleigh'schen Funktionen folgen,
können bei solchen Systemen, wie wir im Abschnitt 3. 3 sehen werden, die Sta¬
bilität in verschiedener Weise beeinflussen. Immerhin lässt sich für einen Spe¬
zialfall noch eine Regel angeben, die zwar notwendig, aber nicht hinreichend
ist:

REGEL IV : Falls beim gegebenen System bei beliebigen geschwindigkeitsabhän¬
gigen Kräften die geschwindigkeitsunabhängigen rein zirkulatorisch

sind, muss die Anzahl der Freiheitsgrade des Modells entsprechend
derjenigen des exakten Systems gradzahlig oder ungradzahlig sein.

Dies folgt daraus, dass solche Systeme, je nach dem sie eine gradzahlige oder
ungradzahlige Anzahl von Freiheitsgraden haben, ganz verschiedene Eigenschaf¬
ten in Bezug auf die Stabilisierbarkeit durch geschwindigkeitsabhängige Kräfte

haben [13] . Im Uebrigen ist hier die Annehmbarkeit eines Modells im Einzel¬

fall zu prüfen.

1.3.5. Schlussbemerkungen. Die Regeln II und Iü wurden bereits von

Ziegler [8] für mechanischeSysteme vermutet. Hier werden sie ebenfalls für

elektrische Systeme begründet; ausserdem ist hier die Regel I für beliebige
endliche Freiheitsgrade bewiesen.
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2. LINEARE SYSTEME MIT UNENDLICH VIELEN FREIHEITSGRADEN

2.1. Auswahl und Klassierung

Wir betrachten eindimensionale, lineare, elastische mechanischeund elektrische

Systeme mit unendlichem Freiheitsgrad, also elastische Balken, Leiter mit kon¬

tinuierlich verteilter Kapazität etc. Die Stabilität von Gleichgewichtszuständen
solcher Systeme untersuchen wir wie im endlichen Fall mit Hilfe kleiner Abwei¬

chungen vom Gleichgewicht. Dies führt auf lineare partielle Differentialgleichun¬
gen für die gesuchte Lösungsfunktion <}(*,t) , wo f(xtt) die Abweichungvom

Gleichgewicht, 04*^ und t die Länge des Balkens oder des Leiters ist.

Wir wollen annehmen, dass ausser allenfalls in den Randbedingungen keine zeit-

und geschwindigkeitsabhängigen Kräfte bzw. Ohm'schen Widerstände vorkommen.

Ebenso sollen die auftretenden Koeffizientenwie Massenverteilung, Induktionen

usw. zeitunabhängig sein.

Unter diesen Voraussetzungen erhält man mit dem Ansatz

f&.fc)- ^<)tvH f*.o

ein Eigenwertproblem der Form

n^
Dabei ist it ein gewöhnlicher linearer Differentialoperator. Ein System ist

genau dann stabil, wenn alle Eigenwerte von <Ll reell und nichtnegativ sind.

Wie bei endlichen Systemen ist also der zugrundeliegende Raum im stabilen Fall
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reell. Die Aussage (2. 2) soll kurz begründet werden.

1. Mechanische Systeme. Die einzigen Kräfte, die vorkommenkönnen, sind lage¬
abhängige konservative oder nichtkonservative Kräfte sowie Trägheitskräfte. Nur
die letzteren enthalten eine zeitliche Ableitung von <f.(x,t). In der Euler - Lag-
range'schen Gleichung des Hamilton'schen Prinzips ergibt die kinetische Energie
den Beitrag .

dt
'
£<p,*) / 1 o

welcher mit dem Ansatz (2.1) die gewünschte Form (2.2) ergibt.

2. Elektrische Systeme. Der hier behandelte Fall wird durch die Telegraphen¬
gleichungen (z. B. [14] , vol. 2, p. 192) beschrieben, welche, da wir zunächst

keine Ohm'sehen Widerstände zulassen, lauten:

~pvCf,t) ~\ L(x) ist die Selbstinduktiondes Leiters

(l.S)

I r )
'

(
'cJVCht) "\ L(k) ist die Selbstindul

Li%! i-L^t) •* -

g^ J pro Längeneinheit
C (x) die Kapazität pro Längeneinheit,

0e(*.t)
C(x)V(*t) =-" -7TT~

£(*,*) die Abweichung vom Gleichgewichts-
Strom und

y(t,t)die Abweichung von der Gleichge¬
wichtsspannung.

Durch Elimination folgt sowohl für v als auch für £ die Wellengleichung

LCä-e"= O. (L,C konstant) (z.f)

Diese ergibt mit (2.1) ebenfalls eine Gleichung der Form (2.2).

Zur vollständigen Bestimmung der Operatoren ¦£ 1 gehören noch Randbedingun¬

gen. Da wir von den inneren Kräften annehmen, dass sie konservativ sind,
stammt die Nichtkonservativitätnormalerweisevon den Randbedingungen. Mit

Hilfe der folgenden Aussage lassen sich die Systeme klassieren (z.B. [15] , p.

"Es handelt sich um den reellen £ (o,l)- Raum. Das Skalarprodukt ist definiert
als e

t\|i,^>- \*K u<W v*U) •
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183) :

Konservativen nichtgyroskopischen Systemen entsprechen selbstadjungierteOpera¬

toren und umgekehrt, nichtkonservativen entsprechen nichtselbstadjungierte.

2.2. Approximation eines Systems mit unendlich vielen Frei¬

heitsgraden durch eines mit endlich vielen

2.2.1. Problemstellung. In dem in Fig. 3, p. 8 skizzierten System mit

zwei Freiheitsgraden wird die gesamte, über den Leiter verteilte Induktivität

und Kapazität durch L und C dargestellt. Es erhebt sich die Frage, ob

dieses Vorgehen zulässig ist. Wenn man Modelle mit einer grösseren Anzahl von

Freiheitsgraden zulässt, können beliebig viele andere Anordnungen betrachtet

werden, beispielsweise Fig. 15 und 17, p. 34 usw. Insbesondere kann man das

"exakte" System mit unendlich vielen Freiheitsgraden nehmen, für welches die

Telegraphengleichungen (2.3) mit den Randbedingungen

yfp,t) - E(o,t) ¦{' -\

\ U..T)

gelten. Sie folgen aus dem Ohm'schen Gesetz für die beiden Widerstände -¦{'
und %' (Fig. 12, p. 28).

Reale Systeme haben immer unendlich viele Freiheitsgrade. Häufig will man

aber endliche Modelle zur Stabilitätsuntersuchungverwenden. Es stellen sich

folgende Fragen :

1) Gibt es Systeme mit endlichem Freiheitsgrad, die ein ähnliches oder dassel¬

be Stabilitätsverhalten wie das gegebene unendliche System haben ?
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2) Ist allenfalls eine gewisse "Konvergenz" gegen das Stabilitätsverhalten des
unendlichen Systems feststellbar, falls der Freiheitsgrad des als Modell die¬
nenden endlichen Systems, wie zum Beispiel in Fig. 16 , p.33 , gegen un¬

endlich geht ?

Den Begriff der Konvergenz ,
der noch genau zu definieren sein wird, werden

wir zur Erweiterung der Definition von annehmbaren ModeUen für Systeme mit
unendlichem Freiheitsgrad brauchen. Zunächst sollen aber die unter 1) und 2)
gestellten Fragen in den beiden nächsten Abschnitten untersucht werden.

2.2.2. Konservative Systeme. Konservative Systeme der hier betrachte¬
ten Art sind genau dann stabil, wenn das Potential positiv definit ist. Dieser

Satz gilt unabhängig von der Anzahl der Freiheitsgrade.

Wir nehmen an, wir hätten ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden, das

äusserlich in sinnvoller Weise durch ein endliches Modell wiedergegeben werden
kann. Das ModeU muss natürlich alle Parameter enthalten, in Bezug auf welche
das Stabilitätsverhalten untersucht werden soll.

Beispiel : Wir betrachten den Euler'schen Knickstab in Fig. 8a,p.23, wel¬
cher die Knicklast

besitzt. Mögliche Modelle sind in Fig. 8b dargestellt. [16] . Sie besitzen
das Potential

r/-= elf (n-<e^tf - £§r.1. (t*—) f-«>

Damit der Grenzübergang rn, —»- o° möglich wird, verlangen wir

I <f i I -k Tf und
1

A
(lV

Anstelle der Winkel <f>i wählen wir als Koordinaten die Auslenkungen
•^ (xi) , womit (2.6) wegen i^-x^, - JL lautet
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Q*

c'(%-ft)

Cfi , ?¦?
^'(fv-fv.i) £

)U6 ^(ic)»0

Fig. 8a Fig. 8b

i/ -

* fii c ^ y

low f"". ««-

Aus der ersten Bedingung (2.7) folgt

}Cw-i> -?to
und

«-*. - x; ' = l '

womit -jCxi) für <•*.-» oo stetig und differenzierbarwird-, ebenso gilt
wegen der zweiten Bedingung

1 ty*w> " afc'l - Ü(«:> " 3f«'*)J| < tjJ und

I fr.l6i-ti-3C1-.il _ lafc)-jGt.>,,]fl 7
L *i-t -Xi XJ-X^t i

I *j . ~ x: ^1-
^Cx) ist somit zweimal differenzierbar. Jetzt können wir mit •*_

""tx

den Grenzübergang /h. —» 0» durchführen, falls für die Federkonstante
c' jeweils der Wert d'= /-w-c gewählt wird :

l i

Dies ist aber gerade das Potential für den Euler'schen Knickstab.
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Die in diesem Beispiel interessierenden Parameter sind die Last P , die Bie-
gesteifigkeit £ 3

, deren Rolle im Modell von c<f übernommenwird und
die Länge C des Stabes. Da wegen der Beschränkung (2.7) die Werte des Po¬
tentials in diesen Parametern gegen die Werte des gegebenen Systems konvergie¬
ren, konvergieren auch die Knicklasten P± , bei welchen das Potential semi¬
definit wird, gegen den richtigen Wert. Am Ende dieses Abschnittes wird diese
Aussage allgemein bewiesen.

Die in den Bewegungsgleichungen (1.1) vorkommende Matrix ccl ist für
das obige Beispiel

l -

C+f. -1 o

-4 C*1 -1

O - ±

Die Determinante dieser Matrix lässt sich rekursiv berechnen. Damit
kann man die Knicklasten numerisch angeben; in Fig. 8c, p. 25,sind eini¬
ge davon aufgetragen.

Die Potentiale sind Funktionen bzw. im unendlichen Fall Funktionale, welche
die Menge aller möglichen Abweichungenvom Gleichgewicht ( "tyc bzw. ¦H-M )
auf ein beschränktes und abgeschlossenes Intervall auf der reellen Achse abbil¬
den. Die Beschränktheit und Abgeschlossenheit des Intervalls folgt aus der Tat¬

sache, dass wegen der Linearität immer Bedingungen von der Art (2. 7) gestellt
werden müssen. Falls überhaupt für ein System ein sinnvolles endliches Modell

existiert, wird es im allgemeinen auch möglich sein, den Freiheitsgrad des

Modells wie im eben besprochenen Beispiel beliebig zu erhöhen. Unter der

"Konvergenz" des Potentials für *n. —*¦ oo wollen wir die

Eigenschaft verstehen, dass die unteren Endpunkte der Inter¬
valle gleichmässig in den Parametern gegen die entsprechen¬
den Werte des exakten Potentials konvergieren. Dann geht aber

auch das Stabilitätsverhalten des Modells für -n—- oo in dasjenige des exak¬

ten Systems über, d.h. es konvergieren die Parameterwerte, bei denen das Sy¬
stem stabil oder instabil wird.
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Beweis : Gegeben sei das Potential eines unendlichen Systems V«, M.^CvA))
mit einem beliebigen Parameter A . Für A > A„„ sei Vw indefinit,
für A < A», positiv definit, d.h. das System ist für A > A.» instabil
und für A < A „, stabil. Weiter sei ein Modell gegeben mit den entsprechen¬
den Werten {£. (A,'yi (A)J und A^ . Es konvergiere J^U. im oben definier¬
ten Sinne gegen Vco . Wir behaupten, dass A^— A^, für /»v-*-a? . Zu¬
nächst schränken wir A^, von oben ein. Für ein beliebiges £>o existie¬
ren Abweichungen vom Gleichgewicht ^ Cx, A) , sodass V«, (A,.*«, itV, AÄ*t))<o
ist; die untere Grenze von Vo. fAa, + €^ Tj(x^/|w+c)) werde mit V£ bezeichnet.
Wegen der Konvergenz gibt es ein /H01 , so dass für -*l > ^m

VÜ.(r\o.*<i.j "tyl {koo <-&)) ebenfalls negativ ist, wobei V£ entsprechend
die untere Grenze von V*. bedeutet. Es gilt also, da V^_ für A - A*, * £

offensichtlich indefinit ist, A^,<Ap,-t£. Für die Abschätzungvon A^, nach

unten ist noch eine weitere Bedingung notwendig. Für A <. A„ ist die un¬

tere Grenze V£ von Vä> gleich null, denn für y(x) -c? ist Vo» = °
. Damit

V£ und VJt im positiv definiten FaU positiv werden, verlangen wir

I y Cx ) \/u^Ax > -L und I *$ i I ^«^ > -£. ,
O < -C Ä -^*, wo -i!» die

Linearitätsgrenze bedeutet. Es ist also für A~ A^-t. jetzt &£ positiv,
und wegen der Konvergenz existiert wiederum ein ^01, so dass für n^_>/uml
V'Ji. c'Ao.-e, ^ifA««. -£)) ebenfalls positiv und V^ folglich positiv defi¬

nit ist. Es gilt also

Awte > A^ > A^-e ,

womit die Behauptung bewiesen ist, da £ beliebig gewählt werden kann.

2.2.3. Nichtkonservative Systeme. Unter dem Spektrum eines Systems
verstehen wir die Menge aller Eigenwerte der Matrix £~L in (1.7) bzw. das

Spektrum des Operators XI in (2.2), je nach dem das System endlichen oder

unendlichen Freiheitsgrad hat. Durch das Spektrum ist die Stabilität eines Sy¬
stems eindeutig bestimmt. Das Stabilitätsverhalten eines endlichen Modells geht
folglich für -*i —? °° in dasjenige des gegebenen unendlichen Systems über,
wenn die Spektren ineinander übergehen. Es kann aber nur durch explizite Rech¬

nung von Fall zu Fall nachgeprüft werden, ob diese Bedingung erfüllt ist. Im
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Folgenden sollen diese Dinge an zwei Beispielen erhellt werden.

1. Beispiel : Wir betrachten den Beck'schen Knickstab, Fig. 9a. Für die nahe¬

liegenden Modelle in Fig. 9b ist

C-w* -lc~" CM,*

a

denn die Bewegungsdifferentialgleichungenfolgen aus

e.£j

^"¦' Jfm

>Cm Jm.

=-•*'• (fi-fwO

XvA *Cx*.)-o

Fig. 9a Fig. 9b
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Die in Fig. 9b eingeführten Koordinaten ^t sind zwar keine Normalkoordina¬
ten •, immerhin ist aber die Matrix mn, diagonal, sodass die Darstellung
(1.7) möglich ist. Die Eigenfrequenzen wurden für einige Modelle numerisch be¬

rechnet. In einem ( P , A* ) - Diagramm liegen die Werte der Eigenfrequenzen
auf Kurvenästen, die im vierten Quadranten aufsteigen, im ersten ein Maximum
haben und wiederum in den vierten Quadranten zurückgehen. In Fig. 10, p. 29,
und Fig. 11, p. 30, sind die beiden ersten Kurvenäste des exakten Systems sowie

diejenigen der Modelle aufgezeichnet. Das einfachste Modell besteht aus drei

Stäben, denn der unterste Stab wurde als fest eingespannt angenommen, um die

Randbedingung des exakten Systems ( y'fe)=>o ) zu simulieren. Die Modelle
wurden bis zu zehn Stäben gerechnet. Mit zunehmendem Freiheitsgrad nähern
sich die Kurven der exakten Kurve.

2. Beispiel : Wir untersuchen das be¬
reits mehrmals erwähnte, in Fig. 2a,
p. 7 skizzierte System. Das unendliche

System (Fig. 12) besteht aus dem Gene¬

rator A und dem Verbraucher &

mit den Widerständen -f und «/.
Leiter mit kontinuierlichverteilter In¬

duktivität Lex) und Kapazität C M
verbinden A und 8 miteinander,
und zwar seien L(x) und CYie) konstant.

Das System wird, wie in (2.4) und

.(2.5) erwähnt, durch die Differential¬

gleichungen

-JL
x*
*r_r-

5-

<%-

.C7>
s;>

nm
r

Fig. 12

e = o , C2..P)
LCV

mit den Randbedingungen
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beschrieben. Die allgemeine Lösung der Gleichung (2.8) lautet

^Kt(*tfLc'x)t Xt It-fiZx) ,

Die beiden Randbedingungen ergeben

Diese beiden Gleichungen genügen noch nicht zur Lösung des Problems. Da aber

(2.8) durch Differentiation und Elimination aus den Telegraphengleichungen (2.3)
gewonnen wurde, müssen cf>i dx Xt und Xt untereinander noch die Be¬

ziehungen

4* U) +<k(*) + f£(X£lt/-XAtt))-0 (7.-LV)

erfüllen. Aus (2.11) und (2.13) folgt

<k<« = <tk (Q ¦ -£ ;
•

vz
~ 4'

Aus (2.11) und (2.14) erhält man

" Xjk) - *V« £
+

und XJV--4*<v/E ¦

h - f
In (2.12) eingesetzt ergibt dies

£-#'-./£(/'-3')
und gleiche Ergebnisse für (f>i, %± und T^ . Das System ist stabil, falls Ikl-cl

ist. Das entspricht den beiden Möglichkeiten

Z.~ty>0 und $'-<'>© oder

|-#'j' <o und g'_f'<0.
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Das stabile Gebiet in der ( f, f') -

Ebene ist in Fig. 13 schraffiert ein¬

gezeichnet.

Das einfachste Modell, das sich anbie¬

tet, ist in Fig. 14a skizziert. Die zu¬

gehörige Stabilitätskarte zeigt Fig. 14b

[8] , [9] . Das System ist stabil, wenn

~- -f'f >0 und f-f>0. (2.1?)

Es ergibt sich nur die erste der beiden

stabilen Möglichkeiten (2.16).

k^'V

Fig. 13

A |
c
2

II TII h*
B i i

j

J-f

H'-r

Fig. 14a Fig. 14b

Falls man den Freiheitsgrad dieses

Systems erhöht, ändert sich an der

Stabilitätskarte von Fig. 14b nichts,
denn die "Bewegungsgleichungen" lau¬

ten für das System mit drei Frei¬

heitsgraden (Fig. 15)

3 i c_

-OZJ
3 r,

4 r,

Fig. 15
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mit vier Freiheitsgraden

Cr, - 2.x. 0-«
(1.19)

CX3-

M'1* + £ (V*i) -o
Xf )

B

Fig. 16

Wendet man die Routh - Hurwitz - Krite¬

rien auf die Gleichungen (2.18) und

(2.19) an, so ergeben alle entweder

3L4'>° C2'2^ oder

t-3'^>£, (2.2 i) oder

triviale Aussagen. Es lässt sich zeigen,
dass auch bei weiterer Erhöhung des Freiheitsgrades (Fig. 16) die Bedingung

(2.20) erhalten bleibt. Die Determinante, aus welcher die Gleichung für die Ei¬

genfrequenzen des Modells mit -n. Freiheitsgraden folgt, hat allgemein die Form

c

O

c
0 o

-*.* * er ~eZ o

i\ 2.*.
c

"c

Die beiden ersten Terme der Gleichung lauten damit

Das erste Routh - Hurwitz - Kriterium ergibt die Bedingung (2.20). Das Stabili¬

tätsverhaltendes Modells geht also für /k. -+¦ v> nicht in dasjenige des gegebe¬
nen unendlichen Systems über.
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Man könnte denken, dass ein anderes Modell,die Stabilitätskarte des exakten Sy¬
stems besser wiedergibt, beispielsweise dasjenige in Fig. 17a. Hier lauten die
Gleichungen

**T fC-1^^-!,)= 0,

Die Routh - Hurwitz - Kriterien ergeben hier die Bedingungen

9- l'
*

,., < O C2.2Z) und
t'r

M'-It
> O . rz.23)

Die Stabilitätskarte ist in Fig. 17b aufgezeichnet. Das Modell besitzt oben und

0'

fe-fV

9
3 '¦i

P¦CO

Fig. 17a Fig. 17b

unten einen trägheitslosen Kreis, wäre also von vornherein abzulehnen. Es ist

deshalb von Interesse, weil es die zum zuerst besprochenen Modell gewisser-
massen komplementäre Stabilitätskarte ergibt. Man würde erwarten, dass beide

Systeme für ¦«.—»<» in das richtige System übergehen (siehe Bemerkung 2,
p. 36). Auch hier bleibt aber die Bedingung (2.22) für -tt- —*¦ oo erhalten. Die

Determinante, welche die charakteristische Gleichung ergibt, lautet hier für ti.

Stromkreise
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¦i'U t

c

c

kf+ % _/w.
c.

a'*

Die ersten Terme der charakteristischen Gleichung lauten

woraus die Bedingung (2.22) folgt.

A f

Es konnte kein System mit nur wenigen Freiheitsgraden gefunden werden, wel¬

ches für oi —- o> das Stabilitätsverhalten des unendlichen Systems aufweist.

Zum Schluss dieses Abschnittes seien noch zwei Bemerkungen zum eben bespro¬
chenen System gemacht.

1. Da offenbar die untersuchten Modelle nicht die Eigenschaft haben, dass ihr

Spektrum für -n. -*¦ <*> in dasjenige des unendlichen Systems übergeht, könnte

man allenfalls denken, letzteres habe kein reines Punktspektrum. Dass dies

aber der Fall ist, sieht man aus der Resolventen*'. Die Randbedingungen (2.9)
lassen sich entkoppeln-, mit dem Ansatz (2.1) erhalten wir das Eigenwertproblem

V o, - O

mit den Randbedingungen

*JReguläre selbstadjungierteDifferentialoperatorenhaben immer ein reines Punkt¬
spektrum ([18] , p. 312). Die Resolvente existiert nicht auf den Punkten des Punkt¬
spektrums, währenddem sie auf den Punkten des kontinuierlichenSpektrumsein un¬

beschränkter, auf allen anderen Punkten ein beschränkter Operator ist ([18] , [19] ).
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•jjCx)ev bedeutet dabei die Abweichungvom Gleichgewichtsstrom; für die Span¬
nung würde die Rechnung analog verlaufen. Die Resolvente konstruieren wir mit

Hilfe der Green'schen Funktion K(x, |) ([14] , vol. 1, p. 354), welche für die¬
ses Problem lautet

-f M*)-r*(§) x i
K(*;f)- i

l -
i f* C%)-tf«.fx) X > | ,

f.«- ^e^* .e^^a

;

1 A C' + «>.t- e.

wobei

JE - f ' ß -y
ftCx) erfüllt die Randbedingung bei x = 0, f^C*) erfüUt die Randbedingung bei

x = l, die Ableitung — *>*' macht an der SteUe x= | einen Sprung der Grös¬
se -1. Die Resolvente hat damit die Form

R(x) = Jk (*,%)¦¦¦ jl\
und ist ein beschränkter Integraloperator ausser auf den Nullstellen von D

.

Das Problem hat demnach ein reines Punktspektrum. Uebrigens erhält man auch

hier die Stabilitätskriterien (2.16), indem alle Lösungender Gleichung DO) =• ©

negative Imaginärteile haben müssen.

2. Die Differentialgleichungendes exakten Systems (2.8), (2.9) lassen sich aus

den Funktionalen
t
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mit Hilfe eines Variationsprinzips erhalten. Für das erste Modell lauten diese

Grössen

T =

D-

V-

i7rl
H-Vwü]
i r^(r -r V

J
und sie haben mit einer (2.7) entsprechenden Bedingung die in 2.2.2. definierten

Konvergenzeigenschaften. Offensichtlich folgt daraus aber nicht das gewünschte
Stabilitätsverhalten. Wenn man das System konservativ macht, indem man bei¬

spielsweise statt des Generators A und des Verbrauchers 6 je einen Kon¬

densator Ci einsetzt, erhält man für dieses (allerdings triviale) System so¬

fort Modelle mit der gewünschten Eigenschaft. Für das Fig. 16 entsprechende
System ist

n~

/ i v Z-

C

o

"c

Z~-
c

C

'

C.
Ü t -i- /c C, /

und ergibt für '*--» <» die einzige Stabilitätsbedingung C > o
,
welche man auch

für das unendliche System mit einer Rechnung wie (2.8) ff erhält.
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2.3. Annehmbare Modelle für Systeme mit unendlich vielen

Freiheitsgraden

Die Definition von annehmbaren Modellen soll jetzt erweitert werden auf solche
für Systeme mit unendlichem Freiheitsgrad. Es ist naheliegend, die Modelle für
den Euler'schen sowie den Beck'schen Knickstab in (2.2) als annehmbar zu be¬
zeichnen im Gegensatz zu denjenigen für das System von Fig. 12, p. 28. Wir be¬
zeichnen allgemein ein Modell für ein System mit unendlichem Freiheitsgrad als

annehmbar, falls sein Stabilitätsverhalten bei unbeschränkter Erhöhung des Frei¬

heitsgrades in dasjenige des gegebenen Systems übergeht. Wir fassen die Ergeb¬
nisse dieses Kapitels in zwei weiteren Regeln zusammen.

REGEL V : Falls das gegebene unendliche System konservativ und nichtgyros-
kopisch ist und mit den Funktionalen ' und V beschrieben wer¬

den kann, ist für die Annehmbarkeiteines Modells die Konvergenz
(vergl. p. 24) der entsprechenden Funktionen T und V hinreichend.

REGEL VI : In allen anderen Fällen ist zu untersuchen, ob das Spektrum des

Modells für -M.—»-(»in das Spektrum des exakten Systems übergeht.
Ist dies der Fall, so ist das Modell annehmbar.

Zum Schluss sei noch die wichtige Tatsache festgehalten, dass für Systeme, die
durch Funktionale T, V und das Rayleigh'sche Funktional D beschrieben

werden, die Konvergenz der Funktionen T V und D der Modelle nicht

für deren Annehmbarkeit genügt.
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H. TEIL : GESTOERTE SYSTEME

3. EINFLUSS KLEINER STOERUNGENAUF DIE STABILITAET MECHANI¬
SCHER SYSTEME

Es wurde in der Einleitungdarauf hingewiesen, dass es Systeme gibt, deren

Stabilitätsverhalten sich bei Berücksichtigung oder Vernachlässigung kleiner Stö¬

rungen (Lagerreibungen etc.) sprunghaft ändert [4], [5]. In diesem Kapitel
wenden wir uns der Frage zu, in welchen Fällen welche Arten von kleinen Ein¬

flüssen mitberücksichtigt werden müssen. Während wir in den letzten beiden

Kapiteln gewissermassen mathematische Anforderungen an das Modell stellten,
damit wir es als annehmbar bezeichnen konnten, sollen es jetzt physikalische
sein. Aus den Ergebnissen wird man sehen, dass diese Untersuchungen nur für

mechanische Systeme von Interesse sind. Wir wollen deshalb von nun an keine

elektrischen Systeme mehr betrachten.

Kleine Störungen ergeben kleine Verschiebungen des Spektrums. Falls ein System
stark instabil oder stabil ist, hat eine kleine Frequenzverschiebung keinen gros¬
sen Einfluss. Wenn es aber ungedämpfte Schwingungen um die Gleichgewichts¬
lage ausführt, besteht die Möglichkeit, dass einige der Eigenfrequenzen in die

stabile oder instabile Halbebene verschoben werden. Im Fall linearisierter Sy¬
steme ist dies besonders wichtig [7] . Wir werden deshalb die Frage nach dem
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Einfluss kleiner Störungen im Fall ungedämpft, mit wesentlich von Null verschie¬
dener Frequenz schwingender Systeme untersuchen. Die kleinen Frequenzver-
schiebungen sollen mit Hilfe einer Störungsrechnung berechnet werden. Da Rei¬
bungen aller Art immer geschwindigkeitsabhängige Kräfte sind, wollen wir an¬

nehmen, dass das ungestörte System keine solchen enthält; alle geschwindigkeits-
abhängigen Kräfte werden als Störungen betrachtet. Dazu ist notwendig, dass alle
diese Kräfte klein sind im Vergleich zu den geschwindigkeitsunabhängigen. Ex¬
plizite Anwendungen werden später zeigen, dass die Ergebnisse selbst für ver¬

gleichbare Kräfte noch brauchbar sind.

Im Abschnitt 3.1 wird die Störungsrechnung allgemein durchgeführt, und zwar

zunächst der Vollständigkeithalber für geschwindigkeitsunabhängige Störungen.
Diese stellen sich aber sogleich als bedeutungslos heraus und brauchen im Fol¬

genden nicht mehr beachtet zu werden. In den Abschnitten 3. 2 und 3. 3 wird die
Rechnung für geschwindigkeitsabhängige Störungen gemacht und auf physikalische
Systeme angewandt. In 3. 4 schliesslich werden die Kriterien zusammengefasst,
nach welchen Störungen vernachlässigt werden dürfen oder nicht.

3.1. Störungsr echnung

3.1.1. Störung durch geschwindigkeitsunabhängigeKräfte. In
diesem Kapitel bedeutet in der Eigenwertgleichung

£1% ~ A1"^ (3.1)

-u, eine Spaltenmatrix mit -n- reellen Zahlen, falls der Freiheitsgrad des Sy¬
stems gleich in, ist, oder eine reeUe Funktion, falls der Freiheitsgrad un¬

endlich ist, A eine reelle tt- x «v- Matrix oder einen Differentialoperator.
Da wir uns nur für Systeme interessieren, die im ungestörten Zustand unge-
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dämpfte Schwingungen ausführen, genügt die Beschränkungauf reelle Räume. Das

Skalarprodukt (^i, fu) zwischen zwei Elementen "^i und ^ dieser Vektor¬

räume ist im endlichdimensionalen Fall als Matrizenmultiplikation zwischen ei¬

ner Zeilen- und einer Spaltenmatrix zu verstehen, im unendlichdimensionalen

Fall wurde es in der Fussnote auf Seite 20 definiert.

Eine zeit- und geschwindigkeitsunabhängige Störung wird beschrieben durch einen

zusätzlichen Term «iIY1', wobei der Störparameter cx. die Bedingung o<*«i

erfüllt. Die Formel (3.1) lautet jetzt

Bei nichtentarteten, orthogonalen Eigenfunktionen ^i von •* *• ergibt die erste

Ordnung in «

wo A<i{ die Störung zum Eigenwert \ bedeutet. Das bekannte Ergebnis
(3.3) kann auch aus den Rechnungen des nächsten Abschnittes nach entsprechen¬
der Umdeutung entnommen werden. Die Formel (3.3) ergibt eine kleine, reeUe

Verschiebung von Aj , was natürlich keinen wesentlichen Einfluss auf das Sta¬

bilitätsverhalten hat. Bei Entartung oder bei nichtorthogonalen Eigenfunktionen
wird AAi zwar komplizierter, bleibt aber reell. Auch die höheren Ordnungen
in der Entwicklung in ex; ergeben keine komplexen Beiträge, denn alle Matrix¬

elemente (^t XI"''tk) , alle Eigenwerte und Eigenfunktionen sind reell.

Kleine zeit- und geschwindigkeitsunabhängige Kräfte dürfen also beliebig ver¬

nachlässigt oder mitberücksichtigt werden.

3.1.2. Störung durch geschwindigkeitsabhängige Kräfte. Mit

dem Ansatz (1.6) bzw. (2.1) ergeben geschwindigkeitsabhängige Störungen in

(3.1) den zusätzlichen Term -CA^W* mit dem Parameter o < f?> « i

Es gilt dann
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(.Q--/JA.Qtl,^.;\^. (s.4)
Wir nehmen an, das Eigenfunktionensystem von iL sei nichtentartet und voll¬

ständig. Letztere Eigenschaft muss bei nichtselbstadjungiertenOperatoren von

Fall zu Fall nachgeprüft werden. (Reguläre selbstadjungierteDifferentialopera¬
toren haben immer ein vollständiges Eigenfunktionensystem [19] , bei endlichdi-
mensionalen Problemen genügt die lineare Unabhängigkeit der Eigenfunktionen.)
Wir entwickeln die gestörte Eigenfunktion u nach Eigenfunktionen von XI ,

d.h.

3-g<^k mit Cl^=tr%. ^.<r)

Die Entwicklungskoeffizienten ck und die gestörten Eigenwerte r\ entwickeln
wir nach (5 :

W3.0

Die Beziehungen (3.5) und (3.6) in (3.4) eingesetzt ergeben nach skalarer Multi¬

plikation mit 'Vi'i von vorne die Gleichung

?/• {Z 4" (y*, £l^)- *°)lZtfC+i^)
-tfl^^A)- Ẑ^(%%)]>

*f {2 <? te, xl *) - ^Z £ cfh fj

u **

-tt-s*»»**)2^(^tj-.f'Z^^n^)}

es-?)

= o

Die nullte Näherung ergibt die on, ungestörten Lösungen

Die Gleichung der ersten Näherung für den t - ten Eigenwert und für die £¦ - te
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Eigenfunktion lautet damit

z w4H (c- >?') lv, ij - * *? i? c^t*> CZ3)

«iAtC^ÄWte);
* feSt

, ^V-v~ •

Diese -H- Gleichungen dienen zur Bestimmung der on. Unbekannten /\t und «j,

{ k+ € ). Zu sämtlichen ot, nullten Näherungen X'f und ^i^ existiert ein

solches Gleichungssystem. Für die weitere Auswertung wird es nun wichtig, ob

die Eigenfunktionen orthogonal sind oder nicht.

3.2. Konservative Systeme

Im konservativen Fall sind die Eigenfunktionen orthogonal. Damit vereinfachen

sich die Gleichungen (3. 9) wesentlich und führen auf die Ergebnisse

kW _i_ (^,XIc"^e )Ä.« t Lli^ 3^_ und

«Lfii ¦ V> (*fr 11"'^»)
W " - «- ^ /

rv?1- v?1)-('+w'tO *<
(3.1©)

•)

welche wir mutatis mutandis schon in (3.3) verwendet haben. Um die wirklichen

Frequenzenzu erhalten, sind die Störungen jeweils noch entsprechend (3.5) mit

dem Parameter fi zu multiplizieren. Wir unterscheiden nun weiter nach den

Eigenschaften der Matrix ("+,*, ilc° -*{v ")•

3.2.1. Wtj -rf^'HO symmetrisch. Die Störung lässt sich in diesem Fall
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aus einer Rayleigh'schen Funktion her¬
leiten.

Beispielsweise wird beim Doppel¬
pendel von Fig. 18 bei einer ge¬
schwindigkeitsproportionalen äus¬
seren Dämpfung

*i*

(3.1D

3

n>n.

oo\.

Fig. 18

Durch ein positiv definites Qf°erhält 3 t immer einen negativen Imaginärteil,
was in (1.6) resp. (2.1) eingesetzt immer eine Dämpfung zur Folge hat. Ist die

Rayleigh'sche Funktion indefinit, ist DeStabilisierung möglich [13] . Einflüsse
dieser Art dürfen in einem Modell also nicht vernachlässigt werden.

3.2.2. i^l, XL tfv) antimetrisch (gyroskopische Störung). Da die Mat¬
rix (iK;,-^-"'-^) keine Diagonalelemente hat, verschwindet in (3.10) )ir*7.
Deshalb wollen wir für diesen SpeziaHall die zweite Ordnung des gestörten Ei¬

genwertes noch berechnen. Aus der Gleichung (3.7) erhalten wir, da

(.^¦«fO- Si^CifS-fi) und Oc,.fi.wYO » Ve- (4-i.YO -c, ist,

f3.dZ)

also eine kleine reelle Frequenzverschiebung. Bis zu dieser Genauigkeit kann

man also eine solche Störung vernachlässigen. Aus anderen Ueberlegungen weiss

man, dass Destabilisierung eines stabilen konservativen Systems durch solche

Kräfte nicht möglich ist'^2] , p. 73 ff.

*•' Sie können jedoch ein instabiles System stabilisieren. Wir haben aber ange¬
nommen, dass das ungestörte System ungedämpfte Schwingungen ausführe, also
stabil sei. Bei instabilen Zuständen müsste in einem komplexen Raum gearbei¬
tet werden.
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3.3 Nichtkonservative Systeme

3.3.1. Systeme mit zwei Freiheitsgraden. Da das Gleichungssystem

(3.9) nicht mehr - wie bei orthogonalen Eigenfunktionen - entkoppelt und die An¬

zahl der linear unabhängigen Eigenfunktionen gleich derjenigen der Freiheitsgra¬
de ist, betrachten wir zunächst den zweidimensionalen Fall. Die Auflösung des

Gleichungssystems ergibt die beiden Abweichungen von den ungestörten Werten

-i^..A C ^,Df°VtK**, fQ - fo», XLfa' tOC%,VÜ

Der Nenner ist immer positiv (Schwartz'sche Ungleichung). Da die Zeitabhängig-
keit roe *' ist, tritt Destabilisierung dann auf, wenn der Zähler nega¬

tiv wird. Wiederum unterscheiden wir weiter nach der Art von (^.O. -f"-)-

3.3.1.1. (^l, XL "YO symmetrisch. Im Gegensatz zum konservativen Fall

ist hier auch bei positiv definiter RayleighfunktionDestabilisierung möglich. Das

kommt hier direkt davon her, dass die Eigenvektoren einer nichtsymmetrischen
Matrix im allgemeinen nicht orthogonal sind und somit in (3.13) trotz positiv de¬

finiter Dissipationsfunktionnegative Zähler vorkommenkönnen.

Beispiel: Beim tangential belasteten Doppelpendel (Fig. 19, p. 46) sind die
beiden Eigenfunktionen mit der dimensionslosen Last P

(i3.-4S.-i? \
Yi * I r- —> ¦ und1 \ (*C<>-3«0*4,/P*--£P+f /

(3.14)
/ ft (<f-5T) + A<l?x-6f ^
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zu den Eigenfrequenzen

A\ia=3-P±/P'-6P+f . (3.IS)
Dabei ist (3.14) eine Darstellung
in Normalkoordinaten «tl f,, aus
welchen sich iß und yt berechnen
als

ll.lt)

<>*.*. 4-

i-4.

C=l

"M.-4

4=4.

Fig. 19

xr'-(T~ "

' Cil?)

Bei innerer Dämpfung, d.h. bei
Reibungsmomenten, die propor¬
tional der Relativwinkelgeschwin¬
digkeit in den Gelenken sind, lautet die (positiv definite) Dissipationsfunk-
tion .

°i- ?(ti-iYti*!.*;).
Die Störmatrix hat damit die Form

und auf Normalkoordinaten umgerechnet ist sie

, ft) I °+z& °

o 3-za

In Fig. 20, p. 47, sind-lA?1,-»^",-#Vt und -t/S>fI' in dem Gebiet, das im
ungestörten Zustand stabil ist, aufgetragen. Dieses Gebiet umfasst die
Werte o< p < 2. ; für den Parameter wurde der Wert ßt - o.oi. ge¬
wählt. Zum Vergleich sind in einer Tabelle für einige Werte von P die
entsprechenden, aus der exakten Frequenzengleichung

errechneten Werte angegeben.

Dagegen hat eine äussere Dämpfung der Art (3.11) - in Normalkoordinaten
ist ebenfalls

immer noch eine stabilisierende Wirkung. (3.13) ergibt, da

(i«-,, Jlroipt) = (Yi^J und

(n,-0-ft'Yv) « (Vi, -M
ist, das triviale Resultat V" = (i.lf)
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Es tritt also immer Stabilisierung ein, unabhängig von der Last P . Der
Vergleich mit der exakten Rechnung zeigt, dass noch für /3« 4. der re¬
lative Fehler der Störungsrechnung bis auf Werte in unmittelbarer Nähe
der Knicklast P-2, kleiner als 1% ist. Für P°Z, fallen die bei¬
den Eigenfunktionen zusammen und die Störungsrechnung wird in dieser
Form somit unzulässig.

3.3.1.2. (tfi, Ji.1 fk~) antimetrisch. Wegen der Antimetrie ist

CYi^fl"^;) =ö und

(tv,-£c'J%W-H.,XLü,Y;).
Aus (3.13) folgt, dass dann immer entweder -» A'j' oder -t-A" positiv ist, d.h.

es tritt immer Destabilisierung ein.

Zusammenfassend kann man sagen, dass keine geschwindigkeitsabhängigen Stö¬

rungen vernachlässigt werden dürfen.

3.3.2. •£ < «»- < °°
. Die in 3.3.1.1. gemachten Aussagen sind im Prinzip

immer noch gültig. Kräfte, die durch ein symmetrisches XI'" beschrieben wer¬

den, können auch im positiv definiten Fall stabilisierende oder destabilisierende

Wirkung haben. Auch bei beliebigem endlichen Freiheitsgrad hat eine gyrosko¬
pische Störung immer eine Destabilisierung zur Folge.

Beweis: Die allgemeinen Lösungen der Gleichungen (3.9) lauten
. <c0

vr- ^ z^;^tjAke
Dabei bedeutet D die Determinante der Koeffizienten auf der linken Seite von

(3.9), Akt diejenige mit (-1) multiplizierte Unterdeterminante von D , die

dadurch entsteht, dass bei D die k - te Zeile und die t- te Spalte gestrichen
werden. Bei der Division aller X'l'Aki mit 0 heben sich die A'J'und die Pro¬

dukte TT (Äf - )\'gl) weg, sodass die Lösungen die Form haben
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Die Un sind symmetrisch, da sie nur noch aus Produkten und Summen der

(tc, tt) zusammengesetztsind. Wegen der Antimetrie von (¦>(•;, Ac''Yu) ist

aber immer mindestens eines der -i 3*' positiv, somit das System instabil.

3.3.3. it=oo. Das Gleichungssystem (3.9) ist nicht mehr sinnvoll. Wenn

man aber ein annehmbares Modell mit endlichem Freiheitsgrad zur Verfügung

hat, lassen sich die Rechnungen am Modell durchführen, da dann Ausdrücke wie

(a. jQ.c,)iK ) für/«.—-oo gegen den exakten Wert konvergieren.

Am tangential belasteten Beck'schen Knickstab (Fig. 9a ,p. 27 ) ergeben
t

I^- 4:^1 Ifä (>.<=->}" «*•* (innere Dämpfung) und

°l
D^-ir^ $DJGi,*>3V* (äussere Dämpfung)

o

die Bewegungsdifferentialgleichung
5 • g „ „

. <x : Biegesteifigkeit
*^ * Jif + r<V */"f * 111 T

" °
• h-: Masse pro Längeneinheit.

Die Randbedingungen lauten

o; (of;) - tf.'Co,t) - f*te,t) - f" (W = o .

Der Ansatz (2.1) mit tf-to- e*e. , eingesetzt in die Differential¬

gleichung und die Randbedingungen, führt auf die Gleichung für die Eigen¬
frequenzen 7i :
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c

Dabei bedeutet

T^f^ff) 'IX^Ci-l-x'n) fr~ <*<. *4, *C3 - o .

x3 = ff tl +
r

+ i Xr% )*¦ __e y/L

Bei innerer Dämpfung allein ergibt sich eine Destabilisierung um ca. 50
%; in Fig. 21, p. 51 sind für diesen Fall die Real- und Imaginärteile der
beiden kleinsten Eigenwerte in Funktion von P dargestellt. Die nächst¬
höheren Lösungsäste von (3.19) treten erst bei viel grösseren Werten von
P in den instabilen Halbraum ein (Fig. 22, p. 52). Die Destabilisierung

hängt nur schwach von fo ab, für /i =¦ o. o o l beträgt die Knicklast
P«= io.tr , für Xi*o.ooo± ist sie P» ¦*¦».a-i . Das Modell mit zwei
Freiheitsgraden verhält sich unter der Wirkung innerer Dämpfung gleich
(Fig. 20, p. 47) ; der einzige Lösungsast hat qualitativ dasselbe Aussehen
wie der unterste Ast des exakten Systems. (Eine anschauliche Darstel¬
lung des Astes des Modells findet man in [5].) Die äussere Dämpfung
hat ebenfalls dieselbe Wirkung wie beim Modell: Die Frequenzkurvenwer¬
den mehr oder weniger parallel in Richtung des stabilen Halbraumes ver¬
schoben, d.h. die durch die innere Dämpfung verursachte Destabilisierung
wird zum Teil oder ganz wieder aufgehoben (Fig. 23, p. 52). Beim Modell
ist diese Verschiebung konstant gleich -i-ßj; (3.18). Die Destabilisierung
hängt stark vom Verhältnis der beiden Dämpfungsparameter ab. Im Gan¬
zen gesehen gibt das Modell die Eigenschaften des exakten Systems zu¬
mindest qualitativ richtig wieder.

Alle geschwindigkeitsabhängigen Störungen üben bei nichtkonservativen Systemen
einen wesentlichen Einfluss auf das Stabilitätsverhalten aus, es dürfen also kei¬

ne solchen Kräfte vernachlässigt werden. Im Gegensatz zu konservativen Syste¬
men kann aus der Definitheit der Rayleigh'schen Funktion, falls eine solche exi¬

stiert, nicht auf die Wirkung der damit beschriebenen Kräfte geschlossen wer¬

den.
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3.4. Zusammenfassung

Die Ergebnisse dieses Kapitels können in zwei weiteren Regeln zusammengefasst
werden. Sie gelten für Systeme, bei denen im ungestörten Zustand alle Kräfte

geschwindigkeitsunabhängig sind.

REGEL VII : Zusätzliche geschwindigkeitsunabhängige Störungen können vernach¬

lässigt werden.

REGEL VIH : Kleine geschwindigkeitsabhängige Kräfte müssen bei nichtkonserva¬

tiven Systemen immer berücksichtigtwerden. Bei konservativen

Systemen kann bei Kräften, die ein Rayleigh'sches Potential haben,

aus der Definitheit direkt auf die Wirkung geschlossen werden ;

gyroskopische Störungen darf man weglassen.

Nichtkonservative elektrische Systeme ohne Ohm'sche Widerstände kommen bei

der von uns getroffenenAuswahl nicht vor. Deshalb ist auf Grund der letzten

Eigenschaft diese Untersuchung für elektrische Systeme nicht relevant.
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SCHLUSSBEMERKUNGEN

Wir haben acht Regeln aufgestellt, die bei der Auswahl von Modellen beachtet
werden müssen, wenn diese das Stabilitätsverhalten eines komplizierteren Sy¬
stems befriedigend wiedergebensollen. Die ersten vier Regeln beziehen sich
auf Modelle für Systeme mit endlichem Freiheitsgrad, die nächsten zwei auf die

Approximationvon Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden durch solche
mit endlich vielen. Die beiden letzten Regeln schliesslich geben Aufschluss über
die Art von Störungen, die mitberücksichtigt werden müssen. Im Folgenden sol¬

len die wichtigsten Ergebnisse ganz kurz zusammengefasst und kommentiert wer¬

den.

1. Die kinetische Energie, resp. der entsprechende Ausdruck bei elektrischen

Systemen muss positiv definit sein.

2. Die Entscheidung über die Annehmbarkeitkann in den folgenden Fällen allge¬
mein getroffen werden:
a) Systeme mit endlichem Freiheitsgrad, bei denen alle Kräfte aus Funktio¬

nen T ,
V und D folgen. Es genügt, wenn die Modelle die in den Re¬

geln H und HI zusammengestellten Eigenschaften haben.

b) Systeme mit unendlichem Freiheitsgrad, bei denen alle Kräfte aus Funk¬
tionalen ' und V herleitbar sind. Das Modell muss die Forderung
in Regel V erfüllen. Falls das gegebene System zusätzlich noch ein Funk¬

tional D hat, genügt die Konvergenz von T
t

v* und i> der Modelle

nicht.

In allen anderen Fällen kommt man um die wohl meistens nur numerisch zu

bewältigende Berechnung der Eigenfrequenzen nicht herum.
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3. Für nichtkonservative Systeme mit unendlichem Freiheitsgrad führt eine Stö¬

rungsrechnung, wie sie im dritten Kapitel durchgeführt wurde, wegen der

Nichtorthogonalität der Eigenfunktionen zu keinen Resultaten. Es ist hier also

besonders wichtig, annehmbare Modelle mit endlich vielen Freiheitsgraden
zu kennen.

4. Bei konservativen Systemen, die im ungestörten Zustand nur geschwindig¬
keitsunabhängige Kräfte haben, kann im Gegensatz zu nichtkonservativen die

Wirkung kleiner Störungen vorausgesagt werden. In den Beispielen von 3. 3

haben die Frequenzkurvenin Abhängigkeit der Last P bei bestimmten Stö¬

rungen schleifende Schnitte mit der ( fi) (L A ) - Ebene. Deshalb kann eine klei¬

ne Verschiebung der Kurve eine grosse Wirkung auf die Knicklast ausüben.

Auf Grund der Kenntnis solcher Kurven kann man schon ohne Rechnung fest¬

stellen, wenn ein System besonders anfällig auf Störungen ist. Die Routh -

Hurwitz - Kriterien geben insofern einen unvollkommenen Einblick, als die

"Stärke" der Stabilität oder Instabilität nicht zum Ausdruck kommt.
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