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§8. DAS STANDARDMODELL VON NF2

Wir erweitern die Sprache L durch die Hinzunahme der Funktionszeichen f,

g ,g ,g ,... zur Sprache L
, wobei f einstellig, g n-stellig sein soll.

Gleichzeitig erweitern wir die Theorie NF2 durch Hinzufügen der Axiome

x efu-—x^u,

x^g ,

xegnu, ...u —*x=u, v ... vx=u (n=l,2,...).

+
zur Theorie NF2. Diese ist eine konservative Erweiterung von NF2, also lässt

+
sich jedes Modell Ol von NF2 auf eindeutige Weise zu einem Modell von NF2
verdichten ("expandieren"). Dieses bezeichnen wir mit OÛ. Demnach Ol=Ctl\.

für jedes Modell Ol von NF2<

Ist Ol ein Modell von NF2, so ergeben die neu hinzugefügten Axiome

(1) (Wa))R=AsaR,

(2) (g°)R=0,
(3) (9n(ar...,an))R={a1,...,an}. (n=l,2,...)

Die Schreibweise "$£2?" soll bedeuten, dass Ol eine Substruktur von % ist.

8.1 LEMMA a) Ol und & seien zwei unendliche Strukturen für L (oder L ),

wobei 01^ s£. Ist dann a aus A endlich (ko-endlich) bezüg¬

lich <£, so ist es auch endlich (ko-endlich) bezüglich Ol,

b) Sind Ot und <& Modelle von NF
,
wobei Ot&S^, so Ol^të,

und für jedes a aus A gilt:

(i) a„ÇA falls a endlich bezüglich Ol,
o

(ii) B\aa^A falls a ko-endlich bezüglich Ol.
o

Beweis: a) Aus den Voraussetzungen A£B, as < ^, (A\a_ <*;) ergeben sich die

Behauptungen auf Grund der Formeln aR=Ana<., A \ aR=A/ï(B\ a~).

b) Die Behauptungen (i) und (ii) ergeben sich ohne Schwierigkeiten aus den

Formeln (1), (2) und (3), wobei die vier Fälle äl=0, 0<^< *„> A\aR=0,
0<A\an<œ zu unterscheiden sind. Im letzten Fall lautet der Beweis zum

R o

Beispiel :
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Nach der Voraussetzung 0<A\aR<^ gibt es a,,...,a aus A, sodass A\aR=
(a, an}. Nach (1) gilt dabei A\aR=(ya))R, nach (3): {a-j an) =

(ga(j[a1,...,an))R. Also (ya))^^ aj) und (Extensionalität)

f^aj^gj^a, ,...,a ). Die Voraussetzung Of s ^liefert daraus fg/a) =

gJa, a ). Indem man wiederum die Formeln (1) und (3) anwendet, diesmal

im umgekehrten Sinne, erhält man B\ as=[a,,... ,a ), also B\a_=A\aR£A.

8.2 LEMMA a) Sind Ol, 2? Modelle von NF und ist $ ein Isomorphismus

von Ol nach Se-, so ist tf zugleich ein Isomorphismus von

Otnach S^".

b) Sind Ol,£ Modelle von NF+2, wobei <k= %(A), 3 = 7(B), und

ist 4 eine Bijektion von Ol nach % mit den Eigenschaften

(i) 4(fOL(a))=f^(a)),

(ii) MgoJ=9*>

(iii) rf(gCL(a1,...,an))=g£(0(a1),...,0(an)), (n=l,2,...)

so ist tf ein Isomorphismus von OL/L nach &/L.

Beweis: a) Da xefu*—x^u ein Axiom von NF2 ist und ö^,^ Modelle von NF~,

sind, gilt für alle a,b aus A

S(0(b),0(fÄ(a)))<=^R(b,fa(a))

<=*7R(b,a)

<=^S(0(b),0(a))

*=*S(0(b),fg(0(a))).

0 ist surjektiv; also folgt (0(fo((a)))s=(f-(0(a)))s und wegen der Extensiona-

lität von &

(4) 0(fÄ(a))=V0(a)). (aeA)

Ebenso folgt aus "7R(a,ga) (für alle a aus A) ~7S(0(a),0(ga)) und daraus

(5) HÙ=9s-
Schliesslich gilt für a,a,,...,a aus A

S(0(a) ,0(g^(ar... ,an))) ^=»R(a,ga(al,... ,an))
<=>a efal,...,anj

(a)e{0(al),...,i*(an)}
S(0(a),g^0(ai),...,0(an))),
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und also

(6) ^(gïCa, an) )«g|2(rf(a1 ) 0(an) ). (n=l,2,...)

(4), (5) und (6) machen die Behauptung aus.

b) Zu zeigen ist, dass für alle a,b aus A: R(b,a)<=>S(0(b),0(a)). a ist von

einer der drei Formen gm, ga(a, ,...,a ), ^(g^a,,... ,a )). Im letzten Fall

hat man zum Beispiel

S(0(b),0(a))^=>S(0(b),fa(g^(0(a1),...,0(an))))
0(b)^f0(ai),...,0(an)}
Mfc] anJ
-7R(b,g^(ai,...,an))
R(b,a).

In den beiden ersten Fällen verlaufen die Beweise ähnlich. Damit ist 8.2 be¬

wiesen.

Einfache Strukturen

Eine Struktur OL für L (oder L ) nennen wir einfach, wenn sie die folgen¬

den drei Bedingungen erfüllt:

1. Ol ist extensional.

2. i=2(A).

3. A besitzt eine Aufzählung <a.:i<^> mit der Eigenschaft

"R(a. ,a.) =^i < j falls a. endlich,
2 * J J

7R(a. ,a.) =^i < j falls a. ko-endlich.

Offensichtlich ist jede einfache Struktur ein abzählbares Modell von NF?
(bezw. NF2) mit der Reflexivitätscharakteristik

:XJm)=0 für me Z.

Ist Ol eine einfache Struktur für L, so ist ^eine einfache Struktur für L
,

und umgekehrt.

Auf INQ definieren die Bedingungen

( ^~ m*
Es gibt Zahlen mn,...,m i ,,

sodass p= Z_ 2 ',
R (m,2p)«=^ ° P"1 "t

rru <
...

< m i, und mek,... ,m / ,}
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und H^mtZv+1)<=*-'RK{mtZp)

eine zweistellige Relation R
.
Wir setzen

n. =<INQ,RÄ> .

TL ist einfach. Denn die Bedingung 2. ist offensichtlich, die Bedingung 1.

deshalb erfüllt, weil voneinander verschiedene Zahlen ungleiche Dualdarstel¬

lungen haben; 3. ergibt sich daraus, dass die geraden Zahlen die endlichen,

die ungeraden die ko-endlichen Elemente sind und

pym,2p) =^m<2p,

^(m^p+l ) =^m < 2p+l.

Somit hat die natürliche Aufzählung 0,1,... von INQ gerade die unter 3. ver¬

langte Eigenschaft.

8.3 SATZ Zu zwei einfachen Strukturen Ot,fg für L (oder L ) gibt es

genau einen Isomorphismus von Ol nach &.

Beweis: Nach 8.2 ist, für Modelle Ol, so- von NF2, jeder Isomorphismus von OL

nach & zugleich ein Isomorphismus von Ol? nach S\ und umgekehrt. Es genügt

deshalb, den Satz für den Fall L zu beweisen.

Es seien -<a.:i < t*_>>
,
<b.:i<cj> Aufzählungen von A und B, welche der Be¬

dingung 3. der einfachen Strukturen genügen. Wir setzen noch voraus, die Auf¬

zählungen seien wiederholungsfrei. Dadurch wird die Allgemeinheit nicht be¬

schränkt. Die Einfachheit von Ol und 33- hat nun zur Folge, dass die Bedingung

0
. ,..

0

9# falls an=ga,

%(9°) falls Vgg0a),
9^(0(3^),...,0(a.)) falls an=gPt(aii,..,aiO,i1< ..<ip,

yg^),...^)) ^ V^V"'"^ und

induktiv nach n eine Abbildung von A nach B definiert. Von dieser Abbildung 0

zeigen wir, dass sie ein Isomorphismus von OL nach $ ist. Mehr ist nicht zu

beweisen, da jeder Isomorphismus von Ol nach £ die Bedingung (7) erfüllen

muss.

(7) 0(an)
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Um zu zeigen, dass 0 surjektiv ist, beweisen wir mit Induktion nach m, dass

zu jedem m ein n existiert, sodass 0(an)=b .
b hat eine der Formen gÄ, f«,(g<i>)>

gP(bv...,b.p) mit i1<i2<...<ip, f^(gP(b bif))) mit \ < \2< ... <ip. In

den ersten beiden Fällen wählt man für a ga bezw. fÄ(ga). Im dritten Fall

gibt es gemäss Induktionsvoraussetzung Zahlen j-,,...,jp, sodass 0(a.)=b. für

d
> i«

o(=l p und j,^
... <j .

Nach (7) ist dann 0(g£(a.,... ,a.))=b
.
Ganz analog

i p ** jt jp m

verfährt man im vierten Fall. Ohne jede Schwierigkeit zeigt man auch induktiv

nach max(m,n), dass 0(a )j^0(a ), falls m^n. Nach 8.2b bleibt nur noch zu zeigen:

(8) 0(gP(av..., aip))=gP(0(aii),...,0(aip)),
0) *(yan))»y*(an)).

Um (8) zu beweisen, beachten wir, dass es unter den Indizes i,,...,i Zahlen

i^.-.ji^ gibt (0<q<p), sodass i
n.^
< < i

,-„
und g^a..,... ,a..)=

und, nach (7); 0(g)J(a,. ,...,a,. ))=gl(0(a. ),... ,0(a.. )). Daraus ergibt sich

(8). Mit gleichartigen Ueberlegungen beweist man auch (9). Dann ist 8.3 be¬

wiesen.

8.4 KOROLLAR Einfache Strukturen haben nur den trivialen Automorphismus.

Einbettungen von IL?

ji Jp J- Jf
w n

gX(a.. ,...,a. ). Dann gilt auch: g^(0(a.),...,0(a.))=g^(0(a. ),...,0(a. ))

Ist OL ein Modell von NF„, a ein Individuum von Ol, so bezeichnen wir mit

12
Ab (a) den Abschluss der Menge fa) unter den Operationen f^g^gûc- • •

(ohne ga).

8.5-LEMMA AbJa) ist unendlich.
OL

Beweis: Die Elemente aQ,a,,..., induktiv definiert durch die Bedingungen

a0=ga(a), a^g^ya)), a^g^ (aQ,... ,an+1),

sind offensichtlich in Aba(a) enthalten. Mit Induktion nach n bestätigt man

ohne Schwierigkeit, dass

(an+1)R=n+l; und a^a. für i <j<n+2.

Damit ist 8.5 bewiesen.
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Induktiv definieren wir die Mengen A (a):

AQ(a) = {a},

A2p+1 (a)=A2D(a) WW/a e A2D(a)},
A2p+2(a)=A2p+1(a)u{g^a,....,aq)/0 <q;a],...,aq<£ A2p+](a)}.

Offensichtlich gilt:

(10) A0(a)çA](a)^A2(a)

Weiter definieren wir:

c

^ ,A (a) falls n=0,
A (a)= < n

n 'A (a)\A .(a) falls n>0.
k. n n-1

Dann
fS)

(11) An(a)^An(a),

(12) ya)^n(a)= 0, falls m/n.

8.6 LEMMA a) Abja)= Uï (a).
ot n<tA> n

b) A (a) < m.
n °

c)
fbcT2p+2(a)=*bR-A2p+l>

Beweis: c) folgt aus der Definition von A (a), b) beweist man ohne Schwierig¬

keit mit Induktion nach n, ebenso

(13) An(a)<=Aba(a).
1 2

Aus (13) folgt V7An(a) £Aba(a). Da liAJa) gegenüber f^.g^g^,... abge-

schlössen ist, gilt auch Abm(a) Q UA (a), somit Abm(a)= L/A (a), a) folgt

nun wegen Uä (a)= Ua (a). Damit ist 8.6 bewiesen.

Wir bezeichnen die Einschränkungen von Ra,fa,ga,gcw •
mit R^f^g* »9ä»•••

und setzen
,

2

G^(a)=<Aba(a),R^,g^,gÄ\...>.

Wir nennen a zyklisch, wenn aRnAb (a)^ 0, azyklisch sonst.

8.7 LEMMA Falls a azyklisch ist, so 01(a) ^ "fl?.
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=> i<j

Beweis: Nach 8.3 genügt es, zu zeigen, dass 01(a) einfach ist. Es sei dazu

<a.:i<cü> eine Aufzählung von A, welche die Eigenschaft

- >\j

aieVa'
(14) a^fa)

m< n J

hat. Eine solche Aufzählung existiert nach 8.6a und 8.6b. Wegen 8.6c bleibt

nur noch zu zeigen, dass alle a. aus A,(a) die folgenden Bedingungen erfüllen:

(15) a. endlich oder ko-endlich bez. Aba(a),

^ä(a -,a. ) => j < i falls a. endlich,

(16) 1 J " 1

[-^(a-.a.) => j < i falls a. ko-endlich.

Aus A, (a) = {a,fw(a)}, aQ=a, a,=fa(a) und der Azyklizität von a folgt (a0)R.= 0S

(a,)RI=AbÄ(a). Also sind (15) und (16) trivialerweise erfüllt. Damit ist 8.7

bewiesen.

8.8 SATZ Hl kann in jedes Modell von NF eingebettet werden, und 71 ist

bis auf Isomorphie das einzige Modell von NF. mit dieser Eigen¬

schaft.

Beweis: Ol sei ein Modell von NF9. Dann ist g~, azyklisch, und somit gibt es

n

nach 8.7 einen Isomorphismus 0 von 7? nach tT^g^). Dieser ist a fortiori

ein Isomorphismus von TL nach <Ab0ff(gö£^),R^ >
.

Umgekehrt ist TL bis auf Isomorphie das einzige Modell von NF?, das sich in

alle Modelle von NF? einbetten lässt. Jedes solche Modell TL' ist nämlich auch

in 71 einbettbar und somit, wie aus der Definition der Einfachheit hervor¬

geht, auch einfach, also nach 8.3 zu TL isomorph.

Auf Grund von 8.8 nennen wir 71 das Standardmodell von NF2.

Eine zum Standardmodell isomorphe Struktur erhalten wir auf die folgende

Weise. Wir definieren zunächst eine Menge T von Termen. T sei {tQ,t,,...},
wobei t induktiv durch die Bedingungen

tn ist A,

t0 ,,
ist s , wenn t0 der Term s ist,

2p+l

'

2p
»

.

%+2 ist [V-'-'\J' Wenn P+ M2' Und k0<--'<kq-r
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definiert ist. Man findet zum Beispiel:

'12

:16

:100

1000

2"t,10O

st A,

st /f,

st [A3,

ist [Af,

st [A*, [All,

st LLA]*],

st fA*. [A*l, [AT3,

ist ClA],lA*3,l^3*.[A,AMiCAX]*,IIAllJ,
ist [[[A*3, LA3* A]].

Definiert man nun R auf T durch die Bedingungen

^(t.A),

Rr(s,t*)«=»7Rr(s,t),
R,-.(s,[t.,.. . ,t.]k=^(s ist einer der Terme t.,...,t.),

so ist die Abbildung 0: nt-*t offenbar ein Isomorphismus von 71 nach <T,Rr>

Reflexivitätscharakteristik und Einfachheit

Ist Ol einfach, so gilt offensichtlich: X^m)=0 für alle m aus Z. Die Umkeh¬

rung ist nicht richtig, wie der folgende Satz zeigt.

8.9 SATZ Die Theorie NF0 hat ein abzählbares Modell, welches die Refle-
Ci

xivitätsCharakteristik des Standardmodells hat, aber nicht zu

diesem isomorph ist.

Beweis: Es seien A und AQ abzählbare Mengen, wobei AQsA, AQ=A\An. Für B

aus £(A) definieren wir

fB falls B<s£(A),
e(B)=

U\B falls BeX(A).
Weiter setzen wir

%(A) = fB/Be2(A) und e(B)êAQ}.
Die Folgen <a.:i<c*j> und <B.:i<cu> seien wiederholungsfreie Aufzählungen

von A bezw. 2T(A), und #. = {a./j<ij. Wir definieren induktiv nach i eine Ab-

bildung g von A in 2(A):
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g(a.) sei das erste B., für welches

(17) a.^e^)
UndWObGi

b
«AjNgl«,] falls a^V

j
(Ä(A)\2o(A))\g[Äi] falls a^AV^.

g ist eine Bijektion von A nach £(A). R sei die durch die Bedingung

R (a,b)4=*aeg(b)

definierte Relation auf A, und Ol= <A,R >
.
Nach 7.3 ist g die repräsenta¬

tive Abbildung von Ot'
.
Da gfAj=Z(A), ist Of nach 2.5 ein Modell von NF2,

und

(18) V~^)=Xtf(p0=°'
Aus (17) folgt a,^e(g(a.)) für i<co ,

also R (a. ,a.)<===>(ai)Re.£(A). Daraus

und mit (18) folgt

X (m)=0, falls meZ
ot,

Somit bleibt zu zeigen, dass Oli^lfl. Nach 8.2a genügt es, zu zeigen, dass

O? "$ ïtt. Dies ergibt sich daraus, dass

Abtf(g£*)=W0,
während Ab^( ga+) ^A,

da wegen der Abgeschlossenheit von AQ Ab^^g^ )^AQ.

* *
*




