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§8. DAS STANDARDMODELL VON NF2

Wir erweitern die Sprache L durch die Hinzunahme der Funktionszeichen f,
go,g],gz,... zur Sprache L+, wobei f einstellig, gn n-stellig sein soll.

Gleichzeitig erweitern wir die Theorie NFZ durch Hinzufligen der Axiome

x efu-=x¢u,

0
X¢g , |
xtr:g"u]...uno—»x=u]\/...\/x=un ‘ (n=1,2,...) .
zur Theorie NFJZ'. Diese ist eine konservative Erweiterung von NFZ’ also lasst

sich jedes Modell O von NF2 auf eindeutige Weise zu einem Modell von NF;r

verdichten ("expandieren"). Dieses bezeichnen wir mit 0. Demnach O =@%L
fiir jedes Modell X von NF

9
Ist d ein Modell von NF;, so ergeben die neu hinzugefiigten Axiome
Q) (fala))g=A ™ ap,
: 0
n
(3) (g (a],...,an))R={a],...,an}. _ (n=1,2,...)

Die Schreibweise "X €&" soll bedeuten, dass X eine Substruktur von & ist.

8.1 LEMMA a) O und & seien zwei unendliche Strukturen fiir L (oder ) R
wobet X = &. Ist dann a aus A endlich (ko-endlich) bezilg-
lich €, so ist es auch endlich (ko-endlich) besziiglich OL.

b) Sind Ol und € Modelle von IVFZ, wobet e @’, so a =&,
und fir jedes a aus A gilt:

() a,c4 falls a endlich beziiglich O,

5 €
(i1) BNa, €A falls a ko-endlich beziiglich OL.

S

Beweis: a) Aus den Voraussetzungen A<B, 5__; <%, (A \ag <) ergeben sich die

Behauptungen auf Grund der Formeln aR=AnaS, A \aR=An(B\ as).

b) Die Behauptungen (i) und (1:1') ergeben sich ohne Schwierigkeiten aus den

Formeln (1), (2) und (3), wobei die vier Fille 5}0, 0<a,< x, ANag=0,

R R
0<A\aR<9¢° zu unterscheiden sind. Im letzten Fall lautet der Beweis zum

Beispiel:
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~ Nach der Voraussetzung 0<A\a, R <% gibt es 375.--58, AUS A, sodass A \ap=
{aj,....a } Nach (1) gilt dabe1 A\ag (f+(a))R, nach (3): {a1,...,an}=
(gm(a], . . Also ( f{(a ga,(al, . ) und (Extensionalitdt)
fa‘,(a R ga,(a], .,an) Die Voraussetzung Ol*CsB* liefert d;raus foda)=
gg,(a], s ). Indem man wiederum die Formeln (1) und (3) anwendet, diesmal
im umgekehrten Sinne, erhdlt man B\as={a],..,,an}, also B\ag=A\ap <A.
8.2 LEMMA a) Sind Ol, £ Modelle von NF2 und ist 4 ein Isomorphismus

von O nach &, so ist 4 zugleich ein Isomorphismus von

Ot nach Z,
b) Sind Ol ,2 Modelle von NF wobetl k= Z(A), B =7Z(B), und

ist 4 eine B'z,gektwn von 6’( nach & mit den Eigenschaften

(1) B(fyla))=f,(d(a)),

(41) Hlga)=g,

(153) #lgplal,...,a ))=gs(dla),...,d(a)),  (n=1,2,...)

so 18t # ein Isomorphismus von OL/L nach &/L.

ist und OC. &' Modelle von NF

Beweis: a) Da x efu~—=xgu ein Axiom von NF) 9

2
sind, gilt fiir alle a,b aus A
S(#(b),8(fx(a))) ==R(b,fp(a))
< R(b,a)
== 5(g(b),6(a))
—=>5(8(b),fp(d(a))).
g ist surjektiv; also folgt (;zS(fo,(a)))S=(f’3}(;z$(a)))S und wegen der Extensiona-
1itit von &F

(4) B(fq(a))=Fe(d(a)). (a€h)
Ebenso folgt aus -vR(a,gg) (fir alle a aus A) 75(¢(a),¢(92)) und daraus
(5) B(ga)=s -

Schliesslich gilt fiir 353y5...53, AUS A

S(8(2),8(3a(2q5--+52,))) E=R(a,ga(ay. .52 )
“=aefar,...,a }
e=4(a) € {h(a;),....8(a,)]
==5(h(a) Ge(h(a))s. - B(a ),
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und also
(6) B(3a(ays---2a,))=05(8(a))s- - uB(a))).  (n=1,2,...)
(4), (5) und (6) machen die Behauptung aus.

b) Zu zeigen ist, dass fiir alle a,b aus A: R(b,a)<=>S(g(b),8(a)). a ist von
einer der drei Formen gg, gg(a],...,an), ﬁx(gzxa],...,an)). Im letzten Fall
hat man zum Beispiel

S(8(b),8(a)) == S(8(b)falga(#(a;),..-»8(a ))))
= 8(b)£{6(a;)5....8(a )}
= bdfa,....a)
= 7R(b,g&(a],...,an))
< R(b,a).

In den beiden ersten Fillen verlaufen die Beweise &hnlich. Damit ist 8.2 be-

wiesen.

Einfache Strukturen

Eine Struktur  fiir L (oder L+) nennen wir einfach, wenn sie die fngen-
den drei Bedingungen erfiillt:

1. OCist extensional.
2. A=ZNA).
3. A besitzt eine Aufzdhlung <ai:1<u>> mit der Eigenschaft

R(ai,aj) =i<j falls 8 endlich,
vR(ai,aj) =>i<j falls 3 ko-endlich.

Offensichtlich ist jede einfache Struktur ein abzghlbares Modell von NF2
(bezw. NF;) mit der Reflexivitdtscharakteristik

X (m)=0 fiir me Z.

Ist o eine einfache Struktur fir L, so ist &*eine einfache Sfruktur fiir L+,

und umgekehrt.
Aule0 definieren die Bedingungen

Es gibt Zahlen my,...,m ., sodass p= 2 M

p i/

(m,2p) ==
K‘l m0<...<mp,_1 und me{mo,---,mpu}
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und Rn(ma2p+1)¢=¢-an(m,2p)
eine zweistellige Relation Rn' Wir setzen
| A =<IN0,Rn> .
o ist einfach. Denn die Bedingung 2. ist offensichtlich, die Bedingung 1.
deshalb erfiillt, weil voneinander verschiedene Zahlen ungleiche Dualdarstel-

lungen haben; 3. ergibt sich daraus, dass die geraden Zah]en‘die endlichen,
die ungeraden die ko-endlichen Elemente sind und

Ry(m,2p) =>m<2p,
7R, (m,2p+1) =>m < 2p+1.

Somit hat die natiirliche Aufzdhlung 0,1,... vonIN0 gerade die unter 3. ver-
langte Eigenschaft. |

8.3 SATZ Zu zwel einfachen Strukturen O, &% fiir L (oder ) gibt es

genau einen Isomorphismus von OL nach %.

Beweis: Nach 8.2 ist, fiir Modelle O, 8 von NF2, jeder Isomorphismus von X
nach £ zugleich ein Isomorphismus von Q' nach J?ﬁ und umgekehrt. Es geniigt
deshalb, den Satz fiir den Fall L* zu beweisen.

Es seien ;<ai:i<ob> . <b1.':1'<w> Aufzdhlungen vo'n A und B, welche der Be-
dingung 3. der einfachen Strukturen geniligen. Wir setzen noch voraus, die Auf-
zdhlungen seien wiederholungsfrei. Dadurch wird die Allgemeinheit nicht be-
schrinkt. Die Einfachheit von & und & hat nun zur Folge, dass die Bedingung

/9§ | falls a =g,
0
fe(8s) falls a_=f, (g0 o) s
(7) ¢(an) = 4 i ’ n o | |
Gp(h(a;)s....8(a;)) falls a = (a 2y)ap< <,
L f&?(gg(¢(ai)""’¢(ai)) TTUS an c(I a(a ..,ai)) und

induktiv nach n eine Abbildung von A nach B definiert. Von dieser Abbildung ¢
zeigen wir, dass sie ein Isomorphismus von Of nach & ist. Mehr ist nicht zu
beweisen, da jeder Isomorphismus von ( nach & die Bedingung (7) erfiillen
muss.
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Um zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist, beweisen wir mit Induktion nach m, dass

. . e _ . 0 0
zu jedem m ein n existiert, sodass ¢(an)-bm. bm hat eine der Fgrmen g > fé(gz),

gog(bif,...,bip) mit i <ip< ... <A, fg(gg(b1.1,...,b1.)) mit g1<12< L. <ip In
den ersten beiden Fallen wahlt man fir a g, bezw. f,(gy). Im dritten Fall
gibt es gemdss Induktionsvoraussetzung Zahlen j, ,...,J, , sodass ¢(aj)=bia fiir
x=1,...,p und ji< ... <jp. Nach (7) ist dann ¢(g2(a&,...,ai))=bm. Ganz analog
verfahrt man im vierten Fall. Ohne jede Schwierigkeit zeigt man auch induktiv

nach'max(m,n), dass ¢(am)#¢(an), falls m#n. Nach 8.2b bleibt nur noch zu zeigen:

p -aP
(8) Blablag,----21))=g5(8(a;) - 8(a))
(9) B(f(a,))=Fy(8(2,))-
Um (8) zu beweisen, beachten wir, dass es unter den Indizes i],...,ip Zahlen
. . . . . p
NP < N G O cseeasd: )=
1&, ,1JP gibt (0<q<p), sodass ;J4< is und go&ah, ,a12

: . -4
ga(at’,...,aﬁ1). Dgnn gilt auch: g$é¢(ah),,..,¢(a19)—gﬁ(¢(aﬁ1),...,¢(aﬁq))
und, nach (7), #(g,(a;. »...,a:. ))=gg(8(a.. ),...,8(a;, )). Daraus ergibt sich
T, 137 Tja 11¢
(8). Mit gleichartigen Ueberlegungen beweist man auch (9). Dann ist 8.3 be-
wiesen.

8.4 KOROLLAR Einfache Strukturen haben nur den trivialen Automorphismus.

Einbettungen von ¢+

Ist O ein Modell von NF;, a ein Individuum von dL, so bezeichnen wir mit
Ab,(a) den Abschluss der Menge {a} unter den Operationen fm,gluggo...

(ohne gg).
8.5 LEMMA Ab,(a) ist unendlich.

Beweis: Die Elemente 3s8yse-es induktiv definiert durch die Bedingungen

1 1 +2
a0=ga(a), a]=q%(faja)), an+2=ggL (ao,...,an+]),

sind offensichtlich in Ab,(a) enthalten. Mit Induktion nach n bestdtigt man
ohne Schwierigkeit, dass |

(an+1)R=n+1; und ai#aj fir i <j<n+2.

Damit ist 8.5 bewiesen.



- 42 -

Induktiv definieren wir die Menge‘n An(a):
Ao(a)={a}s
Azp_ﬂ(a):Azp(a)u{fa(g)/aeAzp(a)},
A2p+2(a)=A2p+](a)kJ{goga],...,aq)/O-<q;§],...,aqesA2p+](a)}.
Offensichtlich gilt:
(10) Ao(a)_c_A](a).C_Az(a)_C....

Weiter definieren wir:

~ A (a) falls n=0,
An(a)= n
An(a)\An_](a) falls n>0.
Dann
() R (a) <A (2),
(12) ‘R:n(a)n‘;‘\‘n(a)= B, falls m#n.

8.6 LEMA  a) 4bgla)= LA (a).

b) A (a) < x.
n o

~o
. beA2p+2(a) :>bRgA2p+1’

beZ2p+3(a) => (A\bp) §.A2p+2.
Beweis: c¢) folgt aus der Definition von An(a). b) beweist man ohne Schwierig-
keit mit Induktion nach n, ebenso

(13) A, (a) € Rby(a). |

Aus (13) folgt }({)An(a) cAb,(a). Da V%Aﬁ(a) gegeniiber fq,gl,gozl,... abge-
schlossen ist, gilt auch Abyla) & kﬁLAn(a)’ somit Abm(a)=kz£An(a). a) folgt
nun wegen ﬁiAn(a)='§£ﬁ;(a). Damit ist 8.6 bewiesen.

Wir bezeichnen die Einschrdnkungen von Ro,,fa,gl,gg,,... mit R&,f&,gl',gi’,...

und setzen 1 2
Ol‘(a)= <Ab0[(a)’R(;l’fal!goL ,gog_ 90 e >.

Wir nennen a  zyklisch, wenn apNAb (a)# B, azyklisch sonst.

8.7 LEWA  Falls a asyklisch ist, so Olla) = JT",
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Beweis: Nach 8.3 geniigt es, zu zeigen, dass Cf(a) einfach ist. Es sei dazu
<ai:i<cu> eine Aufzihlung von A, welche die Eigenschaft
a,€ Am(a)
(14) ajeﬁﬁa) = i<j
m<n
hat. Eine solche Aufzdhlung existiert nach 8.6a und 8.6b. Wegen 8.6c bleibt

nur noch zu zeigen, dass alle a; aus A](a) die folgenden Bedingungen erfiillen:

(15) a, endlich oder ko-endlich bez. Ab,(a),

J
vR;(aj,ai)==¢j~<i falls a, ko-endlich.

Ryla.,a.)=>j<i falls a, endlich,
i i

(16)
Aus A1(a)={a,ﬂn(a)}, 3g=a» a;=fe(a) und der Azyklizitdt von a folgt (aj)p.= 9,
(a])R.=Aba(a). Also sind (15) und (16) trivialerweise erfiil1t. Damit ist 8.7
bewiesen.
8.8 SATZ I kann in jedes Modell von NF2 eingebettet werden, und X ist
bis auf Isomorphie das einazige Modell von NF
schaft.

9 mit dieser Eigen—

Beweis: O sei ein Modell von NFZ' Dann ist gg, azyklisch, und somit gibt es
nach 8.7 einen Isomorphismus ¢ von # nach Clﬁggﬁ). Dieser ist a fortiori
ein Isomorphismus von 7 nach <Abw(ggl+),Ro',> .

Umgekehrt ist 2¢ bis auf Isomorphie das einzige Modell von NF2, das sich in
alle Modelle von NF2 einbetten ldsst. Jedes solche Modell 72U ist namlich auch
in # einbettbar und somit, wie aus der Definition der Einfachheit hervor-

geht, auch einfach, also nach 8.3 zu #( isomorph.
Auf Grund von 8.8 nennen wir #l das Standardmodell von NFZ’

Eine zum Standardmodell isomorphe Struktur erhalten wir auf die folgende
Weise. Wir definieren zunachst eine Menge T von Termen. T sei {to,t],...},
wobei tn induktiv durch die Bedingungen

ty ist /:,
o
t2p+2

ist s , wenn t2p der Term s ist,

ist ‘F t wenn pt+l= Z:Zki und k

s <0<k
kq-i ] ‘l(q 0

k,.o.’
o

q-1°
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definiert ist. Man findet zum Beispiel:

t ist A,

1 ist K,
t, ist (AL
ty ist [AT,

ty, st [, IAT],

tigp st [N, [A¥T, [AFTRT,

tigoo st [IAT, A, WFT¥, [A AL LA AT LIATL,
tgeo ist  [LIA*D, IATHAIL

Definiert man nun Rg. auf T durch die Bedingungen

ﬁg-(ts )’
*
Ry(s,t )(=)7R¢(s,t),

Rgr(s,[t1.1~,...,tip])¢::>(s jst einer der Terme th""’ti?)’

so ist die Abbildung ¢: n!—»tn offenbar ein Isomorphismus von 37 nach <T,R,7 .

Reflexivitatscharakteristik und Einfachheit

oD

Ist & einfach, so gilt offensichtlich: Xa(m)=0 fir alle m aus Z . Die Umkeh-
rung. ist nicht richtig, wie der folgende Satz zeigt.

8.9 SATZ Die Theorie NF, hat ein abzdhlbares Modell, welches die Refle-
xivitdtscharakteristik des Standardmodells hat, aber nicht zu

diesem isomorph ist.

e —
—_—r

Beweis: Es seien A und A0 abzdahlbare Mengen, wobei A, <A, A =AN AO.

0S 0 Fiir B

aus  Z(A) definieren wir
B falls Be€(A),
e(B)=

ANB. falls BeX(A).
Weiter setzen wir

Z(A)={B/BeZ(A) und e(B)QAO}.
Die Folgen <a1.:1'<<,u> und <B1.:1'<w> seien wiederholungsfreie Aufzahlungen
von A bezw. Z(A), und &={as/j<if. Wir definieren induktiv nach i eine Ab-
bildung g von A in Z(A):
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g(ai) sei das erste BJ., fur welches

(17) aigée(B

und wobet AN g [o] falls a Ay,
°; (AN Z(A) \gx;] falls aje VA,
g ist eine Bijektion von A nach Z(A). Rg sei die durch die Bedingung

Rg(a,b)‘=>a€'9(b)

definierte Relation auf A, und 0[g= <A,Rg> . Nach 7.3 ist g die reprdsenta-
tive Abbildung von 0!9. Da g[A]= Z(A), ist 0(g nach 2.5 ein Modell von NF
und

(18) : Xa,('%)”&;%):()

Aus (17) folgt ai¢e(g(a1.)) fiir i<w , also Rg(ai,a
und mit (18) folgt

2’

Ye==>(a,),€X(A). Daraus

1R

i

X (m );o falls mé?
Oy

Somit bleibt zu zeigen, dass a;éaz Nach 8.2a genugt es, zu zeigen, dass
0{*% /. Dies ergibt sich daraus, dass

Abav‘-(gnf): 0°

wihrend Aboc;(ggg);éA,
da wegen der Abgeschlossenheit von A 0§ )_A





