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Préface

La présente étude comprend deux parties. La premiére est consacrée & la
détermination, par des méthodes purement optiques, des constantes K, v, ¢
des matiéres isotropes transparentes. La deuxiéme partie est une contribution
a l’étude des plaques minces d’épaisseur brusquement variable. Ce travail,
avant tout expérimental, a été fait au Laboratoire de Photoélasticité annexé
a la Chaire de Mécanique en langue francaise de I’Ecole polytechnique fédérale.

Nous désirons exprimer ici nos trés sincéres remerciements a M. le Prof.
Dr H. Favre, pour ses précieux conseils et 1'intérét bienveillant qu’il n’a cessé
de nous témoigner au cours de ces recherches. Notre reconnaissance s’adresse
également & M. le Dr W. Schumann, collaborateur scientifique du Laboratoire,
pour les trés utiles conseils qu’il nous a donnés.

Nous tenons enfin a remercier MM. les Prof. P. Lardy, et Ed. Amstutz, qui
ont bien voulu s’intéresser au développement de nos recherches et a leurs

résultats.
Zurich, le 10 octobre 1958.
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PREMIERE PARTIE

La détermination purement optique des constantes E, v, G des matiéres
isotropes transparentes

Introduction

Les constantes qui caractérisent la matiére au point de vue des déformations,
dans le domaine élastique, sont le module d’élasticité E et le coefficient de
Poisson v. Or si la détermination de E n’offre pas de difficulté, il n’en est pas
de méme de la mesure de v, qui s’est révélée beaucoup plus délicate.

L’objet de la présente étude est avant tout de développer une méthode précise,
permettant de déterminer le coefficient v des matiéres isotropes transparentes. Ce
procédé consiste & mesurer optiquement, d’abord le rapport v/E et ensuite le
module E, d’ol la valeur de v. La mesure supplémentaire, également par un
procédé optique, du module de cisaillement @, nous a permis en outre de

vérifier les résultats en utilisant la relation G:2(—1E;—7) et de calculer ensuite

les valeurs les plus probables de E, v et (f en appliquant la théorie des erreurs
de Gauss (méthode des moindres carrés). Ce mémoire présente donc, en défini-
tive, un ensemble de procédés purement optiques pour la détermination des cons-
tantes K, v, G des matiéres isotropes transparentes.

Dans un premier chapitre, nous exposons briévement les principales métho-
des connues pour la détermination de E et v des matiéres transparentes. La
méthode de mesure du rapport v/ E est présentée dans le chapitre 11, tandis que
la mesure de E et @ fait ’objet du chapitre ITI. Enfin, dans les chapitres IV
et V, les méthodes proposées sont appliquées & la détermination des constantes
élastiques de D'allite C R 39 et de 'araldite B.

CHAPITRE I

Principales méthodes connues pour les mesures du module d’¢lasticité E et du
coefficient de Poisson v des matiéres isotropes transparentes

Les mesures de K et de v peuvent se faire soit par des méthodes statiques, soit
par des méthodes dynamiques; elles ne sont correctes que si les déformations
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qui interviennent sont trés petites. Passons d’abord en revue les principales
méthodes statiques connues; examinons pour commencer celles qui permettent
de déterminer le module K.

a) Méthode de A. Kionig'). Elle consiste & déterminer £ en mesurant, au moyen
d’un systeme de miroirs fixés sur 1’éprouvette étudiée, I’angle de rotation
aux appuis, d’une poutre soumise  la flexion. Cette méthode fut employée
par Winkelmann et Schott dans un étude systématique des propriétés du
verre 2).

b) Méthode de O. Graf?®). Opérant également par flexion, cette méthode cherche
a éliminer 'influence de la déformation des appuis en mesurant les ordon-
nées de la ligne élastique en trois de ses points.

c) Méthodes basées sur la mesure de I’allongement spécifique €, d’une éprouvette
soumise & la traction ou & la compression. 11 en existe un grand nombre 4).

Passant maintenant & la détermination statique du coefficient v, nous citons
les procédés suivants:

a) Méthode de Kirchhoff®), qui consiste & déterminer v en utilisant la formule

v= % —18). Le rapport E /@ estIui-méme obtenu en mesurant le déplacement

latéral d’un faisceau de lumiére réfléchi sur un miroir fixé & 1’extrémité
libre d’une éprouvette (poutre console), soumise simultanément & la torsion
et a la flexion 7).

b) Méthode de Cornu?®). L’auteur utilise la méthode de Fizeau, basée sur
I’emploi des franges d’interférence d’une lame d’air, pour la mesure des
petites dilatations. On sait que, dans le cas de la flexion pure, ’axe d’un
prisme de section rectangulaire se courbe suivant un arc de cercle; les faces
normales au plan de flexion se transforment en surfaces gauches. Dans le
cas ol les dimensions transversales du prisme sont petites par rapport & la
distance des appuis, le rapport des deux courbures principales est, en
chaque point de ces surfaces, indépendant des dimensions du prisme et de
la grandeur du moment fléchissant; ce rapport est précisément égal au

1) A. Konig: Wied. Ann., 28, 1886, p. 108.

2) Winkelmann et Schott: Wied. Ann., 51, 1894, p. 697.

3) 0. Graf: Glastechnische Berichte. 3, 1925/26, p. 153 et suiv.

4) Citons celles utilisant les franges d’une lame d’air, celles basées sur 1’emploi d’un
tensomeétre ou d’un strain gage et celles procédant & 1’aide de photographies.

5) G. Kirchhoff: Pogg. Ann., 108, 1859, p. 369.

6) Les premiéres recherches dans la voie suivie par Kirchhoff sont dues & Wertheim
et Chevandier. Voir Comptes rendus, 20, 1845, p. 1637.

7) Pour une application de cette méthode, voir: D. Ewverett, Phil. Trans. 157, 1867,
p. 139.

8) A. Cornu: Comptes rendus, 69, 1869, p. 333.



coefficient v. Les courbes de niveau relatives & un plan tangent & la surface
déformée constituent deux systémes d’hyperboles conjuguées ayant des
asymptotes communes. La tangente de 1’angle «* fait par chacune des deux
asymptotes avec la direction de ’axe du prisme est égale & I'inverse de la
racine carrée du coefficient v. Or ces courbes de niveau peuvent étre réali-
sées par des franges d’interférence, qui permettent d’évaluer l'angle «*,
d’ott 'on déduit v. Straubel a employé cette méthode dans des essais systé-
matiques sur le verre?).

¢) Méthode d’ Amagat1®), qui consiste & mesurer la variation du volume intérieur
d’un tube due 4 une pression extérieure et 4 une traction axiale connues.

D’autres méthodes permettent de déterminer v, en mesurant directement
d’allongement spécifique ¢, et la contraction transversale spécifique ¢, d’une

, . By . \ . €,
éprouvette soumise a la traction (ou & la compression). On a en effet: v= — 2.
€]

Il existe différents procédés permettant de déterminer ¢, et ¢,*).

Pagsons maintenant aux méthodes dynamiques de mesure. Rappelons avant
tout les méthodes classiques de mesure de E et G (donc de v), qui se basent:
pour le module £, sur la mesure de la vitesse de propagation des vibrations
longitudinales dans les prismes (connaissant la masse spécifique de la matiére),
et pour @, sur I’observation des oscillations d’un corps suspendu & un cylindre
mince tordu. Les méthodes les plus modernes utilisent les découvertes de
Debye, Sears, Lucas et Biquard dans le domaine des ondes de haute fréquence.

Parmi ces méthodes modernes, citons les principales.

a) Méthode de Bir et Walti '), qui consiste & déterminer E et v en mesurant la
longueur d’onde des vibrations ultra-sonores transversales et longitudinales,
provoquées dans un coin fait avec la matiére étudiée, plongé dans un liquide.
Une méthode analogue est celle de Benz-Bardili1?), qui détermine I’angle
de réflection totale pour les ondes longitudinales et transversales sur les
deux faces de 1’éprouvette, d’ou ’on tire les valeurs de £ et v.

b) Méthode de Schifer et Bergmann13). Elle consiste & utiliser les diagrammes
de réfraction (de Laue) obtenus en placant une éprouvette vibrant & grande
fréquence dans un faisceau de lumiére parallele 14).

9) R. Straubel: Wied. Ann., 68, 1899, p. 369.

10) Amagat: Comptes rendus, 107, 1888, p. 618.

11y R. Bir et E. Walti: Helv. Phys. Acta, 7, 1934, p. 658.

12} Benz-Bardili: Z. f. Phys., 96, 1935, p. 761.

13) Ch. Schifer et L. Bergmann: Sitz.-Ber. Berl. Akad., 1934, p. 192.

14) Pour un exposé de la théorie, illustré d’un étude systématique sur le verre, voir:
Ch. Schiifer, L. Bergmann et J. H. Goelich: Bestimmung der elastischen Konstanten
optischer Glidser aus der Lichtbeugung an Ultraschallen. Glastechnische Berichte XV,
1937, p. 447 et suiv.



Il existe évidemment encore de nombreuses variantes des méthodes citées,
fondées sur les mémes principes, mais faisant appel & d’autres dispositifs.

Pour terminer, observons encore que si, d’une part, les méthodes dynamiques
offrent par rapport aux statiques I’avantage d’étre peu sensibles au phénomene
de D'hystérésis observé chez un grand nombre de matiéres plastiques trans-
parentes (celluloid, bakélite, allite, araldite D, . ..)1%), ces méthodes nécessitent
d’autre part un dispositif de mesure en général beaucoup plus compliqué de
celui des procédés statiques. En outre, dans bien des cas, ce sont les constantes
élastiques déterminées par des mesures statiques qui nous intéressent directe-
ment. Si la matiére présente le phénoméne de I’hystérésis, il faudra en tenir
compte en entroduisant le temps de charge ¢, et donner les valeurs des cons-
tantes en fonction de cette grandeur; ¢’est ce que nous ferons dans le chapitre
IV, en étudiant ’allite.

CHAPITRE II

Méthode de mesure du rapport du coefficient de Poisson » au module d’élasticité E
des matiéres isotropes transparentes %)

Considérons une éprouvette prismatique, de section rectangulaire, faite
d’une matiére transparente, homogéne et isotrope, placée d’abord dans ’air.
Désignons par 7 la direction des arétes latérales et par 2 et 3 les directions des

3 (1) 5
>

j |
L |
i A Ve

Section droite

Fig. 1.

15) Voir p.ex.: L. N. G. Filon: Manuel de Photoélasticité & 1’'usage des ingénieurs. Tra-
duction de 1’anglais par L. 4. de Dardel, Edition Dunod, Paris 1942, p. 98 et suiv.

16) Le principe de cette méthode a déja fait 1'objet d’une note de H. Favre et
M. Martinola (Comptes rendus, T. 246, 1958, p. 50).
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arétes des bases (fig. 1). Soit encore F l’aire de la section droite, e 1’épaisseur
traversée, normalement & deux faces latérales, par un rayon lumineux mono-
chromatique polarisé s, vibrant parallélement & la direction 1. Si nous appli-
quons sur les bases du prisme deux forces axiales P, égales mais de sens con-
traires, les tensions principales en un point quelconque de 1’éprouvette sont:
o,=P|F, oy=0;=0.

Considérons maintenant deux points fixes A et B situés de part et d’autre
de 1’éprouvette, sur le support du rayon lumineux s. Soit / la distance de ces
deux points. Avant I’application des forces P, le chemin optique L du rayon s,

relatif au segment A B=1, est donné par la formule:
L=1l+(n-1)e, (1)
n désignant I'indice de réfraction de 1’éprouvette. Pour calculer la variation

d L de ce chemin optique par suite de la mise en charge, nous devons différen-
cier 'équation (1), en remarquant que seuls n et ¢ varient, d’ol:

dL = (n—-1)de+edn,
et la variation absolue de marche du rayon émergent sera:
d=—dL=—-[(n—1)de+edn]. (2)
Placons maintenant D'éprouvette dans un liquide d’indice n’. Le chemin
optique initial relatif au méme segment A B, aura la valeur:
L'=n"l4+(n—n'e,

et la variation absolue de marche produite par ’application des mémes forces
P sera:
01=—dL =—[(n—n")de+edn], (3)

(d’une facon générale nous affecterons de l'indice ’ toute grandeur se rappor-

tant au cas ou 1’éprouvette est placée dans le liquide d’indice »’).
oré

En soustrayant (2) de (3) et en remarquant que de= —vgen obtient:
8, -8, =(n'—1)de = —(n’—l)alel,
E
EPREY v 81—8{
dou F = @-Teo, )

La mesure du rapport v/ E est ainsi ramenée & celle des grandeurs e, o; = P|F,
n', 8, et 8;. Or e, F, P, n' peuvent étre évaluées sans difficulté & 1/,,,, prés,
a ’aide de méthodes courantes!?). Un interférométre (de Jamin, de Michelson

17) Voir Ch. IV.
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ou de Mach-Zehnder) permettra de déterminer 8, et 3; a 19, prés environ.
Comme le numérateur de la formule (4) est la différence de ces deux derniéres
grandeurs, on obtiendra en définitive v/ E avec une précision del’ordre de 14 29%,.

Pour obtenir une plus grande précision, on pourra utiliser le procédé suivant,
qui s’est révélé commode. Revenons & ’éprouvette, désignons par 3,, 3, les
variations absolues de marche mesurées dans les mémes conditions, mais en
utilisant un rayon monochromatique polarisé s vibrant parallélement & la direc-
tion 2.

Comme précédemment, nous pouvons écrire:

v 8,8
E ~ (n-1eo,’ (5)
En posant:
B, 2y Ay By (©)
eay eoy eay eay

et en introduisant ces quantités dans les formules (4) et (5), nous obtenons:

7 = = : (7)

Or a, b ne sont pas autre chose que les coefficients qui figurent dans les
deux premiéres équations du systéme sur lequel est fondée la méthode pure-
ment optique utilisée en photoélasticité bidimensionelle 18):

8, =aeo,+tbeo,, 8,=beo,+aeo,, 0&;=ce(o;—0,), (8)

ou 8, désigne la variation relative de marche des deux rayons considérés plus
haut. En effet, en posant o,=0 dans les deux premiéres équations (8) on
retrouve bien les expressions (6) de a et b. Les coefficients a’, b’ ont des signi-
fications analogues, comme on le reconnait en écrivant les équations, de formes
identiques & celles du systéme (8), mais relatives au cas ou l’éprouvette est
placée dans un liquide d’indice »'. Ainsi, grice aux formules (7), la déter-
mination du rapport v/ E — l'indice n’ étant supposé connu — est en définitive
ramenée & celle des coefficients a, b des deux premiéres équations de la méthode
purement optique utilisée en photoélasticité bidimensionnelle et & celle des
deux coefficients analogues a’, b’, que 1’on devrait introduire si I’on appliquait
cette méthode au cas d’une éprouvette placée dans un liquide d’indice »’. Or
a, b, a’, b’ — ainsi que les coefficients ¢ et ¢’ — peuvent étre déterminés tres
exactement 4 l’aide de I’éprouvette prismatique dont il est question ici. 1l
suffira, pour cela:

18) Voir H. Favre: Schweiz. Bauzeitung des 3 et 10 déc. 1927 et Revue d’Optique
théorique et instrumentale, mai, juin, juillet et aott 1929.
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1. de faire avec un ¢nterférométre les mesures de 6,, 3,, 8;, 8; pour un certain
nombre N (pratiquement 8 & 10) de valeurs oy, réparties entre zéro et la
limite de proportionnalité (& la traction ou & la compression) de la matiére;

2. de faire les mesures complémentaires des variations relatives de marche
4, 83 & l'aide d’un compensateur de précision, un Bravais par exemple;

3. d’appliquer ensuite la méthode des moindres carrés de Gauss, en s’appuyant
sur les relations connues1%):

a—-b=c et a'—-b =c. (9)
Esquissons les opérations que nécessite 1’emploi de la méthode, en indiquant
également les principales formules. -— Des mesures de 3,,95,,...,8; on déduit
des valeurs de premiére approximation a,b, . . ., ¢’ pour les coefficients a, b, . . ., ¢/,
ainsi que les erreurs moyennes mg;,mg, ..., my et leurs poids p;,p;, ..., py-
On a par exemple:
—_[o184] 1 (1] [83] — [o1 8, 1
E ~ = + — =
e ™TE e[o‘ﬂ N-r o BT
7 [o13,] }/[0%] (03] — [‘71 S)? 1
= 3 = y — — ]_
b e [G"f 3 O 6 [0% 4 Ps ng ’ ( 0)
¢ — [0135] _ ]/[0’1] (53] — [01 O] o L
e[a?]’ ¢ e [a? ] ’ Pe mg2’

et trois groupes de formules analogues pour a’, b’, ¢’ (les parenthéses [ ] désignent
ici les sommes des quantités placées entre les crochets).

En utilisant les relations (9), nous pouvons ensuite calculer des valeurs de
seconde approximation pour les coefficients cherchés. Pour le calcul de a,b,c

par exemple, on pose a—b—c=w (la quantité w serait nulle, en vertu de la

premiére condition (9), si @,b,¢ n’étaient pas affectés d’erreurs). Les valeurs
de seconde approximation de a, b, ¢, ainsi que les erreurs moyennes et les poids
correspondants, sont alors:

1 1 1
a=&—[pf]w, b=5+[pl—"]w, c=6+[1f]w,
Vo i * ) !
ma—i w, ) :pa_ 27 s ’

celles relatives & a’,b’,¢’ sont données par des formules analogues. En posant
ensuite da=a—a’, 4b=b-5’, on aura:

e A ‘A‘l 1 ].
Mgy = £VME +m%, mgy=+Vmi+mi, Ppag=-—5> Pap=—5> (12)
Mg M Ap

13



et la valeur moyenne N, des numérateurs des formules (7) et son erreur
moyenne seront:
4 4b da—-4b
Nu: Paall 0t Pao s My, = T -
PAat Pav PdatPay

VPaaPan- (13)

D’ou finalement, pour la valeur la plus probable du rapport v/ E, son erreur
moyenne et le poids correspondant:

v N, 1 2 v \* 2
1 Mg = in'——l my, + ) M Pye =

——, (14)
My

ou m, est I’erreur moyenne de la valeur utilisée pour I'indice de réfraction
du liquide »’19).

Nous montrerons plus loin, & I’aide d’exemples, que la méthode ainsi cong¢ue
permet d’obtenir le rapport v/E & quelques milliémes prés9).

CHAPITRE III

Méthode purement optique pour la mesure des modules d’élasticité E et de
cisaillement G des corps isotropes transparents

§ 1. Principe de la méthode

Considérons une lame plan paralléle, faite d’une matiére transparente,
d’indice de réfraction = 2°), placée dans 1'air. Soit e I’épaisseur traversée, nor-
malement & deux faces latérales paralléles, par un rayon lumineux monochro-
matique polarisé s (fig. 2a), vibrant perpendiculairement au plan de la figure.
Soient 4, B deux points de ce rayon, situés de part et d’autre de la lame.

Nous avons vu (Chap. IT) que le chemin optique relatif au segment AB=1est
L=10+(n—1)e. Proposons-nous maintenant de calculer la variation de ce
chemin optique due & une rotation « de la lame autour d’un axe perpendicu-
laire au plan de la figure et passant par exemple par le point O. Le rayon s
décrit, aprés la rotation, la ligne brisée A4,0,0’, B’ (fig. 2b). Entre I’angle
d’incidence « et ’angle de réfraction B existe la relation Z;—;l;:n. A la sortie

de la lame, le support de s a subi le déplacement latéral BB' =00’ = esin(a—p),

cosp
nous verrons dans la suite quelle est la conséquence de ce déplacement.

19) Ch. IV.
20) Par rapport & I’air et pour la Iumiére monochromatique utilisée.
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La somme 4 O+ O’ B’ des deux segments extérieurs A0, O'B' est, avant
la rotation, égale & [ —e; cette somme devient apres celle-ci:

1—00" — Z_ecos(oc—,B);
cosf8
sa variation est donc égale &
_ cos(x—p)
e [1 2o B ] X (15)

La modification du chemin optique & l'intérieur de la lame est d’autre part
égale a:

ne(—————l . (16)

Fig. 2.

La variation totale 4 du chemin optique est des lors:

{EIS—B[/'Z—COS(“_B)]_%—!'I}@' (17)

En éliminant B entre la relation Eg%:n et 1’équation (17) et en résolvant

la relation ainsi obtenue par rapport & «, on obtient aprés quelques trans-
formations:

4
cos _1‘£(n+§l (18)
T T em—1)+ 4"

Cette formule nous permet donc de calculer 1’angle de rotation « de la lame
si nous avons mesuré les grandeurs e, n et 42!). C’est en utilisant ce principe

21) On mesure e au moyen d’un comparateur de précision, n & 1’aide d’un réfractométre,
4 a ’aide d’un interféromeéire (la variation absolue de marche 8 du rayon s que permet
de mesurer ce dernier appareil est égale & -- 4).
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que nous allons pouvoir déterminer les modules d’élasticité F et de cisaille-
ment  des matiéres transparentes.

§ 2. Détermination du module d’élasticité E

Considérons une éprouvette prismatique disposée horizontalement, perpen-
diculairement au rayon lumineux s qui la traverse au point @ (fig. 3). Intro-
duisons le systéme d’axes indiqué dans la figure. Désignons par E le module
d’élasticité et par J le moment d’inertie de la section droite par rapport & I’axe
y passant par le centre de gravité de la section. Appliquons aux extrémitées

Elévation

ety

W vert. R
S 7 0 z
5 *‘%m'*
|

fhoriz T kJ
[ Section
M 10 @), M .
AC_PQ ______________ ?/y)_._._.i,;_._.74§79>_>
IS —P—_:%.:E;%?’ -
ligne éla s//quejt 7
¥
Plan
Fig. 3

A et B de I’éprouvette, dans le plan z 02z, deux couples égaux et opposés M ;

la courbure de la ligne élastique engendrée par la flexion est constante et
M

I’équation différentielle de cette ligne es’o = -7 Chaque section tourne
dz M ||
d’un angle «= ia = BT - Or cet angle peu'o étre déterminé comme nous

I’avons dit a la fin du paragraphe précédent 2?). La formule (18) peut ici étre

2
simplifiée en observant que, « étant petit, nous pouvons poser cos o ~~ 1—%.
On obtient ainsi:
. 4
24 (n+5,)

“=V wziysa 4o

22} C’est seulement la rotation des différents profils de 1’éprouvette qui engendre le
changement du chemin optique 4 mesuré par 1’interférométre; la biréfringence acciden-
tolle due au moment M n’a pas d’influence sur le chemin optique.
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et en remplagant « par JZ—?I, on tire de 1’équation obtenue la valeur du
module d’élasticité:

M x| n—1)+4
= J ]/;A(n+ ) (%0

Remarquons encore que dans les applications nous pouvons presque tou-

jours négliger dans ’expression (20) les termes 4 et -— 2 ,.nous obtenons ainsi
la formule approchée plus simple:

(n—1) Mlxl ,
E_J]/ : (20')

En définitive la mesure de E est ramenée a celle des grandewrs M, J, x, n, e et 4.
Or M, J et z peuvent étre facilement déterminés & quelques milliémes prés,
e et » & moins de 19y, tandis que 4 peut étre mesuré 4 19, prés environ.
Mais comme dans la formule (20) 4 apparait sous une racine carrée, ce qui
augmente la précision de la méthode, I’erreur moyenne relative de la valeur
de E, obtenue par une seule observation est en définitive d’environ 19%,.

On peut obtenir une plus grande précision en faisant les mesures pour
diverses valeurs du moment de flexion M (en restant toujours dans le domaine
élastique) et dans différentes sections z. La valeur la plus probable de E, son
erreur moyenne my et le poids correspondant pj sont donnés par les formules
suivantes, établies par la méthode des moindres carrés de Gauss:

E=k¢, -
‘ _1./e(n-1) ZM
ou k= J 2n ¢ [I/ZMIx]] ’
. mp= £ VEME TR, pp— (22)
5
, 1 -1 MFA[A)—[vA M [a[)
ol m:2c=ﬁe(z—n)m3 et m§={[ (?V]El])[‘z{}/z;z]zlxl]}g,

N désignant le nombre total des mesures de 4 23).

Remarque: Les formules (18) & (20') supposent essentiellement deux choses:
L. que, dans la position initiale de 1’éprouvette, le rayon lumineux s la traverse
perpendiculairement & deux faces, 2. que les deux faces traversées soient
bien planes et paralléles. Or dans la pratique, si 1’on peut en général assez

23) Dans ces formules, J désigne la moyenne arithmétique des valeurs du moment
d’inertie, mesurées aux différentes sections, et my, ’erreur moyenne de ces valeurs.
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bien satisfaire & la premiére condition (en utilisant par exemple une lunette
autocollimatrice), il est plus difficile de satisfaire & la seconde, les faces tra-
versées accusant presque toujours des défauts. Dans le § suivant, nous
présentons un procédé de mesure qui permet d’éliminer une bonne partie des
erreurs systématiques qu’entraine pour la mesure de 4 la réalisation impar-
faite des deux conditions ci-dessus.

§ 3. Elimination des principales erreurs systématiques )

Supposons d’abord que le rayon lumineux s soit situé dans le plan x Oz
(fig. 3) et que I’axe des z forme avec s un petit angle ¢, (fig. 4). Appliquons aux
extrémités de l’éprouette les deux couples M. Les inclinaisons des plans
tangents & la surface élastique en deux points @ et @' symétriques par rapport
au milieu O, sont alors respectivement égales & a+ ¢, et « —¢,. Proposons nous
de calculer la valeur 4, de 4 au point @, valeur que mesure 1’interférometre.
A cet effet résolvons 1’équation (19) par rapport & 4, en négligeant les termes
4 et % qui figurent respectivement au dénominateur et au numérateur; on

obtient: e(n—1)

A=Ca2 ou C=
2n

(23)

L’inclinaison initiale ¢, engendre au point  une variation du chemin optique
égale & 4, =C ¢,?, tandis que 'inclinaison finale o +¢; nous donne la variation
4,6, =C(x+¢)% Le déplacement des franges mesuré par 'interférometre
pendant la déformation de I’éprouvette est ainsi, au point Q:

dg =4y —4e, = C(P+2ag), (24)
] g
EI
! o]l £
»{[Y‘E’ i e M
M I !
N P i
A —0¢(Y)-—-—" e 1
~ ——— — -
P T = =T A
S
}' Nz !
Fig. 4.

24) Voir aussi: B. Gilg: Experimentelle und theoretische Untersuchungen an diinnen
Platten, Publication No 5 du Laboratoire de Photoélasticité de 1’Ecole polytechnique
fédérale. Editions Leemann, Zurich, 1952, p. 30 et suiv.

W. Schumann: Theoretische und experimentelle Untersuchungen iiber das de Saint-
Venantsche Prinzip speziell mit Anwendungen auf die Plattentheorie. Publication No 6
du Laboratoire de Photoélasticité de 1’Ecole polytechnique fédérale. Editions Leemann,
Zurich, 1955, p. 52 et suiv.
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tandis qu’au point symétrique @', le déplacement analogue est .
4y =4 =C (a2 —2a¢). (25)

(X—El €1

En prenant la moyenne arithmétique des expressions (24) et (25), on obtient:
do+4d¢

2
due & une inclinaison initiale e, du rayon s sur la normale aux faces de I’éprouvette
peut donc étre éliminée en mesurant 4 en des sections symétriques et en prenant la
moyenne arithmétique des deux valeurs obtenues 2®).

Si maintenant le rayon lumineux s est situé dans un plan paralléle au plan
20y et forme un petit angle ¢, avec I’axe des z, ’erreur 4., due & cette légére
inclinaison ¢, de s est négligeable, pourvu que I’épaisseur de I’éprouvette soit
sensiblement constante et que ¢, reste constant pendant la mise en charge.

Pour éliminer I’erreur systématique due & une petite variation linéaire de
I’épaisseur de 1’éprouvette, il suffit de faire en chaque section deux mesures
correspondant aux positions I et II, symétriques par rapport & 1’axe des z,
obtenues en changeant les sens des couples M (fig. 5). Enfin, remarquons que

=C a2, ce qui n’est autre que la valeur exacte de 4 pour ¢, =0. L’erreur

s s
} 1 }
R e NPT,
//// /I/’ fi T T~
A V-——*}- ----- —OT(Ur———*?- —->-§9—
-}
M | /1 | M
A%&*‘*'*} ------ 0¢{y}--—-—-‘¢-—-—-ﬂ5
e L St b
g \1 0}\‘_:|_.__——/ 2, & \Pos.1
¥ vz ¥
s s
Fig. 5.

le procédé de mesure en des sections symétriques par rapport & ’axe 2z permet
aussi d’éliminer une derniére cause d’erreur, celle due au fait que la rotation
de I’éprouvette engendre non seulement une variation du chemin optique,
mais encore un déplacement latéral du rayon lumineux s (fig. 2b). Ce déplace-
ment entraine un changement dans la distance des franges d’interférence pen-
dant la déformation du modele.

§ 4. Mesure purement optique du module de cisaillement G

La mesure directe du module de cisaillement G sera utile puisqu’elle per-
mettra de controler les deux grandeurs v/ E et E obtenues & 1’aide des méthodes
que nous venons d’exposer.

25) Cette propriété nous sera également trés utile dans les applications, pour contréler
la position du modéle.
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Considérons une éprouvette prismatique rectangulaire, faite d’une matiére
transparente, placée dans 1’air, encastrée & une de ses extrémités (fig. 6). Intro-
duisons le systéme d’axes ,y, z indiqué dans la figure. Soit ¢ un point de 1’axe
des x, d’abscisse x . Désignons par [ la longueur de 1’éprouvette, par e 1’épais-
seur traversée normalement & deux faces paralléles, par un rayon lumineux
monochromatique polarisé s, passant par ¢ et vibrant & 45° des directions
x et y, par h la largeur de 1’éprouvette, et par n son indice de réfraction par

Pos.] \_.-V'-rl!‘-xv«/’os.l
M e —— — >
e

Juencastrement o
1
0 Q 0 X i)
G T g VER '-%i-i
T t | !
|<. ____________ F A -~ vy
v Jection Section
Fig. 6. Fig. 7.

rapport & l’air et pour la longueur d’onde utilisée. Appliquons & I’extrémité
libre de I’éprouvette un couple de torsion M;; chaque section tourne sous
I’action de M, autour de son centre de gravité, 1’axe des x par raison de symé-
trie n’est pas déformé et reste rectiligne. L’angle de torsion i, de la section
droite passant par @ est donné par la formule 26)

ks M
o 3z, @
3
ou J = Z'i%’ k2 = © ’
192 1 mxh
1‘71”:123 st (%)
On tire de (26):
ks M
G =2 217
12J¢0 Q (27)

Remplagons encore 1’angle i, par sa valeur (19), ce qui donne ?7):

ky M ]/ m=1)+4
= 212&% ;An( +)' (28)

4
n+%

26) Voir p.ex. H. Favre, Cours de Mécanique, T. I, Leemann, Zurich, 1953, p. 342
et suiv.

27) Les tensions dues au moment M; n’engendrent aucun effet optique résultant, seul
le changement du chemin optique da & la rotation de 1’éprouvette est mesuré.
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. . . ( 1s 4
Dans les applications, nous pouvons en général négliger les termes 3¢ &b 4

sous la racine carrée, et utiliser la formule approchée plus simple:

(n—1) M,xQ ,
12JV 2n (28')

La mesure de G est ainsi ramenée & celle des grandeurs n, e, b, 25, M, et 4,
par des méthodes connues ou déja décrites. Si 1’'on se contente de ne mesurer
qu’une fois chacune des grandeurs nécessaires, on pourra déterminer G & 19,
pres environ. Si I’on veut obtenir une plus grande précision, on fera un certain
nombre N de mesures pour différentes valeurs de M, et de x,. Les formules
qui, dans ce cas, nous donnent la valeur la plus probable de @, ainsi que
Perreur moyenne mg et le poids p, de cette valeur, sont 28):

G=ky,  mo=sVBmipPml,  pg =y (29)
G
. 2 2
ot b= 12ky4/e(n 1)’ . [Jll, z3] ’
2n [V4 M, ]
12k,\%e(n—1) [M222])[A] - [M,z, VA]?
2 _ 2 2 2 _ ] 1Q 4
m’“‘( JZ) gm0 T (V= 1) [ M7 23 }

Remarque: Les erreurs systématiques provenant d’une position imparfaite
de D’éprouvette par rapport au rayon lumineux s, d’une variation d’épaisseur
du modéle ou encore du déplacement latéral du rayon (voir § 3), peuvent étre
éliminées facilement en faisant en chaque point deux mesures correspondant
aux positions I et I1 de 1’éprouvette (fig. 7). Ajoutons que le schéma expéri-
mental utilisé sera décrit Ch. IV.

§ 8. Calcul des valeurs les plus probables de E, v et G

Supposons avoir déterminé, pour une certaine matiére, par les méthodes
des paragraphes précédents, un systéme de valeurs pourv/E, E et G, ainsi que
les erreurs moyennes m, , my, m et les poids p,z, pr et pg correspondants 2°).
Ces valeurs étant affectées d’erreurs, ne vérifieront en général pas rigoureuse-
ment la relation:

SIS

28) Voir la note 23).
29) Voir formules (14), (21), (22) et (29).
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<, E e
tirée de la formule connue ¢ =51 Nous poserons donc, en désignant par

(v/EY, E', G' les valeurs mesurées

v’ 1 1

En utilisant la condition (30), la théorie des erreurs de Gauss nous permet
de calculer des valeurs améliorées pour v/ E, E et G, ainsi que les erreurs moyen-
nes et les poids correspondants. On obtient:

1 V 1 ( 1 1 ~)
v 4 PwEY PwEy \Pi2c:  PlE
»E— = (E) —_ [l] w, MV/L = + Vi [l] w,
p P
V 1 ( 1 1 )
1 . . .
E = T ipn M, =+ E? PyE Pl/zcl: PwE) w, (32)
T w -
E [1/p] [p]
V 1 ( 1 4 1 )
G = ; 11/p/ , MG =+2G2 Pij2¢” P(viz)' Py w,
(55 + (11 ) ¥ 7]
2G [1/p] P
1 1 m%. 1 m2,
ou =m2/ Y s '—=—E, = ¢ .
Po/Ey wiE Py B Piee 464

Enfin, connaissant le rapport v/E =y et le module E, on aura finalement la
valeur du coefficient de Poisson et son erreur moyenne:

v=xH, M, =+VE* M2 + x> M%. (33)

Passons maintenant aux applications.

CHAPITRE 1V

Etude des variations de E, v et G dans une plaque d’allite CR 39, en fonction de la
position du domaine considéré

§ 1. Introduction

L’allite CR 39 est une résine artificielle, livrée en plaques plan-paralléles
soigneusement polies, par 1’Homalite Corporation; cette matiere se préte donc
aux mesures interférométriques. Malheureusement, elle présente une tendance
a I’hystérésis. Nous avons donc déterminé les constantes E, v, G en effectuant
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les mesures & une époque précise ¢ (choisie égale & 10 sec) aprés la mise en
charge; pour une certaine éprouvette, nous avons aussi étudié la variation de
ces constantes en fonction de ¢. Dans la suite, cet intervalle de temps sera
souvent appelé «temps de charge».

Les propriétés mécaniques et optiques de l’allite ont déja fait ’objet de
diverses publications3°).

Dans la figure 8 nous avons représenté la plaque d’allite examinée et la
position des éprouvettes choisies pour la mesure de E, v et G.

§ 2. Mesure du rapport v|E

La méthode pour la mesure de v/E a été exposée dans le Chapitre II.

a) Description des éprouvettes

Dans une plaque d’allite d’environ 6 mm d’épaisseur, nous avons découpé
quatre petites éprouvettes prismatiques, de 35 mm de longueur, numérotées
de 1 & 4 (fig. 8a et 8¢). Les dimensions exactes de la section droite S contenant

@) Plague dallite (R 39.
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Fig. 8. Eprouvettes prélevées dans une plaque d’allite CR 39.

30) Citons principalement: D. J. Coolidge. An investigation of the mechanical and
stress-optical properties of Columbia resin CR 39. Proceedings of the Society for Experi-
mental Stress Analysis, Vol. VI, No 1, 1948, p. 74 et suiv.

C. Mylonas. Investigations in Photoelasticity. Thesis for the degree of doctor of
philosophy (Engineering) submitted to the University of London, Part I1I, 1949,

Homalite CR 39 1: Bulletin 51, August 1, 1956.
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le rayon lumineux utilisé, sont indiquées pour chacune des éprouvettes dans
le tableau I. Les longueurs e et & ont été mesurées en utilisant un comparateur
de précision. Les erreurs moyennes absolues de ces deux grandeurs, étant infé-
rieures a 1°/,,, peuvent étre négligées.

b) Etats de charge, mesure de v/E

Pour la détermination des constantes a, b et ¢ (voir Ch. II), nous avons
soumis les éprouvettes, placées dans ’air, & des compressions uniformes. Les
grandeurs 3,, 3, et §; ont été mesurées pour huit valeurs de o, , réparties entre
—0,22 kg/mm? et —0,53 kg/mm?. Les formules (10) et (11) ont été ensuite
appliquées3!). Les formules (11), qui donnent les erreurs moyennes m,, m, et
m,, supposent tacitement que 1’erreur du produit o, e soit négligeable par rap-
port aux erreurs des grandeurs 8;, 8,, 85. Or nous avons déja remarqué que
m, et m, étaient négligeables; quant & la force de compression P, le cadre
dynamométre utilisé nous a donné cette grandeur & quelques dix-milliémes
prés, de sorte que I’erreur du produit o, e est bien négligeable.

Pour les mesures de 87, 3, et 35, on a adopté le dispositif indiqué dans la
figure 9. Comme liquide bien transparent et ne détériorant pas les faces des
éprouvettes, nous avons pris de I’huile Silicone DC 73%). Son indice de réfrac-
tion n’, pour la lumiére verte émise par 1’arc du mercure (A=0,5461 u) et pour
la température de 20°C, a été mesuré & quelques dix-milliémes preés en utili-
sant un réfractométre d’Abbe3?). On a obtenu n’'=1,4377 + 0,0003. Dans le
calcul de I’erreur moyenne de v/E, nous avons donc pu négliger le terme m,,,
sous le radical (voir Ch. IT, form. 14). Ajoutons qu’entre 18° et 21°C, la dérivée
de l’indice n’ par rapport & la température 7', a été trouvée égale & —0,0003;
I’effet d’une variation de température sur les mesures était donc tres faible.

Remarquons que, pendant la mise en charge de 1’éprouvette, il était néces-
saire que la cuve contenant le liquide, ainsi que 1’éprouvette elle-méme, restent
absolument immobiles, le moindre déplacement de ces objets pouvant engen-
drer des erreurs du méme ordre de grandeur que les valeurs mesurées.

Nous avons ainsi obtenu a’, b’, ¢’ et m,, m, et m, & 'aide de formules
analogues aux systémes (10) et (11). Dans le tableau I, nous donnons les va-

31) L’interférométre & 1'aide duquel les variations absolues de marche 8;, 8; ont été
mesurées est 'appareil de Mach-Zehnder, du Laboratoire de Photoélasticité de I’'E.P.F.,
utilisant la raie verte de I’arc de mercure (A=0,5461 ). La variation relative de marche
33 a été mesurée a 1’aide d’un compensateur de Bravais. Pour la description de ces deux
appareils, voir par ex. la seconde des deux publications de H. Fawre citée dans la note
(18). Les valeurs moyennes des constantes a, b et ¢ des quatre éprouvettes ont été les
suivantes: a=1,711 Amm/kg, b=2,262 A mm/kg et ¢c= — 0,551 A mm/kg.

32) Livré par la maison 7'. Christ, & Bale.

33) Construit par la maison Carl Zeiss & Oberkochen.
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Tableau I. Valeurs mesurées de v/ E pour I’allite CR 39 (¢ = 10sec)

Eprouvette Dimensions v/ E m
No mm?/kg viE
€mm hmm
1 6,310 9,800 1,602-10-3 +0,005-10-3
2 6,330 10,270 1,605-10-3 + 0,002.10-3
3 6,090 10,010 1,600.10-3 +0,002.10-3
4 6,130 9,990 - 1,618-10-3 +0,005.10-3
Jection A-A Section 5-8
P P
(N
5~ .5 ‘ xQ 5 >"5
préce métalligue f TR i
ligurde, LI {//race du rayon T plguide
3 r = Jumineux verre L3 %
' 3 I 1 .
i % 0»,{) $ g . _ir;_r_qgon lumineux
q,:: § : 8 K plexiglas I E
M 3 | B I fE
1 N y H 1
| Y nll S
i % ¥ sphére illZ y
T 55 ome o [} 7 acier S
------ > ” ——>—<-—-—>/-<—

support métalligue rigide

| Q «.%
s 5 |%
~ ¥ e verre
° l : L ", p/exrglas
Plan ¥t -1 -1+ +——
—9 : 2 —
A | A
5 ! 20 mm ‘ 20mm f5 H
> e

Fig. 9. Schéma du dispositif utilisé pour la détermination des constantes a’, b” et ¢’

leurs du rapport v/E et celles des erreurs moyenne m,,;, pour les quatre éprou-
vettes examinées et pour un temps de charge ¢ de 10 secondes. Ce tableau
montre que le rapport v/E a été obtenu en moyenne & 2,5%,, pres. Il montre
aussi que les variations de v/E d’un point & une autre d’une méme plaque est
de l’ordre de 0,59,34).

34) La valeur du rapport v/E varie sensiblement d’une plaque d’allite & une autre;
cette variation semble surtout due & celle du module E.
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§ 3. Mesure du module d’élasticité B

La méthode purement optique pour la mesure de E a été exposée dans le
chapitre III.

a) Description des éprouvettes
La position des quatre éprouvettes I, II, ITI, IV utilisées, découpées dans
la plaque d’allite CR 39, est précisée dans la figure 8a. Ces éprouvettes avaient

toutes la méme longueur 1=300 mm. Dans le tableau II, nous donnons les
dimensions exactes des sections droites (fig. 8b).

Tableau II. Valeurs mesurées de E et G pour ’allite CR 39 (=10 sec)

. . 3
Eprouvette Dimensions J= % E q
No emm B mmsé kg/mm? kg/mm?
I 6,306 25,109 524,74+ 0,3 248,0+ 2,5 89,2+ 0,5
11 6,321 25,013 526,4 + 0,7 247,6 + 2,5 88,8+ 0,5
I1I 6,071 26,889 501,4 + 0,5 251,6+ 2,5 89,1+ 0,5
v 6,118 26,050 497,1+ 0,3 250,3 + 2,5 88,6 + 0,5

b) Mesure de I'indice de réfraction n

La mesure, pour A =0,5461 u, de 1'indice de réfraction n de 1’allite, qui inter-
vient dans la formule (20'), a été effectuée de deux fagons différentes, afin de
pouvoir aussi vérifier expérimentalement la formule (23):

A=0 on 0=4""1)

2n

Nous avons tout d’abord fixé sur la partie supérieure mobile d’un théodolite
Wild DKM 2, une des éprouvettes prismatiques 1 & 4 utilisées précédemment
(fig. 8¢), de facon que son axe X coincide, & quelques dixiémes de mm preés,
avec D’axe vertical de rotation du théodolite. Nous avons ensuite placé deux
faces paralléles de l’éprouvette perpendiculairement & 1’'un des deux rayons
lumineux (vibrant verticalement) de l’'interféromeétre, puis nous avons mesuré
les variations absolues 4 du chemin optique, engendrées par les rotations o de
I’éprouvette autour de son axe vertical. Les rotations elles-mémes ont été
évaludes trés exactement & 1’aide du cercle horizontal du théodolite.

Dans la figure 10, nous avons représenté la courbe moyenne 4=Co?,
obtenue par la méthode des moindres carrés, en partant des valeurs mesurées.

Les points représentant ces valeurs étant sensiblement sur la courbe, la formule
e(n—1)

(23) est donc vérifiée. Cette courbe correspond a la valeur C = ~55—=1022mm
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du coefficient de «%. En résolvant cette derniére équation par rapport a n, on
obtient la valeur moyenne: n=1,505 + 0,003 3¢)

Nous avons ensuite obtenu une seconde valeur pour l'indice », en faisant
appel au réfractomeétre d’Abbe et en utilisant la méme éprouvette; voici le
résultat: n=1,5020 + 0,0003. La coincidence entre les deux valeurs est bonne,
pour le calcul de E nous avons pris n = 1,5020 (7' =20°C).

A4

44

t
!
|
|
!
i
Ak
|
! 2= en-1k]
|ooo mesures an
| — parabole moyenne

Py

00220}
Q0251 |
00314 |
Q0371 |
a,omai
Q047! :

Fig. 10. Détermination de 1’indice de réfraction n pour 1’allite CR 39 (éprouvette No 3).
Valeurs mesurées de 4 en fonction de a.

¢) Etats de charge, mesure de £

Pour réaliser 1’état de charge dont on a parlé au Chapitre III (fig. 3), nous
avons successivement appliqué sur les éprouvettes I, 11, III et IV, & la méme
distance (55 mm) des appuis, deux forces P égales, comme l'indique la figure
1la. L’appui A était fixe, I’éprouvette y reposait sur deux couteaux par
Pintermédiaire d’une piéce métallique; en B était un appui & réaction normale
(fig. 11b).

On a effectué les mesures en dix points, situés entre les sections A’ et B’
ol étaient appliquées les deux forces P. Ces dix points étaient répartis symé-

3¢) Des mesures de n basées sur le méme principe ont déja été faites & D’aide d’un
interférometre de Michelson (voir par ex. H. Bouasse. Interférences. Delagrave, Paris,
1923, § 185, 1°).
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triquement de part et d’autre de 1’axe y passant par le milieu 0. En choisis-
sant P=1,254 kg, le moment de flexion M dans la partie comprise entre 4’
et B’ était égal & 68,97 kgmm.

Pour fixer la position de chaque point, nous avons percé dans un diaphragme
de papier collé sur chaque modéle, des trous circulaires d’environ 0,8 mm de
diametre.
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SEEY 8 § §88§%
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- et - ;
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R | | : ¥
5.<___£5_’”_”'___,* _______ somm______ shemo S0 _____ e __
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w0
—& —— ==
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P Y,
|
. A A-_JD_ plréces métalligues
6) Appur A 53 ——

73’# T~couteau

Plan Plan

Fig. 11. Schéma du dispositif pour la mesure du module E.

Le parallélisme des faces des éprouvettes utilisées était trés bon3%), ce qui
nous a permis de ne faire les mesures que dans une seule position (fig. 5) et de
négliger ainsi ’erreur due & la variation de 1’épaisseur (voir Chap. I1I, § 3).

La figure 12 représente un diagramme obtenu en prenant comme abscisses
d’un systeme cartésien les distances x des sections et comme ordonnées les

valeurs correspondantes de Vd4; les points ainsi obtenus se trouvent bien sur
une droite, ce qui confirme la théorie 36).

Dans le tableau II nous donnons les valeurs du module &, déduites des
mesures en utilisant la formule (21), ainsi que 1’erreur moyenne (form. 22),

35) Cette propriété est facile & contrdler & 1’aide de l’interférométre.

3¢) En effet, entre les profils A" et B’ de 1’éprouvette, « varie linéairement (légére

courbure constante) en fonction de x, mais d’autre part « ~ VZ, done VZ~x
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qui est assez exactement de 19%,37). Ces valeurs correspondent & un temps de
charge de dix secondes. Enfin, dans la figure 13, nous avons représenté gra-
phiquement la variation du module E en fonction du temps de charge ¢
pour I’éprouvette No IV.

A*M— V£ hgfmm?
]

L /

000 mesures
— droite moyenné

wi? F

£

N
8

asht! 100 i

-

0 20 % 4 6063mm s o 20 30 40 60

Fig. 12. Détermination du module E pour  Fig, 13. Valeurs mesurées de E en fonction
I’allite CR 39 (éprouvette No III). Valeurs dqu temps de charge ¢ pour l'allite CR 39
mesurées de VZ en fonction de z. (éprouvette No IV).

Remarque

Dans le Chapitre III, nous avons indiqué une méthode permettant d’élimi-
ner un certain nombre d’erreurs systématiques (§ 3). Nous allons revenir sur
ce point, en indiquant une autre source d’erreurs qui s’est révélée dans le cas
du systéme particulier d’appuis utilisé. Quand I’éprouvette fléchit sous 1’action
du moment M, P'extrémité en A reste fixe tandis que 1’éxtrémité B subit un
petit déplacement vers 4 (fig. 11). Dans la figure 14a, nous avons représenté,
en exagérant les déformations, 1’axe de 1’éprouvette avant et apres la flexion.

Le point B se déplace en B; posons B§=u3. La courbe qui représente les
déplacements u, paralléles & 1’axe z, des différents points du modéle, peut étre
assimilée en premiére approximation a une courbe du troisiéme degré qui
passe par 4 (ou u, =0, fig. 14b), comme on le verrait facilement. Cette courbe
a un point d’inflection pour #=0. On comprend dés lors que si I’épaisseur de
la piéce n’est pas rigoureusement constante, les déplacements « engendreront
des erreurs dans les mesures, erreurs que nous allons chercher & éliminer.

Nous distinguerons deux cas:
37) Nous n’avons pas pu obtenir une plus grande précision, & cause du fluage de 1’allite.
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1. L’épaisseur de I’éprouvette varie linéairement en fonction de x 38). Le déplace-
ment ug en fonction de la fleche f en 0 est donné par la formule approchée:

4 f2 \ o . 2 f2
uB:—ng”), ou ! désigne la portée??). En 0, nous aurons donc u, == ——ng.
Y, (
:< ________ ‘.7_ _________ * ________ g ————————— ):
i Axe de lprouette a i/an/ /& mise en charge 5: 8 x
a) A - .5
(/1xe 0 >l e

f A

ligne élastigue

)

Fig. 14.

Cherchons maintenant & neutraliser u, en lui superposant un déplacement
uy = —u%,, qui peut-étre facilement réalisé en déplagant de A en A I'axe de
rotation du profil de 1’éprouvette situé sur I’appui (fig. 14¢). Si nous choisissons

A A=}]6 et remarquons que ¢ 4 =~ 4% , nous ‘aurons bien
2 f2
l

w~AAdgp,

I
i

@l

11

—Uy.

Nous pouvons réaliser facilement cette derniére condition au moyen d’une
simple piéce métallique. Le diagramme u (x) est alors symétrique par rapport
au point 0 (fig. 14d). La moyenne arithmétique des mesures en deux points

38) C’est le cas par exemple de I’allite et du plexiglas.

39) Le signe — indique qu’il s’agit d’un déplacement dans le sens des x négatifs.

40) Cette formule suppose que le moment de flexion ait une valeur constante tout le
long de la piéce, alors que la surface M est en réalité un trapéze.
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équidistants de 0, ne sera donc pas affectée de 1’erreur due & une variation
linéaire de 1’épaisseur de 1’éprouvette.

2. L’épaisseur du modéle ne varie pas linéairement en fonction de x. Dans ce
cas il est indiqué de faire les opérations suivantes:

a) détermination, au voisinage des points de mesure, de la variation de 1’épais-
seur en fonction de x, en examinant & l’aide de I'interférométre I’éprouvette
déchargée;

b) mesure de la fleche f en 0 et calcul des déplacements « en chaque point de
mesure;

c) calcul des variations 44 du chemin optique, dues aux déplacements u;

d) correction des mesures en tenant compte des variations 4 u.

§ 4. Mesure du module de cisaillement G

Pour la détermination de G par la méthode purement optique indiquée
Ch. III, § 4, nous avons employé les mémes éprouvettes déja utilisées pour la
mesure du module E (fig. 8a et 8b).

Dans la figure 15, nous donnons le schéma du dispositif adopté pour la
réalisation de 1’état de torsion pure utilisé pour la mesure de G. L’encastrement
total de I’éprouvette en 0 a été obtenu en serrant cette derniére au moyen de
deux boulons entre deux piéces métalliques rigides et planes; les mesures ont
confirmé que 1’encastrement était parfait (fig. 16).

coutes XhArxe de torsion A
I - j_povteau
sppur support rigide
7 __sabot l
(=g 8 T —
L= e e l
| @ pidce métaliigue ||
. S ]
5 !
: g b~ t==t=2025mm |
| 3 X | — éprovelte |
HE | |
| & 2 o=t ==X =1775 mm i, .
| S ot —-x =1675 mm S ereyon Luminevy
x < . ! 5
| ! |
| \<|>-—4——x-/4zs mm {
1 | o—t--Xx=1525 mm il
T T T 7 NT
! |
v g _Y @y 0
oo i — g {1 -
e |
b 1. \[n:a:/remm/-/ A

A~

Fig. 15. Dispositif pour la réalisation de 1’état de pure torsion.
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L’application du moment de torsion M,=P-b, a été obtenu au moyen
d’une piéce métallique sur laquelle étaient attachés deux sabots A et B, qui
permettaient de réaliser les deux états de torsion symétriques nécessaires,
indiqués dans la figure 7. La force P était appliquée tantdt en 4, tantdt en B.
En réduisant P en (', on obtient un couple de torsion et une force de cisaille-
ment, égale & P, qui fléchirait I’éprouvette si 1’extrémité libre de cette derniére
ne reposait pas sur un couteau, par l'intermediaire d’une piéce métallique
présentant une rainure.

ft/zl_
fl
zs)’l
),:!
20 K|
i o o o mesures
[ droite moyenne LA
!
4
w0 —
!
[
|
x
a0 § vl 9 9 :—_”7’”
®Y ®)y 8§

Fig. 16. Détermination du module @ pour 1'allite CR 39 (éprouvette No II). Valeurs

mesurées de VA en fonction de z.

A6 #gfmm’
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Fig. 17. Valeurs mesurées de G' en fonction du temps de charge ¢ pour l'allite CR 39
(éprouvette No IV).

Toutes les éprouvettes ont été soumises & un moment de torsion M,= 99,76
kg mm. Les mesures ont été faites dix secondes aprés 1’application de M,. Dans

la figure 16, nous donnons pour l’éprouvette No II les valeurs mesurées de
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V4 en fonction de z. Les points obtenus se trouvent bien sur une droite passant
par D'origine des axes, ce qui confirme la théorie, car 1’angle de torsion est
proportionnel & la distance x séparant la section considérée de 1’extrémité
encastrée. Les valeurs du module de cisaillement G, déduites des mesures &
P’aide de la formule (29), sont données dans le tableau II. L’erreur moyenne
relative est d’environ 6°/,,%!). Enfin, la figure 17 montre la variation de G en
fonction du temps de charge ¢, pour des valeurs de ¢ comprises entre 0 et 60
secondes.

§ 6. Calcul des valeurs les plus probables de E, v et G

En appliquant les formules (32) et (33) du chapitre 111, nous avons obtenu
les valeurs relatives aux domaines (I, 1), (IT, 2), (I11, 3), (IV, 4) de la plaque
étudiée (pour simplifier, nous les désignerons respectivement par les indices
1, 2, 3, 4). Ces valeurs sont données dans le tableau III.

Tableau III. Valeurs améliorées de E, v et G pour l'allite CR 39 (t=10 sec)

E: = 248,9 + 0,9 kg/mm? v = 0,3985 + 0,0015 G1 = 89,0 + 0,2 kg/mm?
Ey = 248,0 + 0,4 kg/mm? ve = 0,3980 + 0,0007 G2 = 88,7+ 0,1 kg/mm?
E3 = 250,4 + 1,2 kg/mm? vs = 0,4005 + 0,0019 Gs = 89,4 + 0,3 kg/mm?
Eq = 249,5+ 0,9 kg/mm? va = 0,4033 40,0016 G1 = 88,9 + 0,2 kg/mm?

Ces valeurs différent assez peu les unes des autres, ce qui prouve 1’homo-
généité de la plaque d’allite examinée. En prenant les moyennes arithmétiques
des valeurs obtenues, on obtient pour les valeurs moyennes des constantes

<
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30 40 00  se
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3

Fig. 18. Valeurs mesurées de v en fonction du temps de charge ¢ pour l'allite CR 39
(éprouvettes No 4 et IV).

41) Cette erreur moyenne tient compte de I’erreur due au fluage de I’éprouvette pen-
dant la période de charge.
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élastiques de la plaque d’allite CR 39 étudiée, ou plus exactement des domaines
ou ont été prélevées les éprouvettes (temps de charge de 10 secondes):

E = 248,5 + 0,4 kg/mm?,
0,399 + 0,001,
G = 88,8+0,1 kg/mm?.

v

Il

Dans un dernier diagramme, nous avons représenté la variation de v en
fonction du temps de charge ¢ (fig. 18); on remarque qu’a partir de t=20",
v reste pratiquement constant.

CHAPITRE V

Etude des variations de E, v et & dans une plaque d’araldite B, en fonction de la
position du domaine considéré

§ 1. Fabrication des éprouvettes

L’araldite B est une résine artificielle, appartenant au groupe des Aethoxylin-
harze. Elle nous a été livrée par la maison Ciba S.A. & Bale*2).

Grace & ses remarquables qualités: faconnage aisé, haute sensibilité optique,
faible hystérésis, possibilité de réduire la biréfringence initiale en chauffant la
matiére, enfin bonne transparence, elle est souvent employée en photoélasticité.
Ses qualités élastiques et optiques ont déja fait 1’objet de diverses publi-
cations 43),

Au point de vue de nos essais, ’araldite B présente I'inconvénient qu’il est
assez difficile d’obtenir avec cette matiére des éprouvettes & faces paralléles
bien planes et surtout transparentes, conditions essentielles pour les mesures
interférométriques. L’aspect légérement opaque des surfaces est dii au fait
qu’en cours de fabrication, de I’huile de Silicone doit étre utilisée pour pouvoir
détacher I’araldite des moules dans lesquels elle a été coulée.

Pour remplir les deux conditions en question, on peut faire polir les faces
des éprouvettes par une maison spécialisée ou chercher & utiliser soi-méme un

42) Nous tenons & remercier ici cette maison d’avoir bien voulu nous livrer gra-
tuitement 1’araldite B pour nos essais.

43) Citons: J. D’Agostino, D. C. Drucker, C. K. Lin and C. Mylonas. Epoxy adhesives
and casting resins as photoelastic plastics. Proceedings of the Society for Experimental
Stress Analysis, Vol. XII, No 2, 1955.

M. M. Leven and R. C. Sampson. Large Epoxy resin casting for three-dimensional
photoelastic tests. Westinghouse Research Laboratories, Report 60-94459-2-R 3, 1956.
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procédé adéquat. La premiére solution s’étant révélée assez cotliteuse, nous
avons choisi la seconde.

Le principe de la méthode que nous avons utilisée consiste a couler 1’aral-
dite B sur une surface de mercure. Nous avons placé ce dernier dans une cuve
circulaire de verre de 23 cm de diamétre et de 8 cm de hauteur (fig. 19); 1’épais-
seur de la couche de mercure était d’environ 4 mm. Un anneau de carton

Fig. 19. Coupe méridienne du dispositif employé pour couler 1’araldite B sur le mercure.

mince de 22 cm de diamétre, chargé par un disque de verre qui ’enfongait
dans le liquide, empéchait le contact de I’araldite avec les parois de verre.
Nous avons ensuite enfermé la cuve dans un récipient de verre, afin d’éviter
le dégagement des vapeurs de mercure, assez dangereuses. Le tout a été placé
dans un thermostat et chauffé & une température de 135°C.

En méme temps, nous avons préparé l’araldite B suivant les indications
de la S.4. Ciba. Résine et « Durcisseur 901» fondus ont été mélangés soigneuse-
ment pendant dix minutes & la température de 130°C, afin d’obtenir un
liquide bien homogene. A ce moment, on a coulé ’araldite B sur le mercure.
Aprés environ 20 heures, on a laissé 1’araldite se refroidir jusqu’a la tempéra-
ture normale de 20° C. Les deux faces de la plaque circulaire obtenue, celle en
contact avec le mercure et celle en contact avec 1’atmosphére, étaient bien
transparentes et la plaque était suffisamment plan parallele. En outre, comme
tout retrait de la matiére pendant la période de durcissement était possible
symétriquement par rapport au centre de la plaque et pouvait se faire
librement, cette derniére ne présentait que de faibles tensions latentes, qu’on
a pu ultérieurement réduire en chauffant & nouveau la plaque a la température
de 140°C.
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Dans la figure 20a nous représentons la plaque ainsi obtenue, en indiquant
la position des éprouvettes découpées pour 1’étude de la variation de X, v et G.

§ 2. Mesure du coefficient v|E

a) Description des éprouvettes

Pour la mesure de v/E, nous avons utilisé les 4 petites éprouvettes prisma-
tiques: 1, 1', 2 et 2’ indiquées dans la figure 20a.

point choisi pour les mesures
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- ¢) Lprouvelte pour I3 mesure de & .
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&4 |12a 23mm i/ 2a 23mm

&) Lprovette pour /es mesures de £el 6.

I
8) Plague d'araldite 8

Fig. 20. Eprouvettes prélevées dans une plaque d’araldite B.

Les dimensions exactes de ces éprouvettes relatives & la section S con-
tenant le rayon lumineux utilisé pour les mesures, sont indiquées dans le
tableau IV (fig. 20¢).

Tableau IV. Valeurs mesurées de E pour ’araldite B

Eprouvette Dimensions v/ B m,
2 vIE
No emm Boum mm?2/kg
7,240 8,430 r 1,204-10-3 +0,002-10-3
| 7,260 8,430 1,184-10-3 +0,002-10-3
2 7,270 8,430 1,208-10-3 +0,002-10-3
2’ 7,270 8,450 1,212.10-3 +0,002-10-3
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b) Etats de charge, mesure de v/E

Nous avons commencé par déterminer les constantes optiques a, b et c. Les
éprouvettes ont été successivement soumises & 8 compressions axiales, cor-
respondant & des valeurs de o, , réparties entre—0,14 kg/mm?et -0,56 kg/mm?244),

Le dispositif représenté figure 9 a été employé pour la mesure de 3}, 8} et
d3. Le liquide utilisé était 1’huile Silicone G. E. SF 96/40, son indice de réfrac-
tion correspondant & la lumiére verte de I’arc de mercure (A=0,5461 1) et pour
une température de 20°C, a été mesuré avec le réfractomeétre d’Abbe. Il a été
trouvé égal a: n' =1,4061 + 0,0003.

Les valeurs de v/E obtenues, ainsi que leurs erreurs moyennes (form. 14),
sont indiquées dans le tableau IV. On voit que le rapport v/E a été déterminé

a moins de 29/, pres.

§ 3. Mesure du module d’élasticité E

a) Description des éprouvettes

Pour la détermination de E, on a découpé au milieu de la plaque circulaire
deux éprouvettes prismatiques d’environ 20 cm de longueur (fig. 20a et b).
Leurs dimensions moyennes e et k, ainsi que les valeurs moyennes du moment
h

. . e3
d’inertie J =-—

3 figurent dans le tableau V.

Tableau V. Valeurs mesurées de E et @ pour 'araldite B

Eprouvette Dimensions J= he? E ' G
12 2 2
No emm P kg/mm kg/mm
I 7,256 23,151 737+1 324,5+2,6 117,2 + 0,4
I 7,264 23,137 739+1 323,1+2,6 115,9 + 0,4

b) Etats de charge, mesure de £

On a procédé de la méme fagon que pour l’allite. Le dispositif de charge
a déja été décrit dans le chapitre IV (§ 3). Nous avons fait les mesures en dix
points situés symétriquement de part et d’autre du centre de I’éprouvette. Le
moment de flexion avait, entre les deux forces P appliquées, la valeur cons-
tante M = 155,64 kg mm. "

44) Les valeurs moyennes des constantes a, b, ¢ pour les 4 éprouvettes ont été les
suivantes: @ =1,347 A mm/kg, b= 2,342 A mm/kg, ¢c= — 0,995 X mm/kg.
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L’indice de réfraction n de I’araldite B correspondant & la lumiére verte
de P’arc de mercure (A=0,5461pu) et pour une température de 20°C est:
n=1,5980 + 0,0003.

Les valeurs de E (form. 21), ainsi que les erreurs moyennes (form. 22), sont
indiquées dans le tableau V, I’erreur moyenne relative est d’environ 89/,,.

§ 4. Mesure du module de cisaillement G

Les mémes éprouvettes utilisées pour déterminer £ ont été soumises & la
torsion pure, afin de mesurer le module de cisaillement G. Le dispositif de
charge est celui de la fig. 15. Le moment de torsion appliqué aux extrémités
des éprouvettes était égal & 99,76 kg mm.

Dans le tableau V, nous donnons les valeurs trouvées pour @ (voir form. 28’).
L’erreur moyenne relative m/G est environ de 3,59/y,.

§ 5. Calcul des valeurs les plus probables de E, v et G

L’application des formules (32) et (33) du chapitre III nous a donné les
valeurs indiquées dans le tableau VI, ol ’'on a désigné par I'indice 1 le domaine
1,1, I, et par 'indice 2, le domaine 2, 2’, II.

Tableau VI. Valeurs améliorées de E, v et G pour I’araldite B

E,
E»

In

324,7 + 0,4 kg/mm? v = 0,3877 + 0,0007 G1 = 117,0 £ 0,1 kg/mm?
322,9 + 0,4 kg/mm? ve = 0,3907 + 0,0006 Gy = 116,1 + 0,1 kg/mm?

Ces résultats montrent que les constantes E, v et f varient relativement peu
d’un domaine & ’autre de la plaque. En prenant les moyennes arithmétiques,
on obtient pour les valeurs moyennes des constantes E, v et G de la plaque
d’araldite B étudiée ou plus exactement, du domaine, voisin d’un diamétre,
ol ont été prélevées les éprouvettes:

E =323,8+0,3 kg/mm?, » = 0,3892 + 0,0005,
G =116,6 + 0,1 kg/mm?2.
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SECONDE PARTIE

Contribution a I’étude des plaques minces fléchies d’épaisseur
brusquement variable

Introduction

Le Laboratoire de Photoélasticité de 1’Ecole polytechnique fédérale a mis
au point, il y a pres de dix ans, une méthode purement optique permettant de
déterminer les moments dans les plaques minces fléchies?).

Cette méthode, qui utilise des modéles de plaques formés de deux couches
adhérentes de matiéres différentes, n’a été appliquée, jusqu’a présent, qu’a
I’étude de plaques minces d’épaisseur constante. Ces applications et les diffé-
rents perfectionnements apportés successivement & la technique utilisée ont
fait I’objet de diverses publications?). Nous rappellerons plus loin le principe
de la méthode en question. Pour une description détaillée des appareils qu’elle
nécessite, nous renvoyons le lecteur aux publications citées et & d’autres
communications du Laboratoire.

Le principal objet de ce travail est de mettre au point I’application de cette
méme méthode & 1’étude des plaques circulaires, d’épaisseur brusquement
variable. Dans un premier essai, nous avons d’abord examiné, & l’aide de la

1) H. Favre et B. Gilg: Sur une méthode purement optique pour la mesure directe
des moments dans les plaques minces fléchies. Schweizerische Bauzeitung, 13 et 20 mai
1950.

2) B. Gilg: Experimentelle und theoretische Untersuchungen an diinnen Platten,
Publication No. 5 du Laboratoire de Photoélasticité de 1’Ecole polytechnique fédérale.
Editions Leemann, Zurich, 1952.

H. Favre et W. Schumann: Etude expérimentale de la répartition des moments dans
une plaque oblique fléchie en fonction de 1’angle formé par les c6tés. Bulletin de la Société
frangaise des mécaniciens, No 9, 1953.

H. Favre et W. Schumann: Quelques applications récentes de la méthode purement
optique & 1’étude des plaques fléchies: Bulletin technique de la Suisse Romande, No 20,
2 octobre 1954.

W. Schumann: Theoretische und experimentelle Untersuchungen tiber das de Saint-
Venantsche Prinzip speziell mit Anwendungen auf die Plattentheorie. Publication No. 6
du Laboratoire de Photoélasticité de I’E.P.F. Editions Leemann, Zurich, 1955.
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technique utilisée précédemment, une plaque circulaire d’épaisseur brusque-
ment variable, chargée par une force P appliquée au centre et simplement
appuyée le long du contour (fig. 15, p. 58). Nous avons alors constaté des diffé-
rences de 10 & 209, entre les valeurs mesurées des moments, représentées par
des croix dans la figure 16, p. 59, et celles données par la théorie classique de
Kirchhoff, représentées par les courbes & trait continu de cette figure. La pertur-
bation locale des tensions intérieures due & la discontinuité de 1’épaisseur de la
plaque ne pouvant expliquer seule cette anomalie, nous en avons cherché les
causes ailleurs, ce qui nous a conduit & entreprendre successivement les trois
études suivantes:

1. Une étude théorique des plagues circulaires, ot I'épaisseur subit une variation
brusque entrainant une discontinuité du feuillet moyen et ou la surcharge accuse une
symélrie de révolution par rapport & U'axe. Dans les calculs, nous avons tenu
compte des forces N engendrées dans le feuillet moyen par cette discontinuité,
forces qui entrainent une correction des valeurs des moments données par la
théorie classique de Kirchhoff. Cette étude est décrite dans le Chapitre I. Elle
fait éloquemment ressortir I’influence sur les valeurs des moments et des ten-
sions d’une discontinuité du feuillet moyen, influence que les ingénieurs
négligent habituellement.

2. Une étude expérimentale, qui a consisté tout d’abord & chercher & adapter
la méthode purement optique au cas étudié, puis & vérifier la théorie développée au
chapitre I. Ces derniers essais ont montré une bonne coincidence entre les
moments mesurés et les moments calculés (fig. 16). C’est done, d’une part en
modifiant la théorie classique, d’autre part en adaptant la méthode purement
optique, que cette coincidence a été obtenue. Dans le cas ou la variation
brusque de 1’épaisseur n’entraine pas une discontinuité du feuillet moyen, la
théorie classique redevient applicable. Il en est de méme de la méthode pure-
ment optique utilisée jusqu’a présent pour les plaques d’épaisseur constante.
Nous le montrerons & 1’aide d’un exemple.

Cette étude expérimentale fait 1’objet du Chapitre I11.

3. Pour compléter, nous avons mesuré par la méthode purement optique la
répartition des moments dans une plaque carrée, simplement appuyée le long
de deux cités opposés, au centre de laquelle est appliquée une force perpendiculaire
aux faces. L’épaisseur de la plaque en question subit une discontinuité n’en-
trainant pas de discontinuité du feuillet moyen. Les résultats de ces expériences,
comparés & ceux relatifs & une plaque carrée d’épaisseur constante, étudiée
précédemment, ont permis de reconnaitre Uinfluence sur la répartition des
moments de la discontinuité de I’épaisseur.

Cette derniere étude fait 1’objet du Chapitre I11.
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CHAPITRE I

Etude théorique des plaques circulaires homogénes oui I’épaisseur subit une
variation brusque entrainant une discontinuité du feuillet moyen et o1 la surcharge
accuse une symétrie de révolution par rapport a I’axe

§ 1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier la flexion de plaques circu-
laires minces, faites d’une matiére homogene et isotrope, chargées perpen-
diculairement & leurs faces et présentant, le long d’une circonférence, une
discontinuité de 1’épaisseur entrainant une discontinuité du feuillet moyen3).
Nous supposerons que les déformations soient petites et que les hypothéses
placées a la base de la théorie de Kirchhoff soient valables*).

TV discontinuite’ du
. Zonet, \P V' feurllet moyen, Long 2
e

DRSS N o

 axe (e la plague
P
@ {7 ra’
AT =97
b) Mo(' '| /f S ?).Mo 7 12(-V9
i vz i
| !
LMo Moyl g
# Y il & S S s
<X A ! v &0 12199
o vz (7

Fig. 1. Coupe axiale d’une plaque circulaire présentant une discontinuité de 1’épaisseur
entrainant une discontinuité du feuillet moyen.

Considérons, pour fixer les idées, la plaque circulaire dont la coupe axiale
est représentée figure 1 a ). Cette plaque, qui est un corps de révolution, repose

8) Par «feuillet moyen» d’une plaque homogéne, nous entendons la surface qui, avant
la déformation, a ses points équidistants des deux faces de la plaque.

4) Voir p.ex. H. Favre, Cours de Mécanique, T.II1, Leemann, Zurich, 1949, p. 103 et suiv.

5) La variation brusque de 1’épaisseur est ici engendrée par une discontinuité de la
face inférieure de la plaque; nous dirons plus loin ce que deviennent les formules dans
le cas ou la variation de 1’épaisseur est engendrée par une discontinuité de la face supé-
rieure.
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le long du contour et supporte une force P appliquée au centre. Elle est formée
de deux zones distinctes:

lére zone: 0<=r=<b, d’épaisseur constante d, et chargée par la force P, que
nous admettrons uniformément répartie dans un petit cercle de
rayon c®).

2éme zone: b=r=a, d’épaisseur constante d,.

Désignons respectivement par D, et D, les valeurs de la rigidité & la flexion
correspondant aux domaines 1 et 2. Considérons ces deux domaines séparément
(fig. 1b). Nous devons alors introduire, par unité de longueur, un couple de
flexion M, constant, convenablement choisi (voir plus loin), et un effort

%, appliqués le long de la circonférence r =b.
ks

Chaque partie se déformera séparément sous 1’action des forces P, @, et
du moment M. Si maintenant nous cherchons & reconstituer la plaque, nous

constatons que les sections r=b des deux parties ne coincident pas (fig. 2)7).

tranchant constant @, =

)//f;ﬂm b R

k d/xconf//w//e awu feurllet moyern

:3,7[///

11

Fig. 2.

En voici la raison. Le segment de droite primitivement vertical 4 B, considéré
comme appartenant & la zone 2, a tourné, par suite de la déformation, d’un
petit angle @, autour de 0, et s’est déplacé en A’ B’; de méme, le segment
primitivement vertical 4, appartenant a la zone 1, a tourné du méme angle
®o %) autour de 0, et s’est déplacé en A”C"; 0, ne coincidant pas avec 0,, A’ B’
et A”C" ne peuvent avoir le méme support.

Ainsi, & cause de la discontinuité du feuillet moyen, les deux segments de
droite A B et AC qui coincidaient avant la déformation, sont maintenant
séparés. En réalité ce phénoméne ne peut pas se produire & cause de la con-

6) Les considérations qui suivent sont valables pour d’autres états de charge, comme
nous le remarquerons aussi plus loin.

7} Pour la clarté de 1’exposé nous avons exagéré les déformations.

8) Nous supposons donc que My soit choisi de facon que A’ B’ soit parallele A”C”,
conformément a la théorie classique de Kirchhoff.
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tinuité de la matiére; il faut donc faire intervenir des forces intérieures nouvelles
que ne considére pas la théorie classique et qui rétabliront la continuité dans
la section r =5 de la plaque.

§ 2. Détermination des forces intérieures agissant dans la section r=b de la plaque

Considérons séparément les zones 1, 2 et désignons par v la distance des
feuillets moyens des deux parties de la plaque (fig. 3a). Introduisons N comme
une force intérieure inconnue, agissant & une hauteur z,=¢ au-dessous du
feuillet moyen de la zone 2, dans la section » =5 (N est une traction et s’entend
par unité de longueur de la circonférence de rayon r=b). Réduisons cette force
intérieure aux points 0, et 0, des feuillets moyens des deux zones (fig. 3b);
nous obtenons ainsi les moments,

pour la zone 1: M| = — N (n—t), pourla zone 2: M;; =Nt (1)

(les signes de ces moments correspondent & la convention habituelle des mo-
ments de flexion des plaques).

Pour pouvoir déterminer N et ¢, il faut connaftre les déplacements des
sections r=0 des deux parties de la plaque, dues aux forces P, N et aux
moments M et M;.

1. Déformations dues a la force P (calculées d’aprés la théorie classique)

Considérons d’abord séparément les parties 1 et 2 de la plaque et désignons
comme précédemment par M,, dans la section r=»5, la valeur du moment °
M, da a la force P (fig. 4a). Si nous faisons coincider avant la déformation le
segment A B avec la droite A C, la discontinuité du feuillet moyen engendrera
un éloignement partiel des deux zones 1’une par rapport a I’autre, comme nous
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P’avons déja remarqué (fig. 4b). En particulier le point 0, de A B (zone 2)
s’éloignera de 4 C de
0,01 = uy = ngy°).

\

[Les déplacements u, seront comptés &
ment dans le sens des r croissants.]

partir du point 0, (zone 1) positive-

2. Déformations dues aux moments My et My;

Désignons par ¢y, ’angle de rotation, du profil AC de la zone 1, di & M,

(fig. 5a) et par @, ’angle de rotation, du profil A B de la zone 2, dfi & My,
(fig. 5b).

d)
=-Mp-Y)
>

9) Tous les angles tels que go seront, dans la suite, comptés positivement dans le sens
contraire & celui des aiguilles d’une montre.
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Les expressions de ces grandeurs sont les suivantes 19):

oy =y My =—y(n—1H)N, Py = —0 My = -3 N, (2)
: b 5 _ a2 b 1,1-vb
ou YED 0+ D, @@= (1—n)\b " T+v a?)’ ,
EJ, EJ, (3)
Di=1_0 Dy =15

3. Déformations dues aux forces axiales N

Dans la figure 6, nous avons indiqué les forces N agissant sur les zones 1
et 2 de la plaque. Cherchons les déplacements radiaux « des sections 4 B et
AC. Nous compterons les u, & partie du point 0’, positivement dans le sens
des r croissants. Pour u, et 4, nous avons les valeurs suivantes 11):

LN b N
“M=rg I 2= "FPFa,’
X b2 a2 (4)
ou a=1—v et B:W-_b—z_[l_v+ﬁ(l+v)];
le déplacement relatif d’une section par rapport & ’autre sera donec:
b « B
Au—u2—u1———E—N(E;+d—2). (5)

10) Voir p.ex. S. Timoshenko: Plates and Shells, Mc Graw-Hill Book Company, New-
York and London, 1940, p. 63 et suiv.
11y Voir p. ex. H. Favre: Cours de Mécanique, Leemann, Zurich, 1949, T.I11, p. 55 et suiv.
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4. Calcul de t

Pour déterminer ¢, nous utilisons le fait que les profils AC et 4 B (fig. 5)
doivent tourner d’un méme angle sous l’action des moments de flexion M,
et My, d’ou:

(pMI = ‘pMu’ (5,)
et en tenant compte des formules (2), on déduit de cette relation:
— — 1 -
t=kn| ou k=5;— et 'q=d1Td2. (6)
5 +1

En remplacant 8 et y par les expressions données plus haut, on trouve
apres simplifications:
k(1—v)(p>—1)
A9+ (L) I +E (P~ 1]’

ou k=D,/D,, p=alb et ou v désigne le coefficient de Poisson.

E:

5. Calcul de N

En superposant les déformations dues & la force P (théorie classique) et
celles dues aux moments M; et M;; et aux forces N, on obtient la condition:
(@o+ Pay) n+Au = 0.

En résolvant cette équation par rapport & N, compte tenu de (2) et (5),
nous obtenons finalement:

N — 1 Po (7)

B )i

Les formules (6) et (7) nous permettent de calculer les inconnues ¢ et NV,
donec M, et M.

Remarque I. Nous avons supposé, pour fixer les idées, qu’une force P était
appliquée au centre de la plaque. Il est clair que les relations établies —
principalement les formules (6) et (7) — sont valables dans d’autres cas de
charge, pourvu que les surcharges dépendent uniquement de r.

Remarque 11. Si la discontinuité de 1’épaisseur est engendrée par une dis-
continuité de la face supérieure de la plaque sur laquelle agit la force P (fig. 7)
les quantités 5 et ¢ changent de signe, la force N change également de signe
et devient une compression, tandis que les moments M; et M, restent les
mémes. Done, que la discontinuité de I’épaisseur provienne de la face supé-
rieure ou de la face inférieure de la plaque, les moments de flexion ne changent
pas; les deux cas en question se distinguent seulement par le fait que les ten-
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sions dues & la force N ont les P

mémes valeurs absolues mais sont ///«d 777 7//_/ 7 / r’ 777 L
de signes contraires. b AN
Etudions maintenant quelques " T "'";ﬂ_a |
Tt W >

cas de charge particuliers.

§ 3. Applications

1. Plaque circulaire chargée au centre par une force P répartie sur une surface
circulaire de rayon r=c (fig. 1)

Cherchons tout d’abord & déterminer M. Considérons le domaine 0 <r=<b
(fig. 1b). Cette partie de la plaque est sollicitée par les forces connues P et @,
et par un couple de flexion inconnu M. Calculons, & ’aide de la théorie clas-
sique, I’inclinaison (¢,),_, du plan tangent & la surface élastique le long de la
circonférence r =b. Nous obtenons pour cet angle la valeur:

P M,b
(Pr)r—p = 876D, (147) (2% —c?)+ D1T°+V). (8)

Passons & la zone b<r=<a. Sur cette partie de la plaque agissent 1’effort
tranchant @, et le moment M,. Un calcul analogue & celui de I’angle (g,),_;,
donne pour l'inclinaison (¢,),_, du plan tangent & la surface élastique le long
du contour r=b:

Pb a 1 b2 a a? 14+v
(Pa)rp = ED_z [lg(g) + 1+v + a2—b? lg(g) (I-I-_b;2 l—v)] a

atb® M, 1 1-vb )
T D,(1—v) (a2=b?) Pt &

Les formules (8) et (9) contiennent le moment inconnu M,. La condition
de continuité entre les deux domaines considérés nous permet de déterminer
M,. On a en effet I’équation:

(P1)r=s = (P2)r=ps
d’ou l'on tire, en remplagant (p,),_, et (p,),_, par leurs valeurs (8) et (9):
P
M, = e (10)

en posant
_ 41g(p) (1+v) 2+ (1=v) (p* = 1) [2(1 — k) + k%]
P -Dk(I—v)+v]+p2+1

oup=alb, p=clb, k=D,/D, et ot v désigne le coefficient de Poisson. En intro-
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duisant la valeur (10) de M, dans 1’une des formules (8) ou (9), on obtient
alors gg=(p,),_p = (P2)r—s - _

En remplagant enfin dans la formule (7) les quantités «, B, 8, k, 7 et ¢, par
les expressions trouvées plus haut, on obtient aprés simplifications:

3 P
en posant:
o — A=1)(1-v)(2=p*+€) (p2— 1)

3(—1)QA-12(1—»[p?(l+v)+1—v]’
Pll+v+k(I—v)]+(1—»)(1-k)

AM[(1=v)(p2=14+A)+p2 (1 +v)A]+
_4
arR
Pour la quantité ¢ nous obtenons, & I’aide de la formule (6) et en remplacant
encore y et & par leurs valeurs (3):
_dy  kQA-1)(1-w)(p*—1)
2 (14v)p2+(1—v)[1+k(p®—1)]
En superposant alors les moments de flexion provenant respectivement de
M, et My, c’est-a-dire en définitive de la force N (donc de la discontinuité),
aux moments donnés par la théorie classique, nous obtenons pour les moments
résultants M, et M, les valeurs suivantes:

\
ou

¢

(12)

Domaine ¢<r<b de la zone 1:

MT=£[(1+V)1g($) +~12_—”(:—:—,32) +§] —N(n-1),

M, =£H:(l+v)lg($)+(l-—v)] - %(g—wz) +§}—N(n—t).

Le moment maximum au centre de la zone 1, c’est-a-dire au centre de la
plaque, se calcule sans difficulté. On obtient:

(13)

Voo

b — €
Mmax=;1—;[(l+v)lg(z)+l—l4 p +§]——N(n—t). (14)

Zone 2 (b=r<a):

_ P a Ig (p) a? € a?
0, = g [ () 20 (15 [+ o e 1) +
Nt [a? 1
+’°2—1(T_2_ , (15)
P r 1—» 1 2 2
= e e () e 1+ (45 s (R )l
Nt [(a?
Sl
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Dans chacune des formules (13), (14) et (15), le dernier terme représente
I'influence de la discontinuité du feuillet moyen.

Pour les valeurs M;, M;; des moments de flexion dans la section r=b
provenant de la discontinuité, nous obtenons & l’aide de (1), (6) et (7) les

formules:

3 P 3 P
MI:—g?lpl’ MII=+§7T“¢’27 (16)

en posant:
A=12(2=p+e) (p2=1)[p* (1 +v) +1—v](1—v)

2r(1 _ 2 2 3(A-12(A=») (=1 [ (1+v)+1-v]
{)‘ [(A=v)(p* =1+ D)+ p* (L) A+ = e T T A o+ A=) (=) }
1

{T=y)[1+E(p*=1)]+p* (L+v)}’

_ g k(A -v)(p*-1)
et ¢2—¢1p2(1+v)+1—v’

Les tensions résultantes o, et g, ont les valeurs?):

Domaine ¢<r<b de la Zone 1:

12 N 12 N

UT=@M7‘ZI+d_1’ at:g:_l;Mtzl+d_l. (17)

Centre de la plaque (r=0):
: 12 N ,
O'T=Ut=a§.ﬂ,[mazzl+d~‘—l. (17)

Zone 2 (b=r=a):
a? a?
12 vis-1) 12 v 5+

a=ghaty mor aTgla-g i (18)

Dans les applications, il est parfois intéressant de connaitre la fléche maxi-
mum au milieu de la plaque; on trouve pour cette grandeur:

_ Pb? (34+v+e 2 _ T4+3v

4(1+v)
1@ +0) (= 1)—¢
k 14v

o € =€—3¢y, € = €+3,.

(19)

2 p? .
o B P RO+ g6 el

Une application numérique de ces formules sera donnée au Chap. I1.

') Les axes 21 ot 23 sont définis dans la fig. 1b.
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2. Plague supportant une surcharge P uniformément répartie sur la surface
circulaire de rayon r=>b (fig. 8)

%y L
| Gllrrra 7 TZZETT = —"
S . 7 i &%
j [T, b b reboL N j
1 1
bemnom e Qi PO JLEY S -~
Fig. 8

En désignant par p=£ la charge par unité de surface, on obtient les
formules suivantes:

Coefficients des formules (10), (11) et (16):

42 (14)1g (p) + (1 —v)(p* 1) (2— k)
P-Dlk+v(1-k)+p2+1

o A=1)(1=) (1 +9) (= 1)
36— 1) 0= L= [T+ 1=’
MIA=) (P =1+ D) +p Ay R A=l (1= ) (1= F)

A=12(1+€) (2= 1) [p* (1+v) + 1 3] (1-»)

Y . T 1R (1= (P- D[P (1 +9)F1=]
{’\2[(1 )P =LA+ L) A+ = A (= (= F) }

. 1 (20)
{(1+k(E*=D]A-»)+p2(1+v)}’

_ o k(1—v) (- 1)
¢2_¢1P2(1+v)+1_v'

€ =

Valeurs des moments:

Zone 1 (0=r=b):

b2 2
M,=1i—6[(3+v)(1—%)+2e] —N(n-1), e
M, = 71_22 [(3+v)—g—:(l+3v)+2€] —N(n-1).

Zone 2 (b=r<a):

w2 2 -] S )
M, ff—z{(l-l-v) [Ig(g) + &) (1+‘f) + 1—"] -
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Les tensions se calculent & 1’aide des formules (17) et (18). La valeur de la
fleche au centre de la plaque est:

_ pbt [B+v+de
(W= = 16D1{ £(1+v) )
1[(3+v)(p*—1)—¢ 2p?1g (p)
+Tg|: 1+v 2+(1‘—V)(p2—l)[21g(P)(1+v)_€2]]}’
ol € =e—3Yy, € = e+ 3,.

3. Plaque circulaire sollicitée par une surcharge untformément répartie sur toute
sa surface (fig. 9)

O I T
R 8 0T T T Lt
! P SRR XY TN o
[T L PR @ -

On obtient, dans ce cas:

pb? ¢ = 1A= (A -k)+p* (B +¥)](p>—1)

My = e O = (- D)+ T2 5 9)

Les expressions de @, ¥, et ¥, coincident avec celles de 1’exemple précédent.
Pour les moments nous obtenons les formules:

Zone 1 (0£r<h):
pb? rz‘

(24)
M, = %2[(3”) bz(l +3V)+2e} ~N(p-t).

Zone 2 (b<r=<a):

pa r2 2¢ a? 1 Nt (a®
=5 [e e (1-5) - (o025 (1) ]+ 75 ()

_ pa? 2¢ V(a2 \ 1] Nt (a_2
ST [3+V__(l+3v) (3+v_/7_--1)( +1)p2] AT\ )

Les tensions se calculent & 1’aide des formules (17) et (18). La valeur de la
fleche au centre de la plaque est:

pbt (B+v+4de 2¢,—(3+v) (p2—1)] [ p2—1  p?lg(p)
@o=opilatren | rent ) [t T ) ¢

p2—1/5+v
21
My 4k (l+v )}’

ol € =€e—3¢,, € =€+ 3.

(26)
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4. Applications numériques

Considérons les plaques des figures 8 et 9. En prenant:

D
p=bg:2’ k:ﬁ=0,25 et v=0,25,

les formules obtenues donnent pour N, ¢, M; et My, les valeurs:

ler cas (fig. 8):
2
N = 0,1229%1’—, t=0,02615d,, M;=—0,03288pb? et M = 0,00321 pbZ.
2
2eme cas (fig. 9):

2
N =o023972%

, 0,02615d,, M,
dy

~0,06412pb% et My = 0,00627 pb2.

Les fig. 10,a,b et 11,a,b représentent les diagrammes des moments M,,
M, et des tensions maxima et minima obtenus d’une part d’aprés la théorie
classique et d’autre part en tenant compte de la force intérieure N. En ce qui
concerne les valeurs des moments, nous remarquons que c’est dans la partie
centrale renforcée de la plaque que I'influence de la force IV est la plus sensible
(max. ~9%).

Quant aux tensions, on constate que dans la partie centrale de la plaque,
I’existence de I’effort N réduit les valeurs absolues des maxima et des minima

2
L N 64, 70
p6° pb
L 20— —
! ' l ' ' ] L variation e/ Spassseur
— 8M; e variation de I'e;:a/‘.rswr
e RN \

®
R 4
X/
’

2!/
/

84,(6-),

[y

=Y !
e
3

axe de /s plague . axe de /a plague
L l -

M
R O N O O T A N\ LA

Théorie classique. ——~ Théorie classique corrigée en tenant compte de N,
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des tensions. (Dans le cas de la fig. 9, les valeurs des tractions (o,), et (o),
restent cependant inchangées dans ce domaine.) Dans la zone extérieure,
par contre, la présence de N entraine pour les ¢, une diminution sensible des
tractions (o), et une augmentation correspondante des valeurs absolues des
compressions (g;),, tandis que pour les o,, on a une petite diminution des
valeurs absolues des compressions (o,), et une petite augmentation des trac-
tions (o,),. Comme conclusion de ce premier chapitre, nous pouvons affirmer
que, pour le type de plaque étudié, il est absolument indispensable de tenir
compte de l'effort N, si I’on veut avoir une image exacte des tensions.
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Fig. 11b. Diagrammes des tensions (a;)o, (ot)o
Fig. 11a. Diagrammes des moments M, ot (orhu, (oy)u au voisinage des faces supé-
et M; sollicitant la plaque de la fig. 9. rieure et inférieure de la plaque de la fig. 9.

CHAPITRE II

Etude expérimentale de la répartition des moments dans les plaques circulaires
fléchies présentant une discontinuité dans I’épaisseur engendrant une discontinuité
du feuillet moyen

§ 1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons avant tout de vérifier la théorie
développée dans le Chapitre I, en adaptant la méthode purement optique au
cas étudié. Dans ce but, nous montrerons comment il est possible de mesurer
isolément les tensions dues aux forces N agissant dans le plan moyen (§ 2).
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La connaissance de ces tensions nous permettra alors de corriger les valeurs
M,, M, déterminées a I’aide d’'un modeéle bicouche. Nous déterminerons ensuite
expérimentalement 1’influence, sur la répartition des moments M, et M,, des
discontinuités de 1’épaisseur et du feuillet moyen de la plaque (§ 3)2). Dans
le § 4, nous étudierons le cas ou la plaque circulaire ne présente qu’une discon-
tinuité de 1’épaisseur sans discontinuité du feuillet moyen.

§ 2. Mesure des tensions dues a N, dans une plaque circulaire homogéne, présen-
tant une discontinuité de I épaisseur entrainant une discontinuité du feuillet moyen

Pour isoler 1'effet optique dii & la force N, nous avons utilisé une plaque
circulaire homogéne, d’allite CR 391%), ayant une discontinuité de 1’épaisseur
et du feuillet moyen, chargée au centre par une force P (fig. 12). Dans une
telle plaque, l'effet optique dit aux moments de flexion est en effet nul, car
les trajectoires des tensions principales dues & la force N coincident avec celles

P 1349
WCope T = 7mm
piece metaliiquef ¥ *dr"f“a”’””’
[ 2 SIS ISI SIS 7}
‘ﬁ“ suite” L X z d,‘&‘,?!t&xfmm»@\‘!
e - - ]
L_a [T S344 I >

Fig. 12. Plaque circulaire homogéne présentant une discontinuité de 1’épaisseur entrai-
nant une discontinuité du feuillet moyen.

12) Rappelons que la méthode purement optique en question consiste & utiliser des
modeles de plaques formés de deux couches de matiéres différentes et & mesurer point
par point les quatre grandeurs « (azimut de la direction d’un des moments principaux),
33 (différence relative de marche des deux rayons polarisés traversant orthogonalement
la plaque) et 81, 8 (variations absolues de marche, produites par la mise en charge, de
ces deux rayons). L’angle « est mesuré & 1’aide de deux nicols croisés, 83, & 1’aide d’un
compensateur, et 81, 32 le sont & 1’aide d’un interférométre de Mach-Zehnder.

Gréce aux relations (voir notes 1 et 2):

31=AM1+BM2, 52=BM1+AM2, 53=C(M1—Mz), (OﬁA—B:O)

il est possible, en appliquant la méthode des moindres carrés de Gauss, de déduire des
mesures de 31, 82 et 33, non seulement les valeurs des moments principaux M,, M,
mais encore les erreurs moyennes uu,, puu, de ces valeurs. Voici les formules auxquelles
on est conduit:

M1 = R 81+ Ra1 83+ R3183, Ms = R1231+ R2a 82+ R32 83,
+ Oy (81— 82— 83), py,= * O (81— 82— 83).

It

My
Dans ces formules, Ri1, Rai, ..., 01, 02 sont des coefficients qui sont uniquement fone-
tion des trois constantes 4, B, C et des «poids» p1, p2, ps attribués aux mesures de §;,
82, 83. Ces coefficients se caleculent une fois pour toutes pour une plaque donnée.
13) Résine artificielle, livrée en lames & faces paralléles et polies, par I’Homalite
Company, & Wilmington (Delaware, U.S.A.).
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des moments principaux, et les tensions provenant de la flexion ont la méme
valeur, au signe prés, en deux points symétriques par rapport au feuillet
moyen,

La plaque était constituée de deux lames d’allite & faces paralléles, collées
entre elles. Une bonne adhérence des deux parties a été obtenue en utilisant
une colle de résine artificielle 1#). Les dimensions exactes du modéle, ainsi que
les caractéristiques de la force P, sont indiquées dans la fig. 12.

Un étalonnage préliminaire nous a donné pour les constantes optiques,
a,, b,, ¢, de 'allite en élasticité bidimensionelle, les valeurs suivantes:

a, = +1,7656 A mm/kg, b, =+2,318 x mm/kg, ¢, = —0,553 A mm/kg.

Ayant mesuré 8,, 8, et §;, nous avons obtenu les tensions cherchées o, et
oy, en appliquant les formules de la méthode purement optique relative &
I’élasticité bidimensionelle1%). D’autre part, il est facile de calculer la valeur
de N & 'aide de la formule (7), puis la répartition des tensions dans les deux
parties de la plaque sous I’action de la force N agissant dans le feuillet moyen.

Les valeurs des tensions mesurées et calculées sont représentées dans la
fig. 13; puisqu’il s’agit d’un effet secondaire, la coincidence des résultats peut
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Fig. 13. Plaque circulaire homogéne de la fig. 12: Diagrammes des tensions o, et o; dues 4 N.

14) Markon. 7. L.V.

15) La mesure de 3; et 82 & I’'interféromeétre a été faite d’abord en appliquant la force P
conformément & la fig. 12, puis en appliquant cette force sur la face opposée. La force N
change donc simplement de sens lorsqu’on passe du premier au second cas. En prenant
les moyennes arithmétiques des deux valeurs obtenues pour chacune des grandeurs
181| y ’82| , on élimine ainsi les erreurs dues & la déformation du modéle (voir B. Gilg, loc.
cit. p. 30 et suiv.).
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étre considérée comme satisfaisante. La formule (7) est donc expérimentalement
vérifide.

En plein accord avec la théorie développée dans le Chapitre I, nous pou-
vons donc affirmer qu'une plaque mince présentant une discontinuité de
I’épaisseur entrainant une discontinuité du feuillet moyen et chargée perpen-
diculairement & ses faces, est non seulement sollicitée & la flexion pure, mais
est en outre soumise & un état de tension bidimensionel. Les corrections que
doivent subir les tensions données par la théorie classique sont loin d’étre
négligeables, comme nous I’avons vu au Chapitre I et comme les mesures le
confirment. Lorsqu’on a mesuré les tensions dues aux forces N, agissant dans
le plan moyen, on est alors & méme de corriger les valeurs des moments M,
M, déterminées & 1’aide d’une plaque bicouche, comme ’exemple traité dans
le paragraphe suivant le fera ressortir. C’est en ceci que consiste 1’adaptation
dont nous avons parlé de la méthode purement optique.

§ 3. Mesure des moments dans une plagque circulaire présentant une discontinuité
de Uépaisseur entrainant wne discontinuité du fewillet moyen

Dans une autre série d’essais, nous avons déterminé expérimentalement,
I'influence des discontinuités de 1’épaisseur et du feuillet moyen sur la répar-
tition des moments résultants M, et M,.

1. Choix des épaisseurs, description du modéle, état de charge

a) Choix des épaisseurs

Nous avons cherché a utiliser pour ces essais un modéle formé de deux
couches de matiéres différentes, le verre!®) et 1’allite CR-39. L’épaisseur de
l’allite que nous avions & disposition était d’environ 6 mm, 1’épaisseur mini-
mum du verre de la qualité requise, d’environ 1 mm. Pour déterminer ’agrégat
verre-allite le plus favorable, c’est-a-dire celui dont les constantes optiques
sont les plus grandes possibles, les déformations de la plaque restant admis-
sibles dans le cadre de la théorie de Kirchhoff, nous avons calculé, pour 1’état
«standard» de flexion (M;=1 kg, M,=0), les constantes optiques A4, B,(
correspondant & 5 combinaisons différentes verre-allite 17).

Les diagrammes de la fig. 14a montrent la répartition théorique des ten-

16) Découpé dans une glace de trés bonne qualité.
17) Dans ce cas particulier, on a: 8; =4, 3:=B, §=0C,

avec: A =a,fodz+as]ordz, B=b,[oidz+b, [ondz, CO=c,§ordz+ce[ ordz,
(d,) (d,) tdy) (dg) (d,) (d,)

oll @y, @a, by, ba 6t cy, co sON log constantes optiques respectives du verre et de 1’allite
en élasticité bidimensionelle, et d, et da les épaisseurs des couches de verre et d’allite.
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sions dans le verre et l'allite; la fig. 14b donne les valeurs des constantes,
divisées par la tension maximum o, sollicitant la couche de verre, en fonction
de I’épaisseur d, de cette couche (o, est la tension la plus dangereuse de 1’agré-
gat).

On voit ainsi que ¢’est la combinaison I (d,=1 mm, d,=6 mm) qui est la
plus favorable au point de vue de 'effet optique. Pour des raisons pratiques
(légere difficulté d’obtenir un verre de 1 mm de la qualité requise, haut danger
de rupture) nous avons choisi la combinaison II (d,=2 mm, d,=6 mm) pour
la zone extérieure 2 et IV (d,=4 mm, d,=6 mm) pour la zone intérieure 1.

7 d,=1mm I d =2mm I d,=3mm
G A %
1 et [T ] 3
! H o! !
o \-y
> . 7 4
A allite H L subface neutrelou ;
RS - o Ty =7 Xf TeF moven ,.;f
Tk 4 - verre _{— + e 1:4! eulllel mogelly =7 iR
NI G 45 —— 1 &1
1
¥ d,=4mm Z d=5mm
23 _
F
ol
n
=5
k3
S .
% |
[N a— __Y
(2]
Echelle des tensions
[4 025 05 hg/mm?
[ S NA—

Fig. 14a. Répartition des tensions calculées dans le verre et 1’allite, pour 1’état de charge
M;=1kg, M>=0.
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Fig. 14b. Diagrammes des constantes optiques 4, B, C divisées par o1, en fonction de ds.

b) Description du modele

Pour réaliser les deux parties bicouches de la plaque, nous avons utilisé
trois lames & faces paralléles collées entre elles, deux de verre d’environ 2 mm
d’épaisseur et une d’allite d’environ 6 mm (fig. 15). La zone centrale était
donc en réalité formée de deux couches de verre et d’une d’allite. L’épaisseur
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des couches de colle a été d’un vingtiéme de millimétre environ. La biréfrin-
gence latente était de ’ordre de quelques centiémes de longueur d’onde seule-
ment. Les dimensions exactes des lames et les constantes 4, B et ('18) des
deux zones du modéle sont indiquées dans la figure 15.

Constantes :

rx .
i | A=-03335 Ak
alrte _ |} &' b B=-0.42287kg”"
verre § C=+00893 Ahg™!
S @ H R
TS Y ui | A=-02237 g
. v S | IR g
TS () poinls demesure orelte &) } Cer0.055 A kg™
@ e =i &
o 1_1_0.'.'&‘:' Beltion / Si
AN 7 1872002mm | ey
| 196820015mm
6.25t04mm

Fig. 15. Plaque circulaire hétérogéne présentant une discontinuité de1’épaisseur entrainant
une discontinuité du feuillet moyen.

c¢) Etat de charge

Nous avons appliqué au centre, perpendiculairement aux faces de la plaque,
une force P =36 kg. Cette force n’était pas rigoureusement concentrée en un
point, mais répartie sur une petite surface circulaire de 7 mm de rayon, a l’aide
d’une piéce métallique et d’une feuille de papier de 0,2 mm d’épaisseur. Le
centre de cette surface coincidait avec celui de la plaque. Pour la détermination
des moments de flexion M, et M,, nous avons choisi 13 points de mesure
(fig. 15).

2. Mesures, épures

La détermination des directions 1 et 2 des moments principaux M, et M,
et les mesures de §,, 3, et §; ont été faites selon la technique indiquée par
B. Gilg1?), permettant d’¢liminer les erreurs systématiques dues & la biré-
fringence latente et & la déformation de la plaque. Les résultats sont représen-
tés par les croix isolées de la figure 16, intitulées «Mesures sans corrections».

3. Calcul théorique des moments M, et M,

Dans le chapitre I, nous avons donné les formules des moments de flexion
M, et M, pour la plaque circulaire homogeéne, supportant au centre une force
P, répartie sur une surface circulaire de rayon r=c. Nous savons qu’une
plaque bicouche peut étre traitée, pour I’étude des moments et des défor-

18) Déterminées d’apreés la méthode indiquée par B. Gilg, voir loc. cit., p. 40.
19) Voir B. Gilg: loc. cit., p. 22 et suiv.
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mations, comme une plaque homogéne, en entroduisant pour la rigidité a la
flexion et pour le coefficient de Poisson des valeurs idéales D,; et v;;2%). Nous
admettrons dans la suite que les valeurs de v pour le verre et Uallite ne s’écartent
pas trop de cette valeur idéale v,;?) (cette condition ne joue d’ailleurs qu’un
role tout & fait secondaire, car les tensions intérieures dépendent trés peu de v).
11 existe alors dans la plaque bicouche une surface neutre qui est le plan ou
0., 0, et 7, sont nuls??), Par analogie avec le cas de la plaque homogéne,
nous appellerons aussi ce plan: feusllet moyen.

M4

| variation de ! epaisseur

L
o1r I axe de la plague

Theorie classigue de KirchhofY.
— ——~ Théorie classigue corrigée en tenant comple de N.
+ + + Mesures sans corrections.

a
-

e o o Mesures avec corrections en lenant comple de N.

Fig. 16. Plaque circulaire de la fig. 15. Diagrammes des moments M, et M.

Le feuillet moyen jouit d’une propriété importante, qu’il est facile de
démontrer: une force telle que N agissant dans cette surface, n’engendre pas
de rotation des sections. Cette position de N pour la plaque hétérogéne cor-
respond au cas d’une force agissant dans le feuillet moyen d’une plaque homo-
géne (fig. 6). Les formules (2) et (4) conservent donc leur validité et la formule
(7) nous donnera la valeur de N 3). Pour le calcul des moments nous ferons

20y Voir B. Gilg: loc. cit., p. 19 et suiv.

21) En réalité nous avons: vyerrec2 0,22, vayrizen=z 0,4, via=<0,34.

22) Voir H. Favre ot B. Gilg, loc. cit.

23) Dans les formules (2) et (4), E est a remplacer par Eu; Ji1, J2 et di, dg sont & rem-
placer respectivement par les valeurs idéales (J1)ia, (J2)is (form. 28) et (d1)ia=d1a+mdyv,
(d2)ia=d2a+md2y, dia, div, daa, day désignant les épaisseurs des couches d’allite et de
verre correspondant aux zones 1 et 2 respectivement, m étant le rapport E,/E, des modules
d’élasticité du verre et de 1’allite.
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appel aux formules (13), (14) et (15

). Pour déterminer les valeurs des tensions

dans les couches de verre et d’allite, considérons la figure 14a. Désignons par
d, la distance de la surface neutre & la face de la plaque limitant d’un cété la

couche d’épaisseur d,,. Un calcul simple donne:

mdi+d,(d+d,)
2(md,+d;) ’

dy = m

_ &
=5

v

d=d,+d,. (27)

Le moment d’inertie idéal du profil hétérogéne, par unité de longueur,

calculé par rapport & Dallite, est 2?)

Jia = 3{{(d—d,)?

— (dy —do)®] +m [(dy — do)?

431} (28)

Les tensions dans la plaque hétérogeéne se calculeront & 1’'aide des for-

mules 2%):

Domaine ¢ £7<b de la zone 1:

(0,)g = _J”_T__ N
ra (J )ld (dl)’bd 3 .
N pour 1’allite
(Ut)a (Jl)ld (dl)’bd (17*)
=m [ M, 2t N ]
(hia ™ (@) our le e
m[ Mt e ] P verr
Jl)zd dl)ld
Centre de la plaque (r=0):
N N
T(l= (l= mar + b r/ = v = e +— ' 17’*
(oo = (s = (e s (o= o= m[en ] )
Zone 2 (b<r<a):
M N(%-1)
(o)) = : 2o+ ’
(J2)id (dz)id (P -1) Vallit
our 1’allite
S/ N(%+1) ’
Ol = Zy — ’
(Jz)id (d2)id (P2 =1) (18*)
(o,) —m[ M, 2y + N(ﬁ—l) ]
e (Jz)id ? (da)ia (P —-1) , ]
N N(%z N 1) pour le verre
(Gt)vzm[ t Ro— : ]’
(Jz)id (d2)1'd (P2 —1)

23) L’origine des axes 21, zz est situé dans la surface neutre (feuillet moyen) de la

zone correspondante (voir aussi fig. 1b).
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ol (J1);q et (Jy);q désignent les moments d’inertie idéaux des zones 1 et 2 de

la plaque et m=%.
a Ev

Dans les calculs nous avons posé: m=5-=35 24), Nous donnons, dans la
a

figure 16, & coté des résultats des mesures sans corrections:

1. Les valeurs des moments de flexion M, et M, donnés par la théorie classique.

2. Les valeurs des moments corrigés, obtenus en ajoutant aux moments don-
nés par la théorie classique, ceux provenant de ’existence des forces N
calculées.

3. Les valeurs des moments données par les mesures, corrigées en tenant
compte de I’existence des forces N mesurées.

La bonne coincidence des points «mesures avec corrections» et des courbes
«théorie classique corrigée» confirme d’une part Iexactitude des calculs développés,
et d’autre part celle de la méthode purement optique modifiée. Nous voyons
que, dans le cas de charge considéré, une discontinuité du feuillet moyen
réduit sensiblement (de 5 & 159,) les valeurs des moments dans toute la partie
centrale de la plaque. Dans le domaine extérieur par contre (r>b), cette dis-
continuité n’a qu’une faible influence sur les moments (voir également les
figures 10a et 11a). Notons que l'influence locale de la variation brusque de
Uépaisseur sur les valeurs mesurées des moments de flexion est limitée & un
domaine dont ’extension radiale est de I'ordre de I’épaisseur de la plaque.
Dans ce domaine, les tensions en un point ne varient plus lindairement en
fonction de la distance au feuillet moyen. Ni la théorie classique, méme cor-
rigée, ni la méthode purement optique n’y sont donc applicables.

§ 4. Etude expérimentale de la répartition des moments dans une plaque circulaire
présentant une discontinuité de U'épaisseur n’entrainant pas une discontinuité
du feuillet moyen

1. Introduction

Nous avons également déterminé expérimentalement la répartition des
moments de flexion et des tensions dans une plaque circulaire présentant
seulement une discontinuité de 1’épaisseur, les feuillets moyens des deux parties
étant situés dans un méme plan. Dans ce cas, y étant égal & zéro (Chap. I, § 2),
on doit avoir N =0; la théorie classique, comme la méthode purement optique,
doivent étre applicables sans corrections, ce que I’expérience confirme, comme
nous le verrons.

24) Voir Homalite CR-39-1, Bulletin 51, August 1, 1956, p. 4.
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2. Description du modéle, état de charge

La plaque était constituée de 4 lames a faces paralléles, collées entre elles,
deux de verre et deux d’allite. On a choisi les épaisseurs de ces lames de fagon
a faire coincider autant que possible les plans des surfaces neutres ou feuillets
moyens des deux parties de la plaque (fig. 17). Pour les constantes 4, B, C,
I’étalonnage de deux éprouvettes nous a donné les valeurs suivantes:

a) Zone 1 (0=r=<b):
A=-026711kg!, B=-03400kgl, € =+0,0729 kg7,
b) Zone 2 (b<r=a):

A=-0,5352 kgl, B=-0,6792xkg!, C=+0,1440 A kg1,

La plaque a été chargée au milieu par une force P =18 kg, répartie sur
une surface circulaire de 7 mm de rayon.

P=18Kg
allrte
4762005 mm |} biele

4760006 % 7 2(_” o surface neufre

¥ | v\ Rl / u feulllet /nayen
| \wrmrys. s

Y ,#5%6!005!! ,4}7
08620045 | N verre g

; [PRE— L2 R bedsmm . ,,
beoe e S Qe B e azM0mm. ... ,,K_ffmfﬂ

Fig. 17. Plaque circulaire hétérogéne présentant une discontinuité de 1’épaisseur n’en-
trainant pas une discontinuité du feuillet moyen.
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Fig. 18. Plaque circulaire de la fig. 17: Diagrammes des moments M, et M,.
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3. Mesures, calculs, épures

Nous avons mesuré les moments en 11 points situés sur un rayon. Les résul-
tats des expériences, ainsi que les valeurs données par les formules classiques,
sont représentés dans la figure 18.

La coincidence des valeurs mesurées et calculées est trés bonne. Nous pou-
vons donc affirmer que, pour ce genre de plaque, on a bien N =0. En outre,
Vinfluence locale de la variation brusque de I’épaisseur sur la valeur des
moments de flexion est limitée & une zone dont ’extension est de ’ordre de
I’épaisseur de la plaque. Il est intéressant de noter qu’il existe dans la plaque
un cercle (r/a=0,73) formé de points singuliers, ot M,= M,?). En outre,
la discontinuité de 1’épaisseur de la plaque entraine une augmentation des
valeurs maxima des moments au centre. On vérifie en effet que:

M, = (M,),_o = (M,),_, = 0,405 P,

max
tandis que, dans la plaque analogue mais d’épaisseur constante, on aurait

M,,, =033 P.

CHAPITRE III

Etude expérimentale de la répartition des moments dans une plaque carrée
présentant une discontinuité de 1’épaisseur n’entrainant pas de discontinuité du
feuillet moyen

§ 1. Introduction

Le but de cet essai a été d’examiner, dans le cas d’une plaque carrée.
I'influence d’une variation brusque de 1’épaisseur sur les valeurs des moments
de flexion, et de comparer ces valeurs & celles relatives & la méme plaque,
mais d’épaisseur constante. La discontinuité en question n’entrainait pas de
discontinuité du feuillet moyen. La méthode purement optique était donc

applicable sans corrections, la force N étant identiquement nulle 26).

25) 33 =0 en tous les points de ce cercle.

26) J1 serait trés difficile de mesurer les moments si la force N n’était pas nulle, car
les trajectoires des tensions principales dues & cette force ne coincideraient pas avec les
trajectoires des moments principaux. Ce cas se présente d’ailleurs dés que la symétrie
de rotation n’existe pas.
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§ 2. Description du modéle, état de charge, choix des points de détermination
des moments

La plaque étudiée est d’une constitution analogue a celle du modéle de
plaque circulaire traité Chap. II, § 4. Les dimensions caractéristiques exactes,
ainsi que la position des points choisis pour les mesures, sont indiquées dans
la figure 19.
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Fig. 19. Plan et élévation précisant les dimensions de la plaque carrée étudiée et les
positions des points ol ont été faites les mesures.

Des mesures sur des éprouvettes ont donné pour les constantes optiques
les valeurs:

a) zone mince:

A =-05426 kg!, B=-06935 kg™, C=+0,1509Akg,
b) zone renforcée:

A=-027392kg™!, B=-0349221kgl, C =+0,0753 X kgL

Nous avons étudié la répartition des moments dans le cas ou la plaque est
appuyée le long de deux c6tés opposés 4 B, CD et supporte une force P=
18,71 kg appliquée au centre, perpendiculairement aux faces. Les deux autres
co6tés AC et BC étaient libres. Les lignes d’appuis ne coincidaient pas exacte-
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ment avec les cotés. La réaction de chaque appul était répartie le long d’une
petite surface rectangulaire, de 1 mm de largeur, dont I’axe était paralléle au
coté correspondant de la plaque et distant de 1,5 mm de ce dernier?’). La
portée était ainsi de 200 mm. La force P était répartie sur une petite surface
circulaire de 7 mm de rayon, au moyen d’une piéce métallique et d’une feuille
de papier. Par raison de symétrie il a suffi de mesurer les tensions en 29 points.

§ 3. Mesures, calculs, épures

Tous les résultats obtenus ont été représentés graphiquement.

Les lignes continues de la fig. 20 représentent les trajectoires des moments
principaux. Ces courbes sont réguliéres dans presque tout le domaine de la
plaque. C’est uniquement dans une zone trés voisine des appuis que les tra-
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-059 -0.25a ! 0.25a [05a

*y axe de /'appur

Trafectoires de /o plague carrée depaisseur variable (fig ).
==== Trgjectoires de la ploque carrée d'épaisseur conslante

Fig. 20. Plaque carrée. Trajectoires des moments principaux.

jectoires accusent une courbure prononcée, afin d’aboutir aux coétés appuyés
sous des angles voisins de +45°. Le long des appuis, on a en effet M, =M =0,
tandis que le moment de torsion M,, est en général différent de zéro ?¢). En
outre, les trajectoires accusent sur chaque c6té appuyé un point singulier

27) Pour une description détaillée des appuis, voir la premiére des deux publications
de H. Favre et W. Schumann citées dans la note 2 (p. 44).

28) On suppose ici que la ligne d’appui soit confondue avec le coté correspondant
(fig. 19).
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attractif S, situé sur I’axe des z et deux points singuliers répulsifs S,, symé-
triques par rapport & cet axe. Il n’y a pas de point singulier le long des cotés
libres.

Dans la figure 21, nous donnons les diagrammes des moments principaux
M, et M,. Les grandeurs et les directions de ces moments sont représentées,
pour chaque point, par deux vecteurs de longueur proportionnelle & M, ou M,.
Leurs directions et leurs sens sont ceux des tensions principales o, et o, rela-
tives aux points de la face de la plaque, reposant sur les appuis. La moitié de
gauche de la figure se rapporte & des sections paralléles a ’axe x, la moitié
de droite, & des sections paralléles & y. Les moments principaux passent par
un maximum au voisinage du centre. L’extrapolation des mesures nous a

4 29
donné ) (Ml)maz = 0,428 Pa (M2)mux = 0,323 P.
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Fig. 21. Plaque carrée d’épaisseur variable de la fig. 19 (a = 20em, P = 18,71kg).
Diagrammes des moments principaux M; et M.

Nous avons ensuite calculé, en partant de M,, M, et «, les valeurs des
moments de flexion M, M, et de torsion M,, & l'aide des formules élémen-
taires, pour des sections paralléles aux axes x et y.

Les diagrammes de la figure 22 représentent les valeurs des moments de
flexion M, et M, et de torsion M, relatives & des sections paralléles & 1’axe
des y. Pour ces sections, nous avons pu comparer les valeurs des intégrales
| M,dy, déterminées en planimétrant les aires définies par les courbes M, aux

29) La méthode employée ne permet pas de mesurer les moments dans la petite sur-
face sur laquelle est répartie la foree /2.
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valeurs M ,,,,, obtenues directement en multipliant la grandeur P/2 delaréaction
résultante d’un appui par la distance de cet appui & la section considérée. La
comparaison des valeurs indiquées & c6tés des diagrammes en question, est
satisfaisante.

Enfin la figure 23 donne les diagrammes des moments M,, M, et M,,
relatifs & des sections paralléles a 1’axe .

§ 4. Discussion des résultats

Pour faire ressortir I'influence de la variation de I’épaisseur sur les valeurs
des moments, nous avons comparé les résultats obtenus a ceux relatifs & la
plaque carrée d’épaisseur constante, déja étudiée expérimentalement par le
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Fig. 22. Plaque carrée de la fig. 19. Diagrammes.des moments M., M, et M,y relatifs
4 des sections paralléles & I’axe y.
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Laboratoire 3°). Dans la figure 20, nous avons dessiné, & c6té des trajectoires
déja mentionnées, celles des moments principaux relatives & la derniére plaque
en question. Nous reconnaissons dans celle-ci la présence d’un point singulier
attractif (S,), coincidant avec celui S, de la premiére plaque, et la présence de
deux points singuliers répulsifs (8,). Dans la zone centrale, les trajectoires des
deux plaques coincident sensiblement, tandis qu’au voisinage des appuis, les
différences sont sensibles.

Tl est intéressant de remarquer que dans le cas de la plaque d’épaisseur
variable, les trajectoires des moments principaux coupent la ligne de discon-
tinuité de 1’épaisseur sous un angle droit. Pour expliquer cette propriété, nous
allons examiner les relations existant entre les moments M, , M,, M, et les
courbures C,,, C, et la torsion C,, de la surface élastique, en un point P appar-
tenant & une telle ligne de discontinuité F (fig. 24)31).
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Fig. 23. Plaque carrée de la fig. 19. Diagrammes des moments M., M, et M, relatifs
4 des sections paralléles & I’axe des x.

30) Voir la premiére des deux publications de H. Favre et W. Schumann citées dans
la note 2, p. 41 et suiv.

31) Cette question a été traité dans un cas analogue par W. Prager (voir: Disconti-
nuous fields of plastic stress and flow, Proceedings of the second National Congress of
Applied Mechanics, June 14—18, 1954).
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Pour que la loi d’égalité de 1’action et de la réaction soit satisfaite au
point P, il faut que:

(M) = (M), (29)

(M) = (Myy)s, (30)
tandis qu’en général on a

(M), + (M), (31)

(les indices 1 et 2 se rapportent respectivement aux deux zones définies par la
discontinuité). Entre les courbures et la torsion au point P, nous avons les
relations:

(Ch = (C))s, (32)
(Ont)l = (C’nl)2’ (33)
tandis qu’en général
(34)
Or, pour chacune des deux parties, on a:
1
C, = TDI=A (M, —vM,), (35)
1
C, = ) (M,—vM,), (36)
1 .
Ontz_mMnl' (37)
D, étant différent de D,, on déduit facilement de (30), (33) et (37) que

Les trajectoires des moments principaux coupent donc F & angle droit.
Enfin des expressions (29), (32) et (36), on tire:

(Mt)2_k(Mt)l =‘VMn(1_k), (39)
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ott k= D,/D,. Dans le tableau suivant, nous donnons les valeurs des deux mem-
bres de I’expression (39), obtenues par extrapolation des mesures. La concor-
dance des résultats est satisfaisante 32).

Section y= 0 0,15a 0,3a 0,45a
(Ms)e—k (M) kg 0,81 0,79 0,70 0,64
vMa(l—k) kg 0,81 0,78 0,72 0,67

La figure 23 donne, dans les deux cas, les diagrammes des moments M,
M, et M,, relatifs aux sections paralleles & x. Nous voyons ainsi qu’une dis-
continuité de 1’épaisseur engendre une légére augmentation des moments
maxima au voisinage du centre de la plaque (propriété déja rencontrée dans
I’étude des plaques circulaires). Cette discontinuité a de moins en moins
d’influence sur la répartition des moments M, & mesure qu’on s’éloigne du
centre. On observe par contre dans les diagrammes des moments M, et M, ,
des différences beaucoup plus grandes entre les valeurs relatives aux deux cas
examinés. Remarquons encore les discontinuités des moments 3/, engendrées
par les variations de 1’épaisseur et signalons le fait que les moments M, ont,
pour la zone non renforcée, des valeurs relativement faibles.

Pour terminer, ajoutons que les angles de la plaque d’épaisseur variable
étudiée n’ont eu aucune tendance & se soulever et a quitter les appuis, lors-
qu’on appliquait la force P au centre. Cette derniére propriété a déja été ren-
contrée dans le cas de la plaque carrée d’épaisseur constante.

32) La relation (39) n’est plus valable pour les points situés sur le contour de la plaque.
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