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Abstract

Binary linear codes are weIl known to be 'matched' to binary signaling
on a Gaussian channel. Recently, linear codes over ZM (the ring of
integers modulo M) have been presented which are similarly matched
to M-ary phase modulation. Motivated by these new codes, the general
problem of matehing signal sets to generalized linear algebraic codes is
addressed. Adefinition is given for the notion of matching. It is shown
that any signal set in N -dimensional Euclidean space that is matched to
an abstract group is essentially what Slepian has caIled a 'group code for
the Gaussian channel'. If the group is commutative, this further implies,
by a result of Ingemarsson, that any such signal set is equivalent to coded
phase modulation with linear codes over ZM.

It is weIl known that, for high signal-to-noise ratio, phase modulation
does not effectively exploit the capacity of the bandlimited Gaussian
channel. The above result, however, implies that all signal sets that
are matched to commutative groups are subject to these same limits on
performance. This motivates the investigation of signal sets matched
to noncommutative groups, and of 'linear' codes over such groups. A
general construction for large noncommutative signal sets is presented
that is based on linear codes and their automorphism group.

Convolutional codes over groups, as recently introduced by Forney
and Trott, are an attractive alternative to linear block codes over groups.
A careful definition of such codes is proposed together with the basic
system theory. A major problem of convolutional codes over arbitrary
groups is that there is no obvious equivalent to the familiar linear shift­
register encoders of convolutional codes over fields. A solution to this
problem is presented in the form of a canonical feedforward encoder
structure that contains nonlinear, i.e., nonhomomorphic, mappings.
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Zusammenfassung

Lineare Binärcodes passen auf natürliche Weise mit binärer Modu­
lation zusammen. Vor kurzem wurden nun auch lineare Codes über
dem Ring ZM der ganzen Zahlen modulo M vorgestellt, die in gleicher
Weise mit M-wertiger Phasenumtastmodulation zusammenpassen. Der
Versuch, dieses Zusammenpassen zu verallgemeinern, führt zunächst zur
mathematischen Definition einer Signalkonstellation, die an eine Gruppe
angepasst ist. Es wird sodann gezeigt, dass solche Signalkonstellationen
im Wesentlichen identisch sind mit 'Gruppencodes für den Gausskanal',
einem von Slepian geprägten Begriff. Aus einem Ergebnis von Ingemars­
son folgt daher, dass Signalkonstellationen, die an eine abelsche Gruppe
angepasst sind, einer Kombination von M -wertiger Phasenumtastmo ­
dulation mit einem linearen Code über ZM äquivalent sind.

Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dass Phasenmodulation die Ka­
pazität eines bandbegrenzten Gauss'schen Kanals mit grossem Rausch­
abstand nur schlecht ausnützt. Das erwähnte Ergebnis bedeutet aber,
dass alle Signalkonstellationen, die an eine abelsche Gruppe angepasst
sind, der gleichen Beschränkung unterworfen sind. Dies regt die Er­
forschung von Signalkonstellationen an, die an nicht-abelsche Gruppen
angepasst sind, und zur Suche nach 'linearen' Codes über solche Grup­
pen. Ein Ergebnis in dieser Richtung ist ein Verfahren zur Konstruktion
grosser nicht-abelseher Gruppen, welches von linearen Codes und ihrer
Automorphismengruppe ausgeht.

In diesem Zusammenhang liegt es nahe, den Begriff des Faltungscodes
auf Gruppen zu erweitern, wie dies Forney und Trott vor kurzem vor­
geschlagen haben. Der zweite Teil dieser Arbeit befasst sich daher mit
solchen Faltungscodes über Gruppen. Aufbauend auf einer sorgfältig
begründeten Definition solcher Codes werden die Grundzüge einer ent­
sprechenden Systemtheorie über Gruppen hergeleitet. Ferner wird ein
zentrales Problem solcher Codes angegangen, nämlich das Fehlen einer
offensichtlichen Entsprechung für die wohlbekannten linearen Schiebe­
register-Encoder, und eine Lösung in Form einer kanonischen Encoder­
struktur mit nicht-linearen, d.h. nicht-homomorphen Abbildungen an­
gegeben.




