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Abstract

A technique to prove convergence of finite difference schemes applied
to initial-boundary value problems for nonlinear hyperbolic-parabolic
systems of partial differential equations is presented in this thesis.

The hyperbolic-parabolic systems have smooth coefficients and the ini-
tial and boundary data are chosen such that the respective initial-
boundary value problem is well posed. Thus, a unique smooth solution
exists locally.

The time dependent problems are discretised with finite difference meth-
ods. We distinguish two cases: the compact schemes and general high
order methods. The compact methods are chosen such that the solution
can be computed by using only the given data. Usually, such a scheme
is only first order accurate. High order methods use wider stencils and
thus, artificial boundary conditions have to be introduced.

Convergence is proved by applying a linearisation technique. First, we
construct a function which is high order consistent with the scheme,
the pilot function. Linearising the scheme at the pilot function and
proving stability of this linearisation leads to a local stability estimate
for the nonlinear scheme. Convergence then follows in analogy to Lax’s
equivalence theorem for linear problems, which states that ‘stability is

equivalent to convergence’ provided that some consistency assumption
holds.

The pilot function is constructed by taking the analytical solution and
adding higher order error terms. These terms are smooth functions and,
in the case of high order methods, boundary layer terms which depend
on the reciprocal of the step size.
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viii Abstract

To prove stability of the linearised scheme, we apply the energy method.
To do so, it is necessary to have a summation-by-parts formula. For the
high order methods, the boundary conditions have to be chosen ap-
propriately to make summation-by-parts possible. Having energy esti-
mates for the space discretisations, we can prove stability of the overall
schemes, i.e. the semi-discrete problems integrated with the implicit
Euler method or with an implicit high order Runge-Kutta method.

Finally, it follows that the numerical solution of the compact methods
converge at first order to the analytical solution. For the high order
method, treated in this thesis as an example, we prove second order
convergence.



Kurzfassung

In dieser Dissertation wird ein Argument vorgestellt, um die Konvergenz
finiter Differenzenverfahren fiir Anfangsrandwertaufgaben zu nichtline-
aren hyperbolisch-parabolischen Systemen von partiellen Differential-
gleichungen zu beweisen.

Die betrachteten hyperbolisch-parabolischen Systeme haben glatte Ko-
effizienten und die Anfangs- und Randdaten werden so gewahlt, dass
das jeweilige Anfangsrandwertproblem gut gestellt ist und daher lokal
eine eindeutige Losung besitzt.

Die zeitabhdngigen Probleme werden mit finiten Differenzenverfahren
diskretisiert. Wir unterscheiden zwei Falle: Die kompakten Verfahren
und allgemeine Methoden héherer Ordnung. Die kompakten Verfahren
werden so konstruiert, dass die physikalischen Randbedingungen aus-
reichen, um die numerische Lésung zu berechnen. Ein solches Verfahren
ist im allgemeinen von erster Ordnung. Weil Verfahren héherer Ord-
nung in der Regel einen breiteren Differenzenstern besitzen, miissen hier
kiinstliche Randbedingungen eingefiihrt werden.

Um Konvergenz nachzuweisen, wenden wir eine Linearisierungstechnik
an. Zunéchst wird eine Funktion definiert, die von hoher Ordnung kon-
sistent ist mit dem Verfahren, diese nennen wir Pilotfunktion. Das Ver-
fahren wird an der Pilotfunktion linearisiert, und wir konnen Stabilitat
fiir das so erhaltene lineare Verfahren nachweisen. Aus der linearen Sta-
bilitat erhalten wir lokal eine Stabilitatsungleichung fiir das nichtlineare
Verfahren. Konvergenz folgt dann in Analogie zum Aquivalenztheorem
von Lax fiir lineare Probleme, welches besagt, dass, Konsistenz voraus-
gesetzt, Stabilitat dquivalent ist mit Konvergenz.
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X Kurzfassung

Die Pilotfunktion besteht aus der exakten Losung des analytischen Pro-
blems und Korrekturtermen héherer Ordnung. Diese sind glatte Funk-
tionen und, im Fall der Verfahren héherer Ordnung, Grenzschichtterme,
welche vom Kehrwert der Schrittweite abhingen.

Fir den Nachweis der linearen Stabilitdt wenden wir die Energieme-
thode an. Zu diesem Zweck benétigen wir eine partielle Summations-
formel; diese ist fiir kompakte Verfahren immer gegeben. Bei den Ver-
fahren hoherer Ordnung miissen hingegen die numerischen Randbedin-
gungen geeignet gewahlt werden. Mit Hilfe der Energieabschitzungen
fiir die Raumdiskretisierungen erhalten wir Stabilitdt der vollen Diskre-
tisierungen, die sich aus den semidiskreten Problemen ergeben, wenn in
der Zeit mit einem impliziten Euler- oder einem geeigneten impliziten
Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung integriert wird.

Es folgt, dass die numerische Losung, berechnet mit einem kompakten
Verfahren, mit erster Ordnung gegen die analytische Losung konver-
giert. Fir das Verfahren, welches wir in der vorliegenden Dissertation
als Beispiel eines Verfahrens hoherer Ordnung untersuchen, erhalten wir
Konvergenz von zweiter Ordnung.





