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Einleitung
In dieser Arbeit werden n-dimensionale Flichen im (n 4 1)-dimensionalen
euklidischen Raum untersucht. Die Flichen sollen mehrmals differenzierbar -
und reguldr im Sinne der Differentialgeometrie sein. Es wird sich besonders
darum handeln, Aussagen iiber geschlossene Flichen zu gewinnen. Zum Teil
wird nur der Fall n = 2 durchgefiihrt werden, jedoch lassen sich die Ergebnisse
ausnahmslos auf beliebige Dimensionen verallgemeinern.

1. Den Ausgangspunkt unserer Untersuchung bildet die Frage, ob zwischen
den Hauptkriimmungen k,, k, einer geschlossenen (2-dimensionalen) Fliche
eine monoton abnehmende Relation k, = f(k,) bestehen kann. Dies ist ein
Teil der allgemeineren Frage nach geschlossenen Flichen mit einer Relation

W(kl, kz) =0 '

zwischen den Hauptkriimmungen, die von H. Hopr [1]!) untersucht worden
ist. Wir erwihnen in diesem Zusammenhang zunichst folgenden Satz:

Satz A. Zwischen den Hauptkriimmungen einer Eifliche kann keine monoton
abnehmende Relation ky,= f(k,) bestehen, es sei denn, die Fliche ist eine Kugel.

Darin sind z. B. die bekannten — zuerst von H. LIEBMANN bewiesenen —
Spezialfille H = & (k,+ %,) = ¢ und K = k k, = ¢ enthalten.

Der Satz A folgt aus einem allgemeineren Satze von A. D. ALEXANDROV [2],
auf den wir noch zuriickkommen werden?). Unabhéngig davon ist der Satz A
von 8. S. CHERN [5] in der obenstehenden Form ausgesprochen worden. Der
Beweis wird mit der gleichen Methode gefiihrt, wie sie HILBERT fiir den Fall
K =c¢ angegeben hat, etwa in der Fassung, die in dem Lehrbuch von
W. BLascHKE [6] dargestellt ist3). Diese Methode besteht darin, daBl man den-
jenigen Punkt der Flidche betrachtet, in dem die grofere Hauptkriimmung
ihr Maximum erreicht. Dann ist der Satz A ein Korollar des folgenden lokalen
Satzes:

Satz B. Auf einem positiv gekriimmten Flichenstiick, welches nicht Teil einer
Kugel ist, kann nicht in einem Punkt die grofBere Hauptkriimmung ein Maximum
und gleichzeitig die kleinere ein Mintmum haben.

1) Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.

%) Man vgl. auch die Arbeiten von PocoreLOV [3] und HarRTMAN und WINTNER [4],
wo die Voraussetzung der Analytizitat in [2] wesentlich abgeschwicht wird.

%) Vgl. die Ausfiihrungen in [1], Einleitung, Nr. 5.
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Dieser Satz hat wesentlich allgemeineren Charakter als der Satz A, da
jetzt von einer Relation zwischen den Hauptkriimmungen nicht die Rede ist.

Der Beweis des Satzes B sei hier im AnschluBl an BLAscHKE kurz wieder-
gegeben?): Wir betrachten ein beliebig gekriimmtes Fldchenstiick, auf dem
die groBere Hauptkriimmung in einem Punkte o ein Maximum und die kleinere
ein Minimum erreicht. Dann wird behauptet: Entweder ist die Fliche ein
Kugelstiick, oder die Gaufsche Kriimmung in o ist nicht positiv. Falls o ein
Nabelpunkt ist, so sind wir fertig, denn dann stimmt das Maximum der gréBeren
- Hauptkriimmung mit dem Minimum der kleineren iiberein, und somit sind
die Hauptkriimmungen iiberall gleich, und die Fliche ist Teil einer Kugel
oder Ebene. Sei also o kein Nabelpunkt. Dann lassen sich in der Umgebung
von o Kriimmungslinien-Parameter u,v so einfithren, da auf den beiden
Kriimmungslinien durch o auBerdem noch % bzw. v die Bogenliéinge ist. Die
ersten FundamentalgroBen seien mit E, F, G (F = 0) und die zu den u- bzw.
v-Linien gehérigen Hauptkriimmungen mit ¥’ bzw. k" bezeichnet. Driickt
man nun in der Gleichung des GauBlschen theorema egregium die Ableitungen
E,E,, @G, G, auf Grund der Codazzischen Gleichungen durch %', ¥’ und
ihre Ableitungen aus und beachtet noch, daBl in 0 E = G'=1 ist, so erhilt
man fiir die Gaufische Kriimmung im Punkte o einen Ausdruck der Form
k;:v _ k;;u

K= L — k"

+Aky,+ Bk,.

Haben nun %’ und %" in o die vorausgesetzte Extremaleigenschaft, so liest
man ab: in o ist K <0, q.e.d. Ubrigens sicht man an Beispielen, da8 diese
Situation tatsdchlich vorkommt.

Man konnte nun vermuten, daB auf nicht-konvexen geschlossenen Flichen
— etwa vom Geschlecht 0 — monoton abnehmende Relationen méglich sind.
Dies ist jedoch nicht der Fall. Beschréinken wir uns auf differenzierbare Funk-
tionen f(k,) mit negativer Ableitung. Dann folgt aus Sitzen von H. Horr:

Satz C. Zwischen den Hauptkriimmungen einer analytischen geschlossenen
Fliche vom Geschlecht O kann keine monoton abnehmende Relation ky = f (k) be-
stehen, es sei denn, die Fliche ist eine Kugel®).

Damit ist unsere Frage (unter gewissen zusitzlichen Voraussetzungen) fiir
Flichen vom Geschlecht 0 beantwortet; dagegen ist — soviel ich weil —
die Frage offen, ob es Flichen vom Geschlecht g = 1 mit einer Relation der
genannten Art gibt. Einzig fir die spezielle Relation H = ¢ existieren Teil-
ergebnisse, denen zufolge es unter allen geschlossenen Flichen mit g = 1 einer
gewissen Flachenklasse keine Flichen mit H = ¢ gibt. Diese noch zu erldu-
ternden Sitze, die sich auch auf nicht-konstantes H beziehen, sind in einer

. %) W. BrascHkE [6], S.195—197. Ubrigens ist das am SchluB8 des dortigen § 91 for-
mulierte Ergebnis falsch: Z. B. auf den bekannten Rotationsflichen mit K = 1 werden
die Hauptkriimmungen in den Punkten des groBten Parallelkreises extremal, ohne daB
diese Punkte Nabelpunkte sind (die gréBere Hauptkriimmung hat ein Minimum).

%) Vgl. [1], S.237, Satz B’. Dort braucht die Relation nur in der Umgebung der
Nabelpunkte zu existieren und monoton zu sein. Vgl. auch den Satz C auf S. 238 und dazu
die Bemerkung in [7], S. 53, iiber die Voraussetzung der Analytizitat,
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gemeinsamen Note von H. HopFr und mir [8] dargestellt worden. (Vgl. auch
den Vortrag [7], wo die Anwendung auf Flichen mit konstantem H ausfiihr-
lich diskutiert wird.)

_ Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht i in einer Ausarbeitung und Er-
weiterung der Ideen von [8]. Erstens werden den in [8] abgeleiteten Integral-
formeln fiir H, aus denen sich die dortigen Sitze ergeben, Integralformeln
und Sitze fir K — allgemeiner: fiir die elementarsymmetrischen Funktionen
der Hauptkriimmungen einer n-dimensionalen Fliche — an die Seite gestellt.
Zweitens wird noch eine andersartige Methode entwickelt, mit deren Hilfe "
sich die entsprechenden Siétze folgern lassen, wenn man-H bzw. K durch eine
symmetrische Funktion W (k,, k,) ersetzt, die in beiden Variablen monoton
ist, und zwar gleichsinnig monoton, d. h. etwa monoton wachsend in beiden
Variablen; dies wird allerdings nur unter Beschrinkung auf analytische
Flachen geschehen. Wir werden beweisen (Sédtze IV und IV’):

Auf einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht g = 1 mit ,.geniigend vielen‘
Konvexititsrichtungen (in einem noch zu prizisierenden Sinne) kann keine
monoton abnehmende Relation k,= f(k,) bestehen (insbesondere keine derartige
symmetrische Relation W (ky, k,) = 0)¢).

Dabei heifle die geschlossene Fliche F konvex in einer Richtung, wenn
jede Gerade dieser Richtung hd6chstens zwei Punkte mit F gemeinsam hat
(genaue Definition im § 2). Eine Eifldche ist in jeder Richtung konvex; aber
es gibt auch nicht-konvexe Flichen von beliebigem Geschlecht, welche Kon-
vexitdtsrichtungen besitzen. Zum Beispiel ist die gewdhnliche Torusfliche
in der Richtung der Rotationsachse und in allen benachbarten Richtungen
konvex. '

Beim obenstehenden Satz sind also nur Flichen von verhédltnisméBig ein-
facher Gestalt zugelassen, und die Frage bleibt offen, wie die Verhéltnisse
fiir beliebige geschlossene Flidchen sind.

2. Die in Nr. 1 angedeuteten Sitze IV und IV’ werden sich aus einem all-
gemeineren Satze ergeben, den wir den Symmetriesatz nennen (Satz II; ge-
naue Formulierung im § 5):

F sei eine in der Richtung ¢ konvexe Fliche unrl W (k,y, k,) eine symmelrische
Funktion, die in beiden Variablen gleichsinnig monoton ist. Falls dann fiir
jede Schnittgerade der Richtung ¢ die Funktion W in den beiden Schnittpunkten
den gleichen Wert hat, so besitzt F' eine Symmetrieebene senkrecht zu e.

Von der Funktion W wird hier nicht vorausgesetzt, daf} sie auf F konstant
sei; ist dies aber der Fall, so folgt, daB es zu jeder Konvexititsrichtung eine
Symmetrieebene gibt. Eine Fliche mit geniigend vielen Symmetrieebenen
mulB aber eine Kugel sein.

3. Um den Symmetriesatz zu beweisen, leiten wir folgenden a]lgemeineren
Satz her, den wir den Translationssatz nennen wollen (Satz I):

Zwischen den Flichen F und F bestehe eine ,,Parallelabbildung®, d. h. eine
Abbildung, bei der die Verbindungsgeraden von Punkt und Bildpunkt eine feste

¢} Fiir die Relation H = ¢ siehe [7], Satz II.
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Richtung haben. Wir setzen voraus, eine Funktion W (ky,k,) der in Nr. 2 be-
trachteten Art habe in einander entsprechenden Punkten von F und F den gleichen
Wert, und zeigen: dann ist die Abbildung eine Translation.

Daraus, daB die beiden Flichen die Funktion W im Sinne der Parallel-
abbildung gemeinsam haben, folgt also ihre Kongruenz.

Man kann den Translationssatz mit dem Satz von ALEXANDROV [2] ver-
gleichen, der im Zusammenhang mit dem Satz A genannt wurde: Dort werden
zwei Eiflichen betrachtet, die so aufeinander abgebildet sind, daBl die Nor-
malen parallel und eine gleichsinnig monotone Funktion der Hauptkriimmungen
invariant ist. Daraus folgt, daB die Abbildung eine Translation ist. Unserm
Symmetriesatz entspricht folgendes Korollar aus dem ALEXANDROVschen
Satze: Die Eifliche F habe die Eigenschaft, daf in antipodischen Punktepaaren,
d. h. in Punkten mit parallelen Tangentialebenen, eine gleichsinnig monotone
Punktion der Hauptkriimmungen den gleichen Wert hat. Dann ist F zentral-
symmetrisch.

4. Die Paragraphen 1—4 haben vorbereitenden Charakter. Im §1 sind
Bezeichnungen und Formeln der Flichentheorie zusammengestellt, Im §2
werden die Parallelabbildungen definiert und ihre Eigenschaften diskutiert.
§ 3 enthilt Hilfssdtze iiber symmetrische Funktionen von zwei Variablen,
§ 4 Formeln fiir die Variation der elementarsymmetrischen Funktionen der
Hauptkrimmungen einer n-dimensionalen Fliche. AnschlieBend werden in
§ 5 und 6 die Sitze I und II bewiesen und im § 7 auf Flichen mit einer Re-
lation zwischen den Hauptkriimmungen angewandt.

Das beim Translationssatz vorliegende Problem léaBt sich, wie sich zeigen
wird, durch eine Funktion charakterisieren, welche einer elliptischen Diffe-
rentialgleichung geniigt. Daher kann man das Maximumprinzip anwenden.
Jedoch erfordern gewisse Punkte, in denen die Differentialgleichung ausartet,
eine besondere Betrachtung. Diese Verfeinerung des Maximumprinzips wird
im § 5 geliefert (Satz 1), und zwar fiir analytische Flichen.

Untersucht man, wann die erwihnte Differentialgleichung selbstadjungiert
ist, so zeigt sich, daB dies (bei 2-dimensionalen Flichen) fiir die Funktionen
W = H und W = K zutrifft, und in gewissem Sinne nur fiir diese Funktionen.
In diesen beiden Fillen werden im § 8 die angekiindigten Integralformeln
hergeleitet, aus denen sich der Translationssatz unter den iiblichen Differen-
zierbarkeitsvoraussetzungen ergibt. Zur Herleitung der Integralformeln wird
ein besonderer Kalkiil verwendet, der sich auch sonst als niitzlich erweist.
Ubrigens sind die Integralformeln vom gleichen Typus wie die Greensche
Formel, mit der man zeigt, daB die einzigen harmonischen Funktionen auf
einer geschlossenen Fliche die Konstanten sind.

" AnschlieBend werden die Integralformeln im § 9 auf n-dimensionale Flichen
im R, ., mit beliebigem n verallgemeinert. Man erhilt Kongruenzsiitze von
folgender Art (Sdtze V und VI): Wenn bei einer Parallelabbildung einer ge-
schlossenen Fliche auf eine andere eine der elementarsymmetrischen Funktionen
der n Hauptkriimmungen k; invariant ist, so sind die Flichen kongruent. Daraus
ergibt sich dann: Falls in je zwei Punkten, in denen eine Eifliche von den

Math. Ann, 131 13
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Geraden einer Parallelenschar getroffenwird, einederobigen Kriimmungsfunktionen
den gleichen Wert hat, so ist die Fliche symmetrisch. Dies ist eine Verschirfung
der Sitze von W. Stss [9], dal die Kugel die einzige Eiflache ist, auf der eine
der genannten Kriimmungsfunktionen konstant ist?). Ubrigens liBt sich
dieser Satz auf Linearkombinationen der Kriimmungsfunktionen mit posi-
tiven Koeffizienten erweitern (Satz VII).

Die Tatsache, dall eine gewisse Differentialgleichung selbstadjungiert ist,
héngt mit Variationsproblemen zusammen. Um den Integralformeln — und
damit auch den Kongruenzsitzen — eine entsprechende Deutung zu geben,
werden im § 10 die Fldchenintegrale der elementarsymmetrischen Funktionen der
Hauptkriimmungen betrachtet®). Dann zeigt sich, daB diese Kriimmungs-
integrale bet etner linearen Parallelvariation (Variation in konstanter Richtung)
konvexe Funktionen des Variationsparameters sind (Satz IX). Im Falle des
Symmetriesatzes liefert der betrachtete VariationsprozeB die Steinersche
Symmetrisierung an einer Ebene und damit die Tatsache, dal die Kriimmungs-
integrale monoton abnehmen, es sei denn, die Fliche ist bereits symmetrisch
(Satz X). Wiahrend diese Tatsache fiir die Oberfliche wohlbekannt ist,
scheint sie fiir den allgemeinen Fall noch nicht bewiesen worden zu sein?).

Schliefllich werden im § 11 berandete Flichen betrachtet, denen an Stelle
der Bedingung der Geschlossenheit geeignete Randbedingungen auferlegt
werden. Dann gelten zum Translationssatz analoge Kongruenzsitze. Nimmt
man speziell etwa 2-dimensionale Fldchen, die sich eineindeutig in die z, y-
Ebene projizieren lassen, so erhilt man Einzigkeitssitze fiir die Lésungen
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus,
die sich z. T. mit bekannten Sitzen iiberdecken, z. B. (im Falle der GauBschen
Kriimmung K) mit einem Satz von F. RELricH [11] iiber das erste Randwert-
problem bei Monge-Ampéreschen Differentialgleichungen. (Auler dem ersten
Randwertproblem wird im § 11 noch eine andersartige Randwertaufgabe vor-
kommen [Randbedingung (11.2)], bei der die ersten Ableitungen am Rande
gegen oo gehen.) Unsere Methode ergibt somit fiir gewisse spezielle Differential-
gleichungen neuartige Beweise von Unitdtssitzen mit Hilfe von Integral-
formeln.

Zum SchluB wird im § 12 mit der Methode des § 5 ein allgemeiner Einzig-
keitssatz fiir elliptische Differentialgleichungen bewiesen, der den zitierten
Satz von RerricH umfait: Die Differentialgleichung

¢((U, Y, P, q, 7,8, t) = 07

wo p, ¢ und 7, s, t erste bzw. zweite Ableitungen einer Funktion sind, enthalte
die unbekannte Funktion «(z, y) nicht. Dann wird unter gewissen Annahmen
iiber die Konvexitit der beiden Gebiete, in denen der Differentialausdruck @
positiv bzw. negativ elliptisch ist, bewiesen (Satz XI):

?) In [9] wird der Satz gleich fiir die relativgeometrischen Kriimmungsfunktionen
bewiesen. . '

8) Bei konvexen Flidchen sind diese bis auf einen Faktor gleich QuermaBintegralen.

%) PéLya und Szrceo [10], S.168—170, zeigen, daB das (n» — 1)-te Kriimmungs-.
integral fiir die symmetrisierte Fliche nicht groBer ist als fiir die Ausgangsfliche.
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Duas erste Randwertproblem der Differentialgleichung @ == 0 besitzt héchstens
zwer Losungen, fir welche @ elliptisch ist, und zwar hichstens je eine positiv
bzw. negativ elliptische Lésung. '

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Professor H. Horr.
Thm, meinem verehrten Lehrer, sei an dieser Stelle mein herzlichster Dank
zum Ausdruck gebracht.

§ 1. Bezeichnungen und Formeln

Die n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit & sei h-mal stetig diffe-
renzierbar (b = 2) oder auch analytisch, d. h. die beim Ubergang von einem
lokalen Parametersystem ul,..., %" zu einem anderen entstehenden Para-
metertransformationen werden durch k-mal stetig differenzierbare bzw. reell
analytische Funktionen mit positiver Funktionaldeterminante vermittelt.
Wir nennen § die Parameterfliche.

Eine n-dimensionale Fliche F im euklidischen Raum R, ., ist gegeben
durch eine Vektorfunktion r(p), p €&, wobei x als Funktion lokaler Para-
meter h-mal stetig differenzierbar bzw. analytisch sein soll. Partielle Ab-
leitung nach u? sei durch Anbingen des Index u? angedeutet. Wir setzen
voraus, dal die Vektoren r,; = r; linear unabhingig sind. Demzufolge ist die
Abbildung von § in den Raum lokal eineindeutig; dagegen kann F Selbst-
durchdringungen haben, d.h. es kénnen mehrere Punkte p von § auf einen
Punkt des Raumes abgebildet werden. Die Punkte von F (also Punkte des
Raumes) werden wir ebenfalls mit p bezeichnen; unter einer Umgebung eines
Flichenpunktes ist dann das Bild einer Umgebung auf § zu verstehen.

Sei g;;= x;x; der -metrische Fundamentaltensor der Fliche F, |g;| =g
seine Determinante, g% der zu g;; inverse Tensor und d4 = l/; dul...du” das
Flichenelement von F. Wir benutzen die Schreibweise der Tensorrechnung,
wobei mit Hilfe der g%/ bzw. g;; Indizes herauf- und heruntergezogen werden.
Die zu den g;; gehorigen Christoffelschen Symbole werden mit I'; bezeichnet,
die kovarianten Ableitungen einer Funktion f beziiglich der I" durch An-
héngen eines Index, insbesondere also

'f;’zful’ fiizfu"u’—rfjfk'

Die aus n + 1 rdumlichen Vektoren a, gebildete Determinante bezeichnen wir
mit (g, ..., 0,4,). Da F orientiert ist und die x; linear unabhingig sind,
148t sich der Einheitsvektor n der Flichennormalen eindeutig definieren durch
die Forderungen

ny;= 0’ (na Xis oo oy xn) =+ V;-
Weiter setzen wir

(L1) &ty = Vasg0( i),

wobei unter sgn(s, . . . ¢,) das Signum der Indexpermutation i, . . . %, zu ver-
stehen ist bzw. die Zahl 0, falls zwei Indizes gleich sind. ¢ ist ein Tensor bei
Beschrinkung auf Parametertransformationen mit positiver Funktional-

13*
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determinante. Man kann dies aus der Darstellung
€ipoig = (M Fips + v o5 Xyy)

ablesen. Fiir das n-fache Vektorprodukt der Vektoren r,,...,x,, erhilt
man also

(1.2) L, X oo o XX, =&y iy N -

Zieht man in (1.1) alle » Indizes nach oben, so findet man unter Beachtung
von Determinanteneigenschaften:

(1.3) gheln = g—ksgn(iy .. .4,).
Bezeichnet man das alternierende Produkt der Differentiale d«? mit dut A du’:

(1.4) dui A duwi = — duf A dui,
so folgt
(15) durA... A duin = Ei""indA.

Auf Grund der Definition der I'f; ist x,; parallel zu n:

(1.6) ' , ¥y = lyn,
und durch diese Gleichung ist der zweite Fundamentaltensor I;; der Fliche
definiert. Fiir die Ableitungen von n gilt:
(1.7) n=—10r,.
Der gemischte zweite Fundamentaltensor I} hat — da er in jedem Flichen-
punkt durch eine symmetrische Matrix reprisentiert werden kann — reelle
Eigenwerte k;, die Hauptkriimmungen der Fliche.

Bei Anderung der Orientierung der Fliche wechseln 1, I, Il und die £,

das Vorzeichen.
Die elementarsymmetrischen Funktionen der k; — dividiert durch die

Anzahl der Summanden — werden mit #, bezeichnet:

(1.8) (’:>H—k1k+ y=1,..,n, Hy=1.
Die H, geniigen der Gleichung |
‘ (19) g-l {A lzi+ gz;l "‘Z(; Z”( ) v

wo A eine Unbestimmte ist.

Ist 4 eine quadratische Matrix, so sei A* die aus den algebraischen Kom-
plementen der a;; gebildete Matrix, also A4 + A*= (Determinante von A4) - Hin-
heitsmatriz. Die Elemente der Matrix (4 1,;+ g,,)* sind Polynome in 1 vom

Grade n— 1. Wir setzen
-1
(1.10) 01t g)* = z=—1( 1)0;3)
Dadurch werden Tensoren c”) fir v =1,. .., n definiert. Speziell ist

(1.11) i =g", =gl =
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Durch eine affine Parametertransformation kann man stets erreichen, daB g;;
in einem Punkt der Fliche die Einheitsmatrix ist und /,; Diagonalform hat:

0 fir © 44, [0 fiir i+,

e lij =
1 fiir 4+ = j;

(1.12) 9ij= 045= k, fiir ¢ =j.

In einem solchen Parametersystem wird nach (1.10)
n 9H, .

(1.13) ¢l =0 fir i=j, cff=-— an )
Wir behaupten, da8 fiir ¢f/| auch die folgende Darstellung gilt:

i 3 j E eve ¥ Ty—
(1.14) (n—1)tc)= s‘,l_._,.v_l,.v_,_,.n_le“l""v—x’v "n-1 lsi S l,v_i .

Zum Beweis kann man etwa verifizieren, dafl (1.14) in einem Parameter-
system (1.12) mit (1.13) iibereinstimmt.

Von jetzt an beschrinken wir uns auf den Fall n = 2, also auf gewdhn-
liche Flichen im B;. Erst in § 4 und §§ 9—11 wird wieder von Fliachen be-
liebiger Dimension die Rede sein.

Fiir n = 2 hat man in (1.8) die mittlere Kriimmung H = §(k; + k,) und
die GaulBsche Kriimmung K = k,k,. Zwischen den Tensoren (1.1) und (1.3)
fiir n = 2 besteht die Beziehung

, 0 fir 77,
1.15 g =0 =
(15) ey, = {lfﬁ”:f’
und fiir die Tensoren (1.11) ergeben sich aus (1.14) die Darstellungen
(1.16) gl = &gt ., ci=¢glre .
Es sei noch erwhnt, daB man die Determinante eines gemischten Tensors af
in der Form '

(1.17) ]a,il = % gir 5 a,:: a,i

darstellen kann.

§ 2. Parallelabbildungen einer Fliche auf eine andere

Unter einer Parallelabbildung einer Fliche F auf eine Fliche F verstehen wir
eine topologische Abbildung p =T p, bei der die Verbindungsgeraden entspre-
chender Punkte p und P eine feste Richtung haben. Diese Richtung wird im
folgenden immer durch einen festen Einheitsvektor ¢ festgelegt.

Die Parallelabbildung hei3t reguliir, falls sie — ausgedriickt durch lokale
Flachenparameter — stetig differenzierbar und falls ihre Funktionaldeterminante
von Null verschieden ist.

Das z, y, z-Koordinatensystem des Raumes sei stets so gewihlt, daB e
die z-Richtung ist. Falls dann 7T eine Parallelabbildung von F auf F in der
Richtung e ist und falls die Tangentialebenen in p und in P nicht parallel zu e
sind, so ist T sicher regulir in der Umgebung von p, denn man kann auf

10) Dies sind die bei Weglassung von k; gebildeten H,_,.
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beiden Flichen z und y als Parameter einfiihren, so daB die Abbildung durch
Gleichheit der Parameterwerte gegeben ist.

Die Menge der Punkte von F, in denen die Tangentialebene parallel zu e
ist, nennen wir die Schattengrenze von F. In den Punkten der Schattengrenze
braucht eine Parallelabbildung nicht regulir zu sein. Jedoch werden wir
zeigen, daf} folgende Bedingung hinreichend fiir Regularitiit ist (daB man ohne
die Bedingung nicht auskommt, wird weiter unten gezeigt):

(@) In Punkten, in denen F von einer Parallelen zu ¢ beriihrt wird, ist ¢
nicht Asymptotenrichtung.

Zum Beispiel positiv gekriimmte Flichen haben diese Eigenschaft in jeder
Richtung. An Stelle von (¢) kann man auch sagen:

(@') In Punkten mit en =0 ist der Gradient der Funktion e n von Null

verschieden und die Tangente an die Kurve ¢ n = 0 nicht parallel zu e.
Die Schattengrenze besteht dann also aus glatten Kurven mit von ¢ verschie-
dener Tangente. Die Aquivalenz von (a) und (a’) folgt aus der Gleichung
li(e x;) (e x;) = —g¥(eny) (e x;). Die Bedingung (a) besagt, daB die linke Seite
dieser Gleichung von Null verschieden ist, (') das gleiche fiir die rechte Seite.
Wir behaupten nun:

Lemma 1. Die Flichen F und F seien (h + 1)-mal stetig differenzierbar
(b= 1) bew. analytisch, und es bestehe eine Parallelabbildung p=Tp in der
Richtung ¢. Falls dann F und F in der Richtung ¢ die Bedingung (a) erfiillen,
so ist T regulir, und zwar h-mal stetig differenzierbar bzw. analytisch1t).

Beweis: Gehoren p und p nicht zur Schattengrenze, so ist 7' regulir und
sogar (h 4 1)-mal differenzierbar bzw. analytisch. Sei also p, ein Punkt auf F
mit e n = 0. Da die Funktion ¢ n in der Umgebung U von p, das Vorzeichen
wechselt, wird U bei Projektion in die =z, y-Ebene gefaltet, d.h. in der
x, y-Ebene wird ein Gebiet, welches die Projektion der Schattengrenze am
Rande enthiilt, zweifach bedeckt. Das gleiche muBl dann auch fiir F gelten,
d. h. T bildet die Schattengrenze von F auf diejenige von F ab.

a) Zuerst sei der analytische Fall behandelt: p, sei der Nullpunkt des
riumlichen Koordinatensystems, die y, z-Ebene Tangentialebene in p, und
die Flache F durch

mit einer reell analytischen Funktion ¢ der Parameter y,z dargestellt. Da
die z-Richtung nicht Asymptotenrichtung ist, gilt ¢,,(0,0)=2a 4 0. Man
kann annehmen: a > 0. Die Schattengrenze ist durch .

Pz (Z/, 2) =0
gegeben, und wegen ¢,,== 0 ist dies gleichbedeutend mit
(2.2) ' z=p(y), [¥(0) = 0],
wo y(y) analytisch ist. Wir fithren Parameter «, v ein durch
u=y
v=z2—19(y)

1) Fiir Eiflachen Wurde ein &hnlicher Satz schon von A.DEICKE ausgesprochen.
Vgl. [12], S. 49.

(2.3)
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und setzen .

(2.4) flu,v) = @(u, v+ p) — e, pu)).
Dann gilt »

(2.5) F, 0) = f,(w, 0) = 0, [,,(0,0)=2a>0,
also

f(u,v) = av®(1 + g(u, ), [9(0, 0) = 0],
wobei g(u, v) analytisch ist. Fithrt man noch A(u, v) ein durch 14 A(u, v)
=V1+ g(u, v), (0, 0) = 0, so ist

n=1u
t=Va vl + h(x,v)

eine analytische Parametertransformation, und man findet

2= pim)+

y=n
Dadurch wird iibrigens in Evidenz gesetzt, daB die Projektion von F in die
%, y-Ebene das Gebiet x = ¢(y, v(y)) zweifach bedeckt. Den Teilen z = p(y)
der Fliche entspricht { = 0.

Ist nun ¥ analog durch z = g(y, z) gegeben, so haben die Schattengrenzen
von F und F die gleiche Projektion, d.h. es ist @(y, (¥) = (¥, ¥ (¥)).
Auflerdem ist sgn g,,= sgng,,. Da bei Parallelabbildung Z =2 und 5=y
ist, erhiillt man aus (2.7) die Gleichungen % = 7, {?= (2. Nimmt man etwa an,
daB £ > 0 auf > 0 abgebildet wird, so folgt: Nach analytischen Parameter-
transformationen lauten die Gleichungen der Parallelabbildung 7= %, = ¢{
(bzw. { = —{) q.e.d.

b) Im Falle (A + 1)-mal differenzierbarer Flichen verlduft der Beweis
analog wie bei a): Die Funktion y(y) in (2.2) und damit die Transformation
(2.3) sind jetzt h-mal stetig differenzierbar. Daher ist man fertig, sobald
bewiesen ist, daB

(2.6)

.7

nN="u
{=sgnv-)/f(u,v)

+

(2.6

eine h-mal stetig differenzierbare Parametertransformation ist. Dabei ist f
durch (2.4) definiert, besitzt also stetige Ableitungen bis zur Ordnung A + 1
mit Ausnahme der (& + 1)-ten Ableitung nach % und erfiillt (2.5). Da f fir
v %= 0 nicht verschwindet, ist { fiir v & 0 differenzierbar. Wir werden zeigen,
daf der Limes der Ableitungen von ¢ fiir w—>wu,, v— 0 existiert; daraus 156t
sich auf Grund des Mittelwertsatzes die Existenz (und Stetigkeit) der Ab-
leitungen fiir v = 0 folgern.

Zunichst sei der Beweis fiir # =1 und A = 2 ausfithrlich dargestellt (nur
diese beiden Fille werden spiter vorkommen). Wir bilden Taylor-Entwick-
lungen nach Potenzen von v mit Restglied; o(v') bezeichne Funktionen mit
der Eigenschaft, daB v—'o(v?) fiir u—>u,, v—0 gegen O strebt. Fir & = 1 gilt
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wegen (2.5)

f=a@)v*+o(?), fyi=o0(), f,=2a(@)v+o(),
wobei a(u) stetig und positiv ist. Daraus folgt: { = ]/a(u) v+ o(v). Wegen
f={%ist : :
(2.8) Cai=%tal™
wo fiir den Moment u!, u? firr u, v geschrieben ist. Setzt man die Entwick-
lungen fiir fu,- und £ in (2.8) ein, so ergibt sich

Lo, L=Va +oq).
Damit ist gezeigt, daB (2.6') eine stetig differenzierbare Parametertrans-

formation ist.
Sei nun » = 2. Dann gilt

(2.9) f=a@)v?+ bu)v® + o(v?),
wo jetzt a(u) stetig differenzierbar und b (u) stetig ist. Aus (2.9) folgt
(2.10) (=Va()v+ blu) 22+ o(v?).

2 Ya(u)

Fiir die ersten und zweiten Ableitungen von f gelten Taylor-Entwicklungen,
die sich aus (2.9) durch formale Differentiation gewinnen lassen, d. h. man hat
das auf der rechten Seite von (2.9) stehende Polynom in » nach » bzw. nach »
zu differenzieren und zugleich bei jeder Differentiation den Grad der Ent-
wicklung um 1 zu reduzieren. Damit erhidlt man zunichst aus (2.8):

@210) & =a@)v+o), & =Va) +—l%)-v +0(v).

Setzt man dies in

¢

i = F i — Gl &1

ein, so folgt
@10)  Gu= o), Guw= (/o) +o(), Cu=mt-toq)
und somit ist { zweimal stetig differenzierbar nach % und v.

Bei beliebigem % begniigen wir uns mit folgender Andeutung des Beweises:
Man findet fiir { eine Entwicklung nach v vom Grade . Analog wie (2.10%)
und (2.10"”") durch formale Differentiation aus (2.10) entstehen, zeigt man jetzt,
daB die Ableitungen von £ bis zur Ordnung % gleich formalen Derivierten der
Entwicklung von { sind, und zwar 1d8t sich dies durch Induktion nach der
Ordnung der Ableitungen beweisen, indem man durch Differentiation von
f = 2 Rekursionsformeln fiir die Ableitungen von { aufstellt.

Wir betrachten nun zwei Flichen F und F, zwischen denen eine regulire
Parallelabbildung besteht. Wir werden stets annehmen, da8l man auf F und ¥
gemeinsame Parameter ! hat, so daB} entsprechende Punkte gleiche Para-
meterwerte haben. Ist r der Ortsvektor von F, so gilt fir den Ortsvektor T
von F':

(2.11) T=r+w, w=we.
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w ist eine stetig differenzierbare Funktion auf der Fliche. Aus (2.11) folgt:
(ey f_‘v -fe) = (el X1 Iz); also .
(2.12) (ef)dA = (en)dA.

Fiir en = 0 ergibt sich daraus: Bei einer requliren Parallelabbildung ent-
sprechen sich die Schattengrenzen von F und von ¥ ; auBerdem haben die beiden
Flichen in solchen Punkten eine gemeinsame Tangentialebene, da die Vek-
toren e, ry, ¥, in einer Ebene liegen, also 1,, x, die gleiche Ebene aufspannen
wie T, T,. Fiir en == 0 sind iibrigens beide Seiten von (2.12) gleich dxz dy.

Bei gegebenem F ist die Fliche F durch die Funktion w gemiB (2.11)
festgelegt. Im Falle einer reguliren Parallelabbildung kann man daher sagen:
F entsteht aus F durch Abiragen einer Funkiion w in der Richtung ¢, wobei w
differenzierbar ist und in den Punkien der Schattengrenze einer Nebenbedingung
geniigt. :
Trégt man nédmlich von F aus eine beliebige Funktion w ab, so erhilt
man fiir ¢ n 5= 0 eine regulire Fliche ¥; dagegen mufl w in den Punkten mit
¢ n = 0 einer Bedingung geniigen, damit ¥ regulir wird. Um diese Bedingung
zu finden, sei F in der Form (2.1) gegeben. Fiir F gilt ¥ = y, 2 = z + w(y, 2),
und da ¥, Z regulire Parameter auf F' sind, muf}

2z w

02
-t F0

2
sein. Man kann diese Bedingung fiir w auch in beliebigen Flachenparametern u?
ausdriicken. Sie lautet, da man w in der Richtung ¢ ableiten muf} und da
der Tangentialvektor ¢ die Komponenten ¢ ;= z; hat:

1+ giiz;w;4 0 firen = 0.
Gelegentlich werden wir diese Annahme verschérfen zu:
(2.13) 1 + ghizgw,> 0 fiir e = 0.
Das bedeutet, dafl in den Punkten der Schattengrenze T = n (nicht = —n)
ist. In diesem Falle ist durch
(2.14) . Fi: rxt)=r+twe, 0=t<l,

eine Schar F, regulirer Flichen gegeben, denn aus (2.13) folgt 1 + ¢ gz;w; > 0
fir 0<¢t< 1. F 4Bt sich also durch eine stetige Schar von Parallelabbil-
dungen in F iiberfithren.

Man kann auch Parallelabbildungen einer Flicke auf sich selbst betrachten.
Wir erwiihnen einen besonderen Fall, wo solche Abbildungen sicher existieren:

Die Fliche F heifie konvex in der Richtung ¢, wenn jede Gerade parallel zu ¢
entweder gar keinen Punkt oder einen Beriihrungspunkt oder zwei Punkte mit F
gemeinsam hat12).

12) Wir weichen hier von [8] ab. Dort wurde zusitzlich angenommen, da8 die beiden
Punkte keine Beriihrungspunkte sind. Bei solchen Flichen besteht die Schattengrenze
aus stetigen, eineindeutig iiber der z, y-Ebene liegenden Kurven, an denen en das Vor-
zeichen wechselt.
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Man erhilt eine Parallelabbildung "= 4p von F auf sich, wenn man
durch jeden Punkt p von F die Parallele zu ¢ legt und den zweiten Schnitt-
punkt p’ mit F bestimmt (falls die betreffende Parallele die Fliche F nur in p
beriihrt, sei Ap = p). A ist eine topologische Abbildung von F auf sich.

Um die Regularitit dieser Abbildung sicherzustellen, setzen wir voraus,
F habe in der Richtung ¢ die Eigenschaft (a). F heille dann konvex in der Rich-
tung ¢ tm engeren Sinne.

Gelegentlich wird die Voraussetzung (a) folgendermallen abgeschwicht
werden (Konvexitit im weiteren Sinne):

(ap) Die Schattengrenze besteht aus endlich vielen stetigen reklifizierbaren
Kurven und aus isolierten Punkten. :

Die Gestalt einer geschlossenen in der z-Richtung (im engeren Sinne) kon-
vexen Fliche F vom Geschlecht ¢ kann folgendermaBen beschrieben werden:
F zerfillt in zwei zusammenhiingende Gebiete mit en >0 bzw. en <0,
deren gemeinsamer Rand aus g + 1 geschlossenen Kurven besteht. Die beiden
Gebiete besitzen die gleiche eineindeutige Projektion in die =z, y-Ebene,
withrend lings der Randkurven (Schattengrenzen) die Tangentialebenen
parallel zur z-Achse sind.

Zum SchluB geben wir Beispiele von Flichen an, welche zeigen, dall man
ohne die Bedingung (¢) beim Lemma 1 nicht auskommt:

1. Fsei gemiB (2.1) durch z = (23— y)? gegeben. F ist konvex in der z-Rich-

1 1
tung, denn zu (x, y) gehdren zwei Werte 2z = (y + l/;)q und z = (y — Vx)a
Die Schattengrenze besteht aus den Kurven z =0 und y =23 Der Null-
punkt O des Koordinatensystems ist ein parabolischer Punkt und die
z-Achse Asymptotenrichtung in 0. Die Parallelabbildung A von F auf sich

wird durch y =y, z=(2 y — z3)'!‘ beschrieben, ist also nicht differenzierbar.
2. x=1yz+2% Hier ist K <0 in O, grad(en)==0, aber ¢ tangential

an die Schattengrenze y + 423= 0. F ist konvex in der z-Richtung; bei

Parallelabbildung in dieser Richtung geht die Kurve z = 0 iiber in ¥ + 23= 0;

somit ist z(y, 0) = (— y)"”r, also ist die Abbildung nicht differenzierbar.

§ 3. Hilfsséitze iiber symmetrische und monotone Funktionen

Die Hauptkriimmungen einer Fliche lassen sich als stetige Funktionen

auf der Flache definieren durch
ky=H+|/H—K, ky=H—)H—K.

Es ist also k= k,. Es wird sich darum handeln, Funktionen der Haupt-
kriimmungen zu untersuchen, speziell symmetrische Funktionen von zwei
Variablen, fiir welche dann die Hauptkriimmungen einer Fliche einzusetzen
sind.

DemgemiB sei die Funktion V(k,, k,) fiir k,= k, definiert und besitze
stetige partielle Ableitungen V,, V,. Durch Spiegelung an der Geraden k,= £,
1aBt sich V(k,,k,) zu einer symmetrischen Funkiion W (k,, k,):

Wk, ky) =W (ky, k)
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in der ganzen k,, k,-Ebene erweitern. Offenbar ist W dann und nur dann
iiberall stetig differenzierbar, wenn V;(k, k) = V,(k, k) ist.

Spezielle symmetrische Funktionen erhdlt man, wenn man von einer
Funktion U (H, K) ausgeht, die fiir H2> K definiert und stetig differenzierbar
ist, und

(3-1) W(kvkz) = U(%(kl'{_ kz)s kLkz)

setzt. Die Reichweite dieser Funktionenklasse wird durch folgendes Lemma
beleuchtet:

Lemma 2. Die symmetrische Funktion W (k,, k;) sei in der Umgebung der
Geraden k= k, zweimal stetig differenzierbar. Dann ist U(H, K)=W(H +
-+ ]/H 2—K,H— l/ H?— K) stetig differenzierbar nach H und K.

Beweis: Fiir H2 > K ist U stetig differenzierbar. Sei also H} = K, Wir
zeigen, daB lim U, (H, K) fir H—~H,, K— K,, H?*> K existiert. Daraus folgt
dann erstens durch Anwendung des Mittelwertsatzes, dall U an der Stelle H,,
K, nach H differenzierbar ist, und zweitens die Stetigkeit der Ableitung Uy.
Man findet :

(32) Uy (H, K) = Wyt Wyt H (W, (ky, ko) — Wa kb)) - (HE— )

. Aus der Symmetrie von W folgt W, (k,, ks) = W, (g, k,). Setzt man dies in (3.2)
ein, wendet auf die Differenz W, (k%) — W, (k,,k,) den Mittelwertsatz an
und 148t k,,k, gegen Hy= k gehen, so erhilt man :

lim Uy (H,K) = 2 W, (k, k) + 2 k[ Wy, (k, k) — Wiy (k, k)]

Analog beweist man die Differenzierbarkeit nach K.

Wir bemerken noch, dafl es symmetrische einmal differenzierbare Funk-
tionen W gibt, die als Funktionen von H und K nicht differenzierbar sind,
z. B. W= |ky|* + |ky[* mit 1 < & < 2.

Eine besondere Rolle werden solche Funktionen W spielen, die in beiden
Variablen gleichsinnig monoton — etwa monoton wachsend — sind. Sei also
Wz, y) fir alle = y definiert und eigentlich monoton wachsend in = (bei
festem y) und in y (bei festem z). Man kann zur anschaulichen Darstellung
solcher Funktionen die Fliche z = W (x,y) betrachten: sie steigt in der z-
und y-Richtung monoton an. Die Niveaulinien W («,y) = ¢ bilden in der
z,y-Ebene monoton abfallende Kurven. Wir werden spiter im Zusammenhang
mit derartigen Funktionen W folgenden Hilfssatz bendtigen:

Lemma 3. I;; und l;; seien symmetrische zweireihige Matrizen mit den Eigen-
werten ky = ky baw. &y = ky. Falls dann W (ky,ky) = W (£, ks) gilt, so ist die
quadratische Form @ = (l_z-,.— l;;) i 2/ entweder indefinit oder = 0.

Beweis. Man kann annehmen, daB &, < , ist. Wegen der Monotonie von W
ist dann entweder ky< k, und k,> &, oder k,= &, und k,= k,. Fiir X(z)?= 1
wird k, < I;;xf2? < &, wobei die Extrema fiir die Eigenvektoren angenommen
werden. Wéhlt man fiir die # einen zu k, gehorigen Eigenvektor, so wird

Q=01;—1, zie = by—laiai = k—ky = 0.
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Dabei ist entweder @ > 0, oder es steht an beiden Stellen das Gleichheits-
zeichen; dann muB aber I,; = I;; sein. Ebenso folgt: falls @ nicht = 0 ist,
so nimmt @ negative Werte an (fiir einen zu %, gehérigen Eigenvektor).

Zum Lemma 3 ist noch folgendes zu bemerken: _

1. Erweitert man W zu einer symmetrischen Funktion, so bleibt die gleich-
sinnige Monotonie erhalten; auf die Reihenfolge der Variablen kommt es
dann nicht an (beim obigen Beweis ist aber wesentlich, dafl man das gréfiere k;
mit dem gréBeren k; vergleicht).

2. 8ind die k; Hauptkriimmungen einer Flidche, so ist der Funktionswert
W (ky,k,) nicht eindeutig definiert, denn bei Anderung der Orientierung hat
man an Stelle der k; die Werte k¥ = — k;. Geht man aber von W zu W* (k;,k,)
=—W{(— k;, —k,) iiber, so ist W* wieder monoton wachsend in beiden Va-
riablen, und der Funktionswert W* (kf, k) = — W (ky,k,) #indert nur das Vor-
zeichen. Die Voraussetzung im Lemma 3 wird davon nicht tangiert. ’

Wir beschrinken uns jetzt auf stetig differenzierbare symmetrische Funk-
tionen W und fordern die Monotonie in der Form

(3.3) Wi, >0, Wi,>0.

Geht man von einer Funktion U aus und bildet W nach (3.1), so wird unter
der Annahme (3.3)

(3.4) Wi Wy=+5Ut+ HU, U+ K Uz > 0.

Setzt man umgekehrt (3.4) fiir U voraus, so kann man einerseits annehmen,
daB auch (3.3) gilt, indem man allenfalls zu — U iibergeht; andererseits sind
(3.3) und (3.4) invariant gegen den Ubergang von W zu W*. Somit hat es
einen invarianten Sinn, von monoton wachsenden Funktionen W oder U der
Hauptkriimmungen einer Flache zu sprechen.

Gelegentlich wird nicht eine Funktion W (k,,%,) in der ganzen Ebene ge-
geben sein, sondern nur eine Kurve. Wir nehmen an, die Funktion f(k,) sei
stetig differenzierbar fiir alle k,, es sei f' (k;) < 0, und die Kurve k,= f(k,) sei
symmetrisch beziiglich der Geraden k; = k, (d. h. es ist f~1 = f). Dann gilt:

Lemma 4. Zu f(k,) gibt es eine symmetrische stetig differenzierbare Funktion
W (ky,k5) mit (3.3), so daf k, = f(k,) gleichbedeutend ist mit W (ky;k;) = 0. Die
Funktion W ist ebensooft differenzierbar wie f.

Beweis: Wir definieren eine Kurvenschar C, in der k,, k,-Ebene durch
ko= f(k;—1t) +t. C,; entsteht aus der Ausgangskurve C, durch Translation
in der Richtung der Geraden k= k,. Da k,= f(k,) monoton abnimmt, hat C,
mit jeder Geraden k,= k,+ a (@ = const) genau einen Schnittpunkt. Die
Kurven C, sind daher punktfremd zueinander und bedecken die ganze Ebene.
Wir definieren:

Wk, ky) =t fiir (ky,k,) € C,.

Wegen der Symmetrie der Kurven € ist W symmetrisch. Ordnet man dem -

Wertepaar k,, ¢ das Paar k;, ky = f(k;—#) + ¢ zu, so erhilt man eine einein-
deutige, differenzierbare Abbildung mit der Funktionaldeterminante

(ks k2) '

a(k—l,t): l—f'(kl—-t) > 0.
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Die Umkehrabbildung ordnet dem Punkt k,, k, das Paar &y, t = W (ky, k,) zu
Daraus folgt die Differenzierbarkeit von W sowie die Eigenschaft (3.3).

§ 4. Variation der Kriimmungsfunktionen H,
Wir betrachten eine Fliache F, gegeben durch den Ortsvektor x als Funktion
lokaler Parameter #l, ..., u*. Vorliufig sei n beliebig = 2. Mit Hilfe einer
Vektorfunktion w auf F definiert man eine lineare Variation von F durch

4.1) - Fe o x®)=r+tw.

In der Umgebung eines Punktes von F sind die Flichen F, fiir kleine ¢ sicher
reguldr. Wir berechnen Ableitungen nach ¢ — bezeichnet durch einen Strich —
fiir £ = O (oder allgemeiner fiir ¢ = ;). Man findet r'= w, also

(4.2) i = Fa0; + ¥,W; . .
Ausn?2=1und nx;= 0 folgt n'n =0 und n’yx; + nw; = 0, somit
(4.3) n'=—g¥(w;n)r;.

Wegen (1.6) ist I;;= x;;n und daher I;;= xj; n + x;n’, also

(4.4) liy=wyn.

Wir setzen nun A1;+ g;;= Ly, g~ L = M#, wo A eine reelle Variable ist.
Nach den Regeln fiir die Differentiation von Determinanten ist

(7 | Lyyl) = MY Li; —g-2g" | Ly, 979" = g¥gl;,
also wegen (4.2) und (4.4):
(4.5) @7 Ll = A MY (wgm) + 2 (M4 — g~ [L,,f g7} (x;m,) .
Nun ist

Mi1—g1|L,| g% = M7 (8} — L,,g%) = — 1 Mir I].

Setzt man dies in (4.5) ein, benutzt (1.7) und verwendet noch fiir die linke
Seite von (4.5) den Ausdruck (1.9) und fiir M# die Entwicklung (1.10), so folgt

2,2”( ) Z'}.”( - )c(,){w,,n+2w n;}.

v=0

Durch Vergleich der Koeffizienten von 1~ ergeben sich daraus fiir die Variation
der H, folgende Formeln:

nH,= vc", {w;n+ 2w;n,}, y=1,...n

Setzt man hier n = 2, v = 1, 2, so erhélt man fiir die Variation von H und K
die Formeln:

(H) 2 H'= g {w;n + 2w;n;},

(K) K'= ¢ {w;n + 2w;n;} 1),

wobel gemif (1.11) ¢#/= g~ 1} ist.

" 1) Fiir v — # n ergibt dies bekannte Variationsformeln. Vgl. [6], S. 257.
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§ 5. Der Translationssatz

In diesem Paragraphen werden die bisherigen Betrachtungen auf ge-
schlossene Fliachen angewandt. Wir beweisen folgenden Satz:

Satz I. F und F seien orientierte geschlossene Flichen, die analytisch sind
und zwischen denen eine die Orientierung erhaltende analytische regulire Parallel-
abbildung p = T p besteht. (Definition im § 2.) Auferdem sei in entsprechenden
Punkten. U(H,K)= U(H,K), wobei die Funktion U stetig differenzierbar ist
und der Ungleichung (3.4) geniigt. Dann ist T' eine Translation. '

Der Satz I ist bewiesen, sobald wir folgenden lokalen Satz bewiesen haben:

Satz 1. Zwischen den analytischen Flichenstiicken F und F, die nicht auf
einem Zylinder mit Erzeugenden parallel zu ¢ liegen sollen, bestehe eine die
Orientierung erhaltende analytische regulire Parallelabbildung in der Richtung ¢,
und in entsprechenden Punkten p und P sei U(H,K)= U(H,EK), wo U der
Bedingung (3.4) gendigt. Dann kann der Abstand w = p P in einem inneren
Punkt kein relatives Extremum annehmen, es sei denn, w ist konstant.

Beweis: Die Ortsvektoren von p und p sind nach (2.11) x und ¥ = x + we.
Auf Grund der Voraussetzungen iiber 7' kénnen wir auf F und F gemeinsame
Parameter einfithren, so daB w eine analytische Funktion dieser lokalen
Parameter wird.

Wir nehmen an, w sei nicht konstant, und es gebe auf F einen Punkt o,
in dem w; = 0 ist. Dann zeigen wir: in o hat w kein relatives Extremum. o sei
durch »! = 0 gegeben. In o ist

Ti=X» Gy=giy T=n, L'j —l=(n)w,,;.
Durch eine affine Parametertransformation kénnen wir erreichen, dafl (g;;),
= (9i;)o = 0;; wird, so daB die Matrizen (I;;), und (I;;), die Eigenwerte k; bzw.
k; erhalten. Nach Lemma 3 (§ 3) ist daher die quadratische Form (I;;— I;;)oui %/
= (e N)g(wye,)ouiu’ entweder indefinit oder = 0.

Im ersten Fall ist der Satz 1 bewiesen.

Im zweiten Fall, wo (I;;)e= (I;;), ist, die Flichen also in o bis zur zweiten
Ordnung iibereinstimmen, betrachten wir die Funktion w in der Umgebung
von o. Wir definieren eine Fliachenschar F', durch (2.14). Wegen (w;),=
sind alle Flichen F, in einer Umgebung von o regulir, und wir kénnen die
flichentheoretischen GroBen in Abhingigkeit von ¢ betrachten (die auf-
tretenden Grofen hingen auflerdem noch von den Flichenparametern u? ab).
Setzt man y(t) = U(H (), K (1)), so ist

1 1
(5.1) p(1)— p(0) = 0=0f P () dt=0f (UyH'+ UgK') dt,

wobei der Strich Ableitung nach ¢ bedeutet. Auf Grund der Variations-
formeln (H) und (K) im § 4 kann man dafiir schreiben:

(5.2) fla” () fe 1 (t) [wyey — I'% () wie] + 2eny(t) wy} dt = 0,
0

wobei zur Abkiirzung
all(t) = 4 Uy () g7 () + Ux(t) ¢ (t)
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gesetzt ist. Nun gilt nach (2.12):

(5.3) en()=cngg(t)*
und damit
(5.4) eny(t)y=g*gt) F feny+en (I — I,

wobei die Formel ([/5)1 = VE I'§; benutzt wurde. Setzt man (5.3) und (5.4)
in (5.2) ein und fithrt noch ein

(5.5) - Aii= gt ; g(6)" T i (t) dt,
. .
Bi— g3 fg(t)“ (2 aik(t) (T8 — T3] — aii (¢) TH(0)} dt,
0

so erhiilt man die Differentialgleichung

(en) A¥w,, ; + 2 A¥(en,) w;+ (e n) Brw, = 0
oder nach Multiplikation mit ¢ n: |
(D) (en)2Aiiw,; s+ A% (en)? w;+ (en)2Bfw, = 0.

Wir behaupten nun: die quadratische Form A% x;x; ist positiv definit. Beweis:
Fithrt man in einem Punkt ein Parametersystem (1.12) ein, so kommt der
Tensor a’ auf Diagonalform, und zwar wird nach (1.13)

(5.6) : aii=U,, > 0.

a'lz, z; ist also positiv definit, und daraus folgt nach (5.5) durch Mittelbildung
iiber ¢ die Behauptung.
Wegen der Analytizitit der Funktionen w und e n gelten Entwicklungen

w=wO fwm 4 o(rm), wm=k0, m=214)

~
(:).7) | en=f(“+0(fl), f(’)$0 l_2_0,

wobei w(*, f(*) homogene Formen in den % vom Grade » sind und 72 = X' (u?)?
gesetzt ist. Fithrt man (5.7) in (D) ein, dividiert durch-72!+7-2 und 18t »
gegen 0 streben, so erhilt man fir die Anfangsglieder w(™, f( folgende
Differentialgleichung :

(D) (A7), {f( z)’wg;:zi + (f¢ z)’)iw](:;z;} —0.

Um nun den Beweis des Satzes 1 zu beenden, bringen wir durch eine affine
Parametertransformation (4¢%), auf die Gestalt d;; und beweisen folgendes
" Lemma 5. Die reelle homogene Form w™ =0, m = 2, der Variablen ué
gendige der Differentiolgleichung

(Dp) O A w(m - grad f0" grad w(™ = 0
mit einer reellen Form (D= 0,1 = 0. Dann ist w™ indefinit.

1) Der Fall m = 2 wurde schon erledigt.
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Beweis: Durch Integration der Gleichung (D;) iiber eine Kreisscheibe
r < R und Anwendung der Greenschen Formel folgt

2 du(™m )
0= 55f<l> Rdp = mgif(l) wm dgp
==

Da. die Nullstellen von (¥ auf einer Kreislinie isoliert sind, muB w(™ das Vor-
zeichen wechseln.

Ubrigens wird die Integration besonders einfach beim Ubergang zu Polar-
koordinaten r, @: Ist f(W=rlF(¢), wi™=rmW (@), so geht (D) iiber in die
Gleichung

(F2W)Y+mm+ 21 F2W=0,

die man iiber eine Periode von ¢ zu integrieren hat.

An den Beweis des Satzes I schliefen wir noch folgende Bemerkungen:

1. Die Funktion w geniigt der linearen Differentialgleichung (D). Fiir
en == 0 ‘ist diese elliptisch (und enthilt kein Glied mit w). Dann li8t sich
auch fiir nicht-analytische Flichen beweisen, daB die Funktion w, falls sie
nicht konstant ist, in einem inneren Punkt kein Extremum haben kann!s).
Ob diese Eigenschaft in den Punkten mit ¢ n = 0 ohne die Voraussetzung der
Analytizitdt erhalten bleibt, ist mir nicht bekannt,

" 2. Beim Satz I wurde angenommen, dafl die Funktion U in der ganzen
ky, ko-Ebene der Bedingung (3.4) geniigt. Diese Voraussetzung wurde beim
obenstehenden Beweis aber nicht voll ausgenutzt. Daher kann man dem
Satz I die folgende allgemeinere Fassung geben: Die Funktion U sei etwa in
etnem konvezen (offenen) Gebiet G der k, ky-Ebene definiert und erfiille dort die
Ungleichung (3.4)'8). F und F seien geschlossenen Flichen, deren Kriimmungs-
bild in Q enthalten ist. Dann gilt fiir F und F der Translationssatz I.

Erstens 1a8t sich némlich wegen der Konvexitit von G das Lemma 3
beweisen [etwa durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Differenz
W (ky, k) — W (ky, ky)]. Zweitens gilt (3.4) im Punkte (k,),, (k,), der &,, k,-Ebene.
Da der Punkt 0 — beim Fall 2 des obigen Beweises — auf allen Flichen-
stiicken F, dieselben Hauptkriimmungen hat, ist also (5.6) in o fiir alle ¢
erfiillt und daher A% x;#; in einer Umgebung von o positiv definit.

Zum Beispiel liefert unser Beweis auch folgenden Satz:

Satz I,. Die analytischen Eiflichen F und F seien gleichartig orientiert
(z. B. Flichennormale nach innen), und es bestehe eine die Orientierung er-
haltende Parallelabbildung p="Tpvon F auf F. Falls dann in entsprechenden .
Punkten U(H,K) = U(H,K) ist, wobei U fiir ky,ky> 0 definiert ist und der
Ungleichung (3.4) geniigt, so ist T eine Translation.

Wir haben nur zu zeigen, dafl die Abbildung 7' analytisch und regulér ist.
Dies folgt aber aus Lemma 1 (§ 2), da Eiflichen in jeder Richtung die Be-
dingung (a), § 2, erfiillen. G ist hier der Quadrant &, > 0, &, > 0. Fir U kann
man z. B. ein symmetrisches Polynom (oder eine Potenzreihe) in k,, k, mit

15) Vgl. E. HorF [13], S. 147.
18) Allgemeiner: in einem in der 4;-Richtung und iu der %,-Richtung konvexen Gebiet.
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positiven Koeffizienten nehmen, aber z. B. auch die Funktion U = — 1/k;—
— 1/ky=—2 H[K. Bei Flichen mit der Eigenschaft (z) werden iibrigens nur
die Spezialfille I = 0 und ! = 1 des Lemma 5 benotigt, in denen (Dg) in 4 wt™
= 0 bzw. A (fVwm) = 0 iibergeht.

§ 6. Der Symmetriesatz

Aus dem Translationssatz I folgt:

Satz II. Die analytische geschlossene Fliche F sei konvex in der Richtung e
im engeren Sinne (Definition im § 2). Fiir jedes Punkiepaar p, p', das von
einer Parallelen zu ¢ aus F geschnitten wird, habe die Funktion U (H,K) in p
und p’ den gleichen Wert, wober U der Bedingung (3.4) geniigt. Dann besitzt F
eine Symmetrieebene senkrecht zu e.

Bezeichnet man nimlich mit p'= 4 pdie Para]lelabblldungm der Richtunge
von F auf sich (vgl. § 2) und mit § die Spiegelung an einer zu ¢ senkrechten
Ebene, so erfiillt die Abbildung 7= S A von F auf die Fliche F = S(F) die
Voraussetzungen des Satzes I: Erstens folgt némlich aus Lemma 1 (§ 2), da3
4 analytisch und regulir ist. Zweitens kehrt 4 die Orientierung um ; orientiert
man nun F derart, daB auch S die Orientierung umkehrt, so erhilt 7' die
Orientierung. AuBerdem bleiben dann bei § die Hauptkriimmungen unge-
#ndert, und daraus resultiert die Invarianz von U (H,K). Somit ist mach
. Satz I die Abbildung S4 =T eine Translation, also 4 = ST eine Spiegelung
an einer zu ¢ senkrechten Ebene.

Da Eifldchen in jeder Richtung konvex im engeren Sinne sind, darf ¥
im Satz II insbesondere eine analytische Eifliche sein, wobei U dann nur fiir
ky >0, ky > O definiert zu sein braucht bzw. nur dort die Bedingung (3.4)
erfiillen muBl (entsprechend zum Satz I).

§ 7. Geschlossene Flichen mit einer Relation zwischen den Hauptkriimmungen

Die Funktion f (x) sei fiir # = ¢ definiert und zweimal stetig differenzierbar.
Es sei f(c) = ¢ und f'(x) < 0 fiir alle « (daher also f{x) < z fiir z > ¢).

Wir betrachten Flichen, zwischen deren Hauptkriimmungen die monoton
abnehmende Relation k,= f(k,) besteht. Dabei ist k;, die gréBere Haupt-
kriimmung, also &, > k,. Aus dem Satze II ergibt sich nun:

Satz III. Die geschlossene analytische Fliche F sei konvex in der Richtung ¢
(im engeren Sinne), und es bestehe eine Relation ky= f(k,) der oben beschriebenen
Art. Dann besitzt F eine Symmetrieebene senkrecht zu e.

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: f'(c)=ux=—1.

Durch Spiegelung an der Geraden k= k, entsteht aus der Kurve k,= f(k;)
eine symmetrische Kurve. Nach Lemma 4 (§3) kann diese Kurve durch
eine symmetrische Relation W (k,,%,) = 0 gegeben werden, wobei die Funk-
tion W in der ganzen Ebene definiert ist. Nach Lemma 2 (§ 3) ist U (H, K)
=W (H + Vm yH— VHT——K) stetig differenzierbar. Da U (H, K) in
allen Punkten von F' den gleichen Wert hat (ndmlich den Wert Null), folgt
der Satz III aus dem Symmetriesatz II.
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2. Fall: f'(c) =2 == —1. : :

In diesem Falle ist unsere Methode nicht ausreichend; man kommt jedoch
zum Ziel, wenn man Ergebnisse von H, Hopr zu Hx].fe nimmt: Auf einem
analytischen Flichenstiick mit einer beliebigen Relation W (k,,%,) = 0 zwischen
den Hauptkriimmungen, welches nicht Stiick einer Kugel oder Ebene ist,

sei 0 ein Nabelpunkt. Der Krummungsdl_fferentlalquotlent —7—-1in o werde

mit % bezeichnet. Dann gelten folgende Sitze (vgl. [1], S. 236)

(Hy) Falls 2 <0 (und & o0) ist, so ist % = —1.

(Hy) Falls x <0 (also = —1) ist, so ist o ein isolierter Nabelpunkt, und
der Index von o im Netz der Kriimmungslinien ist < 0.

Wir betrachten nun zunichst Flichen vom Geschlecht g+ 1. Da es auf
einer solchen Fliche einen Nabelpunkt geben muB, folgt aus (H,): Auf einer
analytischen Fliche vom Geschlecht g &= 1 kann keine Relation mit » < 0, x==—1
bestehen. (Dariiber hinaus folgt aus (H,) der Satz C in der Einleitung, der im
Falle g = 0 den Satz III entbehrlich macht.)

Sei nun F eine Fliche vom Geschlecht 1 mit einer Relation &, = f(k,).
Auf Grund von (H,) kann es auf F keinen Nabelpunkt geben. Von der Kurve
ky = f(k,) kommt daher nur ein Teil k, > ¢’ > ¢ in Betracht, der von der Ge-
raden k,= k, positiven Abstand hat. Eine Modifikation von Lemma 4 (§ 3)
liefert dann eine Funktion W (k;,%,), die in einem konvexen Gebiet k,— k,>
> ¢"> 0 definiert ist. Setzt man U (H, K)=W(H + VH*— K, H—)/ H:_K),
80 148t sich der Satz II in der erweiterten Fassung anwenden, die im Anschluf3
an den Satz I gewonnen wurde (Bemerkung 2, § 5). Damit ist der Satz III
bewiesen. Zusammenfassend 146t sich sagen, daB man sich auf Grund der
Ergebnisse von H. Hopr auf symmetrische Relationen beschrinken kann.

Nun behaupten wir:

Satz IV. Die geschlossene analytische Fliche F sei konvex (im engeren
Sinne) in der Richtung ¢ und in allen zu ¢ benachbarten Richtungen. Dann kann,
falls F keine Kugel ist, zwischen den Hauptkriimmungen von F keine monoton
abnehmende Relation k, = f(k;) der oben beschriebenen Art bestehen.

Beweis: Falls auf F eine Relation k, = f(k;) besteht, so besitzt F zu jeder
Konvexititsrichtung eine senkrechte Symmetrieebene. Mit zwei Symmetrie-
ebenen X, E’ ist auch die Ebene E'’, die durch Spiegelung von B’ an E ent-
steht, Symmetrieebene von F. Daher hat ¥ in jeder Richtung eine Symmetrie-
ebene, muB also eine Kugel sein. Wir werden diese Uberlegung sogleich
prézisieren und gleichzeitig die Voraussetzung iiber Konvexitétsrichtungen
im Satz IV abschwichen.

Zunédchst bemerken wir, daf alle Symmetricebenen einer beschrinkten
Punktmenge ¥ des Raumes durch einen festen Punkt O gehen; denn gibe es
4 Ebenen, die nicht durch einen Punkt gehen, so erhielte man bei fortgesetzter
Spiegelung der Konfiguration der Ebenen schlieBlich beliebig weit entfernte
Symmetrieebenen, was der Beschréinktheit von F widerspricht. Die Symmetrie-
ebenen von F (durch O) erzeugen eine Gruppe von Bewegungen, die F in sich
transformieren. Man kann sich auf die Drehungen beschrinken. Die Gruppe
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aller Drehungen von F in sich ist abgeschlossen, da F abgeschlossen ist. Nach
Satzen der Lieschen Theorie hat die Gruppe aller Drehungen nur die folgenden
echten abgeschlossenen Untergruppen: 1. Die endlichen Drehgruppen, 2. die
Drehungen um eine Achse und 3. die Drehungen um eine Achse ¢ und um
Achsen senkrecht zu @ mit dem Winkel 7z. Man kann nun offenbar den Satz IV
folgendermaBen erweitern:

Satz IV'. Die geschlossene analytische Fliche F sei keine Kugel; besitze aber
drei linear unabhingige Konvexititrichtungen, von denen nicht zwei senkrecht
auf der dritten stehen, derart, daf die zugehdorigen Spiegelungen eine unendliche
Gruppe erzeugen. (Dafiir ist z. B. hinreichend, dafl die drei Winkel zwischen
den Richtungen irrationale Vielfache von z sind.) Dann kann zwischen den
Hauptkriimmungen von F keine Relation k,= f (k,) der betrachteten Art bestehen.

Die Gruppe aller Drehungen von F in sich enthielte nimlich andernfalls
alle Drehungen, und F wiire eine Kugel.

Der Satz IV enthilt iibrigens den Satz A in der Emleltunﬂ bei Beschrin-
kung auf analytische Eiflichen.

Als Beispiel fiir die Reichweite unserer Ergebnisse betrachten wir lineare
Relationen ky= » k,+ ¢, wo » und ¢ Konstanten sind. Zunichst sei » < 0.
Nach dem Satz C in der Einleitung gibt es auBler der Kugel keine analytische
Fliche vom Geschlecht 0 mit einer solchen linearen Relation. Wir kénnen
nun neu hinzufiigen: Unter allen Flichen vom Geschlecht 1 von der in den
Satzen IV und IV’ geschilderten Art gibt es keine Fliche mit einer derartigen
linearen Relation. Das gleiche gilt fiir Flichen vom Geschlecht g = 2 (wobei
nach (H,) zudem x = —1 sein miiite, so daB hochstens die Relation &, + k,—
— ¢ = 0 in Frage kime).

Fiir 2 = 0 versagt unsere Methode. In diesen Fillen lassen sich Flachen
angeben: Eine lineare Relation mit % = 0 besteht auf geschlossenen Réhren-
flichen (vom Geschlecht 1). Die einzigen analytischen geschlossenen Flichen
vom Geschlecht g == 1 mit einer linearen Relation und mit » > O sind gewisse

. Rotationsflichen vom Geschlecht 0. Dies wird in einer spiteren Arbeit gezeigt
werden,

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob sich die bisherigen Sitze auch fiir
Flachen beweisen lassen, die mehrmals differenzierbar, aber nicht analytisch
sind. Dies wird in zwei Fillen gelingen: Erstens werden im nichsten Para-
graphen Integralformeln hergeleitet, aus denen sich der Translationssatz I —
und damit auch die Sitze II-IV — im Falle der speziellen Funktionen U = H
und U = K(K > 0) unter schwachen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen er-
geben werden. Zweitens betrachten wir Flichen mit einer Relation W (k,,k,)
= 0 und setzen voraus, daB diese Relation analytisch sei. Dann werden d1e
Satze dieses Paragraphen durch folgende Bemerkung erginzt!?):

Das Flichenstiick F sei dreimal stetig differenzierbar, aber nicht analytisch.
Dann kann auf F keine symmetrische analytische Relation W(kl, o) = 0 mat

(3.3) bestehen.

17) Vgl. auch [7], S. 53.
14*
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Man kann nimlich die Potenzreihe W (ky,k;) durch H und K ausdriicken.
~ Stellt man dann F durch z = z(z, y) dar und setzt fiir H und K die ent-
sprechenden Ausdriicke ein, so erhélt man eine analytische Differential-
gleichung U (H, K) = 0 fiir die Funktion z(,y), die wegen (3.3) elliptisch ist.
Nach einem Satz von S.BERNSTEIN ld8t eine solche Differentialgleichung
aber nur analytische Losungen zu (vgl. etwa E. Hopr [14]).

Im Falle analytischer Relationen stellt es also keine Einschrinkung der
Allgemeinheit dar, wenn wir bei den Sétzen III und IV nur analytische Flidchen
zulassen.

§ 8. Integralformeln im Falle von H und K

Zunichst wird ein Kalkiil entwickelt, der zur Herleitung von Integral-
formeln dient. '

v sei eine Vektorfunktion auf einer Fliche F. Bei Festhaltung des rdum-
lichen Koordinatensystems bilden die Komponenten von » ein Tripel skalarer
Funktionen auf der Fliche. Ein Tripel linearer Differentialformen w = a; (w)du?
nennen wir eine wvekiorielle Differentialform; z.B. ist das Differential do
= p;du’ eine solche. Sind « = a;d%? und f = b;du¢ vektorielle Differential-
formen, so definieren wir das vektorielle Produkt von « und f§ durch

(8.1) a X B =(a; X b,) dut A du.

Dabei ist a; X b; das gewohnliche Vektorprodukt der rdumlichen Vektoren q;
und b; und du? A du’ das alternierende Produkt (1.4) der Differentiale. Ab-
weichend von den iiblichen Regeln des Vektorproduktes gilt jetzt

aXBf=pXa

und « X « braucht nicht gleich Null zu sein. Das skalare Produkt von v mit
o X B wird auch als Determinante geschrieben:

®, 0, B) = p (X B).

Sind in einer Determinante zwei Zeilen vektorielle Differentialformen, so
dndert sich der Wert der Determinante bei Vertauschung dieser Zeilen nicht.

Wahlt man speziell o = af x,du‘ und § = dx, wobei ¢ der Ortsvektor von F
ist, so erhilt man

(8.2) aXdr=daindd, «aXoa=2]dndd.

Man bestiitigt dies entweder direkt oder mit Hilfe der Formeln (1.2), (1.5),
(1.15) und (1.17). Setzt man « = dn, d. h. al = — ¥, so ergeben sich aus (8.2)
die Formeln

drxdr=2ndd, drXdn=—2HndAd,

(8.3) dnXdn=2KndA.

Wir betrachten nun zwei Flichen F und F, zwischen denen eine Parallel-
abbildung (2.11) besteht.
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Wir bilden die lineare Differentialform (i1 —n, ¥ — ¢, dx) und behaupten,
daB fiir ihre dufere Ableitung folgende Formel gilt:

(84) d@—n,T—1,dx)=3 @ —nPdA+dA)+ 2(H—H) (wn)dA.

Der Beweis dieser bzw. einer allgemeineren Formel wird im § 9 gefiihrt werden
(Formel (9.5) fiir n = 2).

Integriert man nun (8.4) iiber F und wendet den Satz von STOKES an,
so folgt

(85) 2 (H—H)@wn)dA+} [ F—np (@A +dd)=§ i—n,F—7,dx).

Dabei sind die beiden Integrale links iiber F und das Integral rechts iiber den
Rand von F zu erstrecken. Speziell ist fiir geschlossene Flichen

85) 2ff(H—H)(wn)dd+% [f@—np@d+dA4)=0.

Mit Hilfe dieser Integralformeln 1a8t¢ sich nun der Translationssatz I (§ 5)
im Falle der mittleren Kriimmung H unter den folgenden schwicheren Vor-
aussetzungen beweisen:

Satz I,. F und F seien geschlossene orientierte zweimal stetig differenzierbare
Fliichen, zwischen denen eine regulire Parallelabbildung p = T p in der Richtung e
besteht. T sei 2weimal stetig differenzierbar und erhalte die Orientierung. Aufer-
dem sei vorausgesetzt, dafy die Flichen keine Zylinderstiicke mit Erzeugenden
parallel zu ¢ enthalten. Falls dann in entsprechenden Punkten p und p von F
und F die mittlere Kriimmung H den gleicken Wert hat, so ist T' eine T'ranslation.

Beweis: Da H = H ist, folgt aus (8.5"):

[] @—nP@d +dad)=0o,
und da der Integrand nicht negativ ist, muB
=n

sein. Bei der Parallelabbildung 7' sind also in entsprechenden Punkten die
Normalen parallel. Somit ist

(Fi—r)n=0=mwn=w;(en).

In der Umgebung eines Punktes mit e n <= 0 ist daher w; = 0. Dasselbe gilt
aber auch fiir die Umgebung eines Punktes der Schattengrenze, da die Punkte
-mit ¢ n = 0 nach Voraussetzung nirgends dicht liegen. Da also die partiellen
Ableitungen von w nach lokalen Flichenparametern iiberall verschwinden,
muf} w konstant sein, q.e.d.

Die Voraussetzung beim Satz I;, daB die Schattengrenzen der Flichen
keine inneren Punkte enthalten, kann offenbar in folgender Weise abgeschwiicht
werden: S, set die Menge der inneren Punkie der Schattengrenze von F. Falls
dann F — 8, zusammenhiingend ist, so gibt es eine Translation, welche ¥ in F
iberfiihrt.



28 : K. Voss:

Entsprechend zum Symmetriesatz II gilt nun folgender Satz:

Satz II,. Die geschlossene zweimal stetig differenzierbare Fliche F sei
konvex in der Richtung ¢ vm weiteren Sinne [Bedingung (a,), §2 18)]. Fir
jedes Punktepaar p,p’, das von einer Parallelen zu ¢ aus F geschnitten wird,
habe die mittlere Kriimmung H in p und p’ den gleichen Wert. Dann besitzt F
eine Symmetrieebene senkrecht zu e.

Beweis: Wie beim Beweis des Satzes IT sei # = S(F) die an einer zu ¢
senkrechten Ebene gespiegelte Fliche und 7' die induzierte Parallelabbildung
von F auf F. Weiter sei C die Menge derjenigen Punkte von F, die entweder
zur Schattengrenze von F oder zum Urbild der Schattengrenze von F gehéren,
Wegen (a,) besteht C aus endlich vielen rektifizierbaren Kurven und aus
isolierten Punkten. Die Abbildung 7' ist regulidr in F — C. Daher gilt die
Gleichung (8.5) fiir jeden Teil von F — O, der etwa von stiickweise glatten
Kurven berandet wird. Da 7 iiberall stetig ist, sind it und ¥ stetige Funktionen
auf ganz F. Somit ist der Integrand auf der rechten Seite von (8.5) stetig.
Da sich C durch in F — C verlaufende Kurven endlicher Linge gleichmifig
approximieren 148t, folgt aus (8.5) durch Grenziibergang die Gleichung (8.5'),
wo jetzt iiber ganz F zu integrieren ist. Auf Grund der Voraussetzung iiber H
schliet man nun weiter wie beim Satz I;, daBl w in jeder Gebietskomponente
von F — C konstant ist; diese (endlich vielen) Konstanten haben aber wegen
der Stetigkeit von w den gleichen Wert. Da sich also F und S(¥) nur durch
eine Translation unterscheiden, ist F symmetrisch.

Aufer fiir die mittlere Kriimmung H liBt sich auch noch fiir die GauB8sche
Kriimmung K eine Integralformel finden. Dazu gehen wir von zwei Flichen ¥
und F mit (2.11) aus, von denen wir annehmen, daB sie sich gemiB (2.14)
durch eine Schar regulirer Flichen F, verbinden lassen, d.h. wir setzen
voraus, daf} (2.13) gilt. Wir bilden die lineare Differentialform (w,n’, dn),
wobei der Strich Ableitung nach ¢ bedeutet und alle Grofien fiir ein bestimmtes ¢
zu nehmen sind. Durch zeilenweise Differentiation findet man:

(8.6) d(w,n’, dn) = (w, dn’, dn) — (', dw, dn),
wobei wegen ddn = 0 nur zwei Glieder auftreten. Nun ist nach (8.3)
(w,dn’, dn) =1 (w, dn, dn)'= (KwndAy,
und da (w 1) d4 nach (2.12) unabhingig von ¢ ist:
(8.7) : (w,dn(t),dn(t)) = K{) (wn)d4.
Weiter ist nach der Variationsformel (4.3) und nach (1.7):
—(, dw, dn) = gif (w,n) I (wy, 1;, £,) dur A du
. = gie;,lg ¥ (w;n) (wym) d 4,
" 18) Ahnliche Einschrinkungen sind auch in [8] beim Satz T anzubringen. Man be-

achte, daB bei Flichen mit konstantem H, da diese analytisch sind, die Bedingung (a,)
erfiillt ist, wenn man nur Konvexitat in der betreffenden Richtung voraussetzt.
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wobei noch (1.2) und (1.5) benutzt wurde. Nach (1.16) und (1.15) ist géie;,
= &iig,,, also gt ¢; , I} 83 = £t1 gk |; = ¢t*, und damit wird

—m(), dw, dn(t)) = (e n{#))2c* (t) w; w, dA(¢).
Verwendet man rechts noch (2.12) baw. (5.3), so ist also
(8.8) —(n(t), dw, dn(®) = (e gl (O ¥ ok () wiwdA.
Wir setzen zur Abkiirzung
: P .
(8.9) g [ gy ¥ et (t) dt = Cix.
0

Fithrt man nun (8.7) und (8.8) in (8.8) ein und integriert iiber ¢ von 0 bis 1,
so folgt

. 1
(8.10) (K—K)(wn)dd + (en)2Ci*ww,dAd =d [ (w,n(t), dn(t)) ds.
]

Hier wurde noch Integration nach ¢ und Differentiation nach u’ vertauscht.
Nach dem Satz von StokEs findet man schlieSlich

(8.11) [f(K—K)(wn)dAd + [[ (en)2C¥* w, wk'dA = Sﬁfl(rv,n(t)’, dn(t)) dt,
0

wo wieder tiber # bzw. den Rand von # zu integrieren ist. Fiir geschlossene
Flichen hat man demnach

(8.11) [/ (E—K)(wn)d4d + [f(en)? C* w,w,dA = 0.

Damit lassen sich nun folgende Sitze beweisen:

Satz Iz, F und F seien dreimal stetig differenzierbare gleichartig orientierte
Eiflichen, die durch eine die Orientierung erhaltende Parallelabbildung p=Tp
aufeinander bezogen sind. In entsprechenden Punkten p und P sei K = K.
Dann tst T eine Translation.

Satz II;. F set eine dreimal stetig differenzierbare Eifliche. Die Gaufische
Kriimmung K von F stimme tn je zwer Punkten p und p’, die auf einer Par-
allelen zu e liegen, iiberein. Dann besitzt F eine Symmetrieebene senkrecht zu e.

Beweis des Satzes I;: Nach Lemma 1 (§2) ist 7 regulir und zweimal
stetig differenzierbar, mit Ausnahme der Schattengrenze sogar dreimal stetig
differenzierbar. Da auflerdem auf Grund der Orientierung niemals i = —n
ist, sind die Flichen F, in (2.14) reguldr fur alle . Daher kann man (8.11)
auf die beiden Gebiete anwenden, in die F von der Schattengrenze zerlegt
wird. (Die Schattengrenze ist eine glatte Kurve, und der Integrand des Rand-
integrals ist definiert.) Es gilt daher (8.11'). Wir zeigen nun noch, daB die
quadratische Form C% x;x, positiv definit ist. Dann folgt aus (8.11') wegen
K=K:

(e n)2C%*w,w;, = 0,

also w;= 0 fiir ¢ n == 0, somit w = const.
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Wegen (8.9) geniigt es nun, wenn man zeigt, daB c*(t) ; z, fiir alle ¢ (0 <
<t < 1) positiv definit ist, und dies ist gleichbedeutend mit der Definitheit

der Form 1;(t) y*y’. Da Ve 1= (¥,i,9 ¥1> X2) nach Einsetzen von (2.14) eine
lineare Funktion von ¢ wird, so ist

(8.12) V@) 1) = A—)Vgly+eV7 1y.

Da zu l; und I;; gleichartig definite quadratische Formen gehéren, liest man
aus (8.12) ab: wenn F und F Eiflichen sind, so ist ¥, eine Schar regulirer
Eifldchen, q.e.d.

Der Satz II, ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze I;.

§ 9. Integralformeln und Kongruenzsiitze fiir n-dimensionale Flichen

Die gleiche Methode, die im § 8 zu Sétzen fiir H und K, also fiir die elemen-
tarsymmetrischen Funktionen der Hauptkriimmungen gefiihrt hat, 148t sich
auch auf n-dimensionale Flachen im R, , mit beliebigem n = 2 anwenden!?).

Analog zu (8.1) werde jetzt das vektorielle Produkt von n vektoriellen
Differentialformen definiert; es &dndert sich nicht bei Vertauschung zweier
Faktoren. Weiter lassen sich (n + 1)-reihige Determinanten bilden, bei denen
n — 1 oder n Zeilen vektorielle Differentialformen, die iibrigen Zeilen gewthn-
liche Vektoren sind.

Den Formeln (8.3) entspricht jetzt

9.1) dnX...XdnXdrX...Xdr=(—1pn!Hndd, 0=<v<n.

v n—y

Wir beginnen mit der Herleitung einer Integralformel. r und ¥ = x +w
mit w = we seien n-dimensionale Flichen, die durch eine regulire Parallel-
abbildung in der Richtung ¢ aufeinander bezogen sind. Zundchst folgt durch
zeilenweise Differentiation unter Beachtung von dd = 0:

din—n,w,dx,...,dx)

(9.2) _ _
= —n,dw,dyx,...,dr)— (w,di—dn,dyx,...,dr).

Setzt man ¥ = x + w in das Vektorprodukt dx X. .. X d¥ ein und multipliziert
aus, so erhilt man Null, sobald zwei Faktoren dw = dw ¢ auftreten. Also ist
dF X ... XdF—drX...Xdr=n(dwXdrxX...Xdx)

oder wegen (9.1) fiir » = 0:
dw XdrX...Xdr=m—1!({[dAd—ndA).

Da —n)(idd—ndA)= (1—T1in)(dAd + dA) ist, wird das erste Glied
auf der rechten Seite von (9.2):

(9.3) fi—n,dw,dx,....dx)=@m—1)1 A1 —fn)(dd+ dA4).
19) Fiir n = 1, also fiir Kurven in der Ebene, vgl. [8], Abschnitt 5.
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Beim zweiten Glied ist nach (9.1):

(w,dn,dx,...,dx)= —n!'Hl(w n)dA,
(w,df, d¥, ..., dI)=—n! H(wn)d4,

und da (w, dn, dF, . . ., dI) = (w,dn, dx,...,dx)und (wit) d4 = (wn) d4 ist,
folgt

(9.4) — (w,dii—dn,dyx, ..., dx)=n! (H— H,;) (wn)dA4.
Mit (9.3) und (9.4) geht (9.2) tiber in

1 _
(9.5) md(n—n,w,dr, v dXx)

= n(H,— Hy) (wn)dA + 3 ([@—n)2(da + dA).

Fiir n — 2 ist dies die Formel (8.4), die noch zu beweisen war. Aus (9.5) folgt
nun durch Integration:

n/ (H,— Hy) (wn)dA + %T/ @ —n) (44 + d4)

06

1 ty .
=(n—_1)—,’f(n—n,w, dx,...,dx),
oF

wo ¢ F den Rand von F bezeichnet.

Damit sind wir in der Lage, den Satz I, (§ 8) auf n-dimensionale Fléchen
zu verallgemeinern:

Satz V. F und F seien n-dimensionale geschlossene orientierte zweimal stetig
differenzierbare Flichen, zwischen denen eine Parallelabbildung in der Richtung ¢
besteht, die requlir und zweimal stetig differenzierbar ist und die Orientierung
erhdlt. Aupferdem enthalte die Schattengrenze von F in der Richtung ¢ keine
tnneren Punkte. Falls dann die Summe der Hauptkriimmungen in entsprechenden
Punkten von F und F den gleichen Wert hat, so unterscheiden sich F und F
nur durch eine Translation.

Der Beweis verlduft genau so, wie beim Satz I;: Da in (9.6) das Rand-
integral rechts verschwindet und da H,=H,; ist, folgt il = n und damit
(X,— x;) n=w;(en) =0, also w = const. ]

Eine analoge Uberlegung, wie sie im § 8 beim Beweis des Satzes II; an-
gestellt wurde, liefert jetzt dessen Verallgemeinerung auf beliebige Dimen-
sionen:

Satz V'. Die n-dimensionale 2weimal stetig differenzierbare geschlossene
Fliche F set konvex in der Richtung e (im weiteren Sinne). Die Summe der
Hauptkriimmungen habe in je zwei Punkten, die auf einer zu ¢ parallelen Geraden
liegen, den gleichen Wert. Dann ist F symmetrisch beziiglich einer n-dimensio-
nalen Ebene senkrecht zu e.

Der Satz I 18t sich ebenfalls auf n-dimensionale Flichen verallgemeinern.
Man erhalte Sitze fiir die Kriimmungsfunktionen H,, 2 < v < n, wobei wir
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uns wieder auf Eiflichen beschrinken, d.h. auf geschlossene Flichen mit
definiter zweiter Fundamentalform. Der Fall » =1 (Satz V) wird dabei
nochmals mitbewiesen werden. '

Wir berechnen zunichst wieder Integralformeln fiir zwei Flichen F und F,
die sich durch eine lineare Schar regulérer Flichen

Fi: rt)=r+tw, w=we, 0=tx<1,
verbinden lassen, wobei Fy=F und F, =7F ist. Nach (9.1) ist fiir jedes
(1< v < n):
(—1)yn!Hwn)dA = (w,dn, ... dn,dr, ... dx),
v

wobei alle GréBen fiir ein gewisses ¢ genommen seien. Differenziert man diese
Gleichung nach ¢ und beachtet erstens, daBl (1o n) d4 unabhiingig von ¢ ist,
und zweitens, daB dx'= dw parallel zu e ist, so folgt

9.7) (=1)yn! Hywn)dd = »(w,dn’,dn, ..., dn, dx, ..., dx).

y—1
Die rechte Seite von (9.7) 1a83t sich umformen:

(w,dn’,dn, ..., dn,dx, ..., dx)

(98) v—-1
=(n',dw,dn,....dndyx,....dy)+dw,n’,dn,....dn,dyx,..., dx).
Nun ist
(n,dw,dn,....dn,dxg,...,dx)
v—1
= (_'1)"—1 g” (ml n) l;: et l;‘:,:: (wk’ xjs Ir,? [N Ir,,_,, xr,,i e l’rn_l) *

cdubF Adus A ... Aduv-r Adu AL LA duTe-t,
und wegen (1.2) und (1.5) ist dieser Ausdruck gleich
D) G5 gy gy gy 5T IS e (1, m) (w,m) A,
also ist nach (1.14)
9.9) (', dw,dn,...,.dn,dx,... dx)=(—1)—1 (n— 1! c(,) w; wy, (en):dA.

[ —
v—1

Mit (9.8) und (9.9) geht (9.7) iber in

(=1 nlH, @) (wn)dAd=v(—1)= (n—1)!g¥ g () cf§ () wiwy(e n)*d A +

(9-10) +ordw,nE),dn(),....dn),drx, ..., dx),

wo jetzt noch die Abhingigkeit von ¢ angegeben ist. (Fiir ¢ n(f) wurde die
Formel (5.3) benutzt, die fiir n-dimensionale Flichen gilt.) Setzt man

(.,)—g“’ /9(’5) # ik (1)
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so folgt, wenn man (9.10) nach ¢ integriert:

n(H,—H,) (wn)d4d + v(en)? Cif w; w, dA
1D =1y / (w, n(), dn(¢) dn(@),dx, ..., dx)de.

(n — 1)| ’ "—1’ » ’ ’

Diese Formeln gelten fiir 1 <y <n. Fur » =1 ergibt sich nochmals die
Formel (9.5), wenn man die Integration nach ¢ ausfiihrt (fiir » = 1 sind beide
Clieder auf der rechten Seite von (9.8) Ableitungen nach ¢). Im Spezialfall
y = n = 2 geht (9.11) in die Formel (8.10) iiber. Nun wird behauptet:

Satz VI. Die n-dimensionalen Eiflichen F und F seien dreimal stetig diffe-
renzierbar und gleichartig orientiert (etwa so, daBl die zweiten Fundamental-
formen positiv definit sind). Zwischen F und F bestehe eine die Orientierung
. erhaltende Parallelabbildung 7 =T p. Falls dann eine der Kr'iimmungsfunk-
tionen H,(1 < v < n) in entsprechenden Punkten p und D von F und F den
gleichen Wert hat, so ist T eine Translation.

Beweis: Bildet man x(f) = x + ¢w, so wird die Determinante (x,,;(¢),

1), .. ., £, () linear in ¢; daher gilt die Formel (8.12) auch fiir beliebig-
dimensionale Flichen. Daraus folgt erstens, daB g (¢) fiir alle ¢ von Null ver-
schieden ist, und zweitens, daB 1;;(¢) x*2’ positiv definit ist, d. h. F, ist eine
Schar regulirer Eiflichen. Nach (1.13) ist dann auch c¢{%(f) z; x; positiv de-
finit fiir alle ¢ und somit Cf} x;z; positiv definit. Integriert man nun (9.11)
iiber F und wendet den Satz von STOKES an, so erhdlt man:

—f - H)(wn)dA+/ (e )2 Ok wyw,d A
9.12).

= ;—_1{)' //(w n( dn(t Lan(),dx, ..., dx)dt.

ar 0 vl

Da H,— H,ist und da das Randintegral (analog wie beim Beweis des Satzes Iy,
§ 8) verschwindet, ist also w;= 0 und w = const, q.e.d.

Die Voraussetzung beim Satz VI, daB F und F Eiflichen sind, wurde
bendtigt, um die Definitheit der Formen c{} x;z; sicherzustellen. Fiir » =1
ist ¢ff) = g%, also ist die Definitheitsbedingung sogar fiir beliebige Flichen er-
fiillt: dementsprechend beziehen sich die Sdtze V und V' auf beliebige ge-
schlossene Fliachen (allerdings unter zusétzlichen Voraussetzungen iiber die
Regularitat der Abbildung bzw. die Konvexitéit der Fliche in einer Richtung).
Fiir v = n ist die Definitheit von c¢*z;z;,= X g-1 I}, z; z; gleichbedeutend mit
der Definitheit der zweiten Fundamentalform; ¢ z;x; ist also nur auf Ei-
flichen definit.

Dagegen gibt es fir 2 < » <n—1 (falls » = 3) auch nicht-konvexe ge-
schlossene Flichen, auf denen ci} x;z; iiberall definit ist; z. B. lassen sich
Flichen vom topologischen Typus 8; X 8, _; mit dieser Eigenschaft konstru-
ieren: man geht von einer geschlossenen Kurve aus und triagt in jedem Punkt
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in der n-dimensionalen Ebene senkrecht zur Tangente eine Sphére §,-; von
konstantem Radius r ab. Auf der entstehenden Fldche sind n — 1 Haupt-
kriitmmungen konstant gleich 1/r, widhrend die n-te Hauptkriimmung, wie

man ausrechnen kann, > — k/1 —r k ist, wo k die Kriimmung der Kurve be-

deutet. Bei geniigend kleinem r wird aaIZ, >0 fir2<v<n—1, und dies
2

- ist nach (1.13) gleichbedeutend mit der gewiinschten Definitheit.

Fir 2 < v<n—1 gilt der Satz VI also auch fiir gewisse nicht-konvexe
Flichen, wobei allerdings die Definitheitsbedingung nicht nur fiir ¥ und F,
sondern fiir alle Flichen F; benotigt wird.

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz VI ist: ‘

Satz VI'. Die dreimal stetig differenzierbare Eifliche F habe die Eigenschaft,
daf} eine Kriimmungsfunktion H, (1 < v < n) in je zwei Punkien, die auf einer
z2u ¢ parallelen Geraden liegen, den gleichen Wert hat. Dann gibt es eine
Spiegelung an einer n-dimensionalen Ebene senkrecht zu ¢, welche F in sich
iiberfiihrt.

Aus diesem Satze ergibt sich ein neuer Beweis des Satzes von W. Stiss [9],
daB die Sphiren die einzigen Eiflichen mit konstantem H, sind. Bei einer
solchen Flidche sind némlich die Voraussetzungen des Satzes VI’ in jeder
Richtung e erfiillt. Daher ist F in jeder Richtung symmetrisch, mul also
eine Sphire sein.

Multipliziert man die Integralformeln (9.12) mit positiven Konstanten a,
und summiert, so erhélt man eine Integralformel, aus welcher der Trans-
lations- und der Syrhmetriesatz (etwa fiir Eiflichen) im Falle der Funktion
U= 2a,H,folgt. Insbesondere gilt:

Satz VII. Die etnzigen (dreimal stetig differenzierbaren) n-dimensionalen
Eiflichen mit konstantem i

n ,
U=)}aH, a, > 0,
y=1

sind die n-dimensionalen Sphéiren.

Allgemeiner kann man Funktionen W (%,, . . ., k,,) betrachten, die in allen n
Variablen symmetrisch und gleicksinnig monoton sind, genauer gesagt, bei
denen etwa W, > 0 fiir positive k; ist (W sei n-mal differenzierbar). Be-
schrinkt man sich auf analytische Flichen, so lassen sich die Methoden des
§ 5 anwenden??); man erhilt z. B. folgenden Satz:

Satz VIII. Die Sphire ist die einzige analytische n-dimensionale Eifliche,
auf der eine Funktion W(k,, . . ., k,) der obigen Art konstant ist.

Wir untersuchen zum SchluBl noch, ob man die hier verwendete Methode
der Integralformeln auBer auf die elementarsymmetrischen Funktionen der
Hauptkriitmmungen auch auf allgemeinere Funktionen anwenden kann. Dabei
beschrénken wir uns auf den Fall n = 2.

20) In der Formel (5.2) hat man @/ durch 1/n Z'v Uy, cg}y zu ersetzen.
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Die Voraussetzung U = U beim Translationssatz I hat gemidB §5 die
lineare Differentialgleichung (D) fiir die Funktion w zur Folge. Das zugehdrige
infinitesimale Problem liefert den Differentialausdruck

L(w) = (en) aw, ; + {— (en) a? Ik + 2 a*(e )} w, = U(H, K)',
der unter dem Integral (5.2) auftritt, wobei
49 =} Uy g9+ Uy o

ist. Wir fithren ein skalares Produkt zweier Funktionen » und w auf F ein
durch

(9.13) (,w)= fvwen)dd= [fvwdxdy.
F : F

Dann sind die elementarsymmetrischen Funktionen der Hauptkriimmungen
in folgender Weise gegeniiber anderen Funktionen ausgezeichnet:

Der Differentialausdruck L(w) ist dann und nur dann selbstadjungiert fiir
alle Flichen F beziiglich des Skalarproduktes (9.13), wenn Uy und Uy konstant,
also U =a H + b K ist.

Die Tatsache, daBl L(w) fiir U = H bzw. K selbstadjungiert ist, folgt aus
der Formel (9.10), genauer gesagt: aus der Formel, die entsteht, wenn man
bei der Herleitung von (9.10) den Vektor w durch v = v e ersetzt, wo v eine
zweite Funktion ist. DaB U=a H + b K die einzige Kriimmungsfunktion
ist,. fiir welche dies bei allen Flichen F eintritt, kann durch eine Rechnung
eingesehen werden, die wir hier nicht durchfiihren.

Im §5 wurden die Fille, in denen die Differentialgleichung (D) nicht
selbstadjungiert ist, durch Ubergang zur selbstadjungierten Gleichung (D,)
behandelt. ‘

§ 10. Verhalten der Kriimmungsintegrale bei Steinerscher Symmetrisierung

Die Integrale in § 8 und § 9 kénnen geometrisch gedeutet werden. Dazu
fithren wir das v-te Kriimmungsintegral einer n-dimensionalen Fliche ein durch

C,= [H,6dA, osv<n.
F

Cy= A ist der Flicheninhalt von F und C, der Inhalt des sphirischen Bildes.
Bei einer Variation (4.1) von F mrit beliebigem Variationsvektor w wird C,
eine Funktion von {. Zunichst berechnen wir C,: Nach (9.1) ist

(10.1) (—1yn!HdA = (n,dn,....dn,dx, ..., dx),

14

also unter Beachtung von n'n = 0:
(—1ynl (H,d4) = y(n,dn’,dn, ..., dn,dr, ..., dx) +

| (10.2) -1
+(n—») (n,dw,dn, ..., dn,dr,...,dx).
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Zur Abkiirzung fithren wir Differentialformen ¢, und v, vom Grade n—1
ein durch
(—lyn!l g, =v(m,n',dn, ..., dn,dx, ..., dy)

N—— p———
v—1

(—1)n! p, = (n—») (n,w,dn, ..., dn,dr, ..., dx).

Wegen n'n = 0 wird

(—1yntde,= v(n,dn’,dn, ... dn, ar,...dr);
aullerdem
(—1ynldy,=mn—v) (N, dw,dn, ..., dn,dx, ..., dx)
—(n—17)(w,dn,...,dn,dx,... dx).

[ —
v+ 1

Also kann man fiir (10.2) schreiben:

(10.3) (—1)yn!(H,dA)=(n—»)(w,dn,....dn,dy,..,dx)+ (—1)n!d(g,+ »,),
v+ 1
oder nach (9.1):

(10.3) (H,d4Y = —(n—v) B,y (1) 4 + d(g, + p,).
TFiir eine geschlossene Fliche folgt daraus:
(10.4) C,=—m—v) [H, (won)dA.
‘ F

Fiir » = 0, d. h. fiir die Variation der Oberfliche, ist diese Formel bekannt;
fiir v = n ist O, gleich dem Randintegral von ¢,, das nur von n abhiingt.

Von jetzt an sei 0 < v<n-—1. AuBerdem beschrinken wir uns auf
Parallelvariationen, d. h. auf Variationen in konstanter Richtung ¢:

W= we.

Differenziert man (10.3) nach ¢ und beachtet, daB jetzt dyx' = dw };arallel
zu w ist, so folgt

(—ynl (H,d4)" = (n—») (v + 1),(w,dn’, dn, .. ,dn,dx, . ., dx) +
(10.5) —_—
+ (—1pnld(p, + v).

In (10.5) kanﬁ man die rechte Seite nach (9.8) umformen und (9.9) (fiir » + l')
einsetzen; dann erhilt man

(10.6)  n(H,dA)" =(n— ) (v + 1) cik, 1, (w; 1) (g n) d4 + d w,,

wobei die w, gewisse Formen vom Grade n— 1 sind. Aus (10.6) ergibt sich
nun:
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Bei Parallelvariation einer geschlossenen Fliiche ist

(10.7) oy == ik w, (e n)2dd.
P

Eine Fliche mit ¢ n = 0 nennen wir einen Zylinder. Wie man leicht sieht,
ist en =0 gleichbedeutend damit, dai F von einer (n— 1)-parametrigen
Schar zu e paralleler Geraden gebildet wird. Bei Parallelvariation in dieser
 Richtung wird F also in sich transformiert. Schlielt man diese Mdglichkeit
aus, so folgt aus (10.7):

Satz IX. F sei eine n-dimenstonale (dreimal stetig differenzierbare) ge-
schlossene Fliche, welche keine Zylinderstiicke enthilt und bei der die quadrati-
sche Form cif 1 @2, fiir ein gewisses v (0 < v < n— 1) dberall positiv definit
tst. Dann ist bei jeder linearen Parallelvariation von F

C/'=0,

und das Gleichheitszeichen steht nur, wenn die Variation eine Translation ist.

Die folgenden Spezialfii,lle des Satzes IX seien besonders hervorgehoben:

1. Fir » = 0 wird ¢{f, = g%, also folgt: Bei Parallelvariation einer beliebigen
Fliche ist A’ = 0. Dariiber hinaus ist in (10.6) die Form w,= 0, wie man bei
direkter Herleitung aus (10.1) fiir » = 0 sieht. Daher gilt sogar d A" = 0.
(Dabei geniigt es, wenn die Flichen einmal stetig differenzierbar sind.)

2. Bei jeder nichttrivialen Parallelvariation einer Eifliche ist C)> 0 fiir
v=20,...,n—1.

Es gibt aber auch nicht-konvexe Flachen; bei denen die ersten n—1
Kriimmungsintegrale C, (v = ,m—2) bei jeder (hinreichend kleinen)
Parallelvariation konvexe Funktxonen des Varlatlonsparameters sind, z. B. die
im § 9 konstruierten n-dimensionalen Réhrenflichen.

Der im §9 gegebene Beweis des Translationssatzes V bzw. VI 1a8t sich
nun folgendermaflen beschreiben: Bei der linearen Parallelvariation, welche
F in F iiberfiihrt, ist in (10.4) nach Voraussetzung H,+; = H,,, (0 < v <n—1)
und (wn)dA=(wi)dd, also

(10.8) ' C.(0) = C,(1).

Die konvexe Funktion O, (¢) ist daher linear, also ist die Variation eine Trans-
lation.

Ist spemell F eine in der Rlchtung ¢ konvexe Fliche und F das Spiegelbild
von F an einer zu ¢ senkrechten Ebene E, so ergibt der betrachtete Variations-
prozel fir 0 < < -%- die kontinuierliche Steinersche Symmetrisierung an E2):
Fiir t =L ist F, die symmetrisierte Fliche, wihrend die Flichen F, und
F,_, spiegelbildlich (aber gleichartig orientiert) sind. Wegen C, (t) = C,(1 —t)
ist
(10.9) C, (1) =— C., (0),

) Vgl. W. BLascREE [6], S. 250. — POrya und 8z£60 [10], S. 200. An beiden Stellen
wird der Fall » = 0 des untenstehenden Satzes X bewiesen.
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also
- 1
C,(1)— C,(0) = — 2 C,(0) = [ €Y' (t) d.
0 .

Auf Grund des Satzes IX folgt daraus:

Satz X. Die geschlossene Fliche F set konvex in der Richtung ¢ (im engeren
Sinne) und erfiille die Voraussetzungen des Satzes IX. Dann nimmt C, bet
kontinuierlicher Steinerscher Symmelrisierung monoton ab:

"0, <0,

auper wenn F bereits symmetrisch ist.

Darin ist enthalten: Bei Symmetrisierung einer Eifliche nehmen alle
C,(»=0,...,n—1) monoton ab.

Beim Satz X wurde angenommen, dal die Fldchen dreimal stetig diffe-
renzierbar und konvex im engeren Sinne sind, insbesondere also in der Rich-
tung ¢ die Eigenschaft (a), § 2, haben. Bezieht man die gespiegelte Fliche F
und damit die ganze Flichenschar F, auf die Parameter von F, so folgt also
aus Lemma 1 (§2) bzw. dessen n-dimensionaler Verallgemeinerung, dall bei
kontinuierlicher Symmetrisierung die variierten Flichen zweimal stetig
differenzierbar sind. (Fiir die Oberfliche geniigt einmalige Differenzierbarkeit,
also zweimalige Differenzierbarkeit der Ausgangsfliche.)

Der Symmetriesatz V' bzw. VI ergibt sich nun so: nach der Voraussetzung
iiber H,., gilt (10.8); zusammen mit (10.9) folgt C,(0) = 0, also ist F sym-
metrisch.

§ 11. Randwertsitze fiir berandete Fliichen

Die bisherigen Sitze beziehen sich auf geschlossene Flichen. Man kann
mit den gleichen Methoden Sitze iiber berandete Flichen gewinnen, wenn
man diesen geeignete Randbedingungen auferlegt. Wir fithren dies fiir die
Resultate des § 9 durch.

Wir betrachten also zwei im Endlichen liegende, von endlich vielen ge-
schlossenen Mannigfaltigkeiten berandete Flichen F und F, die durch eine
Parallelabbildung aufeinander bezogen sind und im iibrigen die Voraus-
setzungen des Satzes V erfiillen. Insbesondere hat also H, in Punkt und Bild-
punkt den gleichen Wert. Dann gelten die Sitze

Satz Va. Falls am Rande T= 1 ust, so ist iiberall ¥ = r, die Flichen sind
also identisch.

Satz Vb, Falls am Rande i =1 ist, so unterscheiden sich die Flichen nur

- durch eine Translation.

In beiden Fillen verschwindet niamlich auf Grund der Randbedingungen
das Randintegral in (9.6), so daB} der Bewels wie beim Satz V gefithrt werden
kann.

Fir die Kriimmungsgrofien H, (2 < v < ») erhdlt man analoge Sitze, wenn
man etwa Flichen mit definiter zweiter Fundamentalform betrachtet, welche
im iibrigen den im Satz VI gestellten Forderungen geniigen sollen. Ins-
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besondere soll in entsprechenden Punkten von F und F also H,= H, sein.
Dann folgt:

Satz Vla. Falls die Flichen am Rande iibereinstimmen, so sind sie iiberall
identisch.

Satz VIb. Falls die Flichen am Rande das gleiche sphérische Bild haben,
so sind sie kongruent.

Zum Beweis hat man die Integralformel (9.12) zu betrachten: Im ersten
Falle ist am Rande w = 0; im Falle b ist dort it =n, also gilt am Rande
(f,—x;) n =w;n = 0 und daher nach (4.3) und (5.3) n {¢)’ = Ofiir alle Flichen F;
in beiden Féllen verschwindet demnach das Randintegral in (9.12), und daher
muB w konstant (im Falle a sogar gleich Null) sein.

‘Wir beschrinken uns jetzt auf den Fall n» =2 und auf Flachen, die sich
in der Form

(11.1) . 2= f(z,y)

darstellen lassen. Die soeben formulierten Sidtze ergeben dann Aussagen iiber
die Einzigkeit der Lo&sungen gewisser elliptischer Differentialgleichungen:
Zum Beispiel sagt der Satz Va aus, daB die bekannte Differentialgleichung
»H = gegebene Funktion von x,y* hichstens eine Lisung f(x,y) besitzt, welche
vorgeschriebene Randwerte. annimmt. Da die genannte Differentialgleichung
fiir jede Losung elliptisch ist, folgt dies auch aus bekannten Einzigkeitssitzen
(vgl. E. Horr [13]).

Der Satz VIa besagt, daB die entsprechende Differentialgleichung ,,K = ge-
gebene positive Funktion von z, y‘‘ zu vorgeschriebenen Randwerten hichstens
zwei Losungen besitzt (ndmlich héchstens eine mit gegebenem Vorzeichen der
zweiten Fundamentalform, d. h. mit f,, > 0 bzw. f,, < 0). Diese Aussage ist
ein Spezialfall eines Satzes von Rrriica [11] tiber Monge-Ampéresche Diffe-
rentialgleichungen.

Die beiden genannten Sitze (fiir H und K) wurden hier mit Hilfe der
Integralformeln (8.5) bzw. (8.11) bewiesen. Dabei ergeben sich auBer fiir das
erste Randwertproblem auch noch Aussagen iiber eine andersartige Rand-
wertaufgabe (Fall b). Betrachtet man speziell Flichen, bei denen die Rand-
kurven Schattengrenzen sind, wo also am Rande 1 = n horizontal ist, so liBt
sich diese Randbedingung bei Beschrinkung auf Flichen (11.1) folgender-
maBen ausdriicken:

Die ersten Ableitungen p = f,, ¢ = f, der Funktion f(x,y) geniigen bei
Annéherung an die Randkurven ¢ des Gebietes in der z, y-Ebene den Be-
dingungen

(11.2) P2+ ¢ > oo,

P o, 7 __ B,
Vo + ¢ VrF+e

wobei («, §) die Kurvennormale von C ist.

§ 12. Ein Unitiitssatz fiir elliptische partielle Differentialgleichungen
Zum SchluB kommen wir nochmals auf die Betrachtungen des § 5 zuriick
und zeigen, daB die dort verwendete Methode bei Beschrinkung auf Flichen
(11.1) einen allgemeinen Satz iiber Differentialgleichungen liefert.
Math. Ann. 131 15
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Wir betrachten eine Funktion @(z,y, p, ¢, 7, s, t), die fiir alle Werte z,y
aus einem beschriinkten (zusammenhingenden) Gebiet G und fiir beliebige
P, 4, 7,8, t stetig definiert ist und stetige erste Ableitungen nach p,q,r, s, ¢
besitzt. Den Bereich der 7 Variablen =z, y, p, ¢, 7, s, ¢ nennen wir R. Setzt
man fiir p, ¢ und 7, s, ¢ die ersten bzw. zweiten Ableitungen einer in G zweimal
stetig differenzierbaren Funktion u (z,y) ein, so ist

D(z, 9, p, g, 1, 8,8) =0
eine Differentialgleichung fiir . Diese heiBt elliptisch fiir eine Lésung u, wenn
(12.1) B, B— (L B > 0

ist, und zwar fiir alle von u(z,y) induzierten Wertekombinationen =z, y, p, g,
r, s, ¢, d. h. fiir alle Punkte der von u(z,y) erzeugten 2.dimensionalen Fliche
in R. .

" Diejenigen Punkte von R, die der Ungleichung (12.1) geniigen, bilden
eine offene Menge in R, welche in zwei Teile mit @, > 0 bzw. @, < 0 zerfillt.
Wir werden nun gewisse Annahmen iiber die Form dieser Gebiete machen
und den folgenden Einzigkeitssatz beweisen :

Satz XI. Die Funktion @ sei so beschaffen, dafl bei beliebigem festem x,, y,,
Po> §o die beiden durch

0D, — (L D)P>0, D.>0 bzw. D, <0

definierten Gebiete des r, s, t-Raumes stets konvex sind (wobei auch die leere
Menge als konvex angesehen wird). Dann hat die Differentialgleichung @ = 0
zu gegebenen Randwerten hochstens zwei Losungen, fiir welche sie elliptisch ist,
und zwar héchstens je eine Losung mit @, > 0 bzw. @, < 0.

Der Beweis kann folgendermafBen gefithrt werden:

1. Da es zwei Klassen von elliptischen Losungen gibt, ndmlich solche mit
@, > 0 bzw. @, < 0, so geniigt es, wenn man zeigt, daf jede Klasse hochstens
eine Losung (mit gegebenen Randwerten) enthilt. Falls eines der beiden im
Satz XTI genannten konvexen Gebiete fiir alle z, y, p, ¢ leer ist, so kann
iiberdies nur eine Losung auftreten22).

2. Die Funktionen » und % seien Losungen aus derselben Klasse, die auf
dem Rande iibereinstimmen. Da w = u — % am Rande verschwindet, braucht
man nur den Fall zu betrachten, wo die Funktion w ihr Maximum oder Mi- |
nimum im Innern von @ annimmt. Wir beweisen: falls w im Punkie o ein
Extremum hat, so ist w konstant in einer Umgebung von o. Daraus folgt dann,
daBl w =c¢ = 0, also & = u ist.

a) In o ist py = Py, G = g, und

D (x4, Yo» Pos Qo To> 50> t0) = P (g, Yo» Po» 05,7 0» So» to)-

22) B, Horr beweist einen Satz von dieser Art: das eine Gebiet ist der ganze r, s, {-
Raum, das andere ist leer. Vgl. [13], S. 150, Voraussetzung c) (fiir die Differenz zweier
Lésungen). - :
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Nach dem Mittelwertsatz folgt daraus, daf die zweiten Ableitungen von w
:im Punkte o einer Gleichung

(12.2) ¢;k (Wez)o + D (Wey)o + DF (wyy)o=0

geniigen, wo die Ableitungen von @ an einer Stelle 7*, s*, ¢* zwischen 7, 8, {y
und 7, 8, {, zu nehmen sind. Da in den Endpunkten dieser Strecke (12.1)
gilt, ist dies wegen der vorausgesetzten Konvexitit auch an der Zwischenstelle
der Fall, und daher folgt aus (12.2), daB das zweite Differential von w in o
entweder indefinit oder = 0 ist. Da w in o ein Extremum hat, verschwinden
also in o auch die zweiten Ableitungen von w.

b) Nun zeigt man in iiblicher Weise, dall w einer linearen elliptischen
Differentialgleichung geniigt (die Konvexititsbedingung wird dazu nicht mehr
bendtigt): Man bildet die Funktionenschar w,= 4+ tw fir 0 <t=<1 und
setzt diese in @ ein. Dann findet man durch eine zu (5.1) analoge Betrachtung
fiir w die Differentialgleichung

(12.3) A wge+2 Bw,y + Cwyy+Dw, + Ew, =0,

wo 4, B, 0, D, E stetige Funktionen von z, y sind, die aus @,, + D,, D;, D,,
@, durch Mittelbildung iiber v entstehen. Da die ersten und zweiten Ab-
leitungen von %, in o unabhingig von 7 sind, gilt (12.1) im Punkte o fiir alle 7,
und daher ist in 0 auch 4 € — B2> 0, d. h. die Gleichung (12.3) ist in einer
Umgebung von o elliptisch. Dann muBl aber w in dieser Umgebung von o
konstant sein, denn nach dem Maximumprinzip kénnte sonst w in o kein
Extremum haben (vgl. [13], S. 147).

Als Spezialfall des Satzes XI erhilt man den im § 11 zitierten Satz von
REernticH [11], wenn man

D=E(@rt—s2)+ Ar+2Bs+Ct+D

wihlt, wo 4, B, C, D, E Funktionen von z, y, p, ¢ sind. Bei einer solchen
Funktion @ sind ndmlich die Konvexititsbedingungen des Satzes XI stets
erfillt: Kirat man die Ableitungen von @ nach r, s, ¢ fiir den Moment mit
a, 2b, ¢ ab, so ist

(12.4) a=Et+Ad, b=—Es+ B, c=Er+ A.

Die Funktionen 4, B, C, D, E sind fiir feste z, y, p, ¢ konstanf. Von den
beiden Gebieten

(12.5) ac—b2>0, a>0 bzw. a<0

ist daher fiir £ = 0 das eine leer, das andere entweder leer (falls 4 C — B? < 0)
oder der ganze Raum; fiir F & 0 stellt (12.5) das Innere eines elliptischen
Kegels dar, zerfillt also in zwei konvexe Gebiete. Man sieht dies ein, wenn
man im 7, s, {-Raum durch die lineare Transformation (12.4) neue Koordi-
naten a, b, ¢ einfiihrt. '
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