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Vorwort

Der vorliegenden Arbeit lag ursprünglich die Fragestellung
der Abschirmung statischer Magnetfelder mittels einer eisen¬

geschichteten Hohlkugel zu Grunde. Der Kerngedanke für die

Berechnung war vorerst der, die Schichtung als homogenen Körper

aufzufassen, indem man dieselben längs und quer zur Schicht¬

richtung mit verschiedenen Permeabilitäten behaftet, wie in ähn¬

licher Weise durch Meyer (ENT 1924) und Busch (ENT 1925)
für die Berechnung des magnetischen Feldes im Krarupkabel und

durch Ollendorff (Arch, für Elektrotech. 1932) für eine verein¬

fachte Feldberechnung in Nutenankern vorgegangen wurde. Die

hierbei durchgeführte Zerlegung in ein Längs- und ein Querfeld
bzw. die Behaftung dieser beiden Richtungen mit voneinander ab¬

weichenden Permeabilitäten verkörpert an sich bereits die Zurück-

führung des Problems auf eine magnetische Anisotropie. Da in¬

dessen bei derartigen Problemen die Zerlegung sowohl im Körper-
innern als vor allem auch an den Berandungen nach einem Ortho¬

gonalkoordinatensystem, das ausschließlich durch die beiden Zer¬

legungsrichtungen bestimmt wird, erfolgt, kommen die eigent¬
lichen anisotropen Eigenschaften hier praktisch weniger zum Vor¬

schein, bzw. die durch diese bedingten spezifischen Schwierig¬
keiten können durch geeignete Koordinierung vermieden werden.

Für viele geschichtete Probleme, insbesondere da, wo Schichtung
und Rand nicht mehr auf die gleichen Koordinaten bezogen werden

können, ist eine Lösung auf der Basis einer Längs- und Quer¬

permeabilität nicht mehr ohne weiteres möglich.
Angeregt durch das obgenannte Problem, wurde deshalb ver¬

sucht, die geschichteten Magnetikas auf breiterer Grundlage zu

studieren.

Geschichtete Magnetikas werden in der Elektrotechnik viel¬

seitig verwendet, so im Maschinenbau, im Transformatorenbau
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usw.; aber auch in der Schwachstromtechnik werden, soweit es

sich nicht um Anwendungen bei statischen Feldern handelt, die

magnetischen Kreise meist aus geschichteten Materialien, z. B. aus

geschichteten Blechen, aufgebaut. Diese Schichtungen dienen be¬

kanntlich in erster Linie der Unterdrückung der Wirbelströme,

d. h. der Vermeidung der Eisenverluste. Oft werden sie auch ledig¬
lich fabrikatorischer und technologischer Vorteile wegen ver¬

wendet.

In vielen Fällen ist der Einfluß der Schichtung auf die Feld¬

eigenschaften besonders leicht zu übersehen, da die Schichtrich¬

tung von Anbeginn mit der vorgegebenen Feldrichtung zusammen¬

fällt. Dann aber wird dieser Einfluß mit guter Näherung einfach

dadurch beschrieben, daß durch die nichtmagnetischen Zwischen¬

schichten der magnetisch wirksame Leiterquerschnitt verkleinert

wird. Grundsätzlich weisen indessen geschichtete Magnetikas,
also etwa geschichtete Blechpakete, oder Materialien mit schich¬

tigen Eigenschaften, wie sie durch Walzen, Elektrolyse usw. er¬

zielt werden, ausgeprägte spezifische Eigenschaften auf. Es ist

deshalb die Frage von einigem Interesse, ob und wie sich diese

spezifischen Eigenschaften verwerten lassen.

Beim vorliegenden Versuch, einen Beitrag zur Beantwortung

dieser Frage zu vermitteln, wird nach drei Gesichtspunkten vor¬

gegangen: Die Entwicklung einer phänomenologischen Vorstel-

lungs- und Berechnungsgrundlage, das Studium der anisotropen

Feldeigenschaften, insbesondere der Potentialeigenschaften und

einige technisch interessierende Anwendungen.

Im ersten Kapitel wird auf den erstgenannten Punkt einge¬

treten. Im zweiten Kapitel wird dann ausführlich die technische

Anwendung auf die magnetische Abschirmung behandelt, ferner

das hierzu inverse Problem der Flußverdichtung. Im dritten Ka¬

pitel werden weitere Eigenschaften der geschichteten Magnetikas

aufgezeigt, ebenfalls wird die Berechnungsgrundlage erweitert.

Als Anwendung werden hier in erster Linie die Kräftewirkungen

auf geschichtete Körper betrachtet, ebenfalls die Frage der bild¬

getreuen Flußleitung. Bezüglich dem nähern Inhalt der einzelnen

Kapitel wird auf die jeweiligen Zusammenfassungen hingewiesen.
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Die an Hand der Magnetikas durchgeführten Untersuchungen
gelten nach den bekannten Analogien auch für geschichtete Dielek-

trikas, geschichtete elektrische Leiter usw. Insbesondere können

in diesem Sinne die grundsätzlichen theoretischen Betrachtungen
über den Rahmen der Magnetikas hinaus von Nutzen sein.

Zürich, 30. Dezember 1942.

Hans Schmid.
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ERSTES KAPITEL

Über die Schichtung im Allgemeinen

1. Die Berechnungsgrundlage

Das Ziel dieses einleitenden Abschnittes ist die Entwicklung
eines technisch brauchbaren Rechenverfahrens für die Behandlung
von Fragestellungen, die sich im Zusammenhange mit irgend¬
welchen geschichteten Medien aufwerfen.

Wir denken uns eine endliche Anzahl Platten endlicher Dicke

aufeinander gelegt und zwar derart, daß die aufeinanderfolgenden
Platten abwechslungsweise die Permeabilitäten yv y2; ylt y2... usw.

besitzen. Das so entstandene Plattenpaket ordnen wir im xyz-

Raume derart an, daß die Plattenebenen parallel zur yz-Ebene

liegen. In der z-Richtung mögen sich die Platten ins Unendliche

erstrecken.

Entsprechend einer zur z-Achse parallelen Erzeugenden
schneiden wir aus diesem Paket einen unendlich langen Zylinder
heraus. Es entstehe dann etwa ein Querschnitt nach Fig. 1.
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Immer ein Plattenpaar ylt y2 habe die Dicke d. Die Dicke der

Platte der Permeabilität y1 legen wir fest mit i\d, diejenige der

Permeabilität /2 (y bedeute immer die absolute Permeabilitäts¬

konstante) mit (1 —rj)d, wobei Og^l das Dickenverhältnis

eines Plattenpaares ylt y2 angibt. Für den Grenzwert v\ = 1 ist

unser Zylinder also ein isotroper, homogener der Permeabilität yu

für den Grenzwert tj = 0 ein isotroper, homogener der Permeabili¬

tät y2. Für 0<r7<l nennen wir ihn geschichtet. Die Dicke d

eines Plattenpaares nennen wir die Schichtdicke und t) das Schich¬

tungsverhältnis. Lassen wir d kleiner und damit die Platten

dünner werden, die Zahl der Platten wird dann immer größer, wir

sagen die Schichtung werde dichter, dann sprechen wir an Stelle

der Plattenschichtung zweckmäßiger von einer Blech- oder Blatt¬

schichtung.
Wir nehmen jetzt ein äußeres, homogenes Magnetfeld oder

irgend ein parallelebenes Feld oder eine in der z-Richtung
fließende Strombelegung längs des Randes C als gegeben an und

fragen nach der Feldgestaltung, wenn wir den soeben beschrie¬

benen Zylinder in die vorgegebenen äußern Verhältnisse ein¬

bringen. Auf Grund der vorliegenden Fassung kann das Problem

zweidimensional in der ry-Ebene behandelt werden.

Wir haben uns also mit der allgemeinen, zweidimensionalen

Randwertaufgabe (die Erweiterung auf die 3. Dimension wird

sich im weitern von selbst ergeben) zu befassen. Da bekanntlich

die Lösung derselben schon für den isotropen Körper (t) = 1 oder

r] —0) mit nur dem einen Rande C schwierig ist, muß die exakte

Lösung des geschichteten Problems, das die zusätzliche Berück¬

sichtigung der Randbedingungen für alle Schichttrennflächen er¬

fordert, wenigstens vom praktischen Standpunkte aus, als hoff¬

nungslos erscheinen. Wir wollen deshalb versuchen, einen geeig¬
neten Approximationsweg zu finden.

Vorerst sei die folgende Begriffsbildung vorausgeschickt:
Der Querschnitt der Fig. 1 habe beispielsweise eine größte

Längenabmessung von 10 cm und eine größte Querabmessung von

5 cm. In einem ersten Falle sollen die Platten Dicken haben von

der Größenordnung 5 mm, in einem zweiten Falle von etwa 1 mm.

In beiden Fällen sei der geschichtete Körper in dasselbe vorge-
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gebene Feld eingetaucht. Es ist dann klar, daß nebst dem Rande C,

den Permeabilitäten yv y2, die Schichtung als solche einen maß¬

geblichen Einfluß auf die Feldgestaltung hat. Im Innern des Zy¬

linders und in der nähern Umgebung des Randes werden in den

erwähnten zwei Fällen die Feldverhältnisse von Ort zu Ort wesent¬

lich voneinander abweichen. Es ist indessen einleuchtend, daß in

einer weitern Umgebung des Körpers und in einem groben Mittel

auch über denselben hinweg, die beiden Fälle sich nicht allzu¬

sehr unterscheiden. Wir sprechen demgemäß von einem „Feld

im Kleinen" und einem „Feld im Großen". Wenn wir also, unter

Beibehaltung sonst gleicher Verhältnisse, die Plattendicke derart

verändern, daß eine gewisse Schichtungsdichte noch als existent

gegenüber den Körperabmessungen angesehen werden kann, so

können wir dann sagen, daß das Feld im Kleinen Änderungen

unterworfen sei, das Feld im Großen aber im wesentlichen er¬

halten bleibe. Das Feld im Großen ist es indessen, das in den

meisten Fällen praktisch interessiert und hinreicht. Dieses ist es

vor allem auch, das man durch punktweise Ausmessung zu er¬

mitteln oder durch Röhren zeichnerisch darzustellen pflegt.
Den Querschnitt der Fig. 1 teilen wir jetzt in ein Netz, bei¬

spielsweise ein quadratisches ein und greifen ein einzelnes solches

Quadrat, z. B. ABCD, heraus. Wir bezeichnen im weitern die

Seitenlänge des Quadrates nicht mehr mit d, sondern mit Ax in

der x-Richtung und mit Ay in der y-Richtung. Dieses Quadrat zer¬

fällt in das Rechteck ABFE mit den Seiten Ay, r\ • Ax und der

Permeabilität yt und in das Rechteck EFCDmit den Seiten Ay

(1—r))Ax und der Permeabilität y%. Durch irgendwelche Ge¬

gebenheiten, z. B. durch die eingangs erwähnten, habe sich ein

Feldzustand eingestellt, und wir wollen uns vorstellen, daß der¬

selbe im Innern des Körpers gekennzeichnet sei mittels einer

Funktion Fv(x,y) der Variablen x und y. Über das Rechteck ABFE

sei demgemäß die Induktion als Ortsfunktion durch t8'(x, y) und

über das Rechteck EFCDdurch ^8"(x, y) gegeben.
Für die folgenden Erörterungen greifen wir das Rechteck

ABFEheraus ; diese gelten aber allgemein für irgend ein Rechteck

der isotrop-homogenen Permeabilität y. Ohne Einschränkung der

Allgemeinheit können wir voraussetzen, daß im Rechteckbereiche
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Rt die Vektorfunktion %$\x, y) stetig und beschränkt ist und stetig
gegen den Rand konvergiert. %i'(x, y) zerlegen wir jetzt in die x-

und y-Komponenten %S'x(x, y) und $8j(x, y)- Nach dem Mittelwert¬

satz der Integralrechnung gilt sodann:

Av ?)Ax

j" ^[(x^dxdy^^-rjAx-Ay, (1)
0 0

Jy rjAx

J \^(x,y)dxdy = °B,mjr.t]Ax-Ay; (2)
o o

hierbei können wir aussagen, daß

&m>Wmx,&m,) (3)

in den Punkten des Bereiches Rx wirklich angenommen wird.

Gleich existiert der Mittelwert der Feldstärke £>; (x, y) :

Ay t]Ax

j \&x(x,y)dxdy = iQlmx.rjAx-Ay, (la)
0 0

Ay rjAx

J J &y(x,y) dxdy = §'my rjAx Ay , (2a)
0 0

mit ©«:($»„$«> (4)

!g'm fällt nach Lage und Richtung mit f&'m zusammen und es gilt

95/»=yi$«- (5)

Betrachten wir nun den Spannungsabfall in der x-Richtung
für yv) wobei y^yv^y~\-Ay, von x =x bis x = x + rjAx:

rjAx

V'tv = \&x{x,y,)dx. (6)
o

Für den Mittelwert dieses Spannungsabfalles zwischen y = y und

y = y + Ay schreiben wir dann mit dem Mittelwertsatz
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Ay fjAx

V"*=2}\ \&(x,y)dxdy. (7)
0 0

Multiplizieren wir Zähler und Nenner auf der rechten Seite mit

t]Ax, so erhalten wir

Ay t]Ax

i I $x(x,y)dxdy
Vi = VAx^^—.

-. . (8)* '

rjA x • Ay
v '

Das ist aber nach (la)

vlx=VAx.&mx. (9)

Genau gleich erhalten wir in der y-Richtung

vL, = Ay.tfay. (10)

Der Fluß in der x-Richtung durch einen Querschnitt

(y-\- Ay) —yan der Stelle xv, wobei x < xv < x + t]Ax, wird

Ay

4>'Xv = ^x(xv,y)dy.
Für den Mittelwert dieses Flusses über x von x = x bis

x = x + »?^* wird also

na* Jy ,

J \%x{x,y)dydx

<,= -*—*
-< . (11)

Multiplizieren wir wieder auf der rechten Seite Zähler und

Nenner mit Ay, so erhalten wir

J \%'x{x,y)dydx
®'mx = Ay •*—2-j ; (12)

das ist aber nach Gl. (1)

$Lx=Ay&mx, (13)
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und analog wird

$'my= r]Ax.%'my. (14)

Die Gleichungen (9), (10) und (13), (14) sagen also aus,

wie wir mit den mathematisch strengen Mittelwerten der Feld¬

stärke und der Induktion zu den mathematisch strengen Mittel¬

werten des Spannungsabfalles und des Flusses in den Kompo¬

nentenrichtungen gelangen.
Anschaulich gesagt haben wir durch dieses Vorgehen das Feld

im Rechtecksbereiche, der voraussetzungsgemäß einen Ausschnitt

aus einem Potentialfeld darstellt, also quellen- und wirbelfrei ist,
ersetzt durch ein Homogenfeld $'m, 33^. Damit ist aber auch der

Sachverhalt bezüglich dem Volumintegral von %5'm und dem Um¬

laufsintegral von ^'m, die beide Null sein müssen, klar.

Der Mittelwert der Energie pro Volumeinheit des Rechteckes

wird

f J i&x(x,y) &(x,y) + &,(x,y) &y(x,y)}dxdy
1* = *-^

^x-TTy
<15)

und Gl. (15) geht über in

wL=k{ ®'mx • ©«, + »'*, • $«,} • (16)

Für den ganzen Bereich wird endlich

Wl —WL'-qAx-Ay. (17)

Denken wir uns ein in einem isotropen, homogenen Räume

verlaufendes Potentialfeld u(x, y) in ein Netz von derartigen Recht¬

ecken eingeteilt, dann umfaßt die Mittelwertsdarstellung im

wesentlichen gerade das, was wir eingangs als das Feld im Großen

bezeichnet haben und zwar derart, daß bei sukzessiver Verfeine¬

rung des Netzes schließlich im Limes diese Darstellung stetig
und folgerichtig in das Feld u(x,y) übergeht.

Die am Rechteck angestellten Betrachtungen können durch

stetige Deformation auf einen beliebigen Bereich erweitert werden.

Wie schon kurz angedeutet, halten wir noch fest, daß die auf

der Basis der Integralsätze hergeleiteten Mittelwerte existieren,
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d. h. der Funktionsmenge des abgeschlossenen Bereiches wirklich

angehören; damit gehört auch der Aufpunkt der Mittelwerts¬

vektoren Wm$Qlm der Punktmenge des abgeschlossenen Bereiches

an. Wir bezeichnen ihn mit S1.

Die amRechteck ABFEdurchgeführten Gedankengänge gelten
analog für das Rechteck EFCD.

Wir bezeichnen im weitern die Mittelwerte von ABFE mit

dem Index / (^&m, $g'm, ...) und die Mittelwerte von EFCD mit

dem Index // (S3", §^, ...). Die Verhältnisse seien dann für das

gesamthafte Quadrat ABCDdurch die Fig. 2 veranschaulicht.

Fig. 2.

Wir bilden jetzt einen Mittelwert 33
, § für das gesamthafte

Quadrat ABCD:

1. Die gemittelte Flußkomponente des Quadrates in der x-

Richtung setzen wir mittels Faktoren e und x wie folgt in Be¬

ziehung zu den entsprechenden gemittelten Werten der beiden

Rechtecke :

Ay. 33m;c = Ay • 93^ • s = Ay 33^ • x. (18)
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2. Den gemittelten Spannungsabfall des Quadrates in der y-

Richtung setzen wir mittels der Faktoren # und ô wie folgt in

Beziehung zu den entsprechenden gemittelten Werten der beiden

Rechtecke :

Ay>!Q»,= Ay •&,>& = Ay§ly-à. (19)

3. Der mittlere Spannungsabfall des Quadrates über x sei

gleich der Summeder gemittelten Spannungsabfälle der beiden

Rechtecksbereiche R1 und R2. Also im Sinne von Gl. (9) :

$mx.ax = &mx-i]Ax+tf!,x(\ —i})Ax (20)

4. Der mittlere Fluß des Quadrates in der y-Richtung sei

gleich der Summeder gemittelten Flüsse von Rt und R2. Also im

Sinne von Gl. (14):

'$>my.Ax=%,my-r]Ax+%ly(\-ri)Ax. (21)

In den Gleichungen (18)—(21) fallen die Ay und Ax weg

und wir schreiben:

93m, = %LX e = 2374 • x, (22)

$„, = $*,•* = $*,•<*, (23)

Qms=tfmx-ri+QMx-(l —v), (24)

%«,= &«, y+ %&,-(l-ri). (25)

Berücksichtigen wir noch, daß in den Bereichen R± und R2 gilt:

S37 = n & und 8" = n §", (26)

dann erhalten wir aus den Gleichungen (22)—(25)

*«* = ^7T r*-*' <27>

*my =
^Ô + lf-^%my. (28)

Die Gleichungen (27) und (28) geben uns also die Beziehungen
zwischen der Induktion und der Feldstärke für einen Mittelwert
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des, in yv y2 permeabilitätsverschiedenen, gesamthaften Quadrates
ABCD. Die beiden Gleichungen zeigen, daß wegen den im all¬

gemeinen verschiedenen Koeffizienten von !Qmx und $>my der In¬

duktionsvektor 33m der Lage nach nicht mit dem Feldvektor §m
zusammenfällt. Dieser Sachverhalt ist in Fig. 3 veranschaulicht.

\

/ 1

\y
/ 1

S
« s

fl

Fig. 3.

Führt man diese Mittelung für jedes Quadrat in der Fig. 1

durch, dann haben wir eine für das geschichtete Körperinnere cha¬

rakteristische Darstellung der Feldverhältnisse im Großen ge¬

wonnen.

Wir lassen jetzt das Quadrat proportional kleiner werden,
d. h. Ax und Ay gleichmäßig abnehmen, so daß sich auch die

Rechtecksbereiche /?l5 R2 proportional verkleinern, also das Schich¬

tungsverhältnis tj erhalten bleibt. Die funktionellen Umgebungen
der Mittelwerte in Rx und R2 bezüglich Induktion, Feldstärke,
Fluß, Potential und Energie nähern sich dann immer mehr diesen

Mittelwerten, um sich mit Ax —»0, Ay —>0 stetig und folgerichtig
in dieselben zusammenzuziehen. Bei diesem Grenzübergang müssen

die Randbedingungen an der Trennfläche, d. h. der stetige Durch¬

gang der Normalkomponente der Induktion und der stetige Durch¬

gang der Tangentialkomponente der Feldstärke erhalten bleiben,
d.h. mit Ax—* 0, Ay—»0 müssen e, x, ê und g im Sinne der Glei¬

chungen (22) und (23) gegen 1 streben.

Im Limes erhält man dann für den Mittelwert gemäß den

Gleichungen (27) und (28):
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s** = ^Tx r ©«, - (2Q)

»*,= {ttJ? + y*(l-?)}$*,. (30)

Wir sind damit von der endlichen Plattenschichtung zur in¬

finitesimalen Schichtung gelangt. Dem Grenzübergang ent¬

sprechend könnten wir demzufolge die Feldwerte an der Stelle

x, y sinngemäß als die infinitesimalen Mittelwerte der Induktion

bezw. der Feldstärke an der Stelle x, y bezeichnen. Wir werden

im weitern kurz von der Induktion und der Feldstärke an der Stelle

x, y sprechen. Demgemäß bezeichnen wir diese Größen weiter¬

hin mit 33 und |>. Die Formulierung infinitesimaler Mittelwert

wollen wir aber nicht aus dem Gedächtnis verlieren; wir werden

darauf noch zurückkommen.

Im Folgenden werden wir das Medium II, sofern nicht aus¬

drücklich etwas anderes vermerkt wird, als nichtmagnetisch vor¬

aussetzen, also y2 = y0. Den Index 1 für y± lassen wir fallen. Divi¬

diert und multipliziert man die Gleichungen (29) und (30) mit y0

und führt man noch die relative Permeabilitätskonstante ein, wir

bezeichnen diese stets mit ju, während y0 die absolute Permeabili¬

tätskonstante des leeren Raumes bedeutet, dann erhält man:

1 + H (i —v)

33, = y0{(" »? + (1 —l)}§y = W*y§y = Yy$y • (32)

Wir können also von einer Permeabilität yx in der x-Richtung,

im vorliegenden Fall quer zur Schichtung, und von einer Per¬

meabilität yy in der y-Richtung, im vorliegenden Fall längs der

Schichtung, sprechen. Da die beiden für r\ 4= 0 und r\ =}=' 1 zahlen¬

mäßig verschieden sind, fallen somit im infinitesimal geschichteten
Medium der Induktionsvektor und der Feldstärkevektor der Lage

nach auseinander.

Wir drehen jetzt das Koordinatensystem xy im positiven Sinne

um den Winkel a, so daß die x-Achse unter einem Winkel a gegen

die Richtung von yx und die y-Achse unter einem Winkel a gegen

die Richtung von yy zu liegen kommt. Den Komponenten ent-
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sprechen dann Richtungen schief zur Schichtung. Diese lineare

Transformation führt die Gleichungen (31) und (32) über in:

33* —(yx cos2 a 4- yy sin2 a) §x + (yy —yx) sin a cos « §y, (33)

35, = (yy —yx) sin a cos «& + (yx sin2 a + yy cos2 «) %; (34)

oder abkürzend

35* = y«&c + y*^, (35)

35,= yjwfoe + y.^, (36)

wobei nach (33) und (34) yxy = yyx ist.

Wir können jetzt nicht mehr von einer Permeabilität in der

(neuen) x-Richtung bzw. der y-Richtung, also allgemein von einer

Permeabilität in einer Richtung schief zur Schichtung sprechen.
Das Gleichungssystem (35), (36) stellt seinem Inhalte gemäß viel¬

mehr eine lineare Vektorfunktion dar, für die wir abkürzend

schreiben

95 = 2§, (37)

wobei

£ = (7xx M (38)
V*r 7yy>

ein symmetrischer Tensor ist. Im Sinne der Matrixterminologie
(vergl. I, 2) halten wir für die Komponentendarstellung der Gl.

(37) noch fest:

©= ££>$ (35>

Wir fassen zusammen : Im infinitesimal geschichteten Medium

ist die Beziehung der Induktion und der Feldstärke durch eine

lineare Vektorfunktion festgelegt, d.h. die Kopplung des Induk¬

tionsvektors und des Feldvektors wird nicht mehr durch einen

Permeabilitätsskalar, sondern durch einen symmetrischen Per¬

meabilitätstensor vermittelt.

Es ist damit ein Beweis geführt, der uns durch Grenzüber¬

gang aus den phänomenologisch anschaulichen und geläufigen
Verhältnissen der endlichen Plattenschichtung heraus in Anschluß



— 22 —

an einen längst bekannten Ansatz bringt. Es ist,der tensorielle

Ansatz für anisotrope, kristalline Medien. Es scheint, daß dieser

Ansatz bisher im wesentlichen als Postulat, gewissermaßen aus

den mathematischen Gegebenheiten heraus, aufgestellt wurde.

Durch das Experiment hat er seine weitgehende Bestätigung ge¬

funden. Der Tensoransatz wurde zuerst allgemein, nichtsym¬
metrisch festgelegt und erst nachträglich wurde mittels einer

energetischen Betrachtung bewiesen, daß er symmetrisch sein

muß. Hierzu einige Zitate:

Maxwell (El. u. Magn., Art. 794) oder Emde (Auszüge, p. 148):

,,...
wenn wir aber noch versuchen, unsere Theorie auf dichte Medien (an

Stelle des leeren Raumes) auszudehnen, so werden wir nicht allein in die

gewöhnlichen Schwierigkeiten der Molekulartheorien verwickelt, sondern

stoßen auf das noch dunklere Geheimnis der Beziehungen der Moleküle zu

dem elektromagnetischen Medium. Umdiesen signalisierten Schwierigkeiten
zu entgehen, wollen wir annehmen, daß in gewissen Stoffen die Dielektrizi¬

tätskonstante in verschiedenen Richtungen verschieden ist, oder mit andern

Worten, daß die Verschiebung eine lineare Vektorfunktion der Feldstärke

ist..."

Drude (Optik) :
,,...

Der allgemeinste Ansatz bestände in ® = ê(S

(ê = Tensor), da die Komponenten jedenfalls lineare Funktionen bleiben

müssen. Dieser Ansatz wurde besagen, daß im allgemeinen bei einem Kristall

die Richtung der beiden Vektoren nicht zusammenfällt..."

Pockels (Kristalloptik) :
„...

Für die Komponenten der elektrischen

Induktion hat man erfahrungsgemäß homogene lineare Funktionen der Kom¬

ponenten einzuführen..."

In neuerer Zeit wird naturgemäß versucht, den Tensoransatz

vom atomistischen Standpunkte aus zu erklären. Bei anisotropen
Medien, und das sind ja in erster Linie Kristalle, treten dadurch

spezifische Verhältnisse ein, daß die Polarisierbarkeit der Atome

nicht wie bei einem freien Atom, bei dem sie im Mittel über alle

Orientierungen in jeder Richtung gleich groß ist, durch eine

Skalargröße ausgedrückt werden kann. Der Einbau in das Kristall¬

gitter verhindert die freie Drehbarkeit und damit die Möglichkeit,
über alle Orientierungen zu mittein. So lesen wir in

Born (Optik) : Wir behalten die Voraussetzung bei, daß die Sub¬

stanzen nichtleitend (x = 0) und unmagnetisch {fi = 1) sind. Dagegen
wollen wir annehmen, daß die betrachteten Stoffe dielektrisch anisotrop
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sind, d.h. daß sie sich hinsichtlich ihrer dielektrischen Erregbarkeit für

verschiedene Richtungen der elektrischen Feldstärke verschieden verhalten.

Daher wird im allgemeinen der Vektor 35 mit dem Vektor © einen von Null

verschiedenen Winkel bilden. Mathematisch verallgemeinern wir die Glei¬

chung 35 = £© durch den Ansatz 35 = ?©, d. h. wir betrachten 35 als das

„Produkt" eines Tensors i mit dem Vektor (S, wobei die Komponenten

von ê Materialkonstanten sind. Dies ist offenbar die einfachste und der

Anisotropie angemessenste Verallgemeinerung..."

Vorhin gelangten wir zur Tensorbeziehung, indem von der

endlichen Plattenschichtung ausgehend durch Grenzübergang der

Begriff der infinitesimalen Schichtung hergeleitet wurde. Diese

Beweisführung zeigt anschaulich, als was die Tensorbeziehung

aufzufassen ist. Wenn wir nämlich, als Gedankenexperiment, eine

infinitesimale Schichtung herstellen möchten, etwa durch Aus¬

schneiden immer feinerer Blätter aus einem isotropen homogenen

Körper, so ist praktisch diesem Bestreben eine Grenze gesetzt

durch die Molekularstruktur. Vom präzisionsmathematischen

Standpunkte aus ist dann aber der Grenzprozeß gewiß noch nicht

vollzogen. Das heißt, der Tensoransatz, der exakt nur für die

phänomenologisch ideale infinitesimale Schichtung gilt, ist an der

phänomenologisch idealisierten physikalischen Grenze im Sinne

einer quasi-infinitesimalen Mittelwertsbeziehung zu verstehen.

Bei Körpern, die aus Ebenen physikalisch geordneter Struktur be¬

stehen, wie wir uns Kristalle vorzustellen haben, liegt man die¬

sem Zustand am nächsten. Dann folgen etwa Materialien, deren

Schichten durch Aufdampfen, elektrolytische Verfahren, Spritzen

usw. hergestellt sind. Je dicker die Schichten werden, um so un¬

genauer wird die tensorielle Materialgleichung, um so aus¬

geprägter der Mittelwertsbegriff. Wir haben dann unsern Grenz¬

prozeß gewissermaßen rückwärts zu durchdenken, hätten also

immer ausgesprochener Differenzenrechnung zu betreiben; wir

tun das aber nicht, sondern behalten den infinitesimalen Begriff
als Approximation bei. In vielen Fällen, nämlich da, wo man sich

nicht für das Verhalten im Kleinsten interessiert, kann diese Ap¬

proximation praktisch in weiten Grenzen als exakt bezeichnet

werden. Nur da, wo uns spezifische physikalische Fragestellungen
interessieren, wie etwa bezüglich Wellen, deren Wellenlängen ver¬

gleichbar mit den Schichtabmessungen werden, führt der Ma-
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terialtensor in der vorliegenden Form zu grundsätzlich falschen

Resultaten.

Wir haben unsere Ableitung im zweidimensionalen Räume

geführt. Ganz analog gestaltet sie sich dreidimensional. Wir

hätten dann z. B. auszugehen von einer Anordnung gemäß Fig. 4.

Es sei nur beiläufig erwähnt, daß derartige Anordnungen zur Be¬

handlung von Fragestellungen bei Massekernen und dergleichen
ein gewisses Interesse bieten.

Fig. 4.

Man erhält im Dreidimensionalen, wobei sinngemäß alles,

was wir soeben zum Schichtungsfall gesagt haben, zu übertragen

ist, die Beziehung

93 = S§, (40)

wobei sich Gl. (40) in Komponentenform schreibt:

33*\ hxx Yxy 7xz\ ($x
y I == 1 "/>xy ^'yy ^yz J \

\*&zl \ïxz fyz Yzz) \§z

(41)

X bezeichnen wir weiterhin als Permeabilitätstensor. Wir be¬

zeichnen ihn weiterhin auch mit /.

Im Vorausgegangenen haben wir ein cartesianisches Koordi¬

natensystem und eine entsprechende Schichtung zu Grunde ge¬

legt. Bei irgendwelchen andern Orthogonalsystemen, bzw. bei den

hierzu gehörigen Schichtungen wird man oft ohne wesentlichen

Fehler als Hauptpermeabilitäten die den yx, yy entsprechenden
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Werte gemäß den Gleichungen (31), (32) heranziehen dürfen.

Wenn bei gewissen Fragestellungen ein derartiges Vorgehen nicht

ratsam erscheint, so können die Hauptpermeabilitäten (vergl. I, 2)

analog den vorausgegangenen Gedankengängen ohne besondere

Schwierigkeiten berechnet werden. Indessen werden dann im all¬

gemeinen die Tensorkomponenten ortsabhängig, d. h. das Tensor-

ellipsoid (vergl. 1,2) wird von Ort zu Ort nach Lage und Größe

variieren, was man aus ersichtlichen Gründen nach Möglichkeit
vermeiden wird.

>

A

L/f?l> I
\ /
\ /

o\ /

!..

T

. . . -J-f^fl

\ 1
\ 1
\ 1

\ i

's c

Fig. 5.

Die Betrachtungen, die wir an geschichteten Magnetikas

durchgeführt haben, verlaufen durchaus analog für geschichtete
Dielektrikas und geschichtete Leiter. Man gelangt dann zu einem

Dielektrizitätstensor ê bzw. zu einem Leitfähigkeitstensor x. Das

gleiche ist zu sagen für Fragestellungen der Wärmeleitung in

geschichteten Medien. Es fallen dann der Vektor des Wärme¬

stromes und der Temperaturgradient der Richtung nach ausein¬

ander. Auch für einschlägige mechanische Probleme gilt ähn¬

liches. Ferner kann unser Vorgehen auch gute Dienste leisten

bei akustischen Fragestellungen im Zusammenhang mit dichte¬

mäßig anisotropen Gasen usw., oder in Flüssigkeiten, wenn da¬

selbst z. B. durch stehende Ultraschallwellen ein derartiger Zu¬

stand hervorgerufen wird u. a. m. Der bei all diesen Fragestel¬
lungen sich stets aufdrängende Standpunkt der Approximation
dürfte aus den vorausgegangenen Erläuterungen schon etwas auf-
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gehellt sein. Wir werden die Anschauung hierzu im Nachfolgenden
an Hand der geschichteten Magnetikas noch verdeutlichen.

Vorerst eine Zwischenbemerkung. Wir haben dem quadrati¬
schen Schichtelement ABCD, das wir der Ableitung zu Grunde

legten, zwei Schichten (entsprechend R± und R2) der Permeabilität

yx und r2 zugeordnet. Die Beweisführung läßt sich offensichtlich

erweitern für 3, 4, ...
n Schichten pro Element; bzw. auch für

irgend eine stetige funktionelle Dichteverteilung über das Ele¬

ment, die beim Grenzübergang bestehen bleibt. Hierbei ist der

Ausdruck Dichte ganz allgemein im Sinne irgend einer Material¬

konstanten K zu verstehen. Als Beispiel erwähnen wir eine pe¬

riodische Verteilung in Richtung quer zur Schichtung nach

f(v) =(K+l + Kcoslnr,). (42)

Vergl. Fig. 5.

Es liegen hier keine eigentlichen Trennflächen mehr vor. Wir

erhalten für den allgemeinen Fall die folgenden Beziehungen :

l l

»* = [{^|-]~i; x, = [\f(v)dv\iè,.
'

(43)

Für das Beispiel nach Gl. (42) errechnen wir somit

»* = (K+l)yï-^Çîy5&; ®, = (K+l)Ü,. (44)

Bedeutet etwa K die absolute Permeabilität y, so sieht man, daß

mit wachsendem y die Anisotropie immer mehr verschwindet. Sie

wird am größten für y = 1 mit

SB, = VT©*; », = 2$,.

Die Verhältnisse liegen also bei der stetigen Schichtung wesent¬

lich anders als bei der unstetigen Schichtung.

Ähnlich, wie wir eine Verteilung / (>;) quer zur Schichtung be¬

trachtet haben, könnten wir noch irgend eine Verteilung / (£) längs
der Schichtung hinzunehmen, usw. Die Berechnung dieser mannig¬

faltigen, interessanten Möglichkeiten dürfte nach dem bisher Ge¬

sagten keine besondern Schwierigkeiten bereiten.
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Wir wollen jetzt zur Fragestellung der Berechnung endlich

geschichteter Magnetikas zurückkehren. Wir erinnern kurz an die

Herleitung der Tensorbeziehung durch Grenzübergang aus der

endlichen Schichtung zur infinitesimalen Schichtung, so insbeson¬

dere an das Quadratnetz, an die Mittelwertsbildung und an das in

diesem Zusammenhang Gesagte über das Feld im Kleinen und

das Feld im Großen. Unser Bestreben geht nunmehr dahin, der

Behandlung von Fragestellungen endlicher Schichtdicke die in¬

finitesimale Schichtung, also die anisotrope Rechnung zu Grunde

zu legen. Wir gewinnen damit eine analytisch geschlossene Be¬

rechnungsgrundlage, die an sich wohl wesentlich größere Schwie¬

rigkeiten bereitet als die isotrope Rechnung, die aber anderseits

doch wieder bedeutend einfacher ist als die Behandlung der

Schichtung endlicher Abmessung.
Was machen wir, wenn in Wirklichkeit eine endliche Platten¬

oder Blechschichtung vorliegt, wie sie etwa in Fig. 1 dargestellt
ist, wir indessen eine infinitesimale Schichtung abstrahieren, also

anisotrop rechnen? —Wir denken uns, um uns das anschaulich

zu machen, den Querschnitt der Fig. 1 infinitesimal geschichtet.
Ferner legen wir wieder das Quadratnetz mit dem Standartquadrat
ABCDzu Grunde und durchlaufen jetzt den Grenzprozeß rück¬

wärts, d. h. wir gehen vom infinitesimalen Quadratnetz (also der

zusammenhängenden ebenen Menge) aus, um durch stetige pro¬

portionale Vergrößerung zu einem immer weitmaschigeren Netz

zu gelangen. Wir wollen bei diesem gedachten Vorgehen zwei

parallele Fälle unterscheiden: Das eine Mal sei es die genaue In¬

version des eingangs geführten Grenzüberganges, d. h. wir ge¬

langen genau zu den Verhältnissen endlicher Schichtdicke, von

denen wir in Fig. 1 ausgegangen sind, und wir legen demgemäß
den dort definierten Mittelwert des Quadrates ABCDzu Grunde.

Das zweite Mal wachse nur das Quadratnetz, die infinitesimale

Schichtung bleibe vom Prozeß unberührt, sie bleibe also erhalten

und wir bilden jetzt für das zu ABCDkongruente, aber anisotrope
Quadrat A'B'C'D' die Mittelwerte gemäß dem Integralsatz. Das

gelte sinngemäß in beiden Fällen für alle Quadrate des Netzes.

Beidemal bleibe das Schichtungsverhältnis y\ erhalten. Die vor¬

ausgegangenen Betrachtungen machen es augenscheinlich, daß die
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Mittelwerte der soeben gebildeten beiden Fälle bis zu einer ge¬
wissen Maschenweite nur wenig voneinander abweichen werden.

Bei immer größer werdender Maschenweite werden die Ab¬

weichungen jedoch immer größer. Als Kriterium legen wir fest:

Wenn die Zahl der Netzquadrate des Querschnittes einigermaßen
groß ist, oder was dasselbe heißt, wenn die Schichtdicken noch

einigermaßen klein sind gegenüber den extremalen Körperabmes¬
sungen, dann werden die Mittelwerte des anisotropen Quadrates
mit denen des Quadrates der endlichen Schichtung noch weit¬

gehend übereinstimmen.

Durch die Zugrundelegung der anisotropen Rechnung er¬

fassen wir in diesem Sinne gerade das, was wir als das Feld im

Großen bezeichnet haben. Während bei dieser Rechnung das Feld

im Kleinen, d. h. die örtlichen Feldverhältnisse im Bereiche eines

Netzquadrates im Körperinnern und in der unmittelbaren Um¬

gebung des Randes C verfälscht wird, wird anderseits bei Ver¬

hältnissen im Sinne des Kriteriums das Feld im Großen richtig
beschrieben. Technisch interessiert aber in den meisten Fällen

das Feld im Großen und die von diesem Gesichtspunkte aus er¬

forderliche Genauigkeit der Feldbeschreibung wird sogar oft

unter dem liegen, was die anisotrope Rechnung zu leisten in der

Lage ist.

Als ein extremes Beispiel denken wir uns einen quadratischen
Zylinder von 20 cm Kantenlänge, Schichtung parallel zu einer

der Kanten, in ein unendliches Homogenfeld eingetaucht, das

parallel zu einer Diagonale des Quadrates gerichtet sei, und wir

fragen sodann nach der Deformation des Feldes durch das Ein¬

bringen dieses Zylinders. Unsere Überlegungen besagen uns dann,
daß das Feld im Großen durch die anisotrope Rechnung selbst

noch bei Schichtdicken von 1—2 cm und mehr mit praktisch aus¬

reichender Genauigkeit beschrieben wird. Dieses Beispiel möge
lediglich dazu dienen, auf die große Elastizität in der Anwendung
der anisotropen Approximation hinzuweisen.

Bei den uns vorzüglich interessierenden Magnetikas, wie sie

im Maschinenbau, bei Spulenkernen usw. verwendet werden,
liegen die Verhältnisse meist viel günstiger, denn die dort ver¬

wendeten Schichtbleche haben oft nur Dicken in der Größenord-
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nung von einigen Zehntel mm. Wir haben es dann mit einem

an sich schon sehr engmaschigen Netz zu tun. Hier wird im all¬

gemeinen die anisotrope Approximation Resultate ergeben, die

durchaus im Bereiche der Meßgenauigkeit liegen. Wir wollen

demgemäß bei derartig dichten Schichtungen auch mal von Quasi¬

anisotropie sprechen.

Bildlich gesprochen macht die anisotrope Approximation ge¬

rade das Umgekehrte von dem, was man durch Approximation
oft bezweckt. Während meist eine stetige Funktion durch einen

stückweise glatten Polygonzug angenähert wird, approximieren
wir hier gewissermaßen den, physikalisch einem stückweise glatten
Polygonzug entsprechenden Sachverhalt durch eine stetige mitt¬

lere Näherungskurve.

Das dargelegte Näherungsverfahren wird natürlich von Frage¬
stellung zu Fragestellung sinngemäß anzuwenden sein, was nach

dem bisher Gesagten möglich sein sollte. In diesem Sinne dürfte

die Approximation durch anisotrope Rechnung bei vielen und ver¬

schiedenartigen technisch-physikalischen Fragestellungen nütz¬

liche Dienste zu leisten vermögen. Als letztes Kriterium ent¬

scheidet auch . hier das Experiment.

Noch eine Bemerkung zur anisotropen Rechnung selber. Diese

scheint im wesentlichen nur aus der Kristallographie geläufig zu

sein. Wie schon erwähnt, werden wir uns im weitern vor allem

mit dem allgemeinen anisotropen Randwertproblem zu befassen

haben. Da aber gerade bei den spezifischen Fragestellungen der

Kristalloptik das eigentliche Randwertproblem weniger in Erschei¬

nung tritt, also nicht auf dortige Verfahren gegriffen werden kann,
werden wir zusehen müssen, inwieweit wir im Sinne der klassi¬

schen isotropen Potentialtheorie noch zum Ziele gelangen oder

dann ob und wie sich eventuell die durch die Anisotropie erhöhten

mathematischen Schwierigkeiten durch Anpassung an die spezi¬
fischen Fragestellungen umgehen lassen.

2. Der notwendigste Kommentar zur Tensoralgebra

Wir wollen hier, als Haltepunkt für die kommenden Betrach¬

tungen, kurz einige einfachste Begriffe der Tensoralgebra streifen.
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Die Inversion der linearen Vektorfunktion (40) bzw. (37)

33 = 2;§ (1)

schreibt sich

%= %-1®, (2)

mit

£-1 = ^3;*. (3)

X'1 nennt man den zu X reziproken Tensor. Also XX'1 = S, wo S

den Einheitstensor darstellt,

(4)

Die Komponentenrechnung der Tensoren weist weitgehende
Analogien auf mit der Matrixrechnung. Gerade unsere Tensoren

2. Ordnung lassen sich für die Komponentenrechnung durch eine

Matrix darstellen. Da die Indizesdarstellung dem Ingenieur im

allgemeinen weniger geläufig ist, werden wir uns in diesem Sinne

zeitweilig der Matrixterminologie bedienen. Das gilt ausdrück¬

lich für die Komponentenrechnung, an sich sind der Tensor und

die Matrix begrifflich streng auseinanderzuhalten. Bezüglich die¬

sem Sachverhalt sei z. B. verwiesen auf: L. Brillouin, Les tenseurs

en mécanique et en élasticité; Paris 1938. Seite 36, „X —Distinc¬

tion entre tenseurs et matrices".

Gl. (3) erläutern wir jetzt wie folgt:

\X\ ist die Determinante der Matrix von X,
X* ist die Transponierte der Matrix von X.

Wir berechnen nunmehr das skalare Produkt (33, §).

(33, £) = y^&2 + yyy§/ + yz2£z2 + 2yxy$x$y + 2y„§x§z

+ 2yyz$y&z = <p. (5)

Wenn i, t), j ein orthogonales Einheitstripel darstellt, das mit

seinem Ursprung im betrachteten Feldpunkte liege, dann sind 23
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und !q Radiusvektoren. Wie man durch Differentiation von Gl. (5)

erkennt, schreibt sich

s = |grad, = |(5f| + ^ + 8ff). (6,

33 ist also parallel zur Normalen auf die Tangentialebenen der

Fläche cp = const, in dem Punkte, dessen Radiusvektor § ist.

(Vergl. Fig. 6.)

Fig. 6.

Betrachtet man alle Radienvektoren, deren Endpunkte auf der

Fläche cp = 1 liegen, so wird für § = OP

(§,93) = 1 (7)
und damit

1931 =

Ändert der Betrag von §, so ändert der Betrag von 93 im ent¬

sprechenden Verhältnis. Immer gilt

|$|:|S| = OP:^. (8)

Die Fläche <p = 1 nennt man das Tensorellipsoid. In unserem

Falle nennen wir es das Permeabilitätsellipsoid. Bei beliebiger
Beschaffenheit der Tensorkomponenten kann cp irgend eine andere

Mittelpunktsfläche 2. Grades sein. Aus der analytischen Geo¬

metrie ist bekannt, daß eine solche Fläche im allgemeinen drei

Hauptsymmetrieachsen besitzt, deren Richtungen mit i, \, ï be-
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zeichnet seien. Wählt man ein neues Achsenkreuz parallel i, j, ï,

so vereinfacht sich die Ql. (7) auf

n&* + n&2 + ytfQt* = l =9- (9)

Man nennt die Transformation auf (9) eine Hauptachsentransfor¬
mation. (Das ist also der Fall beim Übergang vqn den Gleichungen

I, 1 (34), (33) auf die Gleichungen I 1 (32), ,(31).) Ist der Vektor

$ parallel zu einer der Hauptachsen, so ist dann auch 58 parallel
zu dieser Achse. —U, iu h heißen die Hauptwerte. Im Falle des

Magnetikas nennen wir sie die Hauptpermeabilitätskonstanten.
Das Tensorellipsoid eignet sich besonders für Vorstellung

und Konstruktion des Zusammenhanges zwischen 58 und $. Bei

den unter I, 1 besprochenen infinitesimalen Schichtungen wird

das Tensorellipsoid zum Rotationsellipsoid mit der Rotations¬

achse senkrecht zur Schichtung. Wir brauchen dann im Sinne der

zweidimensionalen Behandlung nur eine Tensorellipse zu be¬

trachten, deren Hauptachsengleichungen laute

yi&+yi$i=l- (10)

Für die Hauptachsenlage schreibt sich somit die Beziehung
58 = ££:

$) = (?%)
Die Matrix des Tensors X wird also in der Form der §auptachsen-

gleichung eine Diagonalmatrix.
Wir wollen jetzt noch kurz die Komponenten von 58 und §

bezüglich eines gegen t, \ um cp gedrehten orthogonalen Systems

n, t betrachten. Der Operator, der das System II: (n, r) in das

System I: (i, j) überführt, ist

%o = (COS(p ~S'm(p) bezw. So"1^ C°S(p Sin<P). (12)

Vsin (p cos <p/ \- sin <p cos <pj v '

Also

93/ = So 93// ,
«//= £-1»,

§/=*o£,/beZW- *„=îH (13)

und hieraus

®J/ = îiT12îo©fl (14)
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oder

33n = (n cos2 <p + Yi sin2 <p) £„ + (yt —yt) sin 95 cos 99 &

^t = (/Ï —yO sin 9? cos 9? §n + (yi sin2 95 + yj cos2 cp) |>t.

Wenn rt, t die Normale bzw. Tangente an eine Kurve bedeuten,

die das geschichtete Magnetikum irgendwie durchläuft, dann

stellen die Gleichungen (15) die Normal- und Tangentialkompo-
nenten der Induktion und der Feldstärke längs dieser Kurve dar.

Ist C eine Berandung, so ersehen wir aus (15), daß diese Kom¬

ponenten im allgemeinen in recht komplizierter Weise in die Rand¬

bedingungen eingehen werden.

3. Einige technologische Bemerkungen

Auf die Technologie geschichteter Magnetikas, wie sie im

Maschinenbau, bei Transformatoren usw. verwendet werden,

wollen wir hier nicht eintreten; die einschlägigen Fragen dürfen

als geläufig vorausgesetzt werden. Nebst diesem vielseitigen Ge¬

biete, das vor allem für die Anwendung der anisotropen Approxi¬
mation interessiert, hat in den letzten Jahren eine umfangreiche

technologische Entwicklung eingesetzt, die in engem Zusammen¬

hang mit einer eigentlichen magnetischen Anisotropie steht. Wir

können auf diese ausschließlich vom metallurgischen Gesichts¬

punkte aus geführte Entwicklung, die im Hinblick auf die vor¬

liegende Arbeit ein gewisses Interesse bietet, nur kurz hinweisen.

So ist es seit langem bekannt, daß bei Walzprozessen magnetische

Anisotropien auftreten. Man findet hierzu viele Angaben in

Gmelins Handbuch der Chemie. Die erwähnte Entwicklung geht
nunmehr darauf aus, durch Walzprozesse, elektrolytische Prozesse

usw. eine magnetische Anisotropie zu schaffen mit dem Ziele,

spezifische magnetische Gütefaktoren, etwa hinsichtlich Charakte¬

ristik, Verluste usw. zu beeinflussen. Teilweise wird allerdings
im Zuge derartiger Verfahren durch Glühprozesse die Anisotropie

nachträglich wieder zerstört. Es sei in diesem Zusammenhange
auf drei neuere Arbeiten verwiesen, in denen sich zahlreiche wei¬

tere Literaturangaben vorfinden: 1. Karl Heck: „Untersuchungen
an elektrolytisch hergestellten schichtigen Eisen-Nickel-Blechen".

Wiss. Veröffentl. a. d. Siemens-Werken, Bd. XX, 1. Heft 1941,
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p. 104—134. —2. Siegfried Schweizerhof: „Ein neuer mehr¬

schichtiger Werkstoff mit geradliniger Magnetisierungskurve".
Zeitschr. f. Metallkunde 33, 1941, p. 175—185. —3. H. W. Con-

radt und K- Sixtus: „Anisotropie in gewalzten Eisen-Nickel-Legie¬

rungen". Zeitschr. f. techtn. Phys. 1942, p. 39.

4. Zusammenfassung zu I

In diesem Kapitel wird einleitend versucht, eine anschauliche

Vorstellungsgrundlage zu entwickeln.

Es wird aus den Verhältnissen irgendwelcher Schichtungen
endlicher Dicke heraus durch Grenzübergang zur infinitesimalen

Schichtung die tensorielle Materialgleichung anisotroper Mate¬

rialien hergeleitet, um sodann umgekehrt die anisotrope Rech¬

nung als Approximation für die endliche Schichtung zu verwenden.

In diesem Sinne wird der Begriff der anisotropen Approximation

geprägt.
Wenn wir im definierten Feldgebiet (Punktmenge) die funk¬

tionellen Feldbegriffe als Mengen (Funktionenmengen) an¬

sprechen, dann können wir den Gedanken, der dem Vorgehen bzw.

der Beweisführung zu Grunde liegt, wie folgt ausdrücken: Wir

überdecken gewissermaßen eine überall dichte Menge durch eine

isolierte, also abzählbare Menge. Sodann ordnen wir jedem der

isolierten Punkte der abzählbaren Mengen physikalisch-mathe¬
matisch folgerichtig eine gewisse Umgebung der überall dichten

Menge derart zu, daß in der einen Richtung die isolierte Menge

beliebig ausgeweitet werden kann und daß sich dieselbe in der

entgegengesetzten Richtung im Limes stetig und identisch in die

dichte Menge zusammenzieht. Die vielseitige, über die Magnetikas
hinausreichende Verwendungsmöglichkeit der aufgezeigten phä¬

nomenologischen Berechnungsgrundlage wird kurz beleuchtet.

Nach einem Seitenblick auf einige Grundbegriffe der Tensor¬

algebra wird noch auf eine neuere metallurgische Entwicklung

hingewiesen, die in engem Zusammenhang mit einer eigentlichen

magnetischen Anisotropie steht.

Im Folgenden wollen wir vorerst zu einer, vor allem prak¬
tisch interessierenden, Anwendung schreiten.



ZWEITES KAPITEL

Die Abschirmung statischer und dynamischer
Magnetfelder auf der Basis anisotroper,

geschichteter Schirmhüllen

Im vorliegenden Kapitel wollen wir dieses technische Pro¬

blem eingehend studieren. Gleichzeitig soll dasselbe ein anschau¬

liches Beispiel sein als Ausgangspunkt zu erweiterten Unter¬

suchungen.

1. Einleitung

a) Zum Abschirmproblem im allgemeinen.

Die Abschirmung magnetischer Felder ist ein Teilgebiet der

Entstörungstechnik. Denken wir z. B. an die allgemeine elektrische

Apparatetechnik, so handelt es sich hierbei im wesentlichen um

die Verhütung irgendwelcher unerwünschter äußerer Einflüsse.

Üblicherweise werden zwei Begriffe auseinandergehalten: Der

Schutz und der Schirm. Man spricht vom Thomson'schen Schutz¬

ring, von Kriechstromschutz, Korrosionsschutz u. a. m. Anderseits

spricht man von einem kapazitiven Schirm im Sinne einer lei¬

tenden Hülle, von einem magnetischen Schirm im Sinne einer per¬
meablen Hülle usw. Im erstem Falle handelt es sich meist um

eine vorbeugende Maßnahme an Ort und Stelle, im letztern Falle

mehr um Absperrmaßnahmen in der Umgebung des interessie¬

renden Objektes. Neben der Entstörung im eigentlichen Sinne be¬

zweckt man durch derartige Maßnahmen nicht zuletzt auch mal

möglichst klare Voraussetzungen für die Berechnung zu schaffen.

Wir wollen vier Störquellursachen klassifizieren, die in

der Apparatetechnik wesentlich hervortreten: a) Kriechströme,
b) Elektrostatische Felder, c) Magnetostatische Felder und

d) Elektromagnetische Felder. Zu a, b und d haben wir hier wenig
zu bemerken, da man Maßnahmen zu deren Beseitigung kennt,
die meist hinreichen. Beim Fall c, den magnetostatischen Feldern
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und dem niederfrequenten Übergangsgebiet zu d, stößt man in¬

dessen auf beträchtliche Schwierigkeiten. Diese fußen vor allem

auf der Tatsache, daß man über keinen idealen magnetischen Leiter

verfügt.
Die Abschirmung magnetischer Streufelder ist aber heute für

viele Gebiete der Elektrotechnik von großem Interesse. So ist

z. B. die Ausführung hochwertiger Brückenanordnungen nur mög¬

lich, wenn es gelingt, die äußeren Streufelder abzuschirmen. Im

Zuge der Entwicklung der Nachrichtentechnik, der Tonfilmtechnik,

bei der Stahlbandübertragung, bei Lautsprecheranlagen, nur um

einige wenige Beispiele zu nennen, überall da, wo hochgradige
Verstärker und hochempfindliche Aufnahmesysteme verwendet

werden, verschärfte sich zusehends die Forderung, solche Auf¬

nahmesysteme und empfindliche Eingangselemente von magne¬

tischen Störfeldern freizuhalten.

Die Störfelder können hervorgerufen werden durch benach¬

barte Generatoren, Transformatoren, Gleichrichter und andere

Kraftanlagen, oder auch durch Netztransformatoren, durch Spulen,

durch Relais usw., also durch Elemente des Apparates selber.

Die gefährlich werdenden Feldintensitäten liegen oft im Bereiche

von 0,1—0,01 Oersted, können aber bis unter 0,001 Oersted hinab¬

reichen. Bedenkt man, daß nicht selten Störfeldintensitäten von

10 Oersted und mehr vorliegen, so erfordert das außerordentlich

große Schirmfaktoren.

Die eine Methode, um Störmagnetisierungen zu entgehen, be¬

steht darin, daß man beispielsweise bei Übertragern durch geeig¬

nete Gestaltung der Kerne und Windungsverteilungen eine Kom¬

pensation anstrebt. Da hierdurch aber oft andere wichtige Eigen¬

schaften beeinträchtigt werden, sind dieser Methode verhältnis¬

mäßig enge Grenzen gesteckt.
Eine andere Methode beruht auf der Abschirmung der stö¬

renden Magnetfelder. Diese Fragestellungen wollen wir in der

vorliegenden Arbeit auf eine möglichst umfassenden Diskussions¬

basis zu legen versuchen.

Über die Abschirmung magnetischer Felder ist zwar schon

seit langem und sehr viel geschrieben worden. Die bis heute herr¬

schenden Erkenntnisse wurden fast alle gleich zu Anbeginn auf-
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gedeckt. So etwa der wesentliche Einfluß der Permeabilitäts¬

erhöhung, die Tatsache, daß die Vergrößerung der Wandstärke

über ein gewisses Maß hinaus praktisch keinen Einfluß mehr hat,

daß indessen durch das Ineinanderlegen mehrerer konzentrischer

Einzelschalen ein Gewinn erzielt werden kann u. a. m., das alles

ausschließlich für den statischen Fall. Auch zu der auf der Wirbel¬

stromausbildung beruhenden dynamischen Abschirmung der ein¬

fachen, isotropen, leitenden Hülle (Problem des Kupferzylinders)
wurden die grundlegenden Erkenntnisse sehr früh gefunden. Bei¬

nahe alle spätem Arbeiten stellen teils theoretische, meist aber

experimentelle Diskussionsbeiträge auf dieser Grundlage dar. —

Die rasche Entwicklung der Hochfrequenztechnik bewirkte eine

Verlagerung des Interesses auf diesen Frequenzbereich. Es ent¬

stunden eine große Zahl von Arbeiten, die sich ausschließlich mit

den hier einschlägigen Fragen befaßten. Das mag dazu beige¬

tragen haben, daß das weniger eindeutige und quantitativ schwie¬

riger zu übersehende, aber wichtige Übergangsgebiet zwischen den

ausgesprochenen statischen und dynamischen Verhältnissen etwas

in Vergessenheit geriet. Bis zum fast plötzlichen Aufstieg der

Nachrichtentechnik war eben die Abschirmung magnetischer Felder

mehr als ein halbes Jahrhundert lang, über das Jahr 1920 hinaus,
ausschließlich durch die heute wenig interessierende technische

Fragestellung der Galvanometerpanzerung beherrscht. Außerdem

bewirkte die Erfindung der hochpermeablen Magnetikas, wie des

Permalloys, daß insbesondere in Amerika bis in die jüngste Zeit

hinein der allerdings sehr wirkungsvolle Weg der Herstellung
von Abschirmtöpfen mit möglichst hohem (i beschritten wurde.

Nebst den etwa mal unangenehmen instabilen Eigenschaften der

hochwertigen Legierungen haben diese vor allem auch recht hohe

Gestehungskosten. Insbesondere wirft sich aber im Zeitalter der

Knappheit hochwertiger Rohstoffe immer dringlicher die Frage
nach bestmöglichen andern Lösungen auf. Das schmälert indessen

keineswegs das grundsätzliche Interesse auch bei den höchst-

permeablen Werkstoffen im Zusammenhang mit der Fragestellung
der Abschirmung eine bestmögliche Ökonomie zu erreichen.

Es sei hier noch kurz ein Weg erwähnt, der, anscheinend

ohne viel Erfolg, im Sinne der günstigen Verhältnisse bei großem
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ju, versucht wurde: Das Aufdrücken eines Toroidflusses, also eine

Vormagnetisierung der Abschirmhülle, um in den günstigsten Ar¬

beitspunkt zu gelangen.

Die Tatsache, daß in vieler Hinsicht der Stand des magneti¬
schen Abschirmproblems erfahrungsgemäß als unbefriedigend be¬

zeichnet werden muß kann die Nützlichkeit der bereits geleisteten
umfangreichen und wertvollen Arbeit in keiner Weise beeinträch¬

tigen. Ein derartiger Sachverhalt hängt, wie die obigen Be¬

merkungen andeuten, zu sehr von äußeren Zufälligkeiten ab.

Außerdem spielen gerade beim Abschirmproblem vielfältige tech¬

nologische und wirtschaftliche Erfordernisse eine große Rolle.

Viele Untersuchungen, die aus derartig lokalisierten, dem Prak¬

tiker wohl verständlichen Fragestellungen heraus geführt wurden,
mußten deshalb zwangsläufig auch in den Ergebnissen mehr oder

weniger begrenzt bleiben.

Mit den vielgestaltigen praktischen Einzelfragen können wir

uns an dieser Stelle nicht befassen. Die nachfolgenden Bestre¬

bungen zielen vielmehr darauf ab, möglichst viele Fragestellungen
auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen.

b) Bekanntes zur Abschirmung (Literatur).

Es soll vorerst versucht werden, über die zahlreiche Lite¬

ratur einen geordneten, knappen Oberblick zu geben. Das ein¬

schlägige Literaturverzeichnis (vergl. Anhang) dürfte weitgehend

vollständig sein. Einige wenige Arbeiten untergeordneter Bedeu¬

tung, die in demselben nicht aufgeführt werden, sind in den an¬

gegebenen Quellen kommentiert.

Ausschließlich mit der statischen Abschirmung be¬

fassen sich die Arbeiten (1), (3) bis und mit (10), (12) und (13).
Diese älteste Fragestellung wurde bereits von Poisson aufge¬
worfen und im Rahmen der isotropen Eisenhohlkugel gelöst. Der

erste, der etwa um die Mitte des letzten Jahrhunderts hieraus

zum Bau seiner Schiffsgalvanometer praktische Konsequenzen zog,

war W. Thomson. Durch dieses damals sehr aktuelle technische

Problem angeregt, entstunden die ersten wesentlichen Arbeiten
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über die eigentliche Abschirmung von /. Stefan (1), A. W.

Rücker (3), H. du Bois (4), /. Rüssel (6) und W. Esmarch (8).
Darunter befassen sich (1), (4) und (6) mit der einfachen Hohl¬

kugel bzw. dem einfachen Hohlzylinder, sowohl theoretisch wie

experimentell. Die Arbeiten (3) und (8) befassen sich eingehend
mit der Mehrfachabschirmung. Sie behandeln beide die Schirm¬

wirkung mehrerer, ineinander liegenden Kugel- bzw. Zylinder¬

schalen —ebenfalls mit dem Ziel der schweren Galvanometer¬

panzerung. Ihre Theorie führt naturgemäß auf Gleichungssysteme

hoher Ordnung *mit nicht einfachen Koeffizienten. Die herge¬

leiteten expliziten Ausdrücke sind derart kompliziert, daß sie für

den Praktiker schwerlich brauchbar sind. Schon die Ausdrücke

für zwei bis drei Schalen, wie sie A. P. Wills (5) auf Grund der

soeben zitierten Arbeiten möglichst brauchbar zu gestalten ver¬

suchte, sind sehr umfangreich. Die Arbeiten von Rücker und Es¬

march sind seither oft zitiert worden, indessen spezialisierte man

sich fast ausschließlich auf den Fall großer Distanzierung der

einzelnen Schalen, so daß praktisch keine Rückwirkung der einen

auf die andere stattfindet. Die gesamte Schirmwirkung ist dann

gleich dem Produkt der Schirmwirkungen der einzelnen Schalen.

Diese Voraussetzung umfaßt aber einen technologisch wenig

interessanten Fall und ist als Approximationsregel ungenügend.
Im obigen Zusammenhang müssen noch die Arbeiten (7), (9),

(10), (12) und (13) genannt werden, die sich alle mit dem kon¬

kreten Beispiel des Galvanometers befassen.

Der Rest der Arbeiten, nämlich (2), diese wiederum zeitlich

weit voreilend, ferner (11), (14) und (17) bis und mit (51) be¬

fassen sich ausschließlich mit der auf der Kurzschlußwirkung, also

Wirbelstromausbildung beruhenden dynamischen Abschirmung.
Ein großer Teil dieser Arbeiten beschränkt sich, wie aus dem

Literaturverzeichnis zu ersehen ist, mit sehr speziellen Frage¬

stellungen, die meist nicht über ihren Bereich hinaus verwertet

werden können. Ferner spielt auch die Verlustfrage und die Frage
nach dem Einfluß auf die Induktivität da und dort eine Rolle.

Wiederum die Mehrheit dieser Arbeiten begrenzt sich weitgehend
in den Voraussetzungen, wie etwa auf verhältnismäßig hohe Fre¬

quenzen, dünne Wandstärken usw.
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Als die allgemein gültigsten Arbeiten auf dem Gebiete der

Dynamik sollen hier vor allem vermerkt werden die von /. /.

Thomson (2) (Zylinderproblem), H. Buchholz (17) (Zylinderpro¬
blem), H. Kaden(2\) (Kugelproblem), 5. A. Schelkunoff (30)
(Zylinderproblem auf der Basis der Wellenreflektion), R.Bach-

stroem(35), W. G. Gustavson (39), F. Moetier (44) und H. Ka-

den (51). Aber selbst bei diesen Arbeiten liegt das Schwergewicht
bei höhern Frequenzen. Es ist bemerkenswert, daß in der ge¬

nannten Literatur bis auf eine neueste Arbeit (52) dem technisch

besonders interessierenden Gebiet der Netzfrequenzen kaum Be¬

achtung geschenkt worden ist. Das scheint damit zusammenzu¬

hängen, daß man die Frequenz 50 praktisch noch dem statischen

Fall gleichwertig setzte; hierzu wohl angeregt durch die Tat¬

sache, daß man bei dieser Frequenz mit Kupferhüllen keine

nennenswerte dynamische Schirmung erreicht. Es wird noch auf¬

gezeigt werden, daß diese Auffassung nicht gerechtfertigt ist, daß

vielmehr der Netzfrequenzbereich bezüglich der magnetischen Ab¬

schirmung eine besonders sorgfältige Bewertung erfordert.

Schließlich sei noch vermerkt, daß sich die Arbeiten (33),
(34), (38), (39), (40) und (41) vorwiegend mit der Verwertung
des hochwertigen Permalloys befassen. Einige kurze Angaben
über den Einfluß von Schlitzen in der Hülle finden sich in (14)
und (33), ferner einige Auffassungen zu technologischen Fragen
der Schirmbecherherstellung in (41) und (47). Speziell die Ab¬

schirmung von Transformatoren berühren (34), (37), (38), (39)
und (40). Die Arbeit (37) scheint die einzige zu sein, die zur

Abschirmung von Innen nach Außen, also zur Abschirmung von

Streufeldern gegen Außen einige Angaben macht. Sie ist, wie

alle soeben genannten, experimentell. Eine letzte Arbeit von

G. Schadwinkel (52), die nebst experimentellen Untersuchungen
vor allem eine Verwertung der homogenen, isotropen Kugelformel
von H. Kaden (51) gibt, spezialisiert sich in der Berechnung von

Tabellen auf die technisch besonders interessierende Frequenz 50.

Schließlich sei noch vermerkt, daß das gesamte Schrifttum, so¬

wohl die theoretischen wie die experimentellen Arbeiten, aus¬

schließlich homogene, isotrope, magnetische oder nichtmagne¬
tische, leitende Materialien zu Grunde legt.
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c) Problemstellung.

Es soll jetzt versucht werden, das Abschirmproblem von

einem etwas andern Gesichtspunkte aus zu behandeln. Wir legen
den Schirmhüllen nicht mehr homogene isotrope Magnetikas oder

Leiter zu Grunde, sondern geeignete anisotrope und definieren

diese wie folgt: Der zu schirmende Raum sei begrenzt durch

irgend eine Hüllfläche. Parallel zu dieser Fläche legen wir eine

Schale aus anisotropem Magnetikum derart, daß das Permeabili-

tätstensorellipsoid in jedem Punkte ein Rotationsellipsoid sei.

Das Tensorellipsoid hat dann also zwei gleiche Hauptachsen, etwa

die 1. und 2. und mit der Rotationsachse zusammenfallend die 3.

Hauptachse. In jedem Punkte der Schale denken wir uns eine

zur Hüllfläche parallele Fläche gelegt und wollen in einem jeden
solchen Punkte der in sich parallelen Schar die Lage des Tensor-

ellipsoides so definieren, daß die 3. Hauptachse parallel zur

Flächennormalen und die durch die beiden andern Hauptachsen

gebildete Ebene stets parallel zur Tangentialebene dieser Fläche

liege. Ein derart definiertes anisotropes Magnetikum können wir,

wie schon unter I vermerkt, als ein sehr fein geschichtetes Ma¬

terial aus abwechslungsweise magnetischen und nichtmagnetischen
Schichten auffassen, wobei diese Schichten parallel zu den Hüll¬

flächen liegen.
Unser Ziel ist es, die soeben aufgezeigte Möglichkeit hin¬

sichtlich der Abschirmung theoretisch zu untersuchen. Bezüglich
dieser Fragestellung werden wir vor allem dem Fall besondere

Aufmerksamkeit zu schenken haben, da die 1. und die 2. Haupt¬
achse wesentlich kleiner sind als die dritte.

Ferner wird aber auch interessieren, ob im Falle, daß die

1. Hauptachse wesentlich größer ist als die 2. und die 3., also

die Schichtungen gewissermaßen parallel zu den Flächennormalen

liegen, im Gegensatz zur Abschirmung nicht eine Flußumleitung,
sondern eine Flußzuleitung, d. h. nicht eine Feldschwächung, son¬

dern eine Konzentration des Feldes im Innenraum zu erwarten

ist. Diese letztere Möglichkeit wäre dann als das zur Abschirmung
inverse Problem mit Feldverdichtung zu bezeichnen.

Es ist auf den ersten Blick nicht einzusehen, daß nebst der

statischen Abschirmung auch für die Abschirmung dynamischer
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Felder der aufgezeigte Wegvon besonderem Interesse sein könnte ;

denn der die uns interessierenden dynamischen Felder erzeugende
Wirbelstrom wird bekanntlich meist gerade durch Schichtung
unterdrückt. Wir haben aber zu bedenken, daß die Fähigkeit der

Wirbelstromausbüdung nicht nur auf einem möglichst geeigneten
elektrischen Leiter basiert, sondern auch davon wesentlich ab¬

hängt, mit welcher Intensität der den Wirbelstrom erzeugende
Fluß zur Stelle ist. Wennwir uns deshalb das anisotrope Magneti-
kum in einer Anordnung herbeigezogen denken, die die Wirbel¬

stromausbildung zum wenigsten nicht zu sehr verhindert und uns

vorstellen, daß der eine Bestandteil des anisotropen Magnetikums
für die Flußbeschaffung besorgt ist, während der andere Bestand:
teil durch möglichst gute Leitfähigkeit die Wirbelstromausbildung
zu begünstigen hat, so stellt sich uns eine durchaus interessierende

Frage. Wir wollen deshalb das gesamte aufgeworfene Problem

dynamisch zu lösen versuchen ; der statische Fall wird dann hierin

automatisch als Spezialfall enthalten sein.

Unser Ziel wird vor allem auch darin bestehen müssen, zu

untersuchen, ob und wo derartige anisotrope Medien gegenüber
isotropem Material überlegen sind. Da der isotrope Fall im Sinne

eines Obergangs des Tensorellipsoides zur Kugel im anisotropen
Fall als verhältnismäßig einfacher Spezialfall enthalten ist, dürfen

wir erwarten, derartigen Vergleichen besonders gut beizukommen.

Wir werden hierbei stets bestrebt sein müssen, die rechnerischen

Ergebnisse, sofern sie für die Praxis von Wert sein sollen, auf

eine der quantitativen Auswertung möglichst zugängliche Form

zu bringen.

d) Zur Theorie.

Die Mathematik klassifiziert die Frage nach der Deformation

eines Feldes durch Einbringung etwa paramagnetischer, isotroper
Körper zur allgemeinen (dritten), gemischten Randwertaufgabe.
Diese ist nur in wenigen Fällen explizite gelöst; im wesentlichen

lediglich für das (para- oder diamagnetische bzw. dielektrische)
Ellipsoid im Homogenfeld und seine Degenerationsfälle wie

Kugel und Zylinder. (Vergl. Frank-Mises, Bd. 2, XVII, § 2; 1935.)
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Es ist klar, daß für nicht isotrope Medien die einschlägige Mathe¬

matik beträchtlich erschwert werden kann. Wir beschränken uns

deshalb auf möglichst geeignete Körperformen, die den prak¬
tischen Fällen gegenüber wohl eine Stilisierung darstellen, in¬

dessen hinreichende Anhaltspunkte zu geben vermögen. Wir

wählen die Hohlkugel als Stilisierung einer allseitig geschlossenen
Schirmhülle und den Hohlzylinder als eine mehr technische Form.

Dadurch, daß gemäß unserer Definition die Achsen des Tensor-

ellipsoides in beiden Fällen in jedem Punkte mit den entsprechen¬
den Orthogonalkoordinaten zusammenfallen, geht die Anisotropie
hier noch verhältnismäßig einfach in die Rechnung ein. Unser

Vorgehen wird demgemäß einfach darin bestehen, daß wir mit

Hilfe der Maxwell'schen Gesetze die uns interessierenden Diffe¬

rentialgleichungen aufstellen und diese zu lösen versuchen.

Wir haben noch einen Punkt kurz zu berühren. Die Aniso¬

tropie schließt in der Auffassung der Schichtung die Voraus¬

setzung dünner Schichten in sich ein. Nach den unter I, 1 ge¬

machten Ausführungen dürfen wir indessen annehmen, daß auch

für Bleche endlicher Dicke die anisotrope Rechnung noch gute
Resultate liefert; insbesondere wird das bei den praktisch vor

allem interessierenden Schichtungen verhältnismäßig dünner

Bleche (einige Zehntel mm), die wir im Sinne von I, 1 als Quasi¬

anisotropie ansprechen wollen, der Fall sein. Man hätte bei der

vorliegenden Fragestellung wohl noch die Möglichkeit exakt vor¬

zugehen, z. B. durch die Aufstellung von Differenzengleichungen,
den Übergang von denselben zu den Differentialgleichungen, wo¬

bei der Grenzübergang in den Lösungen quantitativ zu verfolgen
wäre. Wir wollen aber gerade derartige umständliche Rechnungen,
insofern sie sich überhaupt noch bewältigen lassen, durch die

anisotrope Approximation vermeiden. Die unter I, 1 gemachten
Ausführungen dürften an sich schon genügen, dieses Vorgehen
zu rechtfertigen. Trotzdem wollen wir beim Abschirmproblem
noch das Experiment heranziehen. Es soll vorweggenommen wer¬

den, daß der Versuch unsere Erwartung durchaus bestätigt. Bei

Dichten der Schichtung, wie sie üblicherweise vorliegen, stellt

die anisotrope Rechnung tatsächlich eine ausgezeichnete Approxi¬
mation dar.
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Endlich soll noch vermerkt werden, daß der Rechnung, wo

nichts anderes gesagt wird, stets konstante Materialkoeffizienten

zu Grunde gelegt werden.

2. Die Abschirmung von Außen nach Innen

a) Zylinderproblem.

In ein zeitlich sinusförmig veränderliches, homogenes Magnet¬
feld //, das parallel zur xy-Ebene liegt (vergl. Fig. 7), legen wir

einen zur z-Achse parallelen, unendlich langen Zylinder mit dem

Innenradius rt und dem Außenradius ra. Der Zylinder sei derart

aus einem anisotropen Medium beschaffen, daß das Permeabili-

tätsellipsoid in jedem Punkte ein Rotationsellipsoid ist, dessen

Rotationsachse zur Radialrichtung parallel liege. Wir haben dern-

Fig. 7.

zufolge die zwei Hauptachsenpermeabilitäten yr und yv zu unter¬

scheiden. Je nachdem yv ^ yr, liegen die ausgezeichneten Fälle I

(Schichtung parallel zur Wandung) und II (Schichtung senkrecht

zur Wandung) vor. Zwischen ihnen erhalten wir für yr = y = y

als Spezialfall III den homogenen, isotropen Zylinder.
Unser Ziel ist die Berechnung des Verhältnisses der Absolut¬

werte der Feldstärke im Zylinderinnenraum / bei Abwesenheit des

Zylinders s und bei Anwesenheit desselben. Dieses Verhältnis
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ç
Hl (ohne Schirm) ,y\

tii (mit Schirm)

ist allgemein als Schirmfaktor definiert. Auf alle andern Frage¬

stellungen, wie nach der allgemeinen Feldverteilung, dem Wirbel¬

strom usw. wird hier direkt nicht näher eingetreten. Die Rech¬

nung enthält indessen alle hierzu erforderlichen Elemente.

Wir legen Zylinderkoordinaten r, q>, z zu Grunde. Gemäßden

Voraussetzungen gelten für die magnetischen Feldverhältnisse

& = 0; -£r = 0; (2)
ö z

und für die elektrischen

<S„ = 0 ; ©, = 0
. (3)

Der Fragestellung entsprechend könnte man von Anbeginn an

für einen untern Frequenzbereich quasistationär vorgehen. Um

gerade diesen quasistationären Bereich zu übersehen und um die

Allgemeinheit des Vorgehens nicht einzuschränken, wird vorerst

der Verschiebungsstrom nicht vernachlässigt.

Im ganzen Räume gilt die Kontinuitätsgleichung

dfv23 = ^+^ + l^ = 0. (4)

dr r r d<p
v '

Die Materialgleichungen degenerieren nach I, 1, 2 und mit

Hilfe der Voraussetzungen (2), (3) auf die Beziehungen

93, = yr§,; 33^ = yv§v ; (5)

ix =x,<&; 2)2 = ft@z. (6)

Vorerst sei noch eine grundsätzliche Bemerkung bezüglich
der Feldstärke festgehalten. Führen wir in

div§=^ + ^+a^
J

dr
^

r
^

dq>

die Beziehungen (5) ein und ziehen Gl. (4) heran, so wird

y7r 7<p' r öcp Vjv yvJ\ ôr r I
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Die Feldstärke ist also im anisotropen Medium im all¬

gemeinen nicht quellenfrei. Wir wollen uns das hier lediglich
vormerken. Wir werden unter III näher auf diesen Sachverhalt

eintreten.

Nebst der Kontinuitätsgleichung und den Materialgleichungen
ziehen wir zur Erfassung des Problems die 1. und 2. Maxwell-

sche Hauptgleichung des elektromagnetischen Feldes für ruhende

Substanzen heran. Die erste lautet

rotQ = l = u+-äT = *<*+-§r (7)

und die zweite, unter Ausschluß eingeprägter elektromotorischer

Kräfte,

">t« = -||. (8)

Hierin bedeuten |> die magnetische Feldstärke in A/cm, / die

Stromdichte in A/cm2, Î) die elektrische Verschiebung in Coulomb/
cm2, x die spezifische Leitfähigkeit in Siemens/cm und ß die ab¬

solute Dielektrizitätskonstante (bzw. y die absolute Permeabili¬

tätskonstante). Der Dachindex besagt, daß es sich bei den ent¬

sprechenden Größen um Tensoren handelt.

Durch nochmalige Bildung des rot-Ausdruckes in Gl. (7) und

unter Einbeziehung von Gl. (8) versuchen wir eine Differential¬

gleichung für die uns interessierenden Feldwerte aufzustellen. Der

Tensorcharakter der Gleichungen und die vereinfachenden Re¬

lationen (2), (3) lassen es zweckmäßig erscheinen, gleich zur

Koordinatenschreibweise überzugehen. Da wegen der Anisotropie
nicht ohne weiteres die bekannten Lösungssätze der Ausbreitungs¬
gleichungen herangezogen werden können, wird der Rechnungs¬
gang im folgenden kurz skizziert.

Durch nochmalige Differentiation von Gl. (7) erhalten wir

rot rot© = rotj = rotx@ + rot/3®. (9)

Der allgemeine dreidimensionale Ausdruck der Komponenten
des Vektors rotrot § in Zylinderkoordinaten sei hier festgehalten.
Er berechnet sich zu
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rot rot,. § =

1

r

<32^
+

drô<p

1 d$v
r2 5 95

1

/2

rot rotp S =

1

r

d2&

6<p ôz

d2§„
<3z2

<32§„
<9/-2

d2&-
,

ô2&
êz2 drdz

_

J_ diQç, §^ -

/• dr r2

1 a!$r 1 dSr
r drdç? z-2 Ô9?

(10)

"*~ôrôz i- dz dr2 r dr r2 dq>2 rdyôz'

und die Komponenten der rechten Seite von Gl. (9) schreiben sich

Vereinfachen wir diese Ausdrücke gemäß den Voraussetzungen
(2) und (3), führen die Materialgleichungen (5), (6) ein und er¬

setzen schlußendlich die elektrischen Feldkomponenten durch die

Induktionskomponenten unter Heranziehung von Ol. (8), so er¬

halten wir das folgende partielle Gleichungssystem für 33, und 33p:

yv r dre<p
+

Yv r2 dcp dcp2 yr r2
~ *z

dt
Pz

dt2

U2S? 1 693,, J_33^ \_\_ d2%r 1 1 d%r

JV dr2 yvr dr yv r2 yr r drdcp yr r2 d<p

d%m
„

d233.

(12)

A
<p

dt
"

dt

Setzen wir unter Benützung der komplexen Schreibweise

(imaginäre Einheit /) entsprechend der Voraussetzung zeitlich

sinusförmiger Vorgänge an Stelle von 33, und 33,,

33,.£iw' und 33^"',
wobei ab jetzt 33„ 33,, die Komponenten des Zeitvektors der In¬
duktion bedeuten, so geht das System (12) über in
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1 1 «9223„ 1 1 ô»„ 1 1 £233,
, ,.._ ft

....

——+ w^r-^ r-7—5-+ (iwx2- co2ß,)iör = 0 (14)
Y? r dr8<p yv r2 dcp y, r2 Sep2

u K '

1 d2%v 1 3«y 1 1 ysB, 11 d%r

yv ôr2 yvr Or yr r drd<p yr r2 dcp

I 1 \
°5)

In diesem System, das wir aus den beiden MaxwelFschen

Hauptgleichungen unter Einbeziehung der Materialgleichungen

gewonnen haben, eliminieren wir die gemischten Ableitungen
durch Heranziehung der Kontinuitätsgleichung (4), indem wir die¬

selbe einmal nach r und einmal nach q> .differenzieren und die so

gewonnenen Ausdrücke in (14), (15) einführen. Ferner ersetzen

wir in Gl.(14), ebenfalls mit Hilfe von (4), das Glieds—. Setzen

wir endlich noch

JV=iV 2 (16)
Yr Hr

und multiplizieren die Gleichung mit r2, so erhalten wir die lineare

partielle Differentialgleichung für 33,

-r^-lr^+^Uov^-r2«2^- 1) JBr-„.0' = O. (17)

Durch den Separationsansatz

®r = M') h(v) = * h 08)

erhalten wir, wenn die Separationskonstante mit k2 bezeichnet

wird, die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen

«T +yvi + (-\o> ** yv + c"2 ßz yv + l-1^) «1 = 0 (19)

und

/i'+^/i = 0. (20)

Die Differentialgleichung (20) wird gelöst mit dem Ansatz

h = e±x7*. (21)
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Gemäß unserer Problemstellung muß die allgemeine Lösung von

33, in q> periodisch mit 2n sein, kann somit nur die Form haben

k = np (n ganzzahlig).
(19) erkennen wir ohne weiteres als Bessel'sche Differential¬

gleichung (vergl. Jahnke-Emde, Funktionentafeln, 2. Aufl., Leipzig
1933, p. 214). Schreiben wir abkürzend

—j w*z)V + caiß*Y<P —
"2 (22)

so lautet ihre Lösung

n = r~lZnp(ar), (23)

wobei Z Symbol ist für eine der bekannten unabhängigen Linear¬

kombinationen. Auf Grund der Gleichungen (18), (21) und (23)
schreiben wir die Lösung der Differentialgleichung (17) an mit

%r=2riZnp(ar)etinr (24)

Zur Ermittlung von 33^ ziehen wir am einfachsten Gl. (4) heran.

Mit Hilfe der Lösung (24) errechnet sich hieraus leicht

%=±Tt~Zn„{ar).iE—-- = ±SaZ;p(ar).i—-. (25)
n ur n n ft

Eine nähere Aussage über die Lösungen (24), (25) hinsichtlich

dem Index n können wir nur machen durch Heranziehung der

Randbedingungen. Formulieren wir sie, so stoßen wir auf ein

System von Identitäten. Eine an diesen angestellte Betrachtung
durch gliedweise Identifikation zeigt, daß das einschlägige Kon¬

stantensystem nur für n = 1 eindeutig bestimmt ist. Diese hier

vorweggenommene Aussage ermöglicht uns für das vorliegende
Problem die Lösungen in der vereinfachten Schreibform

33,. = r'1 Zp (a r) sin cp ; 33,, = « Z'p (a r) cos <p (26)

weiter zu verwenden.

Vorerst sei eine kurze Betrachtung über den Argumentanteil
a eingeschaltet. Führen wir in Gl. (22) sinngemäß eine Fort¬

pflanzungsgeschwindigkeit
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(wir erinnern uns, daß gemäß der eingangs gemachten Voraus¬

setzung über das Rotationsellipsoid gilt yv= yz; ßv= ß,) und eine

Relaxationszeit

t =
^- (28)

Xco

ein, so geht unter Berücksichtigung von v = ~-, wo 1 die Wellen¬

länge bedeutet, Gl. (22) über in

- = fir)'(>-À)- <»>

Für einen vollkommenen Nichtleiter, als solchen wollen wir

den Außen- und Innenraum ansehen, ist bekanntlich t = oo. Wäre

der Zylindermantelraum ein idealer Leiter, so wäre daselbst t = 0.

In unserem Fall ist t äußerst klein. Wir setzen somit für den

Außenraum ohne jede Vernachlässigung

a = ^ (30)

und für den Mantelraum, einem Frequenzband von Null bis zu

einer beträchtlichen Größe entsprechend,

a = -^|/— i=V —jwx,y„ = ß = pk

K.sec
und wegen « = 2jt/ und yv = y0[iv mit yo = 4n lO-9-^—

k —2ni2'Azf.iipf\Q-9[yü\ in cm"1, (31)

wobei wir noch setzen z = ßr.

(iuv = rel. Permeabilitätskonstante, xt in S/cm, / in Hz, r in

cm.) /? führen wir hier für das reduzierte <x ein.

Bevor wir zu unseren Lösungen zurückkehren, halten wir die

Schreibweise der sogenannten modifizierten Zylinderfunktionen
J_ 3_

fest, die man hier wegen des komplexen Argumentes (—j)2 =j2
mit Vorteil heranzieht (vergl. Mc. Lachlan, Bessel-Functions, Ox¬

ford 1934)
i

—

hi*\i) = 'TPJpi*\s) = Vp (berP x + j bei„ x),

KP (x fi) = -f- \p+1Mpl) (x \1) = \p (kerp x + \keipx);
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und wir setzen jetzt unter Verwendung der Gleichungen (26),
(30) und (31) und Bekanntem aus der Theorie der Zylinderfunk¬
tionen an:

Für den Außenraum mit p = 1

Zla = A'aJi{^) + B'aN^). (33)

Für den Schalenraum

ZPs = A'slp#kr) + B't KP Ö**r) (34)

und für den Innenraum (ebenfalls p = 1), da die Neumannfunk¬

tion für das Argument 0 unendlich wird

•z« lMfë-0- <35>

in (33) und (35) können wir, wenn die Wellenlänge X als ge¬

nügend groß gegen 2nr vorausgesetzt wird, die bekannten Grenz¬

werte (36) für kleines Argument einführen. (Vergl. Jahnke-Emde.)

.

(V
WiVnt"--

(36)

Halten wir gleich noch die entsprechenden modifizierten Aus¬
drücke fest

(-y
IP<fi*r) = rPT$fl)r'"> Kp(i^r) = -iP^-^^j"r-P. (37)

Wir machen sodann folgende gedankliche Operation : ß strebe

gegen Null; gleichzeitig sollen aber die Konstanten A'a, B'a bzw.
A', derart gegen Unendlich wachsen, daß der Grenzwert der so

gebildeten Produkte eine Konstante endlicher Größe wird. Dieses
vorerst etwas willkürliche Vorgehen ist gewiß dann gerechtfertigt,
wenn diese Konstanten durch die Randbedingungen eindeutig be¬

stimmt werden können. Wir erhalten so unter Verwendung der
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Lösungen (26) folgende Ansätze für die Radial- bzw. Tangential-

komponenten in den drei Teilräumen, wobei wir zweckmäßig noch

n aus den Konstanten herauslösen:

M-t^)>-
23,s - + —(- As IP + Bs KP) cos <p (38)

33,. = cos w

»„,= -(- As ßIp + Bsß K'p) sin v (39)

93w=+—sin 99,

wobei

JL/= 81'. ^-K— ßK' mit /' = 4-1 und 2 = /S/- bedeuten.
er dr oz

Die Ansätze (33) bis (35) stellen, wenn wir in Gl. (34) das

Argument durch das mit Gl. (29) gegebene ersetzen, die Lösung

des vorliegenden Problems in seiner vollständigen Form dar.

Durch den Übergang von Gl. (29) auf (31) und den soeben an¬

gedeuteten Grenzprozeß haben wir die Lösungen (33) bis (35)
in die quasistationären Lösungen (38) bzw. (39) übergeführt;
denn es entspricht dieser Operation die Vernachlässigung des

Verschiebungsstromes in Gl. (7) bzw. der Vernachlässigung des

Gliedes coßz in den Differentialgleichungen (14) und (15). Die

Berücksichtigung des Verschiebungsstromes hat bis jetzt die Rech¬

nung nur unwesentlich kompliziert. Sie fällt erst bei der quanti¬
tativen Ermittlung der Resultate erschwerend ins Gewicht. Auf

der andern Seite gestatten uns die Beziehungen (27) bis (31)
eine klare Definition des quasistationären Bereiches. Wie zu er¬

warten war, ist es der übliche, also ein Band mit einer obern

Grenzfrequenz, entsprechend Wellenlängen, die um einiges größer
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sind als der Umfang des zu betrachtenden Zylinders. Soweit sich

die physikalische Realität einigermaßen mit den an die Material¬

größen gestellten Voraussetzungen deckt, haben die Ergebnisse,
die wir aus den Lösungen (38), (39) gewinnen werden, einen

Gültigkeitsbereich, der unserer Fragestellung gemäß weit über

dem liegt, was technisch vor allem interessiert. Unser Augenmerk

gilt ja in erster Linie dem niederfrequenten Bereich (Netz- und

Tonfrequenzen).
Nachdem wir in den Gleichungen (38) und (39) die für den

vorliegenden Fall zweckmäßigen Lösungen gewonnen haben,
bleibt noch die Bestimmung der Konstanten durch Herbeiziehung
der Randbedingungen.

Das Homogenfeld ist gegeben durch

Hr = Hsin cp ; Hv = Hcos <p . (40)

Aus Gl. (38), (39) mit r = oo wird somit

At = —Hn, (41)

und da ebenfalls nach (38), (39) das Innenfeld ein dem gegebenen
Homogenfeld paralleles Homogenfeld ist, merken wir uns

A1 = —Htrt, (42)

womit wir für den Schirmfaktor schreiben können

s = f = & <43>

Wennwir zur Abkürzung noch die folgende Schreibweise festlegen

ri
l r

l = /p(j2kn) usw. und f = —, (44)
P ri

so gewinnen wir mit Hilfe der Beziehungen an den Trennflächen

(»,.= »,>-,. a) (±^a = lSJ b)

(»,, = ar,)r=r. c) (J_a}w=J_2>) d)

und den Lösungen (38), (39) ein lineares Gleichungssystem, das

wir auf die folgende Form bringen

Yv "

(45)
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As^r —bs—k' =Ai
Hg, p Ptp p

Aa[^r—l)-Bs(^-K-K} = 0
\(*(p p pi \fJ-<p p pi

Aa + Bat2-AsêJ2Ï + Bs^K' = 0
\*<p p t-l<p p

~Aa + BaÇ-2 + Aslt1—BsKÇ-1 = 0.
p p

(46)

(46)

Mit der Auflösung dieses Gleichungssystems ist das gesamte
Feldproblem im quasistationären Bereich gelöst. Wir beschränken

uns indessen auf die Berechnung des Schirmfaktors gemäß der

Beziehung (43). Man sieht, daß 5 direkt als der Quotient aus

der Cramer'schen Determinante Dn und der Hauptdeterminante D

angegeben werden kann. Ziehen wir noch die bekannten Wronski-

schen Relationen aus der Theorie der Zylinderfunktionen

r r r r 1

rK-K1= (47)
P P P P Pri

heran, so erhalten wir für den Schirmfaktor den Ausdruck

s=&r.r(2*y.-7) (ft+'z)-m-'k)(f',"+!)]. <48,
2 \\f.iv p plWvp pl \AV p p'Wvp pH

Hierin kann man jederzeit die / und K mit Hilfe der Beziehung
(32) durch die oftmals geläufigeren / und Ha) ersetzen.

Wir haben damit eine sehr allgemeine Beziehung gewonnen,

die gestattet 1. die Abschirmverhältnisse des unendlich langen
Zylinders im Querfeld für anisotropes Material in einem sehr

großen Frequenzbereich zu berechnen und die 2. als verhältnis¬

mäßig einfache Spezialfälle mit p = 1 (vergl. (16)), d. h.

Hr = juv= /A. den homogenen, isotropen, permeablen Zylinder und

mit p = 1, [i, = /iv= 1 den nicht permeablen, leitenden, aniso¬

tropen oder isotropen Zylinder enthält, dem also nur noch rein

dynamische Schirmung entspricht.
Für den Spezialfall des isotropen, permeablen Zylinders wird

Gl. (48)
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LI \(nßri ri\/raß ra ra\ mß rl rl\ ,raß r* ra\l

und für den Spezialfall des nichtpermeablen, leitenden Zylinders
vereinfacht sich Gl. (49) unter Heranziehung der bekannten Funk¬

tionalbeziehungen aus der Theorie der Zylinderfunktionen auf

#2 / ri ra ri ra\
S^^-nrat'iKl-lK). (50)

£ \2 0 2 0/

Der Schirmfaktor ist komplex, d. h. das Außen- und das Innen¬

feld sind phasenverschoben. Wir wollen uns das merken, werden

indessen auf diese hier praktisch weniger interessierende Tatsache

quantitativ nicht näher eintreten.

Für /-, = ra gehen die Gleichungen (48)—(50) mit Benützung
der Wronski'schen Determinante (47) über in 5 = 1, wie es sein

muß.

Die Berechnung des Ausdruckes (48) stößt insofern auf

Schwierigkeiten, als die Zylinderfunktionen für die im allgemeinen
hohe Ordnung p beim vorliegenden komplexen Argument y —j =

1 1

y 2
—-j= (—1+/) nicht tabelliert sind. Lediglich für die ganz-

zahligen Ordnungen 1—5 (Arg. 1—10) sind einige Werte für ber,

bei, ker und kei im Lachlan (cit. a. a. O.) angegeben. Ausführ-

1 1
lichere Tabellen für das Argument \jj= j2 =~js 0 + /) finden

sich im Jahnke-Emde (Ordnung 0; 1) und bei Tölke: „Bessel-
sche und Hankel'sche Zylinderfuktionen 0—3. Ordnung für das

Argument /"|/J" (Stuttgart 1936). Auch diese letzteren Tabellen

können mit Hilfe einiger Relationen aus der Funktionentheorie

zur exakten Auswertung der Formeln (49) und (50) herangezogen
werden. Es soll indessen hier in diesem Sinne auf die beiden,
in der Literatur bereits teilweise behandelten, isotropen Spezial¬
fälle nicht näher eingegangen werden.

Wir ziehen vielmehr zur Bewältigung des Ausdruckes (48)
die approximativen Darstellungen der Zylinderfunktionen heran.

Da einerseits die Potenzreihenentwicklung in der Umgebung des

Nullpunktes ausgezeichnet konvergiert und anderseits die asymp¬

totischen Entwicklungen die Zylinderfunktionen von oo aus von
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Fall zu Fall bis in eine recht enge Nachbarschaft des Nullpunktes
gut annähern, so ist zu erwarten, daß sich Gl. (48) mit praktisch
hinreichender Genauigkeit übersehen läßt.

I. Approximation für kleines Argument.

Wir brechen die Potenzreihenentwicklung nach dem ersten

Gliede ab und erhalten so die Ausdrücke (37). Führen wir die-

d
selben und deren Ableitungen . .

in Gl. (48) ein (mit r = rL
d(pr)

bzw. r = ra), dann geht (48) über in den reellen Ausdruck

wobei zur Abkürzung gesetzt wurde

/n* = iJ^. (52)

(p und f vergl. (16) und (44)).

Gl. (51) ist die exakte Lösung für den statischen Fall. Eine

kleine Rechnung, die Lösung der Differentialgleichung (4) unter

Einbeziehung der Randbedingungen (40)—(45), bestätigt es

leicht. Würden wir weitere Glieder der Potenzreihe berücksich¬

tigen, so könnten wir uns noch etwas vom Nullpunkt wegbewegen.
Dies wird im allgemeinen nicht erforderlich sein, da uns der Fall

m = 0 für den untern Grenzbereich einen meist genügenden An¬

haltspunkt gibt.

IL Approximation für großes Argument.

Wir ziehen die Hankel'schen asymptotischen Reihen heran.

Es sei vermerkt, daß sie für das vorliegende komplexe Argument
gelten. Da es zu weit führen würde, hier auf mathematische Einzel¬

heiten einzugehen, wird auf die einschlägige Literatur verwiesen.

(Vergl. etwa: Frank-Mises, Differentialgleichungen der Physik,
Braunschweig 1935, und R. Weyrich, Die Zylinderfunktionen,
Leipzig 1937. Weitere Literatur daselbst.)

Brechen wir die Reihen wiederum nach dem ersten Gliede

ab. Wir erhalten dann die bekannten Darstellungen
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'_" (53)

Hierin bedeutet q = (p + ^W. Ferner erinnern wir uns der

Bezeichnungen (16) und (31) und führen für die Wandstärke noch

ein ô = ra —/-,.

Gehen wir mit den Ausdrücken (53) und deren Ableitungen
nach z sinngemäß in Gl. (48) ein, trennen nach der etwas um¬

ständlichen, aber elementaren Rechnung den Realteil und den

Imaginärteil ab, so erhalten wir für den Absolutwert des Schirm¬

faktors, also für das Amplitudenverhältnis der Feldvektoren im

Zylinderinnern bei Abwesenheit und Anwesenheit des Schirmes

den Wert

*H^)-^01V(^)+staI(ê<)] «m,

Dieser Ausdruck, der auf den ersten Blick etwas umfangreich
aussieht, ist der zahlenmäßigen Auswertung doch verhältnismäßig
gut zugänglich, insbesondere wenn wir die „Tafeln der Kreis-

und Hyperbelfunktionen, sowie der Funktionen e* und e~x von K.

Hayashi (Berlin und Leipzig, 1928) benutzen.

Die Gl. (54) gilt unter der Voraussetzung, daß der Absolut¬

wert des Argumentes der Zylinderfunktionen in Gl. (48) größer
als der Absolutwert der Ordnung ist; d.h.

\A = ^r->p. (55)
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Von dieser Voraussetzung werden die beiden Parameter, das

Radienverhältnis f = ra/r„ bzw. die Wandstärke ô = ra —r, nicht

berührt; d.h. wir können über sie verfügen, ohne die Gültigkeit
der Formel (54) zu beeinträchtigen. So wird für f = 1, d.h.

ô = 0, \S\ = 1, wie es sein muß.

k
Für -j= ô > 2,5, so daß wir die trigonometrischen gegen die

hyperbolischen Glieder vernachlässigen können und schreiben

k

•«.(£«)=»."; «.(2^)>J.-V., (56)

ferner für fi von einer genügenden Größe an, vereinfacht sich

der Ausdruck (54) auf

isi=(£<K-
a

+
hir^A

_ in (2 p, I) in Neper,
V2^ J

(57)

wobei bedeutet

Gl. (57) reicht in vielen technisch interessierenden Fällen

aus. Wir haben damit in (54) bzw. (57) sehr allgemeine und für

die Berechnung relativ einfache Ausdrücke gewonnen, die zu¬

sammen mit der Beziehung (51) für m = 0 das vorliegende

Schirmproblem praktisch erfassen. Das Interval, das wir zwischen

den beiden Entwicklungen zu interpolieren haben, beträgt im all¬

gemeinen nur einige wenige Hz.

Bevor wir die Ergebnisse zusammenfassend diskutieren, soll

als Idealisierung einer im Endlichen allseitig geschlossenen Hülle

vorerst in ähnlicher Weise noch die Hohlkugel behandelt werden.

b) Kugelproblem.

Wir fassen uns kurz, da sich das Vorgehen infolge der vor¬

liegenden Rotationssymmetrie fast Schritt für Schritt an das des

soeben behandelten Zylinderproblems anschließt. Wir legen der
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Betrachtung wieder ein zeitlich sinusförmig veränderliches Homo¬

genfeld zu Grunde, in das wir die Hohlkugel lagern und richten

unser Hauptaugenmerk wieder auf die Frage nach dem Verhältnis

der Amplitudenwerte der Feldstärken im Innern der Kugel mit

und ohne die Anwesenheit derselben, also nach dem gemäß II, 2 a

(1) definierten Schirmfaktor. Die Kugel sei im gleichen Sinne

anisotrop definiert wie vorhin der Zylinder. Wir können uns die

Fig. 7 als Meridianschnitt vorstellen, wenn wir uns die Zylinder¬
koordinaten r, cp, z durch die Kugelkoordinaten r, #, (p ersetzt

denken, (r entspr. r, cp entspr. #.)
Infolge der Rotationssymmetrie des vorliegenden Problems

gelten :

*, = 0; ^ = 0 (1)

und ®r = 0 ; @»= 0
. (2)

Wir merken uns vorerst die allgemeine Kontinuitätsgleichung
in Kugelkoordinaten.

div 33 =
-1 (~ (/•* 33,)) + -1-s ^2 + -J-. (^ (sin & 33„)) = 0. (3)r*\dry '/ rsin-3- 6cp rsm$\d& l

Die Materialgleichungen erhalten wir entsprechend II, 2, a

(5), (6) zu

33#- =?#§#, »»=}'*&», (4)

h = y-? @v, ®«, = ßv ®v (5)

Endlich ziehen wir wieder die 1. und 2. Maxwell'sche Glei¬

chung heran, wollen hier indessen, eingedenk der Betrachtungen
II, 2, a (26)—(31) von Anbeginn an quasistationär vorgehen, also
den Verschiebungsstrom in der 1. Maxwell'schen Gleichung ver¬

nachlässigen.
Zur Aufstellung geeigneter Differentialgleichungen kombi¬

nieren wir die beiden Hauptgleichungen derart, daß wir analog II,
2, a (9), von der ersten nochmals die Rotation bilden und die

2. Hauptgleichung II, 2, a (8) sinngemäß in den so gewonnenen
Ausdrücken einführen. Den allgemeinen Ausdruck rotrot § in

Kugelkoordinaten wollen wir, da oft nützlich, doch selten zu

finden, hier festhalten. Er berechnet sich zu
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t ot fi-
* d2£y i a^y d*$r l l d2£,

r^
rsin&ârô'y r*sin& ô<p dy2 rsm2V r2d&2

cotg$d&r 1 ô^&o 1 dfo cotgfldfo COtg^;
r2 d#

+
a- drö#

+
r2 d#

+
i- dr

+
r2

^'

. . ~
1 d2&? cosff d&, 1 d2£y cos^ d£y,rot rot<p £ ~

r2 sin $ d # d(p r2s\n2<).ô(p r2 d&2 r2sm2» d»

r2sin2#w or2 r dr rsin# drdy'

1 è2§r 2 öS» 1 <92£„
,

1 d2£ç,
rotrot^^-^-^---^--,—-^ +

+

r (5r<9# r dr rsm2& dtp2 rsm&dcpdd-

COS5- d$v d2&#
rsin2# Bcp ôr2

Mit Hilfe von (1) und (2) vereinfachen sich die Beziehungen
und wir erhalten das folgende lineare partielle Differentialglei¬
chungssystem 2. Ordnung für 23, und 23,,

1 g223r cotg#d23,. 1 d223„ 1 aiB,, cotgfrdSa
yrr2 dtf2

+

yrr2 8» yrrdrdV y#r2 d» y»r dr

cotgö
_

(7)

1 <3223, 1 ô*8, 2 5 S3,
_

.

Die Kontinuitätsgleichung, gemäß den Voraussetzungen (1)
und (2) vereinfacht, wird

divS = -^ + ASr+^8, + ±^ = 0. (9)
ôr r r r dV w

Wir differenzieren wieder Gl. (9) einmal nach r und einmal

nach # und ersetzen mit den so gewonnenen Ausdrücken die ge¬
mischten Ableitungen in den Differentialgleichungen (7) und (8).

1 CR
Mit Gl. (9) können wir sodann in Gl.(7) die Glieder von —-—und

93,? eliminieren und erhalten so eine lineare partielle Differential¬

gleichung 2. Ordnung für 23,,



— 61 —

d^r+4r^ + (2-ico-,tpyûr^r+p^-^f^cotg&^0, (10)
ôr2 er

wobei gilt
p* =

^-
. (11)

Ein Separationsansatz analog dem von II, 2, a (18) führt auf

die zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen

f+cotg^f=-^ (12)
h fi P

und

r»Ü + 4rÜL + (_j0,x y r2 + 2) = *2. (13)

Mit der Substitution cos# = * geht Gl. (12) über in die be¬

kannte Legendre'sche Differentialgleichung. Ihre Lösungen sind

zonale harmonische Kugelfunktionen: Pn (x) = /'„(cos??), wobei

gilt: P1(cosê) = cost?.

In der Differentialgleichung (13) erkennt man den Bessel-

schen Typ (vergl. Jahnke-Emde, zit. bei II, 2, a (19)) mit

3

r 2Z„i(ßr) als Lösung.

Eine Betrachtung der Lösungen zeigt, daß wir das vorliegende

Randwertproblem für den Index n = 1 erfüllen können. Die Se¬

parationskonstante schreibt sich dann k2 —2 p2.
Damit wird die Lösung der Differentialgleichung (10) end¬

gültig
3

®r = vl-f1 = rSZi{ßi)-cos9, (14)

wobei die Ordnung und das Argument der Zylinderfunktionen

festgelegt sind durch

/ =
-1 fl + 8p* (15)

und
13 3

ß = (- J w-w„)2 = p k = p 2ji Vâx^/lO-» [y0] • (10)

Zur Ermittlung von 23,, gehen wir mit den beiden Separations¬
ansätzen

»r = v, (/) • A (*) ; S3* = t>2 (/•) • f2 ») (17)
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in die Kontinuitätsgleichung (9). Wir erhalten so die beiden Diffe¬

rentialgleichungen
r 1

«2 = —

y «* —»i ; h =

~2 if» + coig&h), (18)

aus denen sich
3

8» = vt h =

y

2

{(/- ^\Zi{ßr) - ßrZt_t (/?/-) J sin * (19)

ermittelt.

Mit analogen Betrachtungen wie zu II, 2, a (33)—(39) und

unter Heranziehung der Schreibweise der modifizierten Zylinder¬
funktionen gemäß Gl. II, 2, a (37) erhalten wir auf Grund der

Lösungen (14) und (19) für den Innen-, Schalen- und Außenraum
der Kugel die folgenden Ausdrücke für die Radial- bzw. Tangen-
tialkomponenten der Induktion:

93,. = ^ c°s^ —
—H'cos&

Kl2
l

33,, =--4 sin & = Hi sin »

i

3 _3
33^ = (Asr~ 2 / + Bs r 2 K) cos »

(20)

«v.=H.[f'f„,+fi/]-*[fif,y+f^-»

wobei

^-f=ßI'.^-K=ß^' mit /' = ~/und z = /îr bedeuten. (21)

Im System (20) bestimmen sich sofort für r = 0 und /- = oo

3 3

/!,- = —Hi rfi Aa —
—Ha rfl

An den Trennflächen Innenraum-Schalenraum und Außen¬

raum-Schalenraum gelten die den Beziehungen II, 2, a (45) ana-
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logen vier Randbedingungen. Führen wir in diese die Ansätze

(20) ein, so erhalten wir ein lineares Gleichungssystem für die

vier noch zu ermittelnden Konstanten Ah As, Bs und Ba. Wir lösen

es mit der Cramer'schen Regel, können indessen auch hier wie

beim Zylinder den Schirmfaktor 5 als den Quotienten zweier De¬

terminanten bestimmen. Die Durchrechnung führt, unter Ver¬

wendung der Wronski'schen Relationen der Zylinderfunktionen,
auf den folgenden Ausdruck:

_ (^ £+( > _2) s) m?+ll+,) ;-)). <22>

Bezüglich der Bezeichnungen zu (22) sei verwiesen auf die Be¬

ziehungen (15), (16), (11), (21) und II, 2, a (44).
Setzen wir in Gl. (22) r, = ra, d. h. ô = 0 und ziehen noch

die Relation II, 2, a (47) heran, so rechnet man leicht nach, daß

5=1 wird, wie es sein muß.

Für den Spezialfall der homogenen, isotropen magnetischen
Kugel, n, = [i# = ju (p = 1), womit nach (15) und (11) die Ord-

nung l = — wird, geht der Ausdruck (22) über in

Für die nichtpermeable, leitende Kugel vereinfacht sich Gl.

(23) gemäß /u = 1 weiter.

I. Approximation für kleines Argument.

Wir ziehen wieder die Potenzreihen heran. Es wird auch hier

im allgemeinen ausreichen, wenn wir nach dem ersten Gliede ab¬

brechen, uns also auf den Fall œ= 0 beschränken. Benutzen wir

die Ausdrücke II, 2, a (37), in denen lediglich die Ordnung p durch

die Ordnung 1 zu ersetzen ist, und gehen in Gl. (22) sinngemäß
ein, so erhalten wir
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S =

WÏTWr{\l + ^r+2,r+(p>+p) ,A ^
^

- [2 - 3pu,- nr + (P2 + p) Mr-""2.
Hierin bedeuten

,»<-W(->+yi+8£Ht=-5 (25)

Für /ur = (ij = fj, geht Gl. (24) über in den längst bekannten, erst¬

mals von Poisson berechneten Ausdruck für die homogene iso¬

trope Kugel
2 In l)2

5=1 +-±Vf_i2-(l_|-»). (26)

Auch hier sei auf die einfache statische Rechnung verwiesen,
um mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung, den Materialgleichungen
und den Randbedingungen zur Kontrolle Gl. (24) direkt zu be¬

rechnen.

II. Approximation für großes Argument.

Wir benutzen wiederum die Hankel'schen asymptotischen
Reihen, brechen sie nach dem ersten Gliede ab und ziehen die

Ausdrücke II, 2, a (53) heran, in denen wir die dortige Ordnung p
durch die Ordnung 1 gemäß (15) und (11) ersetzen. Setzen wir

dieselben und deren Ableitungen in Gl. (22) ein, so errechnen

wir für den Absolutwert des Schirmfaktors, d. h. für das Ampli¬
tudenverhältnis im früher definierten Sinne, wenn wir die Wand¬

stärke der Kugel mit à = ra —/-,- bezeichnen und für k auf Gl.

(16) verweisen, den folgenden Ausdruck:

+ [2^+ri]'co.,(is«) + «-(i|')
^2 I Vj/2 )\ (27)

+ M^[2ii + ri-]U(2 *,)+«.(2 ± s
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Für diesen Ausdruck gelten die gleichen Bemerkungen, wie

sie anschließend an die entsprechende Zylinderformel II, 2, a (54)
gemacht wurden. Mit den gleichen dort festgelegten Voraus¬

setzungen erhalten wir den der Formel II, 2, a (57) entsprechen¬
den vereinfachten Ausdruck für die Kugel mit

ICI ( k a\ j_
!

In \ "'
J.

k*r'rl
4.

fl*
J.

"P*

V2 fi,,

ak]/ran]
, .„ /-^ „5\ . XI

(^8)
L—

—In (3 y2 £2 ) in Neper,

wobei bedeutet

(2£r+|-î). (29)

Wir wollen noch eine Bemerkung zur Formel (23) machen.

Die in diesen auftretenden Zylinderfunktionen sind von der Ord-

nung / = —. Liouville hat bewiesen (vergl. etwa Nielsen, Hand¬

buch der Zylinderfunktionen, Leipzig 1904), daß die Zylinder¬
funktionen von der Ordnung ± (n + |), wobei n = 1, 2, 3...

gilt, die einzigen sind, die sich mittelst elementarer transzen¬

denter Funktionen (Exponentialfunktionen und trigonometrischer

Funktionen) ausdrücken lassen. Die asymptotischen Reihen

brechen dann nach dem n'ten Gliede ab und stellen die exakten

3
Ausdrücke dar. Für / = -~- ist n = 1 und wir hätten in den Be¬

ziehungen II, 2, a (53) nur mit Ausdrücken ( 1 ——j und [ 1 + —]
zu" multiplizieren, um die Funktionen exakt darzustellen. Das

macht es klar, daß Gl. (27) für isotropes Material den Schirm¬

faktor sehr schnell und genau approximieren wird. Für aniso¬

tropes Material und große Permeabilität (W, d. h. verhältnismäßig
hohe Ordnung der Zylinderfunktionen, werden wir weniger nahe

an die Umgebung des Nullpunktes herankommen. Es ist indessen

zu bedenken, daß bei großem fi (das gilt zusätzlich auch für die

Leitfähigkeit x) ebenfalls das Argument rasch groß wird, so daß

auch hier eine gute Approximation zu erwarten ist. Da wir die

Anisotropie im wesentlichen beliebig gestalten können, also so¬

wohl beim Zylinder, gemäß Gl. II, 2, a (16), wie bei der Kugel,
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gemäß Gl. (15), die möglichen Ordnungen von 1 = oo auf der

reellen Achse durchaus dicht liegen, so gelten die obigen Bemer¬

kungen für die Ausdrücke II, 2, a (54) und b (27) ganz allgemein.
Auch aus physikalischen Gründen ist es klar, daß die zwischen

den ganzzahlig gebrochenen Ordnungen liegenden Werte in un¬

serem Falle im wesentlichen weder bevorzugt noch benachteiligt
sein können.

Wir werden auf die quantitative Seite dieser Fragen, wie auch

auf die augenscheinliche Ähnlichkeit der Ausdrücke für den Zy¬
linder und die Kugel in der Diskussion zurückkommen.

3. Die Abschirmung von innen nach außen.

Der Einfluß eines Eisenkernes.

Da über das umgekehrte Problem, das magnetische Feld von

andern Teilen der Apparatur dadurch fernzuhalten, daß man den

Störfelderzeuger abschirmt, im wesentlichen nur eine experimen¬

telle Arbeit vorhanden zu sein scheint (Lit. (37)), soll hier auf

diese Frage eingetreten werden.

In den meisten Fällen wird es sich bei solchen Störfeld¬

erzeugern um solenoidale, stromdurchflossene Spulen handeln

und zwar um eisenlose, oder solche mit Kern, wie z. B. bei Trans¬

formatoren.

Wir legen der Rechnung einen etwas stilisierten derartigen

Fall zu Grunde, der indessen über das charakteristische Verhalten

hinreichend Aufschluß geben dürfte. Daran ändert die Tatsache,

daß die Spulen in der Praxis recht verschiedenartig konstrufert

sind, rechteckige Kerne usw., nur Unwesentliches. Maßgebend
ist im großen und ganzen vor allem der Dipolcharakter derartiger

Felder.

Wir beschränken uns vorerst auf den statischen Fall a> = 0

und legen das Problem wie folgt fest (vergl. Fig. 8) :

Gegeben sei wieder ein unendlich langer Zylinder mit dem

Innenradius r2 und dem Außenradius rs parallel zur z-Achse. Er

sei wie beim früheren Zylinder anisotrop definiert mit den Haupt¬

achsenpermeabilitäten yKi und y ,
d.h. ju* = y^A'ev 'm ^nnern

dieses Hohlzylinders befinde sich ein Vollzylinder mit dem Radius
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r1 (Eisenkern). Der Vollständigkeit halber sei er im gleichen Sinne

anisotrop definiert mit den Hauptachsenpermeabilitäten y, und

yVi, d. h. j«* = y /Vj/Vi. Auf diesem Zylinder ordnen wir einen

stationären Strombelag mit zur z-Achse paralleler Stromrichtung
an, so daß die Belegungsverteilung über den Kreisumfang har¬

monisch mit 2 ji sei, etwa nach

/ = /„ cos (p , (1)

(vergl. allg. Bemerkg. über derartige Strombelegungen in 111,6)
und wir wollen uns jetzt die Frage vorlegen, wie das durch diesen

Strombelag erzeugte Feld durch den Schirmzylinder hindurch in

den Außenraum streut.

An Stelle des Zylinders könnten wir entsprechend das Kugel¬
problem formulieren. Wir hätten uns dann die Fig. 8 als Meridian¬

schnitt vorzustellen, wobei die analogen Kugelverhältnisse durch

Rotation um die y-Achse (wir bezeichnen sie zweckmäßig als Feld¬

oder Spulenachse) erzeugt werden.

Das Feld des beschriebenen, zylindrischen Strombelages
(vergl. auch III, 1) berechnet sich zu
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§Vi = —

y
COS<p §ç,a

und

£/-,• = —

y
sin (p %ra

wobei die Indizes i bzw. a auf das Feld im Räume innerhalb des

Strombelages bzw. außerhalb desselben hinweisen. —Das Innen¬

feld ist also ein Homogenfeld parallel zur j/-Achse, das Außenfeld

hat Dipolcharakter. Schrumpft der Strombelag auf den Ursprung
zusammen (/-,—>0), so erhalten wir einen eigentlichen Dipol. Wir

brauchen dann nur, wenn /•,-—* 0, /„ uns derart gegen Unendlich

wachsend denken, daß der Limes eine endliche Konstante bleibt,

die wir in geeigneter Weise als Dipolmoment zu definieren haben.

Mit Hilfe des Fourier'schen Prinzips kann man eine be¬

liebige Stromverteilung längs des Kreisumfanges darstellen und

vermag so die technischen Spulen- bzw. Trafoverhältnisse besser

anzunähern. Unser der Rechnung zu Grunde gelegter Fall stellt

in diesem Sinne die Durchstreuung der ersten räumlichen Har¬

monischen dar. Im wesentlichen genügt sie, den maßgebenden
Aufschluß über die interessierenden Fragen zu geben. Wir werden

später (vergl. III, 6) noch kurz darauf zurückkommen, inwieweit

bezüglich der Fragestellung der Abschirmung die höheren räum¬

lichen Harmonischen ihren Einfluß geltend machen.

Das rechnerische Vorgehen für das eingangs dieses Ab¬

schnittes beschriebene Problem, das in seiner allgemeinen Fassung
die Abschirmung einer felderzeugenden Spule mit anisotropem
Eisenkern mittelst eines anisotropen Zylinderschirmes umfaßt, ge¬

staltet sich wie folgt:
Im ganzen Zylinderraum gilt die Kontinuitätsgleichung ge¬

mäß II, 2, a (4). Ferner ist im ganzen Raum der Feldvektor

wirbelfrei, also

rot § = 0
, (3)

mit Ausnahme der strombelegten Trennfläche, wo wir mit Ver¬

wendung des Flächenrotors Rot zu schreiben haben

SRot £ = [n, §; —§i]r=ri = i = (§*>,- —§<pi)r=r= k cos <p (4)

und mit der Flächendivergenz an derselben Trennfläche

—
_

AVz.

-2

COScp

-2

sin y,

(2)
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(»,,-»^=0. (5)

An den Trennflächen /—s und s—a halten wir noch die restlichen

vier Randbedingungen fest mit

^-»r,U=0, ($*,-$*,U,= 0, (6)

(%r,-*raUr=0, (^-^=0. (7)

Wegen der Wirbelfreiheit des Feldvektors, gemäß Gl. (3),
können wir denselben als Potentialgradienten ansetzen zu

§ = —grad u, (8)

also mit den Materialgleichungen nach II, 2, a (5)

m
ou 1 du

*r =

-r,Tr, ** =

-ft-T^- (9)

Die Ausdrücke (9) in die Kontinuitätsgleichung nach II, 2, a (4)

eingeführt, führen uns auf die partielle Differentialgleichung

r2—^ +r— +/J2—5 = 0 mit P1 ='-f (10)

Sie löst sich durch Separation und wir halten für das Potential

den Ansatz fest

mit A und B als Integrationskonstanten. Wenn wir zur Formulie¬

rung in den vier Teilräumen für die Konstanten die Bezeichnungen
Ah Bh As, Bs, An B, und Aa, Ba einführen, so gilt

Bi = 0 und Aa = 0
, (12)

da die Feldstärken für r = 00 und r = 0 nicht unendlich werden

sollen. Bedenken wir noch, daß im Zwischenraum / (Luftspalt)
und im Außenraum a nv = [ir = 1, d. h. p = 1 gilt und formu¬

lieren wir die Randbedingungen (4)—(7) mit Hilfe von (11),
(12) und (9), so erhallen wir ein lineares Qleichungssystem zu

sechs Gleichungen, aus dem wir die Konstanten At, Ah Bh As, Bs
und Ba ermitteln. Damit ist das Problem vollständig gelöst.

Wir interessieren uns hier nur für die Konstante bezüglich der

Feldstärke im Außenraum.
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Wenn wir den Schirmfaktor 5 wieder in der üblichen Weise

definieren als das Verhältnis der Absolutwerte der Feldstärke

(jetzt im Außenraum) bei entferntem Schirmzylinder s und bei

Anwesenheit desselben, so errechnen wir den Ausdruck

)
4M? / (14)

_

J_ Qu? - 1) /Q»| + 1 ) H- 1 ) &-1 - frig - 1 ) (fi? + 1 ) gf*-1
!f(tf+l)\ 4^f

Das soeben gelöste statische Problem dynamisch (quasi¬
stationär) angefaßt, derart, daß der Strom des Belages in der

2-Richtung sinusförmig pulsiert, führt unter sinngemäßer Ver¬

wendung der Lösungen II, 2, a (38), (39) auf die folgende Be¬

ziehung für den Schirmfaktor

t-lq>2 p2 "s' ^
H<p2 Pi Pi' * (15)

^ f w Pi Pi
'

-kh fr+ &(**?•+ ?)]).
V ^Va Pi Pi'

X t*<Pi Pi P*/J)

Nebst den Bezeichnungen, die wir bereits von II, 2, a her kennen,
wollen wir speziell festhalten:

Für den Schirmzylinder

a t r3
Pi ) f-'vz > f*r, t r2 > rS ) b2 —

y »

(14a)
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und für den Kern

ßi j Mipi > Vn > r\ > ±1 —

—

(14b)

Berechnen wir für die in diesem Abschnitt zu Grunde gelegte

Anordnung das umgekehrte Problem, die Abschirmung gegen

innen, also Weglassung des Strombelages und statt dessen,

Definition eines im Unendlichen gegebenen Homogenfeldes,
unter entsprechender Modifizierung der Randbedingungen, so

erhalten wir für den Schirmfaktor genau die gleichen Ausdrücke

(14) und (15). Den Schirmfaktor haben wir hierbei definiert in

Bezug auf das Feld im Kern, also als das Verhältnis des Absolut¬

wertes des Feldes im Kern bei entferntem Schirmzylinder zum

Absolutwert des Feldes im Kern bei aufgestülptem Zylinder. Das

entspricht dem Fall, daß wir eine Spule mit Kern in einem äußern,

als unendliches Homogenfeld idealisierten, Störfeld abschirmen

wollen, während wir bei der Ableitung der Gl. (14) und (15)
von der Anordnung von innen nach außen ausgegangen sind, ent¬

sprechend der Abschirmung einer ein Störfeld erzeugenden Spule
mit Kern nach außen. Bei den vorliegenden Voraussetzungen und

der vorliegenden Definition des Schirmfaktors, die dem prak¬
tischen Fall entspricht, sind also die Abschirmung von innen nach

außen und die Abschirmung von außen nach innen gleichwertig.
Für den mit der Mathematik vertrauteren Leser sei noch darauf

hingewiesen, daß sich dieser Sachverhalt in schöner Geschlossen¬

heit vom funktionstheoretischen Gesichtspunkte aus darstellen und

übersehen läßt; nämlich mittelst der Kreisinversionen, vermöge
deren man das Homogenfeld im Unendlichen konform in ein Di¬

polfeld im Kreismittelpunkt abbilden kann.

Wir führen die folgenden Abkürzungen ein

50s = ^I + D'^-1-^-1)'^ ) , (16)

' S ~

/..* _1_ 1\ £2 ' \ll>
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= (M + i)frg- i)l?~'- frS-i)frg + W"^ , (18)
4^2*

und

°od —

9—
- -

PiL\ /-'fi Pi Pi' ^ fvi
Pi

Pi

\ t*<Pi Pi pj ^ A'?'» P» P2

(19)

, fchr-'i)
rä = -htt*-%, (20)

\ Hvi Pi pj

zd=^f\l^?+?)(^k'+k)
Z LVl L'<Pa Pi Pi

^ A<¥>9 Pj P2
'

-^k' + kM^r
M<Pi Pa Pi

'
\ f'¥>2 P2 Pa

(21)

Dann schreiben sich:

Die Gl. (14) entsprechend dem statischen Fall m = 0

5 = S0$ —F, Zs (22)

und die Gl. (15) entsprechend dem allgemeinen dynamischen Fall

S = S0ä—Fd-Zd. (23)

Für den Fall, daß der Kern verschwindet, d. h. fiVi = jur> = /u2 = 1,
d. h. kx = 1, wird wegen Fs = 0

5 = 50s, (24)

d.h. Gl. (22) geht über in II, 2, a (51), wie es nach den obigen
Bemerkungen sein muß.

Für das Verschwinden des Kernes im allgemeinen dynami¬
schen Fall wird, da dann für die Leitfähigkeit des Kerns xt = 0,
d. h. ßt

= 0 gilt,
Hl ë '

Fd = 0. (25)
Es wird also

S = S0d ; (26)

d.h. Gl. (23) geht folgerichtig in II, 2, a (48) über.

Nebst der Tatsache der Gleichwertigkeit dieser für die Ab¬

schirmung von innen nach außen berechneten Ausdrücke mit den
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Formeln, die wir früher für die Abschirmung von außen nach

innen gewonnen haben, besagen die Gleichungen (24) und (26)
außerdem, daß der Schirmfaktor unabhängig ist vom Radius des

Strombelages. Das heißt praktisch, daß die Distanzierung eisen¬

loser Spulen von der Schirmhüllenwandung keinen Einfluß auf

die Abschirmverhältnisse ausübt. Das gilt im statischen wie im

dynamischen Fall.

Wir wollen das hauptsächlichste Ergebnis dieses Abschnittes

wie folgt zusammenfassen: Für die der Rechnung zu Grunde ge¬

legten Voraussetzungen, die im wesentlichen den praktischen Fall

erfassen (vergl. die obige Bemerkung bezüglich der höheren räum¬

lichen Harmonischen), ist die Abschirmung von außen nach innen

gleichwertig mit der Abschirmung von innen nach außen. Das

heißt also: Ob wir das Streufeld, etwa eines Transformators, da¬

durch abschirmen, daß wir denselben mit einer geeigneten Ab-

schirmhülle umgeben oder ob wir das in diesem Störstreufeld

liegende, zu schützende Objekt mit einer Abschirmhülle umgeben,
ist bezüglich der Ökonomie des Abschirmtopfes gleichgültig. Ent¬

scheidend, für welche der beiden Möglichkeiten wir uns ent¬

schließen wollen, sind also nur Fragen wie die des Aufwandes,
der Konstruktion, des Einflusses auf die Induktivität, der Ver¬

luste usw.

Da die obigen Betrachtungen ganz analog auch für das Kugel¬
problem gelten, ermöglicht der vorliegende Sachverhalt eine Er¬

weiterung des Anwendungsbereiches der qualitativen und quanti¬
tativen Ergebnisse des Abschnittes II, 2, a und b.

Es ist ohne weiteres klar, daß der Einfluß eines

Eisenkernes im Innern des Abschirmtopfes auf

die Abschirmung im statischen Fall durch das subtraktive Glied

Fs Zs (27)

in Gl. (22) und im dynamischen Fall durch das subtraktive Glied

Fd-Zd (28)

nach Gl. (24) festgelegt ist.

Wenn wir uns der Einfachheit halber auf verhältnismäßig
hochpermeable Magnetikas beschränken, so daß /.(*, /.4 bzw. tu etwa

größer 50, wie es praktisch ja meist der Fall ist, dann können
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wir die Eins gegenüber dem fi* vernachlässigen und es wird nach

(17) und (18) mit großer Näherung

/vz^l^Wr1-^-1)- (29)

Je größer dieses Glied, um so schlechter wird die Abschirmung;
also um so schlechter, je kleiner die Distanzierung des Kernes

gegenüber dem Schirm gemäß I —I
.

Der gesamthafte Schirm-

faktor der Anordnung Schirm plus Kern wird, wenn wir in Gl. (16)
die gleiche Voraussetzung bezüglich der Permeabilität machen wie

für (29), für den statischen Fall nach Gl. (22), (16) und (29)

s-['-©l£<^,-^,> = ['-©']*.- «"»

S0s ist der Schirmfaktor ohne Kern nach Gl. (16) bzw. II,

2, a (48).
Zum Einfluß des Kernes auf die Abschirmung im dynamischen

Fall ist vorerst folgendes zu bemerken: Fast immer sind diese

Kerne zur Unterdrückung der Wirbelströme geschichtet. Sie

nehmen demgemäß dynamisch praktisch keinen Anteil an der Ab¬

schirmung. Gl. (20) geht dann über in Gl. (17) und für u* > 1

wird

J_

Aus Gl. (21) erhalten wir ferner, wenn wir analog vorgehen wie

für die Herleitung von Gl. II, 2, a (54)

1 ' 2 lLA*r,r,\2fift I ^ -IL \^2 ' ^2 "

/ 1

/*=«• (31)

—1
ä-E»)'[«."(^')+«..(^4)]V2„„ / V»2 « ; r~ \p )- \ys

(32)
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Für die Voraussetzungen und Bezeichnungen von Gl. (32)
k

gilt alles, was zu II, 2, a (54) gesagt wurde. Für-^= <5 > 2,5, so

y 2

daß die trigonometrischen gegen die hyperbolischen Glieder ver¬

nachlässigt werden können, ferner für verhältnismäßig großes /nv

geht, analog wie Gl. II, 2, a (54) in II, 2, a (57), hier Gl. (32)
über in

lZ*l=Vy2 / 2 in\2^/-2/-a+ 2^
+

2+}l2ki^3

-Ô-^}-In(2V2^)
(33)

in Neper, wobei bedeutet

* = $! —£*. (34)

Da sich Gl. (33) von Gl. II, 2, a (57) nur durch Größen

unterscheidet, die verhältnismäßig klein sind, kann Gl. (33) prak¬
tisch gleich Gl. II, 2, a (57) gesetzt werden. Wir schreiben somit

nach Gl. (15), (23), (19), (20) und (31) an

5=l!-(S)2K- (35)

Sod ist der Schirmfaktor ohne Kern nach Gl. II, 2, a (57) bzw.

Gl. (19).
Wenn also der Kern zur Unterdrückung der Wirbelströme

geschichtet oder sonstwie unterteilt ist, wenn ferner die Voraus¬

setzungen der Gl. II, 2, a (57) erfüllt sind, was für die meisten

praktisch in Frage kommenden Fälle bis wesentlich unter die

Frequenz 50 hinab gilt, dann ist der Einfluß des Kernes auf den

Schirmfaktor auch für die dynamischen Verhältnisse durch die

einfache Gl. (35) beschrieben.

Wenn der Kern, was selten der Fall ist, nicht unterteilt wird,
so ist die Verschlechterung gemäß Gl. (20) etwas kleiner als durch

die Gleichungen (30) bzw. (35) angegeben wird. Wir werden

indessen diese beiden Gleichungen in fast allen interessierenden
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Fällen nützlich verwenden können. Wenn die Kerne einen Quer¬
schnitt irgendwelcher geometrischer Form aufweisen, wird man

sinngemäß einen äquivalenten Kreisquerschnitt einführen.

Wir wollen hier einen kleinen Versuch beschreiben. Für

einen Abschirmtopf eines Innendurchmessers von 50 mmwurde

bei 50 Hz mit Luftspule ein Schirmfaktor Sod = 260 gemessen.

Dann wurde in den gleichen Schirmtopf ein Übertrager der Mantel¬

kerntype nach Fig. 9, mit einem Rechteckquerschnitt von 16.42 mm.

Fig. 9.

eingebracht. Der Schirmfaktor wurde hierauf gemessen mit

S = 120. Der Kern verschlechterte somit den Schirmfaktor um

54 o/o. Führen wir an Stelle des Rechteckquerschnittes einen Kreis

von etwa 30 mmDurchmesser ein, so erhalten wir nach Gl. (35)

Der an Hand des Zylinders aufgezeigte Sachverhalt gilt ganz

analog für die Kugel.

Nachdem wir in diesem Abschnitt das Problem der Abschir¬

mung von innen nach außen, ferner den Einfluß von Eisenkernen

untersucht haben und es geglückt ist, diese beiden Fälle in ein¬

facher Weise auf die quantitativen Werte von II, 2, a und b zu¬

rückzuführen, wollen wir eingehend auf die Diskussion derselben

eintreten.
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4. Diskussion des Zylinder- und Kugelschirmes auf Grund

der Ergebnisse von II, 2 a und b

a) Zu den Voraussetzungen.

Wir haben deren drei gemacht: 1. Die Stilisierung der Kör¬

perform. 2. Die Stilisierung des äußeren Störfeldes. 3. Die Ide¬

alisierung bezüglich der Permeabilität.

Als Ersatz für die in der Praxis gebräuchlichen Formen der

Abschirmbecher wählten wir zur bequemeren Berechnung den un¬

endlich langen Hohlzylinder und die Hohlkugel. Während die

Zylinderform vor allem vom fabrikatorischen Gesichtspunkte aus

interessiert, ist die Hohlkugel mehr geeignet zur Erfassung der

Verhältnisse allseitig geschlossener Abschirmkübel, etwa in dem

Sinne, daß man dieselben durch eine Hohlkugel mit einem Radius

entsprechend der halben mittleren Diagonalabmessung ersetzt.

Wenn wir, wie es bei der Rechnung der Fall ist, als äußeres Feld

ein Homogenfeld voraussetzen, so hat wegen der Kugelsymmetrie
die gegebene Feldrichtung keinen Einfluß auf die Feldverhält¬

nisse; nicht aber beim Zylinder. Beim letzteren haben wir zwei

extreme Feldrichtungen ins Auge zu fassen: 1. Das Feld, parallel
zur Zylinderachse. In diesem Fall kann sich keine statische Schirm¬

wirkung ausbilden, indessen tritt wohl eine Schirmung bei zu¬

nehmender Dynamik des Feldes auf. Gemäß der Eigenart der

Wirbelstromausbildung ist unsere vorausgesetzte Anisotropie
hier nicht förderlich, so daß ein näheres Eintreten auf diese Ver¬

hältnisse wenig Interesse bietet. 2. Das Feld steht senkrecht zur

Zylinderachse. Dieser Fall wurde der Rechnung zu Grunde ge¬

legt. Die Erfahrung lehrt hierbei, daß ein Zylinder, der etwa

dreimal so lang ist wie sein Durchmesser, vor allem im statischen

Fall sich in der Mitte praktisch schon gleich verhält wie der un¬

endlich lange Zylinder. Man könnte im übrigen erwarten, daß

der unendlich lange Zylinder im Querfeld gegenüber dem Kugel¬
problem kaum Unterschiedliches aufzuweisen habe. Die Rechnung
zeigt, daß dem nicht so ist.

Aus der Fragestellung der Abschirmung heraus gesehen bietet

das Problem des unendlich langen Zylinders im schiefgestellten
oder axial gerichteten äußeren Feld praktisch wenig Interesse.
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Die Behandlung des gleichen Problems für den endlichen, also

abgeschnittenen Zylinder stößt auf beträchtliche mathematische

Schwierigkeiten. Wir sind aber auf die Beantwortung dieser Frage¬
stellung insofern kaum angewiesen, da man in der Praxis der¬

artigen Anordnungen meist auszuweichen vermag oder indem man

oft den Zylinder mit Deckeln abschließen wird; dann aber gibt
uns das Kugelproblem wieder weitgehend zutreffenden Aufschluß.

Von praktischer Bedeutung ist wegen der großen geometrischen
Anpassungsfähigkeit das Problem des unendlich langen ellip¬
tischen Hohlzylinders und des hohlen, anisotropen Ellipsoïdes
(insbesondere das Rotationsellipsoid). Die einschlägige Rech¬

nung läßt sich durchaus bewältigen. An dieser Stelle wollen wir

jedoch hierauf nicht eingehen, da wir im vorliegenden Kapitel
das Abschirmproblem weniger als Variation der Becherform be¬

handeln, vielmehr vor allem die Verwendungsmöglichkeit aniso¬

troper bzw. geschichteter Magnetikas untersuchen wollen. Da für

die technischen Formen der Hohlzylinder und die Hohlkugel die

wesentlichen charakteristischen Schlüsse zulassen, beschränken

wir uns auf diese beiden Fälle.

Bezüglich des vorausgesetzten unendlichen Homogenfeldes
ist zu bemerken, daß die Praxis im wesentlichen nur die „quasi¬
homogenen" Felder kennt. Darunter wollen wir Felder verstehen,
die in einem gewissen endlichen Raumteil, der in unserem Falle

merklich größer sein soll als der Abschirmtopf, als angenähert
homogen angesehen werden können. Zu beachten ist ferner, daß

der Felderzeuger in genügender Entfernung liegt, so daß praktisch
keine Rückwirkung auf denselben stattfinden kann. In II, 3 werden

durch Einführung eines Strombelages im Endlichen und in III, 6

durch die Untersuchung der oberen räumlichen Harmonischen

diese Einschränkungen weitgehend fallen gelassen.
Die Permeabilität haben wir als konstant, also unabhängig

von Sättigungserscheinungen, vorausgesetzt. Die Ergebnisse
gelten deshalb genau genommen nur für das Gebiet der Anfangs¬
permeabilität. Für die Fragestellung nach der Abschirmung be¬

deutet diese Voraussetzung praktisch keine Einschränkung, da die

Störstreufelder fast immer verhältnismäßig kleine Intensitäten auf¬

weisen. (5, 10 bis etwa 1000 Oersted.) Weiterhin haben wir,
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ohne uns hierdurch der praktischen Problemstellung gegenüber
einzuengen, stillschweigend komplexe Permeabilitäten, also

Hystereseverluste, beiseite gelassen.
Bei zunehmender Sättigung werden die Verhältnisse, ent¬

sprechend der zusätzlichen Ortsabhängigkeit, kompliziert und der

Rechnung schwer zugänglich. Wir brauchen indessen auch hier

bei sinngerechter Anwendung unserer Resultate nicht ängstlich
zu sein. Daß z. B. der für die Schirmwirkung maßgebende Cha¬

rakter der Anisotropie bei wachsenden Feldwerten, d. h. kleiner

werdender Permeabilität, nicht ohne weiteres zerstört wird, sehen

wir aus der folgenden einfachen Betrachtung : Wir nehmen gleich¬

mäßige Schichtung an, also r\ = 0,5. Nach I, 1 werden dann die

beiden relativen Hauptachsenpermeabilitäten

fi + 1 2 /.i

Schwankt die Permeabilität zwischen Unendlich und etwa 10, so

bleibt fir ungefähr konstant ~ 2, während ^ linear mit /i/2 ab¬

sinkt. Der charakteristische Einfluß geht aber in unseren Glei¬

chungen (vor allem im statischen Fall) mit dem Exponenten

p='Jt!±^i>Li 05}
Y P.r 2 ]/2

ein, nimmt also nur mit ^Ji ab. Diesen Sachverhalt wollen wir

uns vormerken.

Bei der dynamischen Schirmung wirkt das Kleinerwerden der

Permeabilität rascher verschlechternd. Wir müssen dann bestrebt

sein, diesen Verlust durch große Leitfähigkeit wettzumachen.

b) Zur rechnerischen Verwertung der erhaltenen Formeln.

Wir benutzen für den Zylinderschirm im statischen Fall die

Gl. II, 2, a (51), im dynamischen Fall die Gleichungen II, 2, a

(54) bzw. (57).
Für den Kugelschirm im statischen Fall die Gl. II, 2, b (24),

im dynamischen Fall die Gleichungen II, 2, b (27) bzw. (28).
Zur Untersuchung des Einflusses des Schichtungsverhärt-

nisses r) führen wir in diese Formeln die Werte gemäß den Glei¬

chungen I, 1 (31), (32) ein.
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Zu den statischen Formeln ist nichts zu bemerken; sie sind

exakt. Im Zusammenhang mit der Anwendung der dynamischen
Formeln sei festgehalten, daß sie keinerlei Einschränkungen (be¬
züglich der Wandstärke usw.) unterworfen sind. Als Voraus¬

setzung für ihre Genauigkeit gilt lediglich, daß das Argument
der Zylinderfunktionen merklich größer sein muß als deren Ord¬

nung. Mit höher werdender Ordnung, also für hochwertige Aniso¬

tropie, wird diese Bedingung kritischer. Da aber mit dem Groß¬

werden der Ordnung zwangsläufig ein Großwerden des Argu¬
mentes verbunden ist, bleibt die Genauigkeit der dynamischen
Formeln auch hier, selbst bei niedrigen Frequenzen, noch gut er¬

halten. Bei kleiner werdender Ordnung reichen die asymptotischen
Ausdrücke immer weiter zu den kleinen Frequenzen hin. Für den

Grenzübergang zum isotropen Schirm (Ordnung 1 bzw. 3/2) gelten
sie mit großer Genauigkeit bis hinab zu 1—2Hz. Es sei in diesem

Zusammenhang nochmals auf die unter II, 2, b beschriebene nütz¬

liche Sonderstellung der (ß + 1) -Ordnung hingewiesen. —Auf

Grund der Erfahrung im Rechnen mit unseren dynamischen For¬

meln kann gesagt werden, daß für fast alle praktisch interessie¬

renden Fälle (nicht zu kleine Permeabilität, nicht zu kleine Leit¬

fähigkeit) die Netzfrequenz 50 Hz noch weitgehend im hinreichen¬

den Genauigkeitsbereich liegt. (Anwendung der Formeln II, 2, a

(57) und II, 2, b (28).)
Bei Fällen, in denen die Konvergenz der asymptotischen Aus¬

drücke bei tiefen Frequenzen nicht mehr klar auf der Hand Hegt,
wird man nebst einem genügend breiten Frequenzband auch den

statischen Fall m = 0 rechnen. Die Genauigkeitsgrenze wird dann

leicht sichtbar und es ermöglicht sich eine gute zeichnerische

Approximation des statisch-dynamischen Übergangsbereiches.

c) Summarische Folgerungen aus den Formeln.

Wie schon früher vermerkt, weist der Abschirmbecher je nach¬

dem, ob die Potenzreihe in einer weitern Umgebung des Null¬

punktes und die asymptotische Entwicklung nur bis in eine wei¬

tere Umgebung dieses Nullpunktes konvergiert, oder ob die Po¬

tenzreihe nur in der nähern Umgebung des Nullpunktes und die

asymptotische Entwicklung bis in die nahe Nachbarschaft des
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Nullpunktes konvergiert, vorwiegend statische oder dynamische

Eigenschaften auf. Die Kenntnis dieses Sachverhaltes vermag bei

einiger Übung sowohl beim Entwurf von Abschirmhüllen wie um¬

gekehrt bei der Beurteilung der Konvergenzeigenschaften eines

bestimmten Bechers nützliche Dienste zu leisten.

Die statischen Formeln II, 2, a (51) und II, 2, b (24) zeigen,
daß der Schirmfaktor nur vom Radienverhältnis abhängt, daß er

stark anwächst mit der Erhöhung der Permeabilität und daß er

vor allem durch den Exponenten p beeinflußt wird. Da wir p

durch die Anisotropie sehr groß machen können (im isotropen
Fall ist p = 1), folgt hieraus eine im allgemeinen außerordent¬

lich große Überlegenheit des anisotropen, statischen Schirmes über

den isotropen Schirm.

Die Formeln II, 2, a (54) bzw. (57) und II, 2, b (27) bzw.

(28) zeigen, daß im dynamischen Fall, ganz im Gegensatz zum

statischen, die absolute Wandstärke sehr wesentlich ist. Eben¬

falls stark erhöhend auf den Schirmfaktor wirken, gemäß dem k,

entsprechend dem Eingang in das hyperbolische Argument, eine

Vergrößerung der Frequenz, der Tangentialpermeabilität und der

Leitfähigkeit. Die Tatsache, daß die Permeabilität, bzw. die

Anisotropie in diesen Ausdrücken nur mit fxv eingehen, zeigt, daß

die letztere bei der dynamischen Schirmung nicht mehr ohne

weiteres förderlich zu sein braucht. Indessen dürfen wir aus dieser

Feststellung noch keine voreiligen Schlüsse ziehen und wollen

vielmehr zur Diskussion der numerischen Auswertung übergehen.

d) Die Abschirmung statischer Felder.

Für die Kugel benutzen wir zur Berechnung Formel II, 2, b

(24), für den Zylinder II, 2, a (51). Als Parameter treten auf:

das Radienverhältnis f, ferner, wenn wir die Beziehungen I, 1

(31), (32) heranziehen, das Schichtungsverhältnis r\ und die Per¬

meabilität fi des Eisenbestandteils der Anisotropie. r\ gibt be¬

kanntlich den Gehalt des Magnetikums an; wenn Fe den Eisen¬

gehalt und D den Gehalt an nichtmagnetischem Material an¬

deutet im Sinne von

Fe
v =

f7+d-
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7] = 0 ist identisch mit dem Grenzfall des homogenen isotropen

nichtmagnetischen Materials, ?/ = 1 mit dem Grenzfall des homo¬

genen isotropen magnetischen Mediums der Permeabilität ju.

rj = 0,6 z. B. legt die Anisotropie fest im Sinne von 60 o/o Magneti-
kum und 40 <y0 Nichtmagnetikum.
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In den Bildern Fig. 10—Fig. 13 ist der Schirmfaktor des

Kugelschirms, berechnet nach II, 2, b (24) und I, 1 (31), (32),
für die vier Permeabilitäten fi = 600, 2000, 5000 und 8000, dar¬

gestellt in Funktion des Schichtungsverhältnisses rj mit je fünf

Parameterkurven für das Radienverhältnis | = r«/r,-. Durch die

Darstellung des Schirmfaktors in Neper und durch die logarith¬
mische Ordinatenteilung werden die Bilder stark zusammen¬

gedrückt. —Fig. 17 zeigt deshalb eine Darstellung, aus der man
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leicht die Verhältniszahl 5 = ~ ^ ~ herausliest oder wenn

ni ei

wünschenswert in db umrechnet. —Die Kurven beginnen bei

1] = 0, d. h. bei nichtmagnetischem isotropem Material im Punkte

S = 1 und schwenken nach rechts bis zu »; = 1 in die Schirm¬

werte für homogenes isotropes Magnetikum der Permeabilität ju.

Fig. 12. Fig. 13.

Für dünne Wandstärken, also etwa f = 100:99, liegt für jeg¬
liche Anisotropie der Schirmfaktor tiefer als für homogenes iso¬

tropes Magnetikum. Hier wirkt die Anisotropie bzw. Schichtung
verschlechternd. Bei zunehmender Wandstärke bzw. zunehmen¬

dem | beginnt sich indessen von rechts aus tj = 1 ein Maximum

abzuheben, das mit wachsendem | seiner Lage nach sich asymp¬

totisch dem Werte r\ = 0,5 nähert, entsprechend den in den Fi¬

guren 10—13 eingezeichneten strichpunktierten Kurven. Dieser

Effekt beginnt bei größer werdendem fi bei immer kleinerem £
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bzw. bei immer dünneren Wandstärken. Die Bilder Fig. 10—13

zeigen sehr eindrücklich eine außerordentlich große Überlegen¬
heit des anisotropen, schichtigen Magnetikums gegenüber dem

homogenen, isotropen Material. So haben wir schon bei ju = 600

(entsprechend etwa einem Trafoblech) und | = 5:4 gegenüber
einem Schirmfaktor S = 60 bei isotropem Material, einen solchen

von 300 bei einer Anisotropie von t] = 0,65. Bei jx = 8000,

| = 10:9 können wir durch eine Schichtigkeit jj = 0,55 ein

5 = 21 000 gegenüber einem 5 = 500 bei isotropem Magnetikum
erreichen. Bei fi = 8000, | = 5:4 ist das entsprechende Verhält¬

nis 24 000 000 gegenüber 1100 usw. —Die Erhöhung des Schirm¬

faktors ist zudem noch mit einer Gewichtsverminderung ver¬

bunden, wenn wir uns die Anisotropie bzw. Quasianisotropie her¬

gestellt denken durch eine abwechslungsweise Schichtung dünner

Eisen- und Papierlagen. Bemerkenswert ist ferner der sehr steile

Anstieg der S-Kurven von ?j = 0 aus. So erreichen wir z. B. für

t] = 0,05 (d. h. 5 o/o Eisen und 95 o/0 Papier) bei r] = 8000,

| = 5:4 einen Schirmfaktor von 3300, der sogar noch etwas

höher liegt als bei der vollen Eisenkugel. Im übrigen sind gemäß
den qualitativen, konstruktiven und kommerziellen Anforderungen
von Fall zu Fall leicht die verschiedenen Möglichkeiten aus den

Figuren 10—13 herauszulesen. Fig. 16 zeigt noch eine analoge
Kurvenschar bei /n = 600 für den Zylinder, berechnet nach II, 2, a

(51) und I, 1. Das charakteristische Verhalten ist durchaus ähn¬

lich wie bei der Kugel; nur liegen die statischen Schirmfaktoren

beim Zylinder allgemein niedriger.
Schon die Bilder Fig. 10—13 zeigen auffällig, daß bei homo¬

genem, isotropem Magnetikum der Schirmfaktor sich mit zu¬

nehmendem | rasch einem Grenzwert nähert. Es hat also sehr

schnell keinen Sinn mehr, die Wandstärke zu vergrößern. Im

Gegensatz hierzu kann mit Hilfe der Anisotropie der Schirmfaktor

bei Vergrößerung des Radienverhältnisses äußerst wirksam und

schnell erhöht werden. Diese Tatsache macht ein Blick auf die

Ausdrücke II, 2, a (51) und II, 2, b (24) klar. Plastischer tritt

sie in den Figuren 14 und 15 zum Vorschein. In Fig. 14 ist der

maximale Schirmfaktor, entsprechend den zugehörigen ?j-Werten,
die aus den Figuren 10—13 zu entnehmen sind, für einige J-Para-
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meter in Funktion der Permeabilität /u dargestellt (Kurven 1—5).
Die Kurven 1'—5' stellen für die gleichen f-Parameter die 5-

Werte für •

homogenes isotropes Material dar. Die Kurve 5' ist

schon angenähert die obere Grenze, die bei isotropem Material

durch beliebige Steigerung des Radienverhältnisses nicht mehr

0 1000 2 3 4 5000 6 7 8 9 10* 1,0 1,1 1? \3 1j> 1ß 1fi 1,7 1,3 1,9 2ß

Fig. 14. Fig. 15.

überschritten werden kann. In Fig. 15 sind die durch geeignete
Anisotropie maximal möglichen Schirmfaktoren für einige ^-Para¬
meter in Funktion von f aufgezeichnet. Die Kurven für homogenes,
isotropes Magnetikum weisen nur für kleine Radienverhältnisse
einen steilen Anstieg auf; sie lösen sich dann rasch nach rechts

ab, um ihren asymptotischen Grenzwert zu erreichen. Das Bild

zeigt klar, daß mit zunehmender Permeabilität die Wirksamkeit

anisotroper Schichtung sich immer mehr auch in den Bereich
kleiner Radienverhältnisse schiebt.
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Die statische Abschirmung wurde lange Zeit beherrscht durch

die schwere Mehrfachpanzerung. Der Aufwand an Konstruktion,

Raum und Gewicht sind hierbei sehr groß, so daß dieses Vor¬

gehen heute wenig Interesse mehr bietet. Dasselbe mag gerade
noch gerechtfertigt erscheinen für Spezialinstrumente, wie Gal¬

vanometer. Indessen zeigt ein Vergleich unserer Ergebnisse mit

den Resultaten obgenannter Panzerungen, daß man es mit wesent¬

lich geringerem Aufwand besser machen kann. Im Zusammenhang

mit der schweren Panzerung sind schon früh Experimente ver¬

sucht worden mit einer Anzahl dünnerer Panzer. Da das Problem

der statischen Mehrfachabschirmung, wie unter II, 1, b bereits

erwähnt, in der rechnerischen Behandlung bis anhin im wesent¬

lichen nur für das Zwei- und Dreischalenproblem quantitativ er¬

faßt ist, tappte man bei diesen Versuchen weitgehend im Unge¬

wissen. In der Praxis haben diese Bestrebungen denn auch kaum

mehr als in der sehr verallgemeinerten Fassung Eingang gefunden,

daß oftmals die Verwendung mehrerer Abschirmbecher günstiger
sei als ein solcher allein. Diese summarische Formulierung hat

demgemäß nicht selten zu fehlerhaften Schlüssen und zu eben¬

solchen Anwendungen geführt.
Da die Ergebnisse, die wir aus den Gleichungen II, 2, a (51)

und II, 2, b (24) gewonnen haben, mit guter Genauigkeit auch für

Schichtungen von Blechen endlicher Dicke gelten, haben wir jetzt

in den oben diskutierten Resultaten das Mittel in der Hand, das

uns für den technologisch interessierenden Bereich gestattet, die

statische Schirmung, unter Einbeziehung der verschiedenartigen

Fragestellungen der Praxis, qualitativ und quantitativ umfassend

zu beurteilen und dementsprechend zu dimensionieren.

Wir wollen noch vermerken, daß hinsichtlich der Mehrfach¬

abschirmung bis in die neueste Zeit hinein in den Veröffent¬

lichungen immer wieder der folgende Leitgedanke zu finden ist:

Schachtelt man mehrere Abschirmbecher derart ineinander, daß

sie unter sich derart weit distanziert sind, daß praktisch keine

Rückwirkung des einen Bechers auf den andern stattfindet, so

ist der resultierende Schirmfaktor gegeben als das Produkt der

Schirmfaktoren der einzelnen Becher. Diese einleuchtende Tat¬

sache bietet konstruktiv wenig Interesse, obwohl auf diese Art
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sehr große Schirmfaktoren erzielt werden können. Bedenklicher

ist, daß man diese Auffassung oft sehr verallgemeinert zu haben

scheint auf Bereiche zu wenig loser Kopplung, wo sie zu falschen

Schlüssen führen muß. So trifft man nicht selten, z. B. im Ver¬

stärkerbau, 2—3 Becher ineinander geschachtelt mit einem Luft-
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spalt von 1—3 mmzwischen den einzelnen Bechern, eine Maß¬

nahme, bei der der Aufwand in keinem Verhältnis zum Ergebnis
steht, ganz abgesehen davon, daß in dem hier vor allem inter¬

essierenden Netzfrequenzbereich die Verhältnisse grundsätzlich
ganz anders liegen, wie wir gleich sehen werden.

e) Die Abschirmung dynamischer Felder.

Während für die statische Abschirmung in den unter II, 1, b

erwähnten Arbeiten über Mehrfachabschirmung noch eine Behand¬

lung mehrerer Einzelpanzer versucht wird, scheint zu den gleichen
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Fragen im dynamischen Bereiche an theoretischen Arbeiten über¬

haupt nichts vorhanden zu sein. Die wenigen, meist sehr speziellen

experimentellen Untersuchungen haben teilweise zu gegenteiligen

Auffassungen geführt. Das eine Mal wird die Meinung vertreten,

daß Mehrfachabschirmung besser sei als der Einzelbecher, dann

aber wurde wiederum die entgegengesetzte Auffassung unter¬

stützt. Einige lokale Versuche vermögen eben gewiß keinen klaren

Einblick in den nicht einfachen Sachverhalt zu geben. Auf der

andern Seite wird der umfassende experimentelle Wegzeitlich und
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aufwandsmäßig kaum tragbar sein. Ein möglichst umfassender

Einblick in diese Verhältnisse ist indessen von großem Interesse,,

da die Frage nach den Abschirmmöglichkeiten der magnetischen

Störfelder, insbesondere im Netzfrequenzbereich, heute im Vorder¬

grund steht. Gerade der 50-Periodenbereich ist aber in einem

gewissen Sinne kritisch ; kann man doch nicht ohne weiteres vor¬

aussagen, ob hier das Verhalten noch im wesentlichen dem der

O-Frequenz, also dem statischen Fall nahe liegt, ob es vorwiegend
durch die Dynamik bedingt ist, oder ob wir uns hier im weniger

eindeutigen Übergangsgebiet zwischen den beiden ausgezeichneten
Fällen befinden. Die nicht selten vertretene Meinung, die den

50-Perioden-Fall noch als quasistatisch bewertet, mag davon her¬

rühren, daß man mit rein dynamischer Schirmung, etwa lediglich
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durch Kupferbecher und zwar selbst duch sehr dickwandige, prak¬
tisch nicht viel erreicht. Die soeben genannte Auffassung ist, wie

wir gleich sehen werden, im allgemeinen nicht haltbar.

Für die Frequenzen 0—50sind die Verhältnisse in den Bildern

Fig. 18—Fig. 20 und für Frequenzen > 50 Hz zusammenfassend

in Fig. 21 dargestellt. Für den Zylinder gemäß Formel II, 2, a
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(48), praktisch berechnet nach den Entwicklungsausdrücken II,

2, a (51), (54) bzw. (57). Für die Kugel gemäß Formel II, 2, b

(22), praktisch berechnet nach den Entwicklungsausdrücken II, 2, b

(24), (27) bzw. (28).
In den oben genannten Bildern ist für das Magnetikum über¬

all die Permeabilität /u = 600 zu Grunde gelegt; ferner die Leit-
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fähigkeit des Eisens mit y. = 105 Siemens/cm und diejenige des

Kupfers mit x = 5- 105 Siemens/cm. Die Bilder zeigen den Sach¬

verhalt für drei Zylinder bzw. drei Kugeln mit den Wandstärken

ô = 0,4 cm, 6=1 cm, <5 = 1,5 cm und dem jeweiligen Innen¬

radius n —2,5 cm, wobei die Kugel (K) und der Zylinder (Z)
je einmal dargestellt sind für homogenes isotropes Material (Fe),
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für anisotrope Schichtung von Eisen und Dielektrikum, z. B. Pa¬

pier (Fe -)- D) und für anisotrope Schichtung von Eisen und

Kupfer (Fe -\- Cu).

Fig. 21.

Alle Kurven beginnen bei 1 Hz praktisch mit dem statischen

Schirmfaktor, bleiben von hier aus in einem gewissen Bereiche
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verhältnismäßig konstant, um dann schnell anzusteigen, wobei sie

sich bald in einem eindeutigen Parallellauf ordnen, der von der

Größenordnung 1000 Hz ab praktisch linear wird (Neper in In¬

Teilung), wie es Fig. 21 zeigt. Wir können so sehr schön von 0 Hz

aus bis zur beginnenden Biegung den quasistatischen Bereich fest¬

stellen und von den hohen Frequenzen herab, auch etwa bis in die

Biegung, den Bereich, der vorzüglich durch das dynamische Ver¬

halten gekennzeichnet ist. Der erstere entspricht im wesentlichen

dem mathematischen Gültigkeitsbereich der Potenzreihenentwick¬

lung, der letztere dem der asymptotischen Entwicklung. Das Ge¬

biet des Knies selber, einige wenige Hz, ist der Bereich, den wir

leicht zwischen den beiden Entwicklungen approximieren können

und der den Übergang vom vorherrschend statischen in das vor¬

herrschend dynamische Verhalten darstellt. Praktisch interessiert

uns vorerst, daß dieser Übergang sozusagen für alle technischen

Fälle unterhalb 50 Hz stattfindet. Die wichtige Netzfrequenz
fällt meist schon eindeutig in das Gebiet ausgeprägter Dynamik.
Die zeitweilig interessierenden 162/3 Hz bedürfen von Fall zu

Fall schon einer etwas genaueren Untersuchung. Bei Permeabili¬

täten kleiner 600, die für Schirmzwecke weniger von Interesse

sind, wird sich der quasistatische Bereich nach rechts ausdehnen

und bei Permeabilitäten größer 600 wird er sich gegen Null hin

zusammenziehen. Wir wollen hier nur das maßgebende Verhalten

aufzeigen. In den angegebenen Formeln hat man das Werkzeug
zur Hand, von Fall zu Fall verhältnismäßig leicht ähnliche Kurven

auszurechnen.

Im Einzelnen wollen wir vorerst die homogene, isotrope
Kugel bzw. den entsprechenden Zylinder, die einen verhältnis¬

mäßig einfachen Spezialfall darstellen, betrachten. Für dünnere

Wandstärken (vergl. Fig. 18) stellen wir noch über einige Hz hin¬

weg ein quasistatisches Verhalten fest. Dann beginnt der durch

die Dynamik bedingte steile Anstieg. Bei 50 Hz ist die zusätz¬

liche dynamische Schirmwirkung schon sehr ausgesprochen. Über¬

einstimmend mit den früheren Aussagen ist im statischen Bereich

die Kugel dem Zylinder überlegen. Der dynamische Anstieg des

Zylinders beginnt aber rascher, die Zylinderkurve überschneidet

die Kurve der Kugel und im ausgesprochen dynamischen Gebiet
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bleibt der Schirmfaktor des Zylinders dem der Kugel überlegen.
Dieses entgegengesetzte Verhalten von Kugel und Zylinder gilt

allgemein. Bezüglich der Abschirmfähigkeit ist die Kugel dem

Zylinder im statischen Bereich nicht unbeträchtlich überlegen,
und im dynamischen Bereich ist umgekehrt der Zylinder der Kugel

überlegen. Für die Beurteilung technischer Fälle ist die Kennt¬

nis dieser Tatsache nützlich. Physikalisch handelt es sich um eine

einleuchtende Erscheinung; man braucht sich nur auf Grund der

Gesetze der Stromverdrängung bzw. Kurzschlußwirkung die Wir¬

belstromausbildung im Zylinder einerseits und in der Kugel ander¬

seits vorzustellen. Bei der Figur für ô = 1 cm ist der quasi¬
statische Bereich mehr nach links gerückt und bei ô = 1,5 cm

ist er nicht mehr sichtbar, liegt also unter 1 Hz. Der große Ein¬

fluß auf die dynamische Schirmwirkung durch Vergrößerung der

Wandstärke wird uns klar, wenn wir bedenken, daß ô in unseren

Ausdrücken linear in das Argument der hyperbolischen Funk-
k

tionen, also im wesentlichen mit W2 eingeht. Die Vergrößerung
der Wandstärke ô ist damit insbesondere wirksam, wenn k an sich

schon groß ist (etwa durch großes /u und x).

Gehen wir über zum anisotrop geschichteten Medium aus

Eisen und Dielektrikum (Fe + D). Wir bemerken hier vorerst die

von früher her bekannte große Überlegenheit gegenüber dem

homogenen isotropen Material im statischen Fall. Ferner reicht

der quasistatische Bereich bis zu wesentlich höhern Frequenzen
als das bei Fe allein der Fall war, was sich aus der schlechteren

Fähigkeit in der Wirbelstromausbildung, in erster Linie durch

kleineres xz erklärt. Die Kurven des isotropen Magnetikums über¬

schneiden denn auch sehr schnell die (Fe + D)-Kurven und bei

50 Hz ist das homogene isotrope Material dem anisotropen (also
z. B. Eisen -f- Papier) längst bei weitem überlegen. Diese an sich

grundsätzlich wohl erklärliche Erscheinung wird vom praktischen

Standpunkt aus gesehen insbesondere dadurch interessant, da sie

für die meisten technischen Fälle beträchtlich unter der Netz¬

frequenz auftritt. Wir wollen uns deshalb merken : Die vorliegende

Anisotropie, die, um eine Zahl zu nennen, bis zu etwa 10 Hz dem

isotropen Eisenbecher weit überlegen ist, ist bereits bei 50 Hz
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viel ungünstiger. Das entgegengesetzte Verhalten von Zylinder
und Kugel im quasistatischen und im vorzüglich dynamischen Be¬

reich ist auch hier analog, wie es im homogenen isotropen Fall

aufgezeigt wurde.

Schließlich betrachten wir noch den Fall, wo wir in der

Anisotropie an Stelle des Dielektrikums einen möglichst guten

Leiter, etwa Kupfer, verwenden (Kurven Fe -f- Cu). Im statischen

Bereich ist das Verhalten durchaus identisch mit dem des

{Fe ~\- D), kommt es hier doch in erster Linie nur auf die ge¬

eignete Distanzierung an. Sehr schnell gelangt aber die Dynamik

zur Auswirkung und die so erhaltenen Werte für den Schirm¬

faktor liegen überall weit über den bisher erörterten Ergebnissen.

Vorstellungsmäßig kann man sich auch das leicht erklären. Die

Ergiebigkeit der Wirbelstromausbildung hängt eben nicht nur vom

Vorhandensein eines möglichst guten Leiters ab (angesichts der

Tatsache, daß selbst heute noch zu Abschirmzwecken im Netz¬

frequenzbereich nicht selten reine Kupferbecher von beträchtlichem

Materialaufwand anzutreffen sind, mag diese Bemerkung gerecht¬

fertigt erscheinen), sondern vor allem auch davon, wieviel Fluß

in diesem Leiter zur Stelle ist. Deshalb schon die Überlegen¬
heit des homogenen isotropen Magnetikums gegenüber einem aus¬

gezeichneten Leiter wie Kupfer. Die Wirkung unserer Anisotropie
bzw. Schichtung Fe -f Cu kann deshalb dahingehend interpretiert

werden, daß der Eisenanteil für eine möglichst große Fluß¬

beschaffung zu sorgen hat, während der Kupferanteil die Rolle

eines Förderers der Wirbelstromausbildung spielt, im Sinne der

Gestaltung möglichst großer Leitfähigkeit. Es ist anzunehmen,
daß die vorliegende anisotrope Schichtung, mit ihrer engen Ver¬

einigung beider Eigenschaften, bezüglich der magnetischen Ab¬

schirmung in vielen Fällen das erreichbare Optimum darstellt.

Man kann sich zwar vorstellen, daß dadurch, daß man die Aniso¬

tropie in radialer Richtung z. B. nach einer geometrischen Pro¬

gression variiert, noch eine gewisse Verbesserung erzielt werden

könnte. Derartige Möglichkeiten schließen indessen von Anbe¬

ginn an den Nachteil einer schwierigeren Technologie in sich ein.

Aus den Formeln geht weiterhin klar hervor, welch großen
Vorteil wir, wie überall so auch hier, durch Verwendung hoch-
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wertiger Legierungen mit großem /u,, wie z. B. Permalloy, zusätz¬

lich gewinnen. Indessen gehören heute diese Nickellegierungen
zu den sehr schwer erhältlichen Werkstoffen. Sie waren außer¬

dem von jeher recht kostspielig.
Der soeben aufgezeigte Weg der Eisen-Kupfer-Anisotropie

gestattet, nebst einer Preiseinsparung, im Sinne der heute sehr

interessierenden Ersatzstoffbeschaffung selbst im Netzfrequenz¬
bereich, mit einem vernünftigen Raum und Gewichtsaufwand,
unter Verwendung weniger hochwertiger Magnetikas (z. B. Trans¬

formatorenblech), magnetische Schirmfaktoren zu erreichen, die

selbst höchsten Anforderungen gewachsen sind. Die Eisen-Kupfer-
A'nisotropie hat zudem den bemerkenswerten Vorteil, daß die opti¬
malen Verhältnisse gleichzeitig im statischen und dynamischen
Bereiche vereinigt sind.

Fig. 21 zeigt in Zusammenfassung der Figuren 18, 19, 20

den Sachverhalt für den höheren Frequenzbereich. Die Kugel-
und Zylinderkurven fallen im verwendeten Maßstabe praktisch
zusammen. Der Anstieg ist in der vorliegenden logarithmischen
Teilung bald linear. —In der gleichen Figur sind ferner für den

homogenen isotropen Kupferzylinder die S-Kurven für drei ent¬

sprechende Wandstärken aufgezeichnet. (Die 5-Kurven für die

Kugel würden hier beträchtlich von den Zylinderkurven ab¬

weichen.) Die Kurven zeigen eindrücklich die große Unterlegen¬
heit des reinen Kupferbechers. Insbesondere im Netzfrequenz¬
bereich ist seine Verwendung ohne jegliches Interesse. Die aus¬

schließliche Leiter-Anisotropie (etwa Kupfer-Dielektrikum), die

unsere Formeln ebenfalls enthalten, bringt im Niederfrequenz¬
bereich ebenfalls wenig Vorteile.

I) Die Abschirmung von innen nach außen und die Frage nach

dem Einfluß eines Kernes.

Hierzu ist alles Erforderliche in II, 3 enthalten. Der soeben

diskutierte Sachverhalt der anisotropen, geschichteten Magnetikas
im Zusammenhang mit der Fragestellung der magnetischen Ab¬

schirmung von außen nach innen kann nach den Ergebnissen von

II, 3 ohne weiteres sinngemäß verwendet werden.
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g) Allgemeine Konsequenzen.

Anisotrope Medien weisen zu Schirmzwecken besondere Eig¬
nung-auf. Sowohl im statischen wie im dynamischen Fall können
mit den besprochenen anisotropen, geschichteten Hüllen Schirm¬

faktoren erreicht werden, wie es mit Hilfe eigentlicher isotroper
Anordnungen bei gleichem Materialaufwand nicht möglich ist.

Wichtig ist hierbei, daß auch den höchsten Anforderungen, ohne

Verwendung des heute praktisch fehlenden Permalloys, genügt
werden kann. Da die Betrachtungen in I, 1 und die Erfahrung
zeigen, daß die Resultate unserer Rechnung auch bei verhältnis¬

mäßig groben Schichtungen noch gut brauchbar sind, erfassen sie

den technologisch besonders interessierenden Fall. Da fernerhin

die Ergebnisse unserer Studien, in ihrer sehr allgemein gültigen
Form, ein Frequenzband von Null bis zur quasistationären Grenze

umfassen und da sie außerdem eine vielgestaltige Variations¬

möglichkeit der Anisotropie bis zu den Grenzfällen der isotropen
Hüllen in sich schließen, gestatten die vorliegenden Betrach¬

tungen bei vielen technischen Fragestellungen die sofortige An¬

gabe einer zweckmäßigen und hinreichenden Lösung oder sie ver¬

mögen zum mindesten nützliche Richtlinien aufzuzeigen. —Bei

einiger Vertiefung in die Zusammenhänge ermöglichen sich so¬

gar brauchbare Schlußfolgerungen für Schirmanordnungen im

Sinne der lose gekoppelten Mehrfachbecher. Bei hinreichend loser

Kopplung der Einzelbecher kriegen wir dann in der Multi¬

plikationsregel den Anschluß an längst Bekanntes.

Auf die technisch noch etwa interessierende Frage nach den

Verlusten und der Änderung der Induktivität, wie sie durch die

Verwendung von Abschirmhüllen bewirkt werden, können wir an

dieser Stelle nicht mehr eintreten; die für diese Rechnung er¬

forderlichen Grundlagen sind indessen in der vorliegenden Theorie
enthalten.

5. Die Verdichtung magnetischer Felder

Wir haben bis jetzt stets vorausgesetzt, daß p = \1— ^ 1, d. h.

Up >
jur. In diesem Falle ist die 1. und 2. Tensorhauptachse stets

< der 3. Hauptachse, was der Tangentialschichtung, bzw. im
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Grenzfall p = 1 (fiv = fir) der Isotropie, entspricht. In derartigen

Fällen liegt, wie wir gesehen haben, im Hülleninnern immer eine

Feldschwächung, also eine Abschirmung vor.

Wir können indessen grundsätzlich auch />S:1, d.h. juv>iur
machen. Dem entspricht gewissermaßen eine radiale Schichtung,

wie es in Fig. 7 mit II angedeutet ist. Die erste Tensorhaupt¬

achse ist dann größer als die zweite und dritte. Ein Blick auf

unsere Schirmfaktorformeln zeigt uns, daß in diesem Falle S

kleiner 1 werden kann. Es liegt dann also im Innern der Hüllen

nicht mehr eine Feldschwächung, sondern eine Feldverdichtung

vor, wie wir sie bezeichnen wollen. Ähnliches tritt bei der soge¬

nannten Spitzenwirkung auf. Im Unterschied zu dieser handelt

es sich beim vorliegenden Falle um die Verdichtung größerer
Feldräume (etwa des Homogenfeldes im Innenraum) und nicht

nur um eine solche in lokalen Zonen.

Es ist ohne weiteres aus der Anschauung heraus klar, daß

dieser Verdichtungsfaktor (beim Hohlzylinder oder der Hohl¬

kugel) nie kleiner als 5 = r,/ra werden kann.

n s, 52

0 1:1 1:1

0,001 1 1,58 1 1,78
0,01 1 1,8 1 8,46
0,1 1 4,3 1 8,75
0,2 1 4,1 1 8,96
0,3 1 3,8 1 9,95
0,4 1 3,4 1 9,92
0,5 1 3,0 1 9,82
0,6 1 2,5 1 9,76
0,7 1 2,1 1 9,70
0,8 1 1,4 1 9,6
0,9 1,65 1 1 9,3

1,0 149:1 1:1,5

In der nebenstehenden Tabelle sind für n —600 ; | = rjr, = 10

die statischen Faktoren S1 des Zylinders gemäß Formel II, 2, a

(51) für verschiedene Schichtungsverhältnisse ausgerechnet

W^/"rî />^1).
Bei isotropem Material rj = 1 haben wir noch Abschirmung;



— 99 -

dann geht diese zwischen rj —0,8 und r) = 0,9 in eine Verdich¬

tung über, welche etwa bei »; = 0,1 (10 o/o Fe -\- 90 o/0 D) ein

Maximum (r^r,/2ra) aufweist, um endlich bei v) = 0 wieder zu

verschwinden.

Für kleinere ja, z. B. jur = 32; //,, = 2 {rj = 0,5), wird Sj =

1: 2,75. Die Verkleinerung der Permeabilität hat also ein nur ver¬

hältnismäßig langsames Absinken von S± zur Folge. Die obigen
Tabellenwerte für fi = 600 entsprechen schon weitgehend dem

Verhalten bei ^ = 00.

Die maximal mögliche Verdichtung können wir nur erreichen,
wenn der Hülleninnenraum mit einem relativ hochpermeablen iso¬

tropen Magnetikum ausgefüllt wird. (Einen sehr kleinen Luft¬

spalt können wir hierbei ohne wesentliche Beeinträchtigung noch

zulassen.) Die Verhältnisse sind dann im statischen Falle für

den Zylinder gegeben durch den Ausdruck II, 3 (14). Für,«* > 1

und |j = r2/r1 ~ 1 geht derselbe über in

«, _(^ + i)gr1+(^-i)g2"?"~1 m

Der Optimalwert von Gl. (1) wird mit jt<* —*oo, p2~* 0

52 = f (2)

In der Tabelle ist Gl. (1) für ju = 600, ebenfalls in Abhän¬

gigkeit von t), ausgewertet. Der Einfluß des Schichtungsverhält¬
nisses ist kleiner als bei 5! und der Wert von Gl. (2) wird für

ju, = 600 schon angenähert erreicht.

Der dynamische Fall unterscheidet sich vom statischen auf

Grund der weitgehenden Unterdrückung der Wirbelstromaus¬

bildung nicht allzusehr. Da bei der vorliegenden radialen Schich¬

tung der Fluß im wesentlichen längs der Schichtung verläuft, ist

die Wirbelstromunterdrückung augenscheinlich. In diesem Sinne

wird ja bekanntlich die Blechschichtung zur Verhinderung der

Eisenverluste vielseitig und seit langem verwendet. Unsere Stu¬

dien vermitteln nebenbei einen theoretischen Beitrag zu diesem

Sachverhalt. Nach dem in diesem Kapitel Gesagten ist ohne wei-
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teres klar, wie vorzugehen ist, wenn wir allgemein die Wirbel¬

stromausbildung in geschichteten Materialien studieren wollen.

Es wurde indessen zu weit fuhren auf diese und ahnliche, sich jetzt

unmittelbar aufdrangenden, interessanten Fragestellungen an

dieser Stelle einzutreten.

Fig 22

Mit den knappen Bemerkungen dieses Abschnittes über das

zur Abschirmung inverse Problem der Verdichtung wollen wir

es bewenden lassen. Wir werden unter III, 6 nochmals kurz mit

dieser Frage in Berührung kommen.

6. Einige Bemerkungen über experimentelle Untersuchungen

Zur Durchfuhrung von Versuchen wurden eine Anzahl Schirm¬

topfe unter Verwendung verschiedener Schichtmaterialien herge¬

stellt. Zur Vermeidung des teuren und heute schwer erhältlichen

Permalloys wurde fur den magnetischen Schichtbestandteil Dy¬

namoblech mit einer Dicke von einigen Zehntel mmund einer

Anfangspermeabilitat von ca. 600—700 zu Grunde gelegt. Fur

den nichtmagnetischen Schichtbestandteil wurden Preßstoff,

Kupfer, Aluminium, Bronze usw. benutzt.
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Umdie Verhaltnisse der Theorie sinngemäß zu verwirklichen,
wurde aus diesen Materialien ein quasianisotroper Werkstoff her¬

gestellt. In Erinnerung an den Aussageinhalt des I. Kapitels
machen wir vom praktischen Gesichtspunkte aus die folgende

Fig. 23.

Definition : Unter einem quasianisotropen Werkstoff verstehen

wir ein Material, das aus Schichten, wie z. B. obgenannter Art,
durch Preßverfahren usw. zu einem einheitlichen, dichten Stuck

gefugt wird, das z. B. spanabhebend oder spanlos verarbeitet

werden kann. Fig. 27 zeigt einen Schnitt durch ein derartiges

quasianisotropes Werkstuck. In diesem Sinne wurden verschie¬

dene Schirmtopftypen hergestellt. Fig. 23 zeigt vier solche Topfe
eines bestimmten Typs. Wie diese Figur zeigt, sind die Deckel

so beschaffen, daß sie genau in den Topf eingepaßt werden

können, und zwar derart, daß die Schichtung, d. h. das Ten-

sorellispsoid gemäß dem unter II, 1, c Gesagten, stets parallel
zur Hullflache des Topfes verlauft. Das stellt ersichtlich den

gunstigsten Fall dar. Die Luftspalten sind naturgemäß möglichst
klein zu halten.
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Für die Messung des Schirmfaktors wurde zur Erzeugung

eines großen, gleichmäßigen Homogenfeldes eine Spule von 40 cm

Länge und 30 cm Durchmesser mit sinngerechten Zusatzwindun¬

gen an den Enden hergestellt, so daß die theoretischen Voraus¬

setzungen bezüglich des unendlichen Homogenfeldes weitgehend

erfüllt waren. Die Bestimmung des Schirmfaktors wurde, durch

Messung der induzierten Spannung in einer kleinen Luftspule
mittelst Verstärker, wie folgt durchgeführt: 1. Messung der in¬

duzierten Spannung im Homogenfelde als solchem; 2. Messung

der induzierten Spannung, wenn die Meßspule sich im Topf be¬

findet. Der Quotient aus diesen beiden Werten ergibt den Schirm¬

faktor im Sinne der früheren Definitionen. Die folgenden An¬

gaben beziehen sich alle auf eine Feldfrequenz von 50 Hz.

Der Topf rechts in der Fig. 23 entspricht nach Abmessung und

Material den Kurven Fe-\-Cu in Fig. 18. Für den unendlich lan¬

gen Zylinder entnehmen wir dort S = 6,2 Nep. = 450 und für

die Kugel S = 5,7 Nep. = 260. Gemessen wurde der Schirm¬

faktor mit S = 252! Der genannte Topf liegt also näher den

Kugelverhältnissen, was an sich einleuchtend ist. Wenn wir be¬

denken, daß die praktisch verwendete Körperform (-j- Luftspalte)
um Einiges von der idealen Kugelform abweicht, so darf die Über¬

einstimmung der Meßergebnisse mit der Rechnung als ausgezeich¬
net angesehen werden. Noch deutlicher zeigte sich das bei Mes¬

sungen, die an langen Zylindern durchgeführt wurden und die vor

allem auch die durch die Theorie aufgezeigten gegenseitigen

Eigenschaften für Isotropie, Fe -\- D, Fe -]- Cu vollauf bestätigten.

Hier noch einige Ergebnisse für Abschirmtöpfe mit etwas an¬

deren Abmessungen und Materialien als beim obigen Beispiel:

1. 5/-= 380, 5^ = 365; 2. ST= 1400, SM= 1270; 3. Sr = 2600,

Sr = 2300. ST = theor. Schirmfaktor, Sm= gemessener Schirm¬

faktor. ST ist der, sinngemäß dem Zylinder- oder Kugelfall ange¬

näherte, Ausdruck.

Die sorgfältig durchgeführten experimentellen Untersuchun¬

gen, die hier kurz gestreift wurden, bestätigen nicht nur die

Brauchbarkeit unserer Abschirmformeln, sondern sie stellen zu¬

dem im Sinne des Kap. I eine ergänzende Sicherstellung der

anisotrop-approximativen Rechengrundlage dar.
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7. Zusammenfassung zu II

Nach einem einleitenden Überblick zur technischen Frage¬

stellung der Abschirmung magnetischer Störfelder und einer Skiz¬

zierung ihres Interessenbereiches wird das bis heute Bekannte

möglichst vollständig zusammengefaßt, geordnet und kurz be¬

sprochen. Die hierbei angedeutete Lückenhaftigkeit der Kennt¬

nisse über die magnetische Abschirmung muß angesichts der stets

wachsenden Anforderungen und insbesondere auch durch die

neuerdings hinzukommende Rohstoffverknappung, wie etwa des

für die hochpermeablen Legierungen erforderlichen Nickels, als

besonders hemmend empfunden werden. Es wird deshalb ver¬

sucht, das ganze Problem auf eine neue Basis zu stellen, indem

wir für die Schirmhüllen geeignete anisotrope Magnetikas zu

Grunde legen. Die Beschreitung dieses Weges zielt darauf ab,

möglichst vielseitige, umfassende, quantitative Kriterien zu ent¬

wickeln, in der Hoffnung, mit deren Hilfe brauchbarere technische

Lösungen als die bis anhin bekannten aufdecken zu können.

Vorerst wird für die Abschirmung von außen nach innen die Rech¬

nung an Hand der anisotropen Hohlkugel und des anisotropen

Hohlzylinders, ein Frequenzband von 0 bis zur quasistationären
Grenze umfassend, durchgeführt. Aus den hierbei gewonnenen

exakten Beziehungen werden Ausdrücke entwickelt, die numerisch

verhältnismäßig leicht zugänglich sind, und die einen großen, für

die Praxis hinreichenden, Gültigkeitsbereich haben. Die vielsei¬

tige Variationsmöglichkeit der Anisotropie, die Isotropie als Spe¬
zialfall enthaltend, gestattet bei der Diskussion der Formeln einen

gründlichen Einblick in den interessierenden Sachverhalt zu

nehmen, aus dem heraus sich einige bemerkenswerte technische

Möglichkeiten abzeichnen, die bis heute kaum verwertet sind. Im

weitern wird sodann die Abschirmung von innen nach außen, also

z. B. die Abschirmung von Trafostreufeldern gegen die Umgebung,
untersucht, indem wir im Innern der Schirmhülle an Stelle der

solenoidalen Spule sinngemäß einen geeigneten Strombelag ein¬

führen. Ebenfalls wird der Einfluß eines Eisenkerns (Spulen mit

Kern) auf die Abschirmverhältnisse studiert. Es wird der enge

Zusammenhang mit der Abschirmung von außen nach innen aufge-
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zeigt und es gelingt zur Beurteilung dieser Fragestellungen in

einfacher Weise die quantitativen Ergebnisse der Abschirmung
von außen nach innen des 2. Abschnittes herbeizuziehen. End¬

lich werden noch einige Experimente besprochen, die die Brauch¬

barkeit und Genauigkeit der Formeln erhärten und die gleich¬
zeitig eine Bestätigung dafür sind, daß die anisotrope Rechnung
auch für Schichtungen endlicher Dicke noch weitgehende Gültig¬
keit hat, durchaus in Übereinstimmung mit den theoretischen Über¬

legungen des I. Kapitels.
Neben der eigentlichen Behandlung des konkreten technischen

Problèmes, bezwecken wir gleichzeitig einen vorläufigen Einblick

in einen allgemeineren Sachverhalt zu bekommen, innerhalb dessen

die Fragestellung der Schirmung nur ein herausgegriffenes Bei¬

spiel darstellt: Die spezifische Feldgestaltung mit Hilfe anisotro¬

per Medien im allgemeinen. Wenn es uns gelingt in diesem Sinne

fortzuschreiten, werden nicht zuletzt die bisherigen Ergebnisse,
entsprechend einer Einordnung unter einen allgemeineren Ge¬

sichtswinkel, wesentlich gewinnen.
Die vorliegende Theorie der anisotropen Schirme gestaltet

sich insofern noch verhältnismäßig reibungslos, als wir auf ein

näheres Studium der eigentlichen anisotropen Eigenschaften nicht

angewiesen sind. Bei anderweitigen Problemen, vor allem da, wo

Anisotropie und geometrische Randbedingungen nicht mehr in ein¬

heitlicher Symmetrie vorliegen, wie es bis anhin der Fall war, wird

der bisher bei der Rechnung beschrittene Weg nicht mehr oder

doch nur äußerst mühsam zum Ziele führen. Es wird deshalb nütz¬

lich sein im Nachfolgenden die einschlägigen Grundlagen zu unter¬

suchen.

Bezüglich dem Abschirmproblem wollen wir uns endlich noch

vor Augen halten, daß dieses lediglich als eine etwas spezifisch
betonte Fragestellung innerhalb der des allgemeinen magnetischen
Kreises zu werten ist. In diesem Sinne werden wir das Abschirm¬

problem auch im Zuge des weiteren Vorgehens im Auge behal¬

ten. Indessen werden wir nur noch dort auf diese Fragestellung
direkt eintreten, wo sich zu den bisherigen Ergebnissen wesent¬

lich ergänzende Aussagen ermöglichen.



DRITTES KAPITEL

Das linear geschichtete anisotrope Magnetikum

Unter einem solchen Magnetikum wollen wir ein Medium

verstehen, dessen Permeabilitätstensorellipsoid in jedem Punkte

derart gekennzeichnet ist, daß die Tensorhauptachsen, bei kon¬

stant bleibenden Werten, stets parallel zu einem cartesianischen

Netz liegen. Es handelt sich also im wesentlichen um eine Schich¬

tung, wie sie der Beweisführung in I, 1 zu Grunde gelegt wurde,
und wir können uns somit in diesem Zusammenhange einen Werk¬

stoff vorstellen, der durch eine feine Schichtung paralleler Ebenen

aus abwechslungsweise magnetischem und nichtmagnetischem Ma¬

terial aufgebaut ist. Approximativ, im Sinne des I. Kapitels ge¬

dacht, werden solche Medien in Form einer Schichtung von

Blechen endlicher Dicke technisch vielseitig verwendet; so im

Elektromaschinenbau, bei Transformatoren, Spulenkernen usw. Wir

haben im I. Kapitel und sodann beim Abschirmproblem gesehen,
daß bei der rechnerischen Zugrundelegung eines anisotropen

Magnetikums, im Sinne der anisotropen Approximation, auch der¬

artige Anordnungen mit großer Näherung erfaßt werden können.

Es ist klar, daß die Voraussetzung der konstanten Permeabili¬

tät beim Verlassen des Bereiches der Anfangspermeabilität jeweils
eine sinngemäße, kritische Überprüfung der sich hieraus ergeben¬
den Modifikation bedingt.

Im folgenden werden die charakteristischen Feldverhältnisse

in derartigen Materialien aufgezeigt, um vorerst eine stets förder¬

liche Vorstellungsgrundlage zu schaffen. Bei der Beschreitung
dieses Weges werden wir vor allem auch stets eine Überprüfung
auf Möglichkeiten für vereinfachte approximative Rechenverfahren

im Auge zu behalten haben. Wir denken hierbei etwa an das Ana-

logon des vollkommen permeablen Stoffes (ju = oo) in der iso¬

tropen Potentialtheorie.
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Vorerst behandeln wir ein Beispiel, das sich in der grund¬
sätzlichen Methodik an das beim Abschirmproblem angewandte
Vorgehen anschließt. Sodann wird ein allgemeineres Rechenver¬

fahren entwickelt, das zur Behandlung von Fragen vorliegender
Art besonders geeignet erscheint, und schließlich wird dieses Ver¬

fahren an Hand einiger technisch interessierender Beispiele be¬

leuchtet.

1. Der quergeschichtete Zylinder im Magnetfeld

In ein parallelebenes Feld legen wir einen, nach Fig. 24 ge¬

schichteten, anisotropen, zur z-Achse parallelen, unendlich langen
Zylinder. Die Anisotropie ist so definiert, daß die Hauptachsen

Fig. 24.

des Permeabilitätstensorrotationsellipsoides in jedem Punkte par¬

allel zu den cartesianischen Koordinaten verlaufen. Das Feld,
dessen Parallelebenen senkrecht zur z-Achse liegen sollen, können

wir uns erzeugt denken durch einen, in der z-Richtung eines un¬

endlich langen, unendlich dünnen Leiterzylinders vom Radius rx

fließenden Strombelag, mit irgendwelcher Stromverteilung über

den Umfang.
Wir wollen das soeben definierte Feldproblem untersuchen.

Die Rechnung gestaltet sich vorerst insofern komplizierter als bei
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der Fragestellung nach der magnetischen Abschirmung, als die

Orientierung des Tensorellipsoides nicht mehr in Übereinstim¬

mung gebracht werden kann mit den Koordinaten, die das Rand¬

wertproblem nahelegt.
Gemäßden Voraussetzungen können wir zweidimensional (vor¬

gehen und schreiben unter Zugrundelegung von Zylinderkoordi¬
naten die Kontinuitätsgleichung an mit

div 33 =
^

+ 1-33,.+ -!^. (1)

Führen wir die Abkürzungen

o = (yxcos2<p + j^sin2ç?) und q = (yxs'm2(p + yycos*<p) (2)

ein und merken uns zugleich, daß mit o' = —usw. die folgenden

Beziehungen bestehen:

o + q —yx + Yy = Yo, (3)

o' —2(yy —yx)s\n<pcos<p = (yy —y*) sin 29? = —q', (4)

0" = 2(yy —yx)cos2<p = 2{q —p) =—q", (5)

so haben wir die Materialgleichungen gemäß den Gleichungen

I, 2(15) wie folgt anzuschreiben:

33, = o §, + y £ç
(6)

2 <p

Bedenken wir noch, daß im ganzen Räume, mit Ausnahme der

strombelegten Trennfläche, der Feldvektor wirbelfrei ist, also

§ = -grad«, d.h. £, = —~; bv = ——

JL (7)

gilt, und führen wir endlich die Gradientenkomponenten (7) in

die Gleichungen (6) und diese in die Kontinuitätsgleichung (1)
ein, so erhalten wir für die Potentialgleichung unseres anisotropen
Mediums in Zylinderkoordinaten den folgenden Ausdruck:
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Das ist eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
von der allgemeinen Form

d/"2 drdcp d<pz dr d<p

wobei a, b, c, d, e und / beliebige Funktionen von r und q> sind.

Je nachdem ac—b2 größer, kleiner oder gleich Null ist, nennt

man die Gleichung (9) vom elliptischen, hyperbolischen oder

parabolischen Typus (vergl. etwa Courant-Hilbert, Methoden der

math. Phys. II).

In unserem Fall wird, wenn wir noch mit

f* =7x7, (10)
bezeichnen,

W=fac —b2 = £. (11)

Die Gl. (8) ist also im ganzen Gebiete vom elliptischen Typus,
wie zu erwarten war. Die Theorie der elliptischen Gleichungen
(vergl. etwa Enzykl. d. Math. Wiss. II, 32, p. 1294 oder Courant-

Hilbert II) besagt folgendes: Eine Gleichung (9) vom elliptic
sehen Typus kann grundsätzlich stets in die sogenannte Normal¬

form

(d2u d2u\ ( du du\
....

a\êF + e?) +
g\s'*a'Wai)

= 0 (12)

wie folgt übergeführt werden:

Man betrachtet die selbstadjungierte partielle Differential¬

gleichung

JL ° d<P
, _d__ dr dep

_

_ .._.

dr W
+

dep W
~~

' ( '

Die Gleichung (13) zerfällt in das lineare partielle (Beltramische)
Gleichungssystem

b^+c^- a^ + b^
da dr dtp

#

da dr dtp ....

Jr
~

W ' d~q>~ W
' ( '
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Sodann sucht man irgend eine partielle Lösung von (12) und be¬

rechnet mit (14) das zugehörige a. Die Werte

g(r,qf>) = i und o(r,q>) = 7]

als neue Variable eingeführt, transformieren die Differential¬

gleichung (9) stets auf die Normalform (12). Man rechnet leicht

nach, daß sich die Differentialgleichung (8) unseres Problems

in die Form umschreiben läßt

o' 6 u q cu

2~r~ër 7*~Bg>
*

r

0. (15)

Ein Vergleich mit (13) lehrt uns deshalb: Die Potentialgleichung

(8) unseres anisotropen Mediums ist eine lineare, selbstadjun-

gierte partielle Differentialgleichung vom ellyptischen Typus.
Diese lassen sich (vergl. Frank-Mises I, 2. Aufl. 1930, XVIII, § 1,

3—5) im allgemeinsten Fall auf eine Normalform

zurückführen, die im Vergleich zu (12) wesentlich einfacher ist.

Damit ist aufgezeigt, wo unsere Potentialgleichung hingehört und

wie ihre Lösung klassisch zu ermitteln ist.

Wir wollen hier einen etwas anderen Weg einschlagen, der

dem mathematischen Inhalte nach ebenfalls die Zurückführung
auf eine Normalform in sich schließt, indessen den Vorzug größe¬
rer Anschauung bezüglich unserem Problem aufweist und gestattet,
in allen Fällen von Anisotropie vorliegender Art, geeignete Lö¬

sungen des Potentials in einfacher Weise unmittelbar zu kon¬

struieren. Wir gehen wie folgt vor: Der definierte anisotrope
Raum sei bezogen auf ein, nach Gesichtspunkten des Randwert¬

problems gewähltes Koordinatensystem co, cp, #. In diesen Koordi¬

naten baut sich allgemein die zu Gl. (8) analoge Differential¬

gleichung auf. Wir transformieren jetzt auf ein zu den Tensor¬

hauptachsen paralleles cartesianisches Koordinatensystem x, y, z.

Sodann transformieren wir den genannten anisotropen Raum x,

y, z in einen isotropen, entsprechend dem Übergang des Tensor-
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ellipsoïdes zur Kugel. Das cartesianische System x, y, z des aniso¬

tropen Raumes geht hierbei über in ein cartesianisches £, rj, £

des anisotropen Raumes. Diese letztere Transformation leisten in

unserem anisotropen Fall des Rotationstensorellipsoides die Be¬

ziehungen

* = f|-' ' = ff-' ' = &< (,7>

(Wir werden im nächsten Abschnitt näher auf diese Transforma¬

tion eintreten.) Dem so erhaltenen isotropen Räume legen wir

wieder ein zu a>, cp, & gleichartiges Koordinatensystem, das wir

mit ü, <P, & bezeichnen wollen, zu Grunde. Durch diese Trans-

formationsfolge haben wir die anisotrope Potentialgleichung in

den Koordinaten w, cp, & übergeführt in die isotrope Potential¬

gleichung (Laplacsche) in zu m, cp, ê analogen Koordinaten Q,

<P, ©. Für die letztere kennen wir aber in vielen interessierenden

Koordinatensystemen Lösungen, oder solche lassen sich daselbst

zum mindesten verhältnismäßig einfach ermitteln. Mit dieser Lö¬

sung durchlaufen wir sodann die erörterte Transformationsfolge
rückwärts und haben damit oft brauchbare Lösungen der Differen¬

tialgleichung des anisotropen Raumes in den gewünschten Koor¬

dinaten gewonnen.

Auf das eingangs definierte Zylinderproblem angewendet,
heißt das : Dem System Q, <P, & entspreche ein Polarkoordinaten¬

system g, y>, in welchem wir das partikuläre Integral

«W=e±-e'"v (18)

erhalten. Die Beziehungen

Q = Vi2 + n\ v = arctg 4 (19)

führen die Lösung über in das System |, rj, und mit Hilfe der Glei¬

chungen (17) gelangen wir von hier in den anisotropen Raumx, y,

wo mit den Relationen

x = r cos cp , y = r sin cp

wieder Polarkoordinaten zu Grunde gelegt werden. Führen wir

noch die Abkürzungen
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ein, so errechnen wir

u = r-n(pcos2q> ^ sin2 «FT • £i"arctg(ltg?.)
} " ;

(21)

Gl. (21) ist ein partikuläres Integral der Differentialgleichung

(8), und wir schreiben somit an:

u = 2j{r" Ç2 (An cos n d- + ß„ sin n S)

n_
(22)

+ r~n q 2 (C„ cos nd- + D„ sin n &).

Wir wollen hier vormerken, daß wir den allgemeinen Strom¬

belag stets nach Fourier entwickeln können gemäß

< (<P) = S(an cos (n (p) + *„ sin (« <p) ). (23)
n

Die Lösung des vorliegenden Randwertproblems bedingt,
nebst der Berücksichtigung des Verhaltens des Feldes im Ursprung
und im Unendlichen, die Erfüllung der Randbedingungen

(%ra = %r0)r=ri, (&a —Üto)r=ri = i(<p), (24)

(93,. = 33,0)r=Ä , (&, = QtJr=R (25)

Ein Blick auf die Konstitution der Lösung (22) und die Be¬

ziehungen (6) macht es klar, daß in allgemeineren Fällen die Er¬

füllung der Randbedingungen, d. h. die Ermittlung der Konstan¬

ten durch eine sinngemäße Behandlung des hierbei auftretenden

Identitätensystems, wenn auch nicht unmöglich, so doch nur mit

einem praktisch kaum mehr zu bewältigenden Aufwand erreicht

werden kann.

Wir beschränken uns der Einfachheit halber deshalb auf die

erste Harmonische in Gl. (23) und schreiben

/ = /0 sin (g? —y>). (26)

Das Feld dieses Strombelages ist im Innenraum des strom¬

belegten Kreiszylinders ein Homogenfeld. (Vergl. Fig. 25.)



— 112 —

_ to cos w /'o sin w

§/y = ^—^ cos <p
~- sin <p ,2

4 cos y
j<Pi-

io sin w

2~-=- sin cp y-1 cos 97.

(27)

und das Außenfeld hat Dipolcharakter.

_ / k cos v 4 sin v • \ / /"i
3r" = l 2"^ cos v tT~

smV VF

- (k cos w
. io sin w \(r\

%<pa = —

{—2"^sin v 2"^ cos 9>J ^y

(28)

Fig. 25.

In beiden Fällen erscheinen die Lösungen als Superposition
zweier Felder gleichen Charakters in der x- und y-Richtung.
Schreiben wir noch

/o cos %p _ iq sin yj
_

2
—

—«*•
2

—"~*J"
(29)

so erhalten wir Gl. (27) und (28) in der einfachen und durch¬

sichtigen Form

&•/ = &x cos q> + &y sin 99,

£V,- = ~ &x sin 95 -f §_>. cos 99,
(30)
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und &„ = (& cos q> + $, sin cp) (y-j = £,. (yj ,

£<pa = (—& sin cp + %, cos 9?) (yj = —§P/(y) •

(31)

Gemäß der Beschränkung auf die erste Harmonische, also der

Zugrundelegung des soeben skizzierten Feldes, modifizieren wir

sinngemäß die allgemeine Lösung (22) und setzen für die drei

Teilräume (vergl. Fig. 1) an:

ua = r~l (Ca cos cp + Da sin <p),

u0 = r (A0 cos <p + B0 sin y) + rl (C0 cos cp + D0 sin cp), (32)
m= r (Ai cos cp + B; sin cp),

Eine elementare Rechnung zeigt, daß trian mit diesen Ansätzen
unter Herbeiziehung der Gleichungen (6) und (7) (!) die Rand¬

bedingungen (24) und (25) erfüllen kann. Die endgültigen Lö¬

sungen lauten:

/„COS y l'j COSW
n9 Jlj —1

,«o =

0 rcoscp— ^
i '""'cos?

,
i0 sin ty . /„ sin w

_. i/y —1
,

.

(33)

(34)

i0cost,y
,

/0sinu>
.

.__.

Ui=-f-—- r cos cp + -2——^-r sin m. (35)
1 + |"x 1 + jUj,

Für den Grenzfall des homogenen isotropen Mediums, d.h.

fi* = ft? = ft gehen die Ausdrücke über in:

u0=^-rcos((P —yj) —^-R9j^^r-1COS(cp —yj), (36)

_

'o
öi —

r+r^cosfa—v).
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wobei wir uns noch erinnern wollen, daß nach Gl. (29)

<L| = y$JlT^ = //. (37)

Ein Vergleich der Ausdrücke (36) mit denen von (33) bis

(35) zeigt uns vorerst folgendes:
Wird der quergeschichtete anisotrope Zylinder derart in ein

Homogenfeld H gebracht, daß das Feld parallel zu einer der

Hauptpermeabilitätsrichtungen liegt (y> —0 oder y> = ~\, so ver¬

hält er sich genau gleich wie ein homogener, isotroper Zylinder
mit einer Permeabilität entsprechend der betreffenden Hauptaxen-

Permeabilität (fix oder /x^).
Liegt die ursprüngliche Homogenfeldrichtung schief zu den

Hauptaxen (tp = yj), so können wir das resultierende Feld als

Superposition der beiden isotropen Hauptpermeabilitätszylinder-
felder auffassen. (Quer- und Längsfeld.)

Wir haben also eine verhältnismäßig einfache Möglichkeit,
den Verlauf der Felder zu übersehen.

Aus Gl. (7) und den Gleichungen (33), (34) errechnen wir

die Feldstärkekomponenten zu:

.. /„cosy (R2 Hx —1
,

AffiY

, i0smy>(R*u, —l
, ,\//-A"

+ -2-l7f^TT
+ 1)l7Jcos^'

und *,0 = - ^p cos*,- ^ ^\ (|)2 cosç,

L sin w
.

L sin w uy —1 ( RY
.

-

2
"""

2 ïÊTïW sm<p>

L sin w L sin w w„ —1 / R\2

(38)
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Das Feld a außerhalb des strombelegten Zylinders stellt sich

dar als die Superposition zweier Dipolfelder. Für r1>> R fällt der

Einfluß des Magnetikums auf diesen Feldteil praktisch weg und

die Gleichungen (38) gehen angenähert über in die Gleichungen
(28).

Das Feld 0 zwischen dem anisotropen Zylinder und dem

strombelegten Zylinder baut sich auf als eine zweimalige Super¬
position je eines Homogenfeldes und eines Dipolfeldes. Der

Radius r± geht in die Beziehung (39) nicht ein. Wir bemerken

ferner zwei Stellen in dieser Zone, wo die Feldstärke kleiner ist

als die des ursprünglichen Feldes („Saugzone" S). Das gesamte
einschlägige Feldbild ist für /.i = 2000 bzw. /uy S 1000, /xx s 2

in der Fig. 26 dargestellt.
Wir wollen unser Augenmerk vor allem auf die Verhältnisse

im Innern des anisotropen Zylinders richten.

Das Potential wird hier

f/ocosw
,

4 sin yj . \ .._.

* =

MTT* S* + TT£SH- (40)

Die Feldstärkekomponenten berechnen sich hieraus zu

_ /o cos w in sin w .

h

/' (41)
~

in COSw
. in Sin w

&<p; = -7—,
~ S,n <P —

T~i COSf '' I + Px 1 + fy

und mit Hilfe der Beziehungen (6) die Komponenten der Induktion

^ = _Wo^cos^_ysinysiny>
+ "x l+[ly (42)

a, Hx k cos y> . ity in sin w

°<p; =
~i—; sin <P i—;

—COSm
.

1 + A'* 1 + Vy

Wie die Gleichungen (40) —(42) zeigen, liegt ein Homogen¬
feld vor. Die Potentiallinien sind eine Schar paralleler Geraden,
deren Neigungswinkel # gegen die positive x-Achse sich aus Gl.

(40) ermittelt zu

tgv = -Cotgip1rt^L, (43)
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und der Neigungswinkel s des auf den Niveauflächen senkrecht

stehenden Feldvektors mit e = & —90 oder aus Gl. (41) zu

tg* = tgvJ^[, (44)

und endlich für den Neigungswinkel g der Induktionslinien aus

(42)

1 +
-Î-

*ge=tgv—y- (45)
1 + —

In nebenstehender Tabelle, für fi= 2000; (iy~ 1000; jux^>2 einige
Zahlenwerte.

v ê s e

0° 90° 0° 0°

45° 90° 10' 10' 56° 20'

60° 90° 19'30" 19'30" 69°

70° 90° 30' 30' 76° 20'

80° 90° 50' 50' 83° 20'

85° 92° 2° 86° 50'

89° 100° 40' 10° 40' 89° 20'

89° 30' 109° 10' 19° 10' 89° 40'

89° 50' 136° 10' 46° 10' 89° 53'

90° 180° 90° 90°

Für y) = 90 °, d. h. das ursprüngliche Feld parallel zur Schicht¬

richtung, fallen die Induktions- und Feldlinien zusammen. Der

Zylinder verhält sich dann gleich wie ein homogener, isotroper

mit der Permeabilität juy. Drehen wir y> aus dieser Lage heraus,

so spalten sich die Feldlinien sehr rasch von den Induktions¬

linien ab. Bei großem fiylfix steht die Feldstärke schon nach

einigen wenigen Grad fast senkrecht auf den Schichtflächen und

diese fallen praktisch mit den Niveauflächen zusammen. Die 23-

Linien drehen sich langsamer aus der 90 °-Lage heraus. Ihre Rich¬

tung deckt sich vorerst weitgehend mit derjenigen der 33-Linien

des ursprünglich gegebenen Feldes, bleibt dann aber wesentlich

hinter den letzteren zurück. Dementsprechend wird der Winkel

zwischen dem Induktionsvektor und dem Feldvektor rasch groß.
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Er wird erst in der Nähe von ip = 0 ° wieder klein und bei 0 °

selber fallen die 93- und ^-Linien wieder zusammen. Es liegt dann

der zweite Grenzfall vor, wo sich der Zylinder verhält wie ein

homogener, isotroper mit der Permeabilität fxx. Die Feldverhält¬

nisse sind für xp = 45 °, juy ~ 1000, (a,x ~ 2 ebenfalls aus der Fig. 26

ersichtlich.

Das charakteristische Verhalten anisotroper Medien, gekenn¬
zeichnet durch das Auseinanderfallen des Induktions- und des

Feldstärkevektors, läßt sich am vorliegenden Beispiel anschaulich

übersehen. Im Zylinderinnern (vergl. Fig. 26) verlaufen die 23-

Linien, als parallele Geraden, schräg von rechts oben nach links

unten, unter einem Winkel von 56° 20' gegen die j^-Achse ge¬

neigt. Die Niveaulinien sind dargestellt durch drei- angenähert
senkrechte Geraden (& = 90° 10')- Der Anschluß an das 33-Linien-

und Niveaulinienbild, des den Zylinder umgebenden Raumes, ist

augenscheinlich. Die Kontinuität des Flusses kommt zum Aus¬

druck durch ein durchgehendes 33-Röhrenbild. Gestrichelt, fast

horizontal (e = 10') sind Feldlinien eingezeichnet und es ergeben
sich vier von rechts nach links verlaufende Kraftröhren. Es ist

indessen hier vom Standpunkte der Anschauung aus eine gewisse
Vorsicht geboten. Wohl ist wegen rot§ = 0 auch im anisotropen
Raumteil das Feld ein Potentialfeld, so daß wir grundsätzlich
stets ein Feldlinienbild zeichnen können. Das so entstehende

Kraftröhrenbild hat aber nicht ohne weiteres einen der gewohn¬
heitsmäßigen Vorstellung entsprechenden Anschluß an das Kraft¬

röhrenbild des angrenzenden isotropen Raumes. So münden etwa
in die oberste der vier Röhren des anisotropen Zylinders nur

äußere Kraftröhren ein, ohne daß welche aus dieser Röhre aus¬

treten. Dabei ist, wie man leicht nachrechnet, im vorliegenden
Beispiel, was aber im allgemeinen Fall gerade in anisotropen
Medien nicht zutrifft, die innere Feldstärke quellenfrei. Die

Flächendivergenz ist indessen natürlich von Null verschieden.
Trotzdem das vorliegende Beispiel noch nicht einen allgemein¬
sten Fall erfaßt, wollen wir uns folgendes merken:

Der quellenhafte Charakter der Feldstärke im Innern aniso¬

troper Medien (wir werden hierauf sogleich noch zurückkommen)
und die kompliziertere Quellenhaftigkeit am Rande, führen auf
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Feldverhältnisse, für die Hilfsvorstellungsbegriffe wie Kraftlinie

bzw. Kraftröhre nicht mehr sehr dienlich erscheinen. Man wird

sich hier besser lediglich an die eigentliche Definition der Feld-

Fig. 26.

stärke als Potentialgradienten oder besser noch als Arbeitsgra¬
dienten halten. In, für alle Richtungen gleichberechtigten, also

isotropen Materialien fällt dieser Gradient der Lage nach mit dem

Induktionsvektor zusammen. In, für verschiedene Richtungen ver¬

schiedenartigen, also anisotropen Materialien ist derselbe im all-
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gemeinen aus der Lage des 33-Vektors hinausgedreht und quellen¬
haft. Dieser Sachverhalt bei Anisotropie führt indessen auf Feld¬

verhältnisse, die man sich nicht mehr ohne weiteres aus gewohnten
Bildern heraus anschauungsgemäß zurechtlegen kann. Diesen Um¬

stand wird man vor allem bei etwaigen Annahmen zu approxi¬
mativen Berechnungen anisotroper oder geschichteter Materialien

stets beachten müssen.

Nehmen wir noch an, wir hätten einen idealen magnetischen

Leiter, also /u, = oo, so daß etwa ^ = 00, jux = 2 (approximativ

gesehen liegen hochwertigere Ferromagnetikas nicht weit von

diesem Zustand), so degenerieren die Beziehungen (40)—(45) auf

ut =
~ *, (40a)

iü cos y>

3 vyi
= 0,

.
(41a)

2 4 cos y
. .

, .

°xi —

2
; yi = —'o sin ip, v*^*)

& = 90° e = 0° tg q
—-^-tgy>. (43a)-(45a)

In diesem Fall bricht für ip = 90 °, d. h. das ursprüngliche
Feld parallel zur Schichtrichtung, das Potential und die Feld¬

stärke zusammen. Wir haben diesbezüglich den Fall eines homo¬

genen, isotropen leitenden Zylinders. Der Fluß indessen ist ein

homogener, parallel zur y-Achse mit einem Wert gemäß (42 a).
Lassen wir y> von 90° gegen 0° variieren, so bleiben die leitenden

Schichtflächen stets Niveauflächen, der Feldvektor ist also immer

parallel zur jc-Achse gerichtet und nimmt dem Werte nach mit

cos ip zu, bis zu einem Maximum für yj = 0. Der Induktionsvektor

dreht sich gemäß tgg = —- tgyj gegen die x-Achse und nimmt dem

Werte nach ab. Sein Minimalwert bei y> = 0 ° ist um 1/3 kleiner

als der Maximalwert bei y> = 90 °. Bei y> = 0 ° fallen 23 und §
wieder zusammen und der Zylinder verhält sich wie ein isotroper
von der Permeabilität jux = 2.

Bei isotropen Materialien bewirkt bekanntlich das Unendlich¬

werden der Materialkonstanten ein Zusammenbrechen des Feldes
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im Körperinnern. Die Trennfläche wird zur Niveaufläche. Damit

ergeben sich wesentlich einfachere Verhältnisse für die Berech¬

nung. Wenn die soeben am vorliegenden Beispiel aufgezeigten
Eigenschaften im Innern des anisotropen Magnetikas für den

Grenzfall ^ = 00 von allgemeiner Gültigkeit wären, so hätten wir

ähnliche, vereinfachende Verhältnisse gefunden, die bei approxi¬
mativen Berechnungen für verhältnismäßig großes, aber endliches

fi vorteilhaft verwendet werden könnten. Wir haben indessen

schon bei der Behandlung der magnetischen Abschirmung kurz

aufgezeigt, daß in anisotropen Materialien die Feldstärke im all¬

gemeinen nicht quellenfrei ist. Sollte das auch für fi = oo noch

der Fall sein, so hätten wir im Sinne einer diesbezüglichen Ap¬
proximationsmöglichkeit nicht viel gewonnen. Wir wollen des¬

halb hier kurz auf diese Frage eintreten.

Die Kontinuitätsgleichung in cartesianischen Koordinaten

lautet

divS=^ + ^ = 0, d.h. ^=-^, (46)

dx
v

dy
'

dx dy
' K '

und die Materialgleichungen, da ja bereits eine Hauptachsentrans¬
formation zu Grunde liegt,

»x = YxÜx (47a) ©x = —SSx (48a)
Yx

%y = yy$y (47b) $,=— S,. (48b)
Yy

Für die Quellenhaftigkeit der Feldstärke schreiben wir

div£=^ + ^. (49)
dx dy v '

Gl. (49) schreiben wir mit Hilfe der Beziehungen (46), (47)
und (48) um auf

dx dy Yx dx dy

\Yx Yy' dx \ Yy' dx v '

= -(±— -ü £St
= -(iL_l) d-ÈL

\Yx Yy' ÖY V* I dy
'
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Im Allgemeinen ist also für yx 4= yy die div § im anisotropen

Medium von Null verschieden, mit Ausnahme einzelner Fälle, wo

die Feldstärke konstant ist. Einen solchen speziellen Fall stellt

das vorliegende Problem des quergeschichteten Zylinders dar.

Die Quellenhaftigkeit der Feldstärke ist, wie die Beziehungen

(50) zeigen, nebst den Hauptachsenwerten der Permeabilität ab¬

hängig von den Ableitungen der Vektoren und damit indirekt von

den Randbedingungen.

Wegen der Wirbelfreiheit der Feldstärke und (47 a, b) geht

(46) über in

Mit den Transformationen

§ = ^£-x, V=y bezw. | = *, V = ^y (52)

wird die Differentialgleichung (51)

Die allgemeinste Lösung dieser Gleichung kann nunmehr

immer in der folgenden Form angeschrieben werden

« = /i(£ + i>?) + Mf-ii?). (54)

Also mit den Beziehungen (52)

ß = /l(l^"^ + b)+/2(l^^~b)' (55a)

a = h(x + * j/lH + fi{x-i)^y)- (55b)

Lassen wir in Gl. (55 a) yx = oo werden und behalten yy end¬

lich, lassen wir ferner in Gl. (55 b) yy = oo werden und behalten

yx endlich, so erhalten wir die beiden Ausdrücke

u = Fx{y) (56a) u = F2(x). (56b)

Das heißt für den Grenzfall des vollkommen permeablen
Stoffes werden die Schichtflächen immer zu Niveauflächen. Die

bzw.
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Feldstärke steht dann immer senkrecht auf diesen Flächen. Greifen

wir aus den beiden Fällen (56 a, b), was an sich ja gleichgültig
ist, den Fall (56 b) heraus, also Schichtrichtung parallel zur y-
Achse. Die Feldstärkenkomponenten berechnen sich dann zu

%* = -^jr- = f(x)> & = °- (57)

Ohne Gl. (50) herbeiziehen zu müssen, macht schon Gl. (57)
klar, daß somit auch im Grenzfall fi = oo die Feldstärke im all¬

gemeinen nicht quellenfrei ist. Wir können also lediglich eine

Aussage über die Lage des Feldvektors machen, was uns praktisch
nicht viel hilft. Nach (47 a) und (47 b) wird

33* = yx $qx ; î8y = oo • 0 = unbestimmt.

Damit können wir über den Fluß nichts aussagen. Er kann

grundsätzlich jeden beliebigen Verlauf aufweisen.

Annahmen, die für große Permeabilitäten eine vereinfachte

Rechnung, ähnlich wie bei der Isotropie, gestatten, sind also im

Falle der Anisotropie allgemein grundsätzlich erschwert. Es bleibt

somit vorerst nichts anderes übrig, als den exakten Rechnungs¬

weg weiterhin einzuschlagen. Wir dürfen dann im günstigsten
Falle bezüglich der hochpermeablen Approximation nur noch er¬

warten, auf diesem Wege einige typische Beispiele lösen zu können

und mit den so gewonnenen Erkenntnissen Gebiete in der Fragen¬
stellung einzuschränken, in denen Voraussetzungen, die geeignet
erscheinen, die Rechnung zu vereinfachen, eher möglich sind.

2. Transformation anisotroper Verhältnisse in isotrope

Wir haben am Schlüsse des letzten Abschnittes aufgezeigt,
daß ein brauchbarer approximativer Wegim wesentlichen als ver¬

sperrt erscheint. Auf der andern Seite dürfte aus der Behandlung
des Beispieles des quergeschichteten Zylinders im vorigen Ab¬

schnitt deutlich hervorgehen, daß durch die anisotrope Differential¬

gleichung und vor allem durch die anisotropen Randbedingungen
die praktischen Rechenschwierigkeiten sehr schnell kaum mehr zu

bewältigen sind. Es wird deshalb im vorliegenden Abschnitt ein
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Verfahren entwickelt, das einen anschaulicheren Einblick in die

Verhältnisse gibt und als für die Rechnung geeigneter erscheint.

Wir legen hierzu eine Transformation anisotroper Verhältnisse

in isotrope zu Grunde. Der aufgezeigte Weg ist sehr wohl der

Erweiterung fähig und kann sinngemäß auch für andersartige als

die hier definierten Medien eingeschlagen werden.

1. Voraussetzung: Ein auf ein cartesianisches Koordinaten¬

system bezogener Raum I sei derart von einem anisotropen Me¬

dium erfüllt, daß die Anisotropie in jedem Raumpunkte nach

Größe und Lage durch ein und denselben Tensor, dessen Axen

parallel zu den Koordinatenaxen liegen, definiert.

In jedem Raumpunkte ist dann die Verknüpfung der Feld¬

stärke § mit der Induktion 33 durch die Gleichung

93 = ©£ (1)

gegeben. Wegen der vorausgesetzten Hauptachsenlage ist der

Materialtensor @hier ein Diagonaltensor, d. h. sein Koeffizienten¬

schema entspricht einer Diagonalmatrix.
Wir führen für © die Bezeichnung

© = S2 (2)

ein. ® = X2 bedeutet den quadrierten bzw. zweimal iterierten

Tensor X. Wir schreiben ferner an

/s£\ /£'\ /y* o 0\

»'= h# , $'=$ ,
£2= 0 7y o . (3)

W Wz/ \0 0 y,J
Zu Gl. (2) ist zu bemerken, daß im allgemeinen das Produkt

zweier symmetrischer Tensoren nicht wieder ein solcher zu sein

braucht. Das ist nur der Fall bei gleichgerichteten Achsen beider

Faktoren, also gewiß immer bei Potenzen. Für X können wir so¬

mit ohne weiteres schreiben

/VT* o_ o \

X = [ 0 Vy, 0_ (4)

\ 0 0 iyj

Es gelten ferner für symmetrische Tensoren stets die Be¬

ziehungen
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t% = %v, t%è = ê%v (5)

wo r, § irgend welche Vektoren bedeuten. Wir können also für

(1) schreiben

93'= £*§' = §'£2, (6)

oder in Vektorkomponenten ((1) bzw. (6) ist ja eine lineare

Vektorfunktion)

93' = 7x Sx , 93; = yy& ,
93Î = y,$J . (7)

Die Gleichung des allgemeinen Tensorellipsoides reduziert

sich in unserem Falle auf

d. h. (8)
Yx%l+ Vy§2y + 7z§l= 1.

Wir wollen jetzt den Raum I derart in einen Raum II transfor¬

mieren, daß die Anisotropie des Raumes I im Räume II in ein

isotropes Medium übergeht, d.h. wir transformieren das Tensor-

ellipsoid in eine Kugel. Wenn vorerst die Permeabilität im Räume

II = y* sein soll, so muß dann Gl. (8) übergehen in

Y*%] + 7*!Ql + ffQ\= 1, (9)

wenn wir dem Räume II ein cartesianisches Achsensystem i,t],C
zu Grunde legen.

Aus der Tensoralgebra ist bekannt, daß für beliebige, also

auch nichtsymmetrische Tensoren die Beziehung gilt

(<£3,r) = r 0§ = § &cv = (§, r <2>) = (§, ^r) (10)
und

T&=®cv, #r = c2>0 &CC=<P, (11)

wobei <PC der zu <Z> konjugierte (auch transponiert genannte)
Tensor ist. Ein symmetrischer Tensor ist somit stets zu sich

selbst konjugiert, d.h.

® = ®c. (12)

Das gilt insbesondere also für unsern Tensor % bzw. auch

für positive und negative Potenzen von X, so daß

($"§,r) = (§,%« x) (13)
wird.
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Aus Gl. (8) ist jetzt ersichtlich, daß die Forderung (9) er¬

füllt wird durch einen Transformationstensor

V72T1 ; (14)
denn mit

£'=V7 £-i£", (15)

wobei §7/ die der Feldstärke £)' entsprechende, transformierte im

Räume II sei, geht Ol. (8) über in

also in Gl. (9).

2. Voraussetzung: Das §-Feld im Räume I sei von einem

Skalar ableitbar, also ein Potentialfeld

& = —gradö', (16)

_,
_

du'_^ du'drj

3. Voraussetzung: Das Potential bleibe bei der Transfor¬

mation vom Räume I in den Raum II erhalten, d.h. das Linien-

integral der Feldstärke zwischen entsprechenden Punkten der

beiden Räume soll sich bei der Transformation nicht ändern.

u> = u" = u (18)

Wir können dementsprechend schreiben

§' = (— grad u)' ,

£" = (—grad u)" .

Wir definieren einen neuen Diagonaltensor .

#*=
du'

_

dx

du' dB

dB dx

«1=
du'

__

du' dt

~dz~ yç dz

(19)

dx'' dy
' dz

(20)

mit Tv
Auf Grund der Beziehungen (16)—(19) folgt somit

&=%nTi = Ti§um (21)
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Die Identifikation der Gl. (21) mit (15) ergibt dann

7\ = V7S-1

In Matrixschreibweise

'f*o o'
dx

Ko o yz o o

0^0
ôy

=

iYy
= 0 l/£ 0

F Vy

0 0^
ôz

o o ^L 0 «té

(22)

(23)

und wir schreiben für (22) noch

(24)

wenn wir unter x'(x, y, z) und r" (f, ??, C) die sich entsprechenden
Ortsvektoren im Räume I und im Räume II verstehen. Aus der

tensorielïen Differentialrelation (24) folgt

r" = ]/y* S;-1 r' bzw. r' = -Lïr". (25)

Wir haben damit die Transformationsbeziehung für Ortsvektoren

gefunden, wie sie sich aus der 3. Voraussetzung ergibt. Hierbei

ist die Permeabilität y* vorläufig noch nicht festgelegt.
Die Transformation des Induktionsvektors 33 berechnet sich

aus Gl. (6) mit Hilfe von Gl. (15).

SB' = £2 §/ = X2 ff Zrl £" = y'f £ £".

Anderseits gilt nach früherem

•

33" = y*£"=(y* @)§",

wo © den Einheitstensor bedeutet; und somit

1
%' =

7F=i £ 33"
,

33"= iy*^-1®'.

Weiter folgt aus den Gleichungen (15) und (28)

(33', §0 = (33",£")-

(26)

(27)

(28)

(29)
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Gl. (30) besagt, daß das skalare Produkt zwischen der Induktion

und der Feldstärke gegenüber der Transformation invariant ist.

Als weitere Invariante ermitteln wir aus (15) und (25)

($',f) = (§«,r'<) . (30)

Sie sagt aus, daß die Projektion der Feldstärke auf den Orts¬

vektor gegenüber der Transformation unveränderlich ist.

Endlich machen wir noch eine

4. Voraussetzung: Der Induktionsfluß soll bei der Transfor¬

mation erhalten bleiben, d. h. der 33-Fluß durch eine gewisse Fläche

im Räume I soll gleich sein dem Fluß durch die entsprechende
Fläche im Räume II. —

Da man eine derartige Fläche mit beliebiger Genauigkeit im

infinitesimalen Sinne etwa durch Parallelogramme aufbauen kann,
beschränken wir uns auf die Betrachtung eines derartigen Parallélo¬

grammes.

Daß ein beliebiger Vektor § sich gleich transformiert wie

der Ortsvektor, ist wie folgt zu ersehen

Betrachten wir also den 58-Fluß durch ein Parallelogramm §/, §/

(vergl. Fig. 27), das man sich hinreichend klein zu denken hat.

Fig. 27.

Es ist zu beachten, daß wir hier das Flächenelement nicht

ohne weiteres im Grassmann'schen Sinne durch einen Vektor er¬

setzen dürfen, da dieser (abgesehen bei reiner Drehung) durch

die Transformation verändert wird. Wir können das andeuten,
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indem wir einen derartigen Vektor etwa mit n± bezeichnen und

schreiben

(33' "'> = (y=* **"'
Jf Xn'è = (7 ** »?-^ • (32)

So definiert, könnten wir also unsere 4. Forderung nicht erfüllen.

Der Fluß durch das Parallelogramm §2l, 8/ im Räume I ist

gleich

(%'.[*[.*%)• (33)

Es ist dann der transformierte Fluß im Räume II gleich

(33", [8?, §?] = (if 3:-1 33', [if £-1 g{, \jf %-^ §{}). (34)

Aus der Tensoralgebra ist bekannt, daß

s3 ok)=^^y.wc]) = |/?| = det w (35)
(a, [D, c])

Dieser Ausdruck, die sogenannte 3. Invariante, sagt aus, daß für

drei nicht komplanare Vektoren a, B, c der Wert S3 (9î) von a, B, c

unabhängig ist. Er ist ein von dt allein abhängiger Skalar, gleich¬

wertig der Determinante des Tensors SR. Die Relation (35) auf

(33) und (34) sinngemäß angewendet ergibt

(jf X-133', [jf S-18J, jf S'1 8;2]

= det (if 2-1),

und mit (23) erhalten wir somit

ss{(ifz-1)}-
(36 a)

det(vV*£-()=:

0 0

Yx

iYy

0 o
WxYyYx

= f*LL . (36b)

Die Forderung 4 für Flußinvarienz wird also erfüllt durch die Be¬

dingung

/
(37)
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Damit ist die Permeabilität n* des isotropen Mediums im RäumeII

festgelegt. Die unter den aufgestellten Forderungen sich er¬

gebende Permeabilität des transformierten isotropen Mediums ist

gleich dem geometrischen Mittel der Hauptachsenpermeabilitäten
des definierten anisotropen Mediums. Im zweidimensionalen Fall

ist es die Quadratwurzel aus den beiden Hauptachsenpermeabili¬
täten [ix und (iy.

Da die Relation (36 a) von den Vektoren unabhängig ist,
können wir SB7 durch einen weitern geometrischen Vektor §3l er¬

setzen. Der Nenner stellt dann das Volumen eines Parallélépipèdes
im Räume I dar und der Zähler das entsprechende transformierte

im Räume II. Unter Berücksichtigung der Bedingung (37) folgern
wir also:

Bei der Transformation gehen Volumina in gleiche Volumina

über.

Aus dieser Tatsache ergibt sich eine weitere Folgerung:
Für die magnetische Energie in den beiden Räumen gelten

die Ausdrücke

W=^\(&I,§')dvl und Wn= ^[ç8n,§n)dva. (38)
V V"

Nach der soeben gemachten Aussage über die Transformation

der Volumina und mit Hilfe der Invariantenbeziehung (29) folgt
daher:

Die Energie pro Volumina ist gegenüber der Transformation

eine Invariante.

Damit ist das Erforderliche gesagt und wir wollen noch eine

kurze Zusammenfassung der wesentlichen Punkte vornehmen.

Gegenüber der Transformation unseres definierten aniso¬

tropen Raumes I in den isotropen Raum II sind Potential, Fluß,
Volumina und Energie pro Volumina Invarianten. Weitere In¬

varianten sind:

und
(«', §0 = («", §") (39)

(r',$0 = (rff,$'O (40)

Für die Transformation der einzelnen Vektoren gelten die Be¬

ziehungen i
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Vr

»'=£*$', 33"= ?>*©£";

Vr*

or7
Vp£-

r/ = -7=Srff, v" = Vy* S"1 r' ;

s,

7*

£ =

Vy* 0 0

o o y^

z-1 =

''
0 0

oio

0 0
'

Vr*

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

1
In den Tensoren -r== % usw. können wir jederzeit durch Zähler¬

und Nennerdivision mit y0 von den absoluten Permeabilitätskon¬

stanten y zu den relativen [i gelangen. In diesem Sinne wollen

wir noch die zweidimensionalen Ausdrücke anschreiben:

:% =

(V- ° \ /V-

V

0

V-
(48)

JV

Das Tensorellipsoid (8) geht über in die Kugel

YxYyYz §| + \YxYyYz £»? + y7xYyY* §S = ! (49)
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3. Die Ankopplung isotroper Teilgebiete des Raumes I

an transformierte Teilgebiete des Raumes II

Fig. 28.

Wir beschränken uns im folgenden auf zylindrische Körper
d

-r- = 0. Die Betrachtung kann indessen auf beliebige räumliche
dz

Anordnungen ausgedehnt werden. Der Außenraum sei mit iso¬

tropem, der Innenraum in bekannter Weise mit anisotropem Ma¬
terial ausgestattet. (Vergl. Fig. 28.) Es gelten an der Trennschicht
5 die Randbedingungen

Mot S = 0 d.h. &„ = $,,,
3)tD33 = 0 d.h. 58„a=33„.. ('

Wir stellen die Grenzschicht durch zwei infinitesimal benach¬
barte Berandungen Sa und 5, dar, wobei Sa als zum Außenraum
und S, als zum Innenraum gehörig zu betrachten sind.

Si = S = Sa (2)
In diesem Sinne verstehen wir unter

rfg,- = de = d%a

das Linienelement der Berandung in einem Punkte P.
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Fig. 20.

Wir lösen jetzt (vergl. Fig. 29) den durch 5, berandeten

Innenraum aus dem Qesamtraum heraus und führen folgende Be¬

zeichnungen ein

5; = ff, dii = d§!, . &• = &, 33; = W,

&,= $J »„, = »£.
(3)

Diesen anisotropen Teilraum I transformieren wir sodann nach

dem im vorigen Abschnitt Gesagten in den entsprechenden Teil¬

raum II. Dabei geht der Rand S' über in den entsprechenden

S", die Vektoren I in die Vektoren II usw. (Vergl. Fig. 30.)

Fig. 30.

In den entsprechenden Randpunkten P', P" erhalten wir für

die Tangentialkomponenten der Feldstärke
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Nach (29) III, 2 gilt aber die Invariantenbeziehung

(&,dV) = (&',dSP)-
Mit

\dè'\ = ds', \dè"\ = ds"

erhalten wir somit die Relation

fyds1 = &t'ds". (4)
d

Es gelten für den zweidimensionalen Fall —= 0, gemäß den

im vorigen Abschnitt aufgestellten Forderungen, folgende Be¬

ziehungen
[de1, 33'] = [di", 33"], (5)

[d8[,d8Q = [d8Ç,d%\. (6)

Gl. (5) können wir auch schreiben

Wds' = ®"ds", (7)

wenn der Index n andeutet, daß es sich um die Komponenten der

Normalen der zugehörigen Linienelemente handelt. Die Richtung
von 33^ ist also senkrecht zu ds' und diejenige von 33" senkrecht

auf de". Man beachte, daß ein z. B. in P' auf da1 senkrecht stehen¬

der Vektor n, transformiert in P'
,

nicht mehr senkrecht auf d§"

steht.

Bezeichnen wir noch an Stelle von II mit dem Index Stern (*)
alle Größen des transformierten Raumes y*, ist also etwa ds das

Linienelement des richtigen Randes, ds* das entsprechende des

transformierten Randes, und sollen ferner §<a, 33«a, £>*, 33* die

analogen Feld- und Induktionskomponenten darstellen, so ergibt
sich mit Hilfe der Beziehungen (4), (7), (3) und (1)

Qta ds = !QÎds*, (8)

33„arfs = 33*rfs*. (9)

Die Gleichungen (8) und (9) sind die Randbeziehungen, die

den in y isotropen, homogenen Außenraum a an den in y* iso¬

tropen, homogenen transformierten Innenraum koppeln. Sie treten

an Stelle der im nichttransformierten Fall gültigen Randbedin¬

gungen (1).
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Wir können in den Raum I als Koordinatennetz eine ortho¬

gonale Kurven- bzw. Flächenschar derart legen, daß der Rand S

mit einer Kurve der einen Schar zusammenfällt. Eine ebensolche

Schar können wir in den Raum II legen bezüglich des Randes 5*.

Eine derartige Schar im Räume I sei gegeben durch

a(x,y,z) = const., ß(x,y,z) = const., y(x,y,z) = const. (10)

und im Räume II durch

q(£,rj,t) —const., cp(S,r],Q = const., y)(£,y,Ç) = const. (11)

Aus der allgemeinen Theorie der krummlinigen Koordinaten

sind folgende Beziehungen bekannt (vergl. etwa Frank-Mises I,
1930)

da = hx dst, dß = h2 ds2, dy = ha ds3 ;

dq = ht ds*, dcp = h*ds*
, dip = Af ds* ;

(12)

und

grad u* = t* hl d~f + f m¥ + ï* ht ~
ÔQ dq> dy>

(13)

Es seien für unsern Fall

du
„

_

du
3V, = —Vahi —

, £, = —h2

35*=-y*AÏ^, $? = -A?-0-
(14)

Für den Rand dürfen wir jetzt die Linienelemente identifizieren

ds = ds2, ds* —ds*. (15)

Mit den Gleichungen (12), (14) und (15) gehen die Randbedin¬

gungen (8) und (9) über in

&"),- (£4. <,6)

Gl. (16) ist identisch mit der Aussage des 2. Abschnittes
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Für die Gl. (9) erhalten wir

kt du \ ( ht du*

ht dç
dcp).

'S*
(18)

Aus den Beziehungen (16) und (18) ist ersichtlich, daß wir

bei der soeben aufgezeigten Behandlung der gemischten dritten

Randwertaufgabe anisotroper Körper auf der Basis der Diffe¬

rentialgleichung darauf achten müssen, die Koordinatensysteme
so zu wählen, daß in geeigneter Weise nach gleichartigen Funk¬

tionen entwickelt werden kann.

4. Der quergeschichtete eliptische Zylinder im Magnetfeld

Fig. 31.
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Wir wollen das soeben entwickelte Verfahren auf ein anschau¬

liches Beispiel anwenden. Ein anisotroper elliptischer Zylinder
nach Fig. 31 wird in ein unendliches Homogenfeld H gebracht,
das gegen die positive *-Achse um den Winkel a geneigt ist. Es

stellt sich die Frage nach der Modifikation des Feldes und ferner

etwa nach dem zu erwartenden Drehmoment.

Gemäß dem über die Transformation Gesagten belassen wir

den homogenen, isotropen Außenraum a des Zylinders, wie er ist,
im Räume x, y. Den anisotropen Raumteil /, also den Zylinder
selber, lösen wir aus dem Räume x, y heraus und transformieren

ihn in einen isotropen Raum f, r\. Der anisotrope elliptische Zy¬
linder i geht hierbei in den isotropen elliptischen Zylinder * über

(vergl. Fig. 31). Wir behaften im weitern alle vom Räume x, y
in den Raum f, 7] transformierten Größen mit einem Stern und

führen in den beiden Räumen geeignete elliptische Zylinderkoordi¬
naten q, ip bzw. q*, tp* ein.

Nach III, 2 (45) und (48) gilt mit der Bezeichnung

S=iJx; V=-=y
YP

Die wesentlichen Beziehungen der elliptischen Zylinder¬
koordinaten lauten:

Im Räume x, y

x = c (£of q cos if ,

* = *, (2)
y = c ©in q sin y,

wobei

c = )j a* —b* (3)

die lineare Exzentrizität bedeutet.

Speziell für den Rand 5 erhält man

®of?o=-7' ®inG>=—, ££•?(>= —. (4)

Und die entsprechenden Beziehungen im Räume f, r\ mit Hilfe der

Gleichungen (1) bestimmen sich zu
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Da

wird

| = c* (£of o* sin w*,
C=C (5)

y = c* ©in e* sin y»*,

a* = V7a, ** = -Lft, (6)

c* = fä*2~^b*2 = V pa2 ——b2

und damit

Mgo =
~*

= /—r-==^, ®»npj =

(7)

—£syPa'-jb* ip)Jpa2--
^ =

77- (8)

Nach der Theorie der krummlinigen Koordinaten berechnen sich

die Umrechnungselemente zu

l
= l=*V<£ofV-cos"V, ^-=1 (9)

und im transformierten Räume

i = i = <*V®ofV-cos^, 1=1. (9*)

Im Folgenden schreiben wir einige Beziehungen nur für den

Raum x, y auf. Die jeweils dazugehörigen für den Raum |, r\

lauten formal genau gleich. Lediglich die entsprechenden Größen

sind sinngemäß mit einem Stern zu versehen, was stets durch die

doppelte Formelnumerierung angedeutet sei.

Indem nochmals auf die in III, 3 zitierte Literaturangabe der

Koordinatentheorie hingewiesen wird, halten wir die Kontinuitäts¬

gleichungen fest zu

divS8 = 4 _^
-
&+

p)
= 0, (10),

(10*)

c2 ©of2 ç —jcos2v \ôq dy>) v /v '

also
d2u S2u

ô
Q2 dij)2

^.
+ p^

= °- (»Min
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Wir erhalten somit Lösungen etwa von der Form

u = S { £"Q {An cos n xp + Bn sin n y>) +

+ e-»e(c„cos/zy + Dnsmny>)}, (12), (12*)
und mit

-£—
= S {nenQ {An cosny + B„ sin «y) —

—ri e-"e {Cn cos ny>) + £>„sin/zv)} (13), (13*)

7—
= y){enß {—n An sin n w + /z ß„ cos n w) +

4. £-"£ (— # c„ sin nxp + nD„ cos /z y)}

werden die Feld- bzw. Induktionskomponenten

§e = —Äj —-

, S8e = 7 §e ,

Ô«
(14), (14*)

Jetzt ziehen wir nach 111,3 (8) und (9) die Randbedingungen

heran, die das in y isotrope Außengebiet des Raumes x, y an das

in y* isotrope Innengebiet des Raumes f, v\ ankoppeln, wobei man

sich noch zu merken hat:

(Linienelement der Hyp.) dsx —-£-,

(Linienelement der Ell.) ds2 = y.

Bedenken wir noch, daß

y = 7o. 7* = YV* »

so gehen die Beziehungen (15) mit (9), (9*), (14), (14*), (16) und

(16*) über in

"a=<$*<«>*
(17)



— 139 —

Für den Rand S bzw. S* und nur daselbst gehen die Beziehungen
(1) mit Hilfe der Gleichungen (2), (5), (8) und (6) über in die

Identitäten

(cosy* = cosy>)s,s* und (s'my>* = s'my>)s,s* ,
also

( W= V* \
m

(18)
\dyj = dyj*)s,s*'

Damit reduzieren sich die Randbedingungen (17) auf die Form

*-?) = G£)
, (20)

ow/s \aw /s*tw/s
\ow

wobei Gl. (20) identisch ist mit dem Satz von der Erhaltung des

Potentials bei der Transformation, d. h.

(Ua)s = («*)s» • (21)

Das gegebene Homogenfeld hat die Form

Uff = Hcos a c (£o\ q cosy> + //sinaStnçsiny , (22)

und somit wird

aa = « + uh. (23)

Eine Betrachtung der Identitäten, wie sie sich auf Grund der

Randbedingungen (19), (20) bzw. (21) mit Hilfe von (23), (22),
(12), (12*), (13) und (13*) darbieten, zeigt, daß auf Grund der

Eindeutigkeit des Problems alle Konstanten A„,Bn,Cn,Dn, A*n, B*n,
C* und £>* für n > 2 null sein müssen und wir erhalten so vorerst

für die Potentiale in den beiden Räumen

ua = (//cosacSûfç + cMi + s~^d)cosrp

+ (Hsmac<5iriQ + fi^ + e-eD^sinyj, (24)
u* = (eß*A* + e-e*C*)cos^ + (eß*B* + e~e*D*) sin xp.

(V = V*)

Da das Außenpotential für p = oo in das des Homogenfeldes
übergehen muß, und da das Innenpotential für q = 0 nicht oo

werden kann, modifizieren wir die Ansätze (24) auf
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ua - (//cosacSofç + Ce_e)cosy+ (//sina©inç + D£_e)siny>,
(25)

u*
-

A* ©of q* cos v + B* Sin q* sin %p = «;.

Mit Hilfe der Beziehungen (19), (20) bzw. (21) erhalten

wir ein System von vier linearen Gleichungen, aus dem sich die

vier Konstanten ,4*, B*, C und D elementar ermitteln. Führt man

diese Rechnung durch und berücksichtigen wir die Gleichungen

(4) bis (8), so werden die Potentiale außerhalb und innerhalb des

anisotropen elliptischen Zylinders im Räume xy endgültig

ua = //cos a c ©of q cos w—Hcosaab —^ I—-1 COSW

+ Hsin a c <5itt o sin w —Hsmaab ^-
—- ) sin w,

a/tty-\- b\e&>/

(a + b) Hcos a „ (a + b) Msin a
Ä. .

ui
—

-—-—- ;—c(&oiocosw + -——f c&mosmw. (27)
a + nxb

'
b + f.iya

Erinnern wir uns, daß wir wie früher das Homogenfeld durch

einen ins Unendliche gerückten strombelegten Zylinder erzeugen,

also für

setzen können, daß ferner gilt

c ©of £ cos y = x = rcoscp; c©inesinî/> =y = /-sin 99

und daß für den Übergang von den elliptischen Zylinderkoordi¬
naten zu den Kreiszylinderkoordinaten

e<? r

so sieht man, daß für a = b —R die Gleichungen (26) und (27)
übergehen in die Gleichungen (34) und (35) von III, 1.

Die Feldverhältnisse sind denn auch ähnlich denjenigen des

Kreiszylinders. Das Innenfeld ist ebenfalls ein in 23 und § auf¬

gespaltenes Homogenfeld. Alles was in 111,1 beim Kreiszylinder

gesagt wurde, gilt sinngemäß auch für die Diskussion der Glei¬

chungen (26) und (27). Wir wollen deshalb hier nicht auf die

Feldverhältnisse eintreten, sondern uns gleich dem statischen Dreh-
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moment zuwenden, das auf den anisotropen elliptischen Zylinder
ausgeübt wird. Wir benützen hierzu das Prinzip der virtuellen

Arbeit. J ,

Vorerst ist der Energieausdruck in eine Form zu bringen, die

seine Berechnung durch die Lagenkoordinaten des in das gegebene
Grundfeld eingetauchten Körpers möglichst einfach gestaltet.

Man teilt hierzu zweckmäßig das Gesamtfeld § in das ur¬

sprünglich gegebene Grundfeld £>0 und das Zusatzfeld §x des

Körpers auf.

§ = & + §o (28)

Das Grundfeld ist gegeben durch

§o,93o=7o§o (29)

und nach dem Einbringen des Körpers das Gesamtfeld durch

£,33« = 7o§a, %i = Z'&. (30)

Das Zusatzfeld ist im Gegensatz zum Grundfeld wirbelfrei, und es

seien die folgenden Beziehungen festgehalten

div930 = 0, div35 = div(93 —330) = 0, ;.»1 = rot3ï1. (31)
rot (§ —§0) = rot §! = 0

, ." • & = grad ux . (32)

Wir schalten hier eine kurze Betrachtung über einen be¬

kannten, oft nützlichen Hilfssatz ein.

Im ganzen Räume seien zwei Vektorfelder 5ß und £}, die den

Bedingungen
rot %= 0 und div O = 0 (33)

genügen, gegeben. Unstetigkeitsflächen im Räume sind zugelassen,
wir setzen aber daselbst voraus

9îot ?ß = 0 und Sit) Q = 0
. (34)

Außerdem setzen wir noch fest, daß im Unendlichen die Vektoren

wie folgt verschwinden

lim /-2 «ß = 0 und lim rQ = 0
. (35)

Aus der Vektoranalysis ist die Beziehung bekannt

J = J (% G) dV = J (grad u, rot 21) dV

= lu{xoi%,df) = $uQndf. (36)
F F



— 142 —

Bedeuten Vk die Teilgebiete, in denen die Vektoren O, $ß

stetig sind, Fk ihre Oberflächen, nk jeweils die nach dem Äußern

des Teilgebietes gerichtete Normale, so wird (36)

\ J = 2 / J (grad «, rot 31) dVt = S* J (« Qnk) dFt. (37)

In dieser Summeheben sich, eingedenk der Bedingungen (34) je
zwei Summandenauf, und da wegen der Bedingung (35) auch das

Integral über die Oberfläche im Unendlichen verschwindet, ist

der Hilfssatz, der besagt, daß das, unter den Voraussetzungen
(34) und (35), über den ganzen Raum erstreckte Integral

J=lffl.&)dV=0 (38)
v

ist, bewiesen.

Die Eigenschaften der Vektoren 5ß und D haben in unserem

Falle die Vektoren des Zusatzfeldes $x und 331; so daß das Integral

K&.fSJdV (39)
v

über den ganzen Raum erstreckt, verschwinden muß.

Für die Energie des in das Orundfeld eingetauchten Körpers
gilt j ,

7\=J- r0 = TJ{(£,23)-(£0,330)HK
Va+Vi

(40)
= ~\{(% -%0,%o) + (%,%-%<>)}dV.

Va+Vi

und wegen (28), (31), (32) und (39) wird (40)

71 ^W^'^-^^dVi + ^^QS-^^dVa. (41)

Vi va

Das zweite Integral in Gl. (41) schreiben wir um

/ (§, (33 - So)) dVa = J 7o (§, £ - §0) rfK, = J (23, § - §0) </Ka. (42)
"o "« f«

Wegen (31) und (32) können wir aber auf (42) wieder den Hilfs- .

satz (38) anwenden.

!(®,$-$o)dVa + !(®,Q-$0)dV,. (43)
Va Vi
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Führt man mit Hilfe von Gl. (42) diese Beziehung in Gl. (41) ein,
so erhalten wir

Tr = ~ f {(33, $„)-(& So) W, (44)

Vi

und es ist jetzt nur noch eine Integration über das Körperinnere
erforderlich.

Mit

%ax = -H0COSa=-H0x, %0y=-H0sma=-H0y, (45)

ergibt sich aus Gl. (27)

Unter Beachtung von

58 = Ï2 § und © = Einheitstensor

geht Gl. (44) über in

Tl = \\{{%" ~ y° @)§'§o) rfK/ = T*' (47)

ri*=
T j((® ~~ 7o 2_2) r' ^ rfl/i* = Tl • (4r)

Der Übergang in den transformierten Raum bietet für die Berech¬

nung der Energie im allgemeinen keinen Vorteil.

Mit den Ausdrücken (45) und (46) wird

«*' - 7o Œ) *, ©o) = 7o (^ < +^ O(« + *) (48)

und somit, wenn wir ein Zylinderstück von der Länge /betrachten

Tl=^l((ZZ-y0 (£)£,<£>„). (49)

Wir halten jetzt das Grundfeld fest und erteilen dem Zylinder
eine virtuelle Drehung, entsprechend dem Vektor ôco, so daß

<J$o = [So,<H- (50)
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Mit Rücksicht auf den homogenen quadratischen Charakter von

(48) wird also

ÔT1 = ?^2((%*-yo<®&â$0) = 7iabl([(X*-y0<Q$,Sc>0]>t'>>)- (51)

Da aber für die virtuelle Arbeit der Momente gilt

dA = (m,dot), (52)
wird unser Moment

m=nabl[(%* —yo@) §,£<,]• (53)

Führt man mit den Werten (45) und (46) die Komponentenrech¬

nung durch, so erhalten wir den Ausdruck

M-y0n h. LH0\— r
- -£f sin2«. (54)

Mißt man a, b, l in cm und fi0 in Oersted, und bezeichnen wir

noch mit v = —, so wird Gl. (54)

Af = 1,274- 10-* mia*v(\+v) (/*'"" * ~^~-)sin2a, (55)

in grcm. Hierin bedeuten a, b die Hauptachsen der Ellipse, / eine

angenommene Zylinderlänge, a, der Winkel des gegebenen Homo¬

genfeldes gegen die positive jc-Achse, H0 die Feldstärke des

Homogenfeldes und fix,juy die relativen Hauptachsenpermeabili¬
täten.

Zur Abhängigkeit des Drehmomentes von der Feldstärke, den

Körperabmessungen und dem Lagewinkel a ist nichts besonderes

zu sagen, da ohne weiteres aus Gl. (54) bzw. (55) ersichtlich.

Wir führen jetzt die folgenden Bezeichnungen ein :

P=v(\ + v) (^—Î- - ^t-1) , (56)

A = 1,274- 10-7//2/a2
. (57)

f = P. 103,
M= A-£,

Der große Klammerausdruck in Gl. (55) bzw. (56) zeigt vor¬

erst, daß bei geeigneter Wahl der Hauptachsenpermeabilitäten

ßx,juy und des Achsenverhältnisses v der Ellipse, das Moment po-
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sitiv, negativ oder Null gemacht werden kann, je nachdem, ob und

wie wir den Zylinder längs- bzw. querschichten. Je nachdem wird

er sich mit seiner großen oder kleinen Achse in die Feldrichtung
hineindrehen oder es wird in keiner Feldlage ein Moment auf ihn

ausgeübt. Positives Drehmoment heißt Drehung im positiven
Zählsinn des Winkels a. und umgekehrt. Wir werden auf die an¬

gedeuteten Verhältnisse noch näher eintreten.

Für fix = )Xy = ju geht Gl. (55) über in den Ausdruck für

den isotropen homogenen elliptischen Zylinder.

(1 + v tu)(v + n)

Für den Kreiszylinder v = 1 wird (58) = 0, ebenfalls für

fi = 1. Für fi = oo geht Gl. (58) über in

M= A- 103(1 —j>2). (59)

Das Moment hat also für v = 0, d.h. die unendlich dünne,
unendlich gut leitende Fläche ein Maximum.

Für den anisotropen Kreiszylinder geht Gl. (56) über in

M= A10*
4^~^)

. (60)
(1+,«*)(!+<",)

Wir lassen ietzt das Achsenverhältnis v = —von 0—1 vari-
J

a

ieren. Zur Verfügung steht der Raum des großen Achsenkreises

(ö-Kreis), und wir fragen nach den auftretenden Momenten bei

Variation der geometrischen Abmessungen und der Materialwerte

des Rotors dieses Kreises. In Fig. 32 sind drei Kurvenscharen,
berechnet nach Gl. (56), (57) bzw. (58), in Funktion von v auf¬

getragen und zwar für ein Schichtungsverhältnis r\ ~ 0,5 und /u als

Parameter. Im einen Fall ist die Schichtung parallel zur x-Rich-

tung, d. h. zur großen Achsenrichtung. Im andern Fall liegt die

Schichtung parallel zur y-Richtung, d. h. zur kleinen Achsenrich¬

tung.
Die Kurvenschar a, b, ... e stellt den ersteren, die Schar œ, ß,

... e den letzteren Fall dar. Die Schar 1, 2, ...
5 zeigt den homo¬

genen isotropen elliptischen Zylinder der Permeabilität fi. Für

die erste und letzte Schar ist Mpositiv. Für die Schar et, ß, ...
s
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/** fy V-

a 1,33 1,5 2

a 1,5 1,33 2

1 2 2 2

b 3 1,66 5

ß 1,66 3 5

2 5 5 5

c 10 2 20

Y 2 10 20

3 20 20 20

d 100 2 200

ô 2 100 200

4 200 200 200

e 1000 2 2000

s 2 1000 2000

5 2000 2000 2000

ist Mnegativ; diese Schar sollte richtigerweise deshalb um 180°

nach unten geklappt werden. Für v = 1, d.h. den Kreiszylinder,

unterscheiden sich die mit Buchstaben bezeichneten Scharen nur

dem Vorzeichen nach. Die den Kurven zu Grunde gelegten Per¬

meabilitätswerte sind aus der folgenden Tabelle zu entnehmen. —

Die isotropen Kurven 1—5sind berechnet nach Formel (58). Eine

Optimalrechnung zeigt, daß für ein vorliegendes fi dann bei einem

vm das Maximum des Drehmomentes vorliegt, wenn der Extremal-

bedingung

genügt wird. Die Ermittlung für ein gegebenes fi gestattet das

Diagramm Fig. 33. So ist etwa für /u, = 150, vm = 0,15 und für

fi = 2000, vm = 0,0625. Das Maximum beginnt für /j,
> 1 bei

einem Wert v<| und verschiebt sich bei zunehmendem fi auf

einer parabelähnlichen Kurve (vergl. Fig. 32) nach der Seite klei¬

nerer v hin, um für fi = oo bei v = 0 das Maximum zu erreichen.

Beim längsgeschichteten Zylinder, d.h. Schichtung parallel

zur großen Ellipsenachse steigen die Kurven, von v = 0 ausgehend,

etwas weniger rasch an als im isotropen Fall, durchschneiden und
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Fig. 32.

überholen aber die isotropen Kurven in ihrem Scheitelpunkt, um

bei v=\, d.h. beim Übergang zum Kreiszylinder ein Maximum
zu erreichen. Die Betrachtung über den #-Kreis hinaus lassen wir,
da sich hier wiederholend, weg.
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Beim quergeschichteten Zylinder, d.h. Schichtung parallel

zur kleinen Ellipsenachse, steigen die Drehmomentenkurven von

v = 0 ausgehend am langsamsten an, um mit umgekehrtem Vor¬

zeichen bei v = 1 den gleichen Absolutwert zu erreichen, wie beim

längsgeschichteten Fall. Man beachte noch, daß bei Querschich¬

tung die Ellipse sich quer zur gegebenen Feldrichtung einstellt.

v,(b)

Die wesentliche praktische Folgerung, die wir hier festhalten

wollen, heißt: Bei einem festgelegten Rotorraum und bei einer

als vorgegeben zu betrachtenden Permeabilität liegt bei der vor¬

liegenden Problemstellung eine optimale Ausnützung dieses Rau¬

mes bezüglich dem Drehmoment dann vor, wenn wir in denselben
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einen geeigneten anisotropen Kreiszylinder einbringen. Wir wer¬

den deshalb im Anschluß an einige der Anschauung nützliche, all¬

gemeine Bemerkungen näher auf den Kreiszylinder einzutreten

haben.

Wir ziehen jetzt für die Hauptachsenpermeabilitäten die Aus¬

drücke von I, 1 (31), (32) heran.

i"* = VI-1 + 1 —V >
_

M

ix_ (621)
*'

n + ti —iH*' (62II)
y

fl + V —IL1 f*y = W+ 1 —V

Hierin bedeuten ju die Permeabilität des Eisenbestandteils

des anisotropen Mediums und »; die Verhältniszahl dieses Bestand¬

teiles. Gl. (62 I) stellt den längsgeschichteten, Gl. (62 II) den

quergeschichteten Fall dar. Führen wir (62 I) bzw. (62 II) in

Gl. (56) ein, so erhalten wir die beiden Ausdrücke

=
^<-!)>(! -2V) + !}„(„+ 1)

(1 + Ï] V fX + V V Tj) {v f.1 -\- V JJ TfjVfi + fl)

pa=
(^0'-l)2{2»?-"-l}^^+l)

(64)

und

Für ?;=1 gehen (63) und (64) mit Hilfe von (57) über in

den isotropen homogenen Ausdruck (58).
Bedenken wir, daß immer gilt

und daß ferner, wenn wir a konstant halten und b variieren, im

a-Kreis (Kreis inbegriffen)

0<i><1

und außerhalb des ö-Kreises, wenn also b zur großen Ellipsen¬
achse wird

1 <: V <j OO

gilt, so zeigt eine Vorzeichendiskussion der Ausdrücke (63) bzw.

(64), wobei nebst den trivialen Fällen »? = 0; p= 1 nur die ge¬

schleiften, von fi unabhängigen Klammerausdrücke im Zähler maß¬

gebend sind, folgendes (sin 2 a > 0 vorausgesetzt) :
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Bei der längsgeschichteten Ellipse ist innerhalb des a-Kreises

für alle r\, v, ju das Moment immer positiv. Die Ellipse stellt sich

dann also stets mit ihrer großen Achse (a) und der großen Per¬

meabilitätshauptachsenrichtung in die Feldrichtung ein. Im Außen¬

gebiet v>\, also b>a, ist für |;>?;2:0 für alle v das Moment

ebenfalls stets positiv. Die Ellipse stellt sich dann nur noch mit

der großen Permeabilitätshauptachse in die Feldrichtung ein, sie

selber steht quer zum Feld. Ebenfalls im Außengebiet v>\, aber

l=e?7s£e> ist positives wie negatives Moment möglich, immer je¬
doch hat man es in der Hand mit genügend großem v ein negatives
Moment zu erreichen. Es dreht sich dann wieder die große Ellip¬
senachse (b) in die Feldrichtung, indessen steht jetzt die große

Permeabilitätshauptachse quer zum Feld. Verhältnisse, daß kein

Moment auf die Ellipse (in beliebiger Lage derselben) wirkt, sind

dann und nur dann möglich (daselbst aber immer), wenn v>l

und 1 3; r\ > \. Für das hierzu erforderliche Verhältnis —gilt dann

1
a

Bei der quergeschichteten Ellipse ist der Sachverhalt natur¬

gemäß umgekehrt. Maßgebend ist die geschleifte Klammer in

Ol. (64). Hier ist außerhalb des a-Kreises v~>\, für alle rj, v, fi

das Moment immer negativ. Die Ellipse stellt sich also dann stets

mit ihrer großen Achse (b) und der großen Permeabilitätshaupt¬
achse in die Feldrichtung ein. Im Innengebiet v<\, also b<a,

ist für 1 S: t] S; \ für alle v das Moment ebenfalls stets negativ.
Die Ellipse stellt sich dann nur noch mit der großen Permeabili¬

tätshauptachse in die Feldrichtung ein, sie selber steht quer zum

Feld. Ebenfalls im Innengebiet v<l, aber 1 ;>»?;>!, ist positives
wie negatives Moment möglich, immer jedoch hat man es in der

Hand mit genügend kleinem v ein positives Moment zu erreichen.

Es dreht sich dann wieder die große Ellipsenachse (a) in die

Feldrichtung, indessen steht jetzt die große Permeabilitätshaupt¬
achse quer zum Feld. Verhältnisse, daß auch in diesem Fall kein

Moment auf die Ellipse wirkt, sind dann und nur dann möglich

(daselbst aber immer), wenn r<l und lj>»?ïïj. Für das hierzu

erforderliche Verhältnis —gilt dann v0 •= 2 t] —1.
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Diese Bemerkungen dürften vorerst genügen um das teils im

unterstützenden, teils im aufhebenden Sinne stattfindende Wech¬

selspiel zwischen der räumlichen Konfiguration und der Konfigu¬
ration des Materials anschaulich zu machen.

Für ju = oo geht Gl. (63) über in

~ ,, s
v —Zvri -\- \

Pi = 0 + ") -TT
fl = °° V—TjV +

1
(63 a)

und (64) in

^ = oo
1 —K]+ V

(64 a)

Gl. (63 a) wird für v = 0 Eins und (64 a) für v == 0 Null. (Vergl.

Fig. 32.)
Wir wollen jetzt den anisotropen Kreiszylinder, der, wie wir

gesehen haben, bezüglich dem Drehmoment vom Gesichtspunkt
der Ausnützung des zur Verfügung stehenden Raumes aus gesehen
am günstigsten ist, näher betrachten. Für v = 1 gehen die Aus¬

drücke (63) bzw. (64) über in

P -

4V(\-rj)(u-iy
_

_

JJr {2 + rj[ß-1])(2,<-v[A<_i])
-

;j\• (00)

Das Drehmoment ist unter Heranziehung von (65) und (57) in

Funktion von i] mit fi als Parameter in Fig. 34 dargestellt. Das

Moment hat zwischen »? = 0 und rj =- 1 ein Maximum, das, wie

eine Optimalrechnung zeigt, bei

_2VH,, + l)-4^ (66)

liegt. (Strichpunktierte Kurve in der Fig. 34.) Die Kurven sind

berechnet für die Permeabilitätswerte /u = 2, 5, 10, 20, 100, 1000

und oo.

Die strichpunktierten horizontalen Geraden stellen die obere

Grenze dar, die mit einer isotropen, homogenen Ellipse der ent¬

sprechenden Permeabilität (Große Ellipsenhalbachse = Radius

des Kreises) im günstigsten Falle, also beim optimalen v, erreicht

werden kann. Die Ueberlegenheit des geschichteten Kreiszylinders
gegenüber bester Ausnützung des isotropen Materials von gleichem
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ix im gleichen Räume beträgt bei n = oo, 100 %; bei fx = 1000,

88 o/o; bei fi = 100, 78 o/o; bei ,w = 20, 59 o/0)- bei ^ = 10, 55 o/0;

bei // = 5, 53o/o; bei ^ = 2, 45 0/0. Die Überlegenheit ist also

auch bei kleinen Permeabilitäten noch angenähert 50 <y0.
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Fig. 34.

Man beachte weiter die große Ähnlichkeit der vorliegenden
Kurvenschar mit der Schar 1, 2, 3, 4, 5 der Fig. 32, wo das Dreh¬

moment des homogenen isotropen elliptischen Zylinders in Funk-

tion des Achsenverhältnisses v = —dargestellt ist. Das Schich¬

tungsverhältnis spielt beim anisotropen Kreiszylinder bezüglich
dem Drehmoment eine ähnliche Rolle wie das Achsenverhältnis

beim isotropen elliptischen Zylinder; d.h. der Kreiszylinder ver¬

hält sich ähnlich wie ein langgestreckter isotroper lelliptischer

Zylinder, den wir aber im vorgegebenen Kreiszylinderraum nicht
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unterbringen können. Es kommt hier ein Sachverhalt zum Aus¬

druck, der Beachtung auf breiterer Basis verdient. Wir wollen

diesen der Anschauungskraft wegen, doch stets eingedenk, daß

es sich dabei nur um eine der stets möglichen, verschiedenen Vor¬

stellungsvarianten handeln kann, in die folgenden Worte fassen:

Durch systematische Gestaltung der Materialkonstanten, denen

entsprechend ihrem tensoriellen Charakter sinngemäß bestimmte

geometrische Eigenschaften zuzusprechen sind, vermögen wir oft

einen wesentlichen Einfluß (etwa verstärkend, schwächend, rich¬

tend usw.) auf Verhältnisse auszuüben, die sonst vorwiegend
durch die räumliche Konfiguration bedingt sind. So gedacht, kann

man von einer Geometrie der Materialkonstanten oder, um einen

kürzeren Ausdruck zu gebrauchen, von einer Materialgeometrie

sprechen. Diese Geometrie wird oft, folgerichtig zusammen mit

der raumgeometrischen Anordnung, bei einschlägigen Fragestel¬

lungen erst eine optimale Ökonomie des nutzbaren Raumes ge¬

statten. Ferner wird sich hierbei zeitweilig eine Verkleinerung
des erforderlichen Raumes, Gewichtes usw. ermöglichen. Frage¬

stellungen, wie z. B. die der Abschirmung und die der Kräfte¬

wirkung, sind typische Beispiele hierfür. Wir wollen uns zum Be¬

griff Materialgeometrie noch etwas anders ausdrücken und zwar

wie folgt: Die vorwiegend oder teilweise durch die Raumkonfigu¬
ration A eines Materials a bedingten Verhältnisse (im vorliegen¬
den Beispiele die eines isotropen elliptischen Zylinders) werden

gewissermaßen in die Materialeigenschaften b einer andern räum¬

lichen Konfiguration B (im Beispiele in den linear geschichteten

anisotropen Kreiszylinder) hineinprojiziert und umgekehrt. Die

soeben ausgesprochene Formulierung bringt uns in einen anschau¬

lichen Zusammenhang mit der Transformationstheorie von III, 2, 3.

Diese leistete also nicht nur der Rechnung gute Dienste, sondern

sie stellt auch eine anschauliche und somit für den Praktiker nütz¬

liche Vorstellungsgrundlage dar.

Es ist klar, daß derartige Hilfsvorstellungen im allgemeinen
nur dann mit Erfolg benützt werden können, wenn man sich dau¬

ernd Rechenschaft ablegt über alle das Problem wesentlich kenn¬

zeichnenden Eigenschaften, wie die in 111,1 aufgezeigten Feld¬

verhältnisse, den Inhalt der einzelnen Transformationssätze in



— 154 —

111,2,3 usw.; das heißt, daß der Begriff Materialgeometrie ledig¬
lich als der äußere Ausdruck einer, dem spezifischen Problem an¬

gepaßten, oft aber nützlichen Denkmethodik zu werten ist. —
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Wir entnehmen des weitern unserer Kurvenschar in der Fig.
34 noch die Tatsache, daß die Maximas der Drehmomente alle

bei einem Schichtungsverhältnis r\ < 0,5 liegen und dass diese

Maximas sich bei wachsendem /x rasch nach der Seite kleiner r,

hin verschieben. Um diesen Sachverhalt eindrücklicher aufzu¬

zeigen, ist die Kurvenschar in Fig. 35 im logarithmischen Maß¬

stab dargestellt. Die strichpunktierten Geraden haben die gleiche

Bedeutung wie in der Fig. 34. Wir greifen einige Beispiele heraus.

So ist z.B. bei /m = 10 000, ?; = 0,001 die Überlegenheit des

Drehmomentes beim Kreiszylinder gegenüber den günstigsten iso¬

tropen Verhältnissen 62 o/0, bei /.i = 1000, v\ = 0,01-1* 61 o/o; bei

H = 100, 7} = 0,1-* 72 o/o; bei ju = 20, r\ = 0,2^53o/0 usw.

Wichtig ist, daß auch bei kleinen Permeabilitäten die Verhältnisse

noch günstig liegen. Fordern wir für den anisotrop geschichteten
Kreiszylinder nur gleiche Momente, wie die höchst erreichbaren

im isotropen Fall, so kommen wir auf noch wesentlich kleinere

Schichtungsverhältnisse, so etwa bei ju = 100 auf ein r\ ~ 0,02
usw. Aus 1,1 ist bekannt, daß rj den Gehalt des Eisenbestandteiles

im anisotropen Medium angibt, also etwa t] = 0,001, 1 °/00; r\ =

0,01, 1 o/0; ?7 = 0,1, 10 % Eisengehalt usw. —Wir erinnern uns,

daß wir schon beim Problem der magnetischen Abschirmung für

den statischen Fall bezüglich dem /; auf ähnliche Verhältnisse ge¬

stoßen sind. Es ergeben sich hieraus zwei grundsätzlich inter¬

essante Folgerungen: 1. Wir erzielen (bei der vorliegenden Pro¬

blemstellung) mit dem quergeschichteten anisotropen Kreis¬

zylinder Drehmomente, die gleich groß oder sogar wesentlich

größer sind als im homogenen isotropen Fall, mit einem kleinen

Tj, d. h. kleinem Eisenaufwand. 2. Diese Eigenschaft hat gleich¬
zeitig eine Gewichtsverminderung und damit eine Verkleinerung
des Trägheitsmomentes zur Folge.

Bei den zuletzt aufgezeigten Eigenschaften muß man sich vor

Augen halten, daß wir der Fragestellung dieses Abschnittes ein

unendliches Homogenfeld zu Grunde gelegt haben. Wir betrachten

deshalb im weitern das Drehmoment des geschichteten anisotropen
Zylinders noch an einem Beispiel, das der praktischen Frage¬
stellung näher liegt.
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5. Die Anordnung eines quergeschichteten zylindrischen Rotors

in einem tangential geschichteten Stator mit Strombelag

Ein quergeschichteter Zylinder vom Radius rx und den Haupt¬

achsenpermeabilitäten yx und yy sei zentrisch in einem tangential

geschichteten Stator vom Innenradius r2 und dem Außenradius r3

angeordnet. Der Stator ist also analog aufgebaut wie früher die

Abschirmzylinder, mit den Hauptachsenpermeabilitäten yr und yv.
Auf der Innenseite des Stators (r = r2) sei ein Strombelag

/ = i0 sin (<p —a) (1)

angeordnet. Diese Verhältnisse entsprechen sinngemäß denen der

Fig. 26. Der Stator ist dort mit / angedeutet.
Wir fragen wiederum in erster Linie nach dem Drehmoment,

das auf den Rotor ausgeübt wird. Für alle anderweitigen Frage¬

stellungen sind durch die nachfolgende Angabe der Lösungen des

Potentialproblems die nötigen Grundlagen vorhanden.

Für das rechnerische Vorgehen bei diesem Problem ist das

Erforderliche aus den vorangegangenen Abschnitten bekannt. Den

Rotor schneiden wir aus dem Gesamtraum heraus, transformieren

ihn in einen isotropen Raum, koppeln ihn gemäß den Betrach¬

tungen in 111,3 an den Luftspalt-Rotorrand an, und wir können

sodann auf Grund der Studien in II und III für die vier Gebiete,
nämlich den Außenraum A, den Statorraum S, den Luftspaltraum
L und den (transformierten) Rotorraum R die folgenden Lösungen
anschreiben:

tiA = Aa {—) cos <p + BA l~J sin <p, (2)

us=(^(^r+ßs(tricos^{^(i)/'+^(irisi^. <*>

ul=i^(i)+ß4irico^+iCi(i)+^(irisin^ w

u% = Ar c ©of q cos y> + B%c ©in Q sin rp . (5)

wobei r, cp wieder Polar- und q, xp Elliptische-Koordinaten be¬

deuten. Wir vermerken noch die Bezeichnungen:
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Für den Stator:

p=VJ^, K = inxf>,; (6)

und für den Rotor:

P=\[K, K=1HxM, = f; (7)

Im Innern der vier Gebiete liegt den Lösungen die Konti¬

nuitätsgleichung div33 = 0, unter Beachtung der Wirbelfreiheit

des Feldvektors, zu Grunde. An den drei Trennflächen Außen¬

raum-Stator, Stator-Luftspalt und Luftspalt-Rotor (transformiert
und gekoppelt) erhalten wir aus den Bedingungen für die Flächen¬

divergenz und die Flächenrotation die folgenden Beziehungen :

(»„„-»«^,., = 0 (8) (&u-&5Ur. = ° (9)

08ns-23ni)r=;. =0 (10) (SQts-fQtJ^^i (11)

(%nLds)s-(%*nRds% = 0 (12)

(!QtLds)s-($g?Rds% = 0. (13)

Aanalog den Betrachtungen in 111,4 gilt am Rande des ur¬

sprünglichen und transformierten Raumes q? = ip. Die Bedin¬

gungen (12) und (13) vereinfachen sich dann auf

/^j /^ (^Ufë*)
02a)

'\^U/ lae^. \d<p)r=n\dy>Je=eo. v ;

Die Beziehungen (8)—(11), (12 a) und (13 a) führen mit Hilfe

der Ausdrücke

e,
d#

~
1 du

« = -*>!£ *a=-*«!f w

-r- = -7- = C l/ ©Of2 Q —COS2y) .

"1 «2

und den Lösungen (2)—(5) durch gliedweise Identifikation auf

ein lineares Gleichungssystem zu 12 Gleichungen mit den 12 Kon¬

stanten der Ausdrücke (2)—(5) als Unbekannte. Da dieses Glei-
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chungssystem recht umfangreich wird, anderseits aber in der Be¬

handlung elementar ist, wollen wir uns hier auf die Angabe der

Resultate beschränken.

Wir führen vorerst die folgenden Bezeichnungen ein

*, = £, fl=s* (15)

+ £r1{&-*'(*-i)-(*-i)}, (i6)

-£\^p(k-\)-{k-\)}. (17)

Für das Potential im Rotorraum halten wir noch die Um¬

formung fest

uR = A%c©of q cos y> + BR ©in q sin %p

= AR$ + BRr] = ,4** + BRy —uR.

Mit den Abkürzungen (15)—(17) ergeben sich die aus dem

obgenannten Gleichungssystem ermittelten Konstanten jetzt zu

BS = /0 cos BMffV^) + ^dJl, (19)

DS= i0 sin «
Mfi^-l)+ &(*+!)}, (20)

* = *^£rr>' (21> ^"^ërrr <22>

AL = *kcos«_Bs^t (23) ßt==^i«_ßs|_( (24)

C£ = ^|!^-Dsi-, (25) DL = r^p^-Ds± (26)

i4„ = AsiP+1 + BsS1*1, (27) ft, = CsiP^ + Ds£p+1, (28)
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ft COSa M1 m) + V m)
,9m

M=^i
—

h > (29)

1 + Mx-

fo sin a
^ \} ~

~E) + (l ~ ^TJ
ß« =

~2 r; «
" ( '

Die Gleichungen (19)—(30) zusammen mit (2), (3), (4) und

(18) stellen die vollständige Lösung des vorliegenden Problems

dar. Man überzeugt sich leicht, daß bei Fortfall des Stators, also

fir= fiv = fi = 1 ; a: = 1 die obigen Lösungen übergehen in die

Lösungen (33)—(35) in 111,1.
Zur Berechnung des Drehmomentes gehen wir ganz ähnlich

vor wie im vorausgegangenen Abschnitt. Wir spalten wiederum

das Gesamtfeld § im Gesamtraum in ein Grundfeld £>0 und ein

Ersatzfeld ö, auf.
-,

- . -, /~1V^
§ = §o + %• (31)

Als Grundfeld betrachten wir jetzt das Feld der Anordnung

Stator-Strombelag allein. Das Zusatzfeld SQlt das entsteht durch

das Einbringen des Rotors in diese Anordnung, erfüllt dann die

Voraussetzungen 111,4 (33)—(35) des dortigen Hilfssatzes (38),
der somit auch hier für das Zusatzfeld gilt. Wir können also die

dortigen Ableitungen und Ausdrücke für die Energie und das Dreh¬

moment ohne weiteres übernehmen und erhalten im vorliegenden
Fall für das Drehmoment

m= nr\ l [(£• —70 <g) $, $0]. (32)

Für die Komponenten von £> in der x- und /-Richtung erhalten

wir mit Hilfe von (18)

. .

.,
®x = —AR, %y = —BR, (33)

und damit

%x = —PxAr, 93,, = —ft,BR. (35)

Für die Komponenten des Grundfeldes ermittelt sich aus (33),
(29) und (30) für jux = /uy^= 1, wenn wir noch die Abkürzung (36)
einführen

/ k—l i —<?„ •• \

(36)
p-<v I
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die Ausdrücke

k cos a
- k sin «

£<>,, = —-4r0 = 2—c> %0y = —BR0—2—C'* *

Erinnern wir uns noch, daß nach 111,2 (3)

<*'-»«>-»f"oV-i)- (38)

so erhält man für das Moment nach Gl. (32) mit Hilfe von (33),
(36), (35), (29) und (30)

„
s il** —Hy) (î + £)

mit rf={a(i_£) + (1 + £)}. (40)

Die genannte, sinusförmig verteilte Strombelegung /1W über den

halben Umfang (r = a-2) beträgt

,4 U^ = J /o sin <p ri dtp = 2 r2 k. (41)

V A
Mit yn = 4jt lO-9-^—5—, n und / in cm, k in— erhalten wir das

/0 ,4 cm
'

cm

statische Moment zu

Für f! = —= 1, also die Luftspaltbreite <5 = 0, wird nach (16)

und (17)
1 a.

£-2j»0c—1)

1 ] + &
7Ï+T)

\ml.n k -, f.-2P(K—i)

Nimmt man außerdem jf=co an, unter Beibehaltung einer end¬

lichen Statordicke f2 > 1> dann wird

—) =0. (44)
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Nehmen wir nur endliche Statorpermeabilität an, bei beliebiger
Luftspaltbreite, dann ergibt sich nach (16) und (17)

(i) =

£2 1

- -o r. (45)

Der Ausdruck (45) wird also bei großer Statorpermeabilität sehr

klein und geht für |x = 1 ; d. h. ô = 0 in (44) über. Für das Ver¬

schwinden des Rotors, also i1 = oo; r± = 0 wird (45) = 1. Für

m

das Wegfallen des Stators, d.h. K = 1, werden —= 1, c = 1,

d = 2 und die Formel (39) geht dann über in (54) III, 4 für

a = b = rv

Man sieht, daß der Ausdruck —nur Werte zwischen 0 und 1
m

annehmen kann. Ebenfalls kann c gemäß Gl. (36) nur Werte zwi¬

schen 1 und 2 annehmen. Für kleinen Luftspalt, der praktisch

interessiert, wird d gemäß Gl. (40) Werte annehmen 1 <.d < ~ 2.

Die drei Faktoren (l -\ ]., c und d im Zähler von Gl. (42) haben

also keinen wesentlichen Einfluß auf die Gestaltung des Dreh¬

momentes. Umein großes Moment zu erzielen, wird man, nebst

dem Anstreben einer großen Differenz der Hauptachsenpermeabili¬
täten (jux —juy) im Zähler, vor allem danach trachten, den Nenner

klein zu machen, also die Faktoren —gegen Null streben zu lassen.

Das heißt aber nach Gl. (45) möglichst große Statorpermeabilität,
kleinen Luftspalt. Wir sehen jetzt auch, wie zu erwarten war,

daß die Anisotropie des Stators bei der vorliegenden Fragestel¬
lung keinen Nutzen bringt.

Für k = n groß, praktisch schon etwa für /u ~ 50, gilt mit

großer Näherung Gl. (45) und c ~ 2. Da man sich naturgemäß nur

für kleinen Luftspalt interessiert, etwa ô < 5o/0, d. h. 1 < fx < -^,

d. h. 0 < —< -Q
wird d ~ 2 und ( 1 -\ 1 ~ 1. Mit guter Genauig¬

keit gilt also für das statische Moment bei einer isotropen Stator¬

permeabilität /u > 50 und einem Luftspalt <5 < 5 o/o (in Prozenten
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/"2
des Statorradius), wenn |t = —das Verhältnis des Stator- zum

Rotorradius darstellt, die Formel

M~2- 10-*-£->f/
4

4 (ju* —uy) sin 2 a

(• + 43K1 + (*,

^r
in gr cm

, (50)

fî+ 1

/'0 in —, /-j, / in cm, i0 berechnet nach Gl. (41). Führen wir in
cm

Gl. (50) die Werte von III, 4 (62 I) ein, so sieht man, daß für einen

Luftspalt > ~ 5 »/o eine Vergrößerung der Permeabilität des Eisen-
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bestandteils der Anisotropie, über ca. /«>100 hinaus, keine we¬

sentliche Vergrößerung des Momentes mehr zur Folge hat. (Vergl.
Kurve 100, 1000 in der Fig. 36, die für ô ~ 5 %> angenähert diese

obere Grenze darstellt.) Die praktische Schranke ist also auch hier

durch die Möglichkeit der Luftspaltverkleinerung festgelegt. In

der Fig. 36 sind, unter Verwendung von 111,4 (62 I) einige Werte

des Momentes nach Gl. (50), in Abhängigkeit des Schichtungs¬
verhältnisses y\ dargestellt für Luftspalte ô ^ 0, <5 = 2,5<>/o, <5 = 5°/o
und die Schichtblechpermeabilitäten 20, 100 und 1000. Die Kurven

zeigen, daß man sich bei größer werdendem Luftspalt und wach¬

sender Permeabilität rasch den Verhältnissen nähert, wie wir sie

am Schlüsse von 111,4 aufgezeigt haben, daß aber bei abnehmen¬

dem Luftspalt und wachsender Permeabilität die Maximas des Mo¬

mentes sich nach der Seite des größer werdenden Schichtungsver¬
hältnisses /; hin verschieben. Bemerkenswert ist der verhältnis¬

mäßig noch günstige Verlauf der Momentenkurve bei den kleineren

Permeabilitäten des Sättigungsbereiches.
Die obigen Betrachtungen dürften auch bei der Beurteilung

von andersartigen, z. B. dem T- oder 5-Anker entsprechenden,
anisotropen Drehsystemen nützliche Dienste leisten.

6. Das schiefgeschichtete anisotrope Magnetikum

Wir behandeln hier noch ein Beispiel, das in verschiedener

Hinsicht von Interesse ist. Im cartesianischen Räume x, y, z sei

eine unendliche Platte der Dicket parallel zur xz-Ebene gegeben.
Die ganze Anordnung sei paralleleben zur xy-Ebene.
In diesem Sinne werden wir uns weiterhin nur noch zweidimen¬

sional in der xy-Ebene zu formulieren haben. Die Anisotropie sei

so definiert, daß man sie als eine, in sich parallele, schief gegen
die x-Achse geneigte Schichtung auffassen kann. Der Winkel der

Normalen auf die Schichtrichtung mit der positiven x-Achse sei a.

Den Winkel der Schichtrichtung selber gegen die negative x-Achse

benennen wir mit ê (vergl. Fig. 37). Die beiden Hauptachsen¬
permeabilitäten seien mit yt und yq festgelegt. Die Permeabilität

der über der Platte liegenden isotropen Halbebene 3 sei ys, die

Permeabilität der unter der Platte liegenden isotropen Halbebene
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sei yv Die x-Achse belegen wir mit einer sinusförmigen Strom¬

verteilung, so daß der Strom, je nach Vorzeichen, in Richtung der

positiven oder negativen z-Achse fließt. Die Polteilung dieses

Strombelages sei t =

-j-
und damit die räumliche Grundperiode

2 t. Für eine solche Qrundperiode ist in Fig. 14 der Charakter

des Feldes für den Strombelag allein angedeutet.

Fig. 37.

Wir können uns stets ein gewisses Streifenstück irgend einer

Periodenzahl aus der vorliegenden Anordnung herausgegriffen
und zu einem Zylinder zusammengebogen denken. Die Über¬

tragung der ebenen Verhältnisse auf die zylindrischen wird dann

um so genauer sein, je größer der Durchmesser und die Polpaar¬
zahl. Über das grundsätzliche Verhalten, das uns hier vor allem

interessiert, werden wir auch für kleinere Durchmesser und Pol¬

paarzahl einige Schlüsse ziehen können. Der exakten Behandlung
des Zylinderproblems, entsprechend der ebenen Fragestellung,
stellen sich keine besonderen Schwierigkeiten entgegen, es muß

indessen ein beträchtlicher numerischer Aufwand in Kauf ge¬

nommenwerden. Alles hierzu Erforderliche geht aus dem unter II.

Gesagten hervor.
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Wir hätten das vorliegende schief geschichtete Medium von

Anbeginn an in einer erweiterten Transformationstheorie nach

II, 2, 3 erfassen können. Die formale Erweiterung derartiger Ver¬

fahren auf allgemeinste Verhältnisse macht meist wenig Schwierig¬
keiten mehr, wenn erst einmal die grundlegenden Schritte getan
sind. Trotz dem grundsätzlichen Anreiz wird man ein derartiges

Vorgehen vom Gesichtspunkte der Anwendung aus oft nicht recht¬

fertigen können ; denn dieser Weghat zeitweilig den Nachteil, daß

er an Anschauung einbüßt. Die Erweiterung von Fall zu Fall, die

die Möglichkeit der Anpassung an die spezifische Fragestellung
in sich birgt, ist deshalb oft vorzuziehen. In diesem Sinne wollen

wir im vorliegenden Beispiel vorgehen.
Wir führen drei Transformationen durch und sprechen hierbei

der Einheitlichkeit wegen durchwegs von Raumtransformationen,
auch wenn es sich nur um Koordinatentransformationen handelt,

legen also ausschließlich Transformationstensoren zu Grunde. Für

das Rechnen mit den Koeffizientenschemas dieser Tensoren be¬

nützen wir, wie schon früher, die Matrixrechnung.
Als erste Transformation drehen wir den Raum I um den

Winkel a, in einen Raum II, dem das Koordinatensystem /, q zu

Grunde liegt. Dieses letztere fällt jetzt mit den Hauptachsen¬

richtungen der Anisotropie zusammen. Stellen r irgendwelche
Ortsvektoren, 21 irgendwelche räumlichen Vektoren dar, ent¬

sprechend

0- —(:)•
0)

dann leisten die obigen Transformationen, wenn wir noch fest¬

halten

gt =
(c<?so -smo), m-i = (cosa cosa), (2)
V sin a cos al \- sin a sin a) ' v '

die folgenden Beziehungen:

r' = 2tr", rB = 3t-ir'>
w = mw, W= Wr1W.

(3)

Sodann schneiden wir die anisotrope Platte aus dem Räume II
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heraus und transformieren sie nach der Transformation II, 2, 3 in

eine isotrope des Raumes III gemäß

rii _ JL^Xv'",
X" =r

V;
x>" = yj7*%^x",

wobei mit der Bezeichnung
4 / 4i

gelten :

1

** = (*
°

vV^1 l

o V/7

Vergl. Fig. 38 a:

0

t?

V;

(4)

(5)

(6)

.£

w

u

Fig. 38.

Hierbei wird tga*
1

.

ytg«. (7)

Schlußendlich drehen wir noch den Raum III um den Winkel

a* (im negativen Sinne) in einen Raum IV (Fig. 38b). Für diese
'

letzte Transformation gilt

v'"=£i-1xIV, xIV = £lx"', (8)
mit

Q =

cos a - sin

sin a cos a*)' Usina'
cos « sin or

cos«'
(9)

Für die Gesamtheit der Transformationsfolgen erhalten wir

also

xIV = OV7 2-13Ï-1 f = 3£_1 ï7
•

(10)

01)
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Bezeichnen wir noch mit

h = l/pcos2 a+s-^, (12)

so errechnen wir mit Hilfe von (2), (6) und (9) unter Heran¬

ziehung von (7) 3É zu

\ /1 1 /_ 1 \ „:„ \

(13)

(14)

(;)=<<)• ($)=*-(;)• <»>

Führen wir noch die Abkürzungen ein

l* = —- und a = a12d* = a\2 -7-, (16)

so sehen wir mit den Beziehungen (13)—(16), daß

(**!*)„.=0 = Ix, ß*n„'=d' =lx+la. (17)

Damit haben wir alles, was wir für die Behandlung des Rand¬

wertproblems benötigen. Die Erfüllung der Kontinuitätsbedingung
der Induktion und der Wirbelfreiheit der Feldstärke in den beiden

isotropen Gebieten 1 und 3 'und im transformierten isotropen Ge¬

biet 3* führt auf cartesianische Laplace'sche Gleichungen, aus

denen man mit Hilfe eines Produktansatzes geeignete Lösungen

erhält, so daß wir für das Potential in diesen drei Raumgebieten
die folgenden Ansätze anschreiben :

«1 = ~YAl£Xy cos (**) ' (18)

«a z=~A3e-Xycos(lx + la), (19)

u* = ~ (A^e»* + B2£-*">*) cos (k*£•) = u2, (20)
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und damit werden die Feldstärkekomponenten

$Xi = At s'y sin (Ix), $n = -Ax exy cos (Ix), (21)

^ = A3 e->-y sin (lx), &n = As *-** cos (l x), (22)

S& = (Ate** + Bgtr»*) sin l*?,

&= (- A2e** + B2«-»*) cos )* rf .

( '

Gemäß dem unter III, 3 Gesagten schreiben sich jetzt die

Randbedingungen, die uns die isotropen Teilräume 1 und 3 an

den transformiert isotropen Teilraum 2 koppeln, wie folgt:

(&, dx)y=0 —(§|. ds*)v.=0 = —4 sin (l x) dx, (24)

(8„ dx)y=0 —(S*. rfs*)„.=o = 0, (25)
- (Sqh dx)y=d + ($| **)„'=** = 0, (26)
—(®y, dx)y=d + (»$• &*)„•=«• = 0

. (27)

wobei

93* = j>* §* = fmv§*. (28)

Das Linienelement des nichttransformierten Randes ist

ds = dx (29)

und für das Element des transformierten Randes errechnet sich

ds* = ypcos2a + ^^dx = hdx. (30)

Die Randbedingungen (24) —(27) führen mit Hilfe der Re¬

lationen (17), den Beziehungen (21) —(23) und (28) —(30) auf

das folgende Gleichungssystem:

Ai sin (Ix) dx —(A2 + B2) sin (Ix) dxh = - i0 sin (Ix) dx

- y\ A\ cos (Ix) dx + y* A2 cos (Ix) hdx-y* B2 cos (Ix) h dx = 0

A2e**d*sin (kx + la)hdx + B28-A,ä'sin (lx + la)hdx (31)
-A3e-*-dsm (lx + la)dx = 0

- y*A2sx*d* cos (lx + la)hdx + y*B2e-X*d* cos (Xx + la)hdx
-y%AzE~Xd cos(lx+la)dx =0.

Aus diesem Gleichungssystem ermitteln sich die Konstanten

elementar. Dividiert man die Gleichungen noch mit y0, gehen wir

also zu den relativen Permeabilitätskonstanten /x und

K = V7^7 (32)
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über und merken uns ferner, daß nach (16)

l*d* = ^ (33)

so erhalten wir mit Hilfe der Ansätze (18) —(20) für die Potentiale

in den drei Teilräumen 1, 2, 3 die folgenden Ausdrücke:

«i = —-?- ^ ^- e* cos (Ix), (34)
l m

MJ^-jOl + fHAn-j,)!
U2 = ^ -'"—"/-^ 'cos(*»^), ,35)

«3 = —£ cos (Ix + la). (36)

Hierin gelten die folgenden Abkürzungen:

_(p— p'1) sin a cos «
,
_

(p—p~x) sin a cos «
^

.__.

pCOS2a +
2 ,

sin2 a h2

(38)«,
ï/

2 ,
sin2ot 1//"'

*=
yp cos2«+-——, /> = y—

und ï P ï »1

m = K^ g) + fr + „,) Œof ($ + ^-3 ©in ($. (39)

Für y = d wird ^3
—

p,2 = 0, wie es sein muß. Für y —0 wird

a2 —«ï = -ycos (A*) = /o— cos(^-*)= J *o sin (A*)dx = D. (40)

Das Potential macht also an der strombelegten Trennfläche

einen Sprung, der gleich ist der Stromdurchflutungsfunktion D.

Da wir schon mehrmals die strombelegten Flächen benützt haben,
'

soll hier kurz auf diesen Sachverhalt eingetreten werden.

Derartige Flächen, als Träger flächenhaft verteilter Strö¬

mungen, können bekanntlich streng nicht realisiert werden. Wir

müssen uns diese als flächenhaft von endlicher Stärke A vorstellen.

Wenn jedoch A hinreichend klein ist, kann man von den Kompo¬
nenten senkrecht zur Strömung absehen und man gelangt dann

von hier zum strengen Begriff der Flächenströmung, indem man
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bei kleiner werdendem A die Leitfähigkeit x derart anwachsen läßt,
daß das Produkt A • x endlich bleibt.

Nehmen wir in der Stromfläche der xz-Ebene, die im vor¬

liegenden Fall eine Strömung aufweist die nur mit x variiert ge¬

mäß j = i = i0 sin {Ix), vorübergehend eine allgemeine Strömung
j (x, z) an, so schreibt sich das Kontinuitätsgesetz der stationären

Strömung
divj = 4^ +

-^
= 0. (41)*

dx dz
v '

Die Stromdichte läßt sich also stets von einer skalaren Ort¬

funktion, etwa D(x,z), der sogenannten Durchflutungsfunktion

ableiten, gemäß
SD .

OD
, _

.._,

b =

—sp h =

-Jz-> y = -&*dD- («)

Es gilt dann alles analog zu dem, was über das Potential bekannt

ist. Die Kurven D (x, z) = const, stellen das Flächenstromlinien-

bild dar.

Für die strombelegte Fläche gilt nebst 3Mü 35 = 0

Stot © = j,

also 9tot (grad u) = grad D (43)

und somit a% —u,\ = D
. (44)

Das magnetische Potential springt also an strombelegten Flächen

um die Durchflutungsfunktion.
Trennt die Stromfläche einen vollkommen permeablen iso¬

tropen (nicht etwa anisotropen) Körper ab, so daß in dessen

Innern das Potential zusammenbricht, also z. B. fi2 = 0 wird, so

geht die Randbedingung (44) über in

u1 = D(x,z). (45).

Die Tatsache, daß das skalare magnetische Potential an strom¬

belegten Trennflächen gegen vollkommen permeable Körper gleich
ist einer durch die Durchflutung vorgegebenen Ortsfunktion, unter¬

scheidet es grundlegend vom Verhalten des elektrischen Potentials

an vollkommenen Leitern, die ein konstantes Potential längs ihrer

Oberfläche erzwingen.
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*, = -"• <46>

Die Feldstärkekomponenten berechnen sich aus den Po¬

tentialen (34) —(36) nach

_

__

du
ç. _

d u

Zur Berechnung der Induktionskomponenten im anisotropen Raum-

gebiet 2 gehen wir wie folgt vor:

Es gilt nach III, 2 (6) und III, 6 (1), wenn man bedenkt, daß

yx und yy durch yq und yt zu ersetzen sind,

W=Z2§n bzw. §" = %-*%". (47)

Sodann führen wir nach III, 6 (3) an Stelle von §w, Wdie Aus¬

drücke für §', 93' ein. Also

und damit S* = 91 %* St"1 §'. (48)

Wenn wir noch die Bezeichnung

£s = 9ft3:29î-1 (49)

festlegen, so kann man Gl. (48) auch schreiben

Die Matrix des Tensors %s berechnet sich nach Gl. (49) zu

% _

({ygCOS'-a + ytSmta), (y, - y,) SÙ1 a COSa \

V (y? - 7i) sin « cos «» Ov sir|2 « + // cos2 a)j
Wir wollen die Verhältnisse nicht an Hand der allgemeinsten,

verhältnismäßig umfangreichen Ausdrücke, wie sie, ausgehend von

den Gleichungen (34)—(36), mit Hilfe von (46), (50) und (51)

niedergeschrieben werden können, betrachten. Wir beschränken

uns der Übersichtlichkeit wegen vielmehr auf Spezialfälle.
Für die Potentiale erhält man vorerst für den Strombelag

allein, also /ut = fi„ = 1, d. h. K = 1, p = 1 und ,«1=^3 = 1,

die folgenden Werte:

Ul== ~"YYe^y cos ^ '

k 1
(52)

«2 = «3 =

y -y-
C-^ COS(A x) .
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Weiter interessiert vor allem der Fall der vollkommen permeablen

Anisotropie, bildlich ausgedrückt der Grenzfall, bei dem Schicht¬

bleche unendlich großer Permeabilität zu Grunde gelegt werden.

Also

f(;=oo, ftq = (iq bzw. K ->- oo
, p -> oo

. (53)

Wir gehen hierzu von den soeben hergeleiteten allgemeinen Aus¬

drücken aus und führen gemäß (53) die erforderlichen Grenz¬

prozesse durch. Zu diesem Zwecke ziehen wir die Reihen der

hyperbolischen Funktionen heran. Führt man diese in den Aus¬

druck m nach Gl. (39) ein und macht dann den Grenzübergang

yi —yoo, so wird

(m)7[^
oo

= —» f- f'i -f ,«2 • (54)
v irir- COS"' a

Ferner aus Gl. (37) direkt

a = dig a. (55)

Die drei Potentiale (34) —(36) gehen folglich über in

Vcos2 a /
Ul = ~

T ^Ttf— cos <**> ' (57)

c^+^
+ ^3

"2 =

T ldX cos (Ix+ lytga), (58)

cos2 «

«3 = -£- —£i- cos (JU + la). (59)

o
+ i"l + ("3

cos2 a

Wir betrachten jetzt die Feldverhältnisse im Innern des aniso¬

tropen Streifens, also im Gebiete 2. Wir begeben uns zu diesem

Zwecke vorübergehend in das zu den Permeabilitätshauptachsen

parallele Achsenkreuz /, q. Nach (3) wird dann

?.X+Xytga = —q—, (60)
J ö

cos ß
v '
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Also

u2
—i°_ /'i

I UgXd
— +^1+A*3

cos
(-^-) (61)
Vcos ttj

COS2 a

und hieraus die Feldstärkekomponenten

ar
-

+f'l+("3

^? _

""

a?
_ '°"EÖ7^ Torf

sin Vcös^
8

+f'l+("3

/ftov
COS2a (02.)

«, = -£ = 0.

Nach (62) berechnet sich jetzt die Quellenhaftigkeit der Feld¬

stärke zu

div§ = ——+—^= iq—-z 7—/- = 1 )«2- (63)
da dl cos2 a u„t*d Vcos«/

.
+ |"1 + A<3

cos2 «

Im Einklang mit den allgemeinen Betrachtungen am Schlüsse

von III, 1 zeigt uns das vorliegende Beispiel, gemäß den Aus¬

drücken (61) —(63) deutlich, daß die Schichtflächen Niveauflächen

sind, daß die Feldstärke nur eine Funktion der Variablen quer zur

Schichtrichtung ist, also senkrecht auf dieser steht und quellenhaft
ist. Diese letztere Eigenschaft besagt eben nichts anderes, als daß

die Potentialänderung quer zur Schichtung im allgemeinen nicht

linear sein kann. Die Quellenhaftigkeit der Feldstärke im Innern

anisotroper Medien wird damit auch anschaulich leicht verständlich.

Wie verhält es sich mit der Induktion? Wir können diese im

allgemeinen nicht aus den Gleichungen (62) berechnen, weil man

hierbei auf unbestimmte Ausdrücke 0 • oo stößt. Wir müssen viel¬

mehr mit Hilfe von (50) und (46) die allgemeinen Ausdrücke (wir
schreiben sie hier ihres Umfanges wegen nicht nieder) berechnen,
um erst dann den Grenzübergang //—>-oo zu machen.

Führt man diese Operationen durch und macht sodann die

Grenzübergänge ganz analog, wie sie unter (53) —(59) skizziert

wurden, so ergeben sich nach einiger Rechnung für die Induktions¬

komponenten die folgenden Ausdrücke:
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ft, sin (Ix+ly tg a)-tga ["^J + ''3) cos ^x+?* %a)
23* = 70 k fi 3-7 ,

COS2a
r

(64)

^ tg « sin (Ax + ly tg a) +1 ^
2

^
+ ^3 ) cos' (Ix + Ay tg a)

^=70^0^1 —j-j .

COS-a

Geht man auch hier zu den Hauptachsenkoordinaten q, l über

so erhalten wir aus (64) unter Verwendung von (60) und (3)

», = k ***- —j^ sin (-iU,
v

cos a uald Vcos aj

COS2 a

s' = 77ï5^—l,cos"-sin,r)"'sin(^) (65)
- + hl + i"3

COS2 a

+
1 (u„l(d-q sin a-/cos «) \ I Iq \

r-^ 0
- + /13 cos ——

.

cos« \ cos2 a / Vcos a/

Man rechnet leicht nach, daß die Ausdrücke (64) und (65)
btü 33 = 0 erfüllen. Der Fluß hat auch für ju = 00 keinen tri¬

vialen Verlauf. Er durchsetzt in nicht einfacher Abhängigkeit das

geschichtete Medium im allgemeinen schief. Wir befinden uns da¬

mit auch hier in Übereinstimmung mit den allgemeinen Aussagen
am Schlüsse von III, 1.

Es sind noch einige Bemerkungen zu den Grenzprozessen zu

machen, die uns beginnend bei (53) auf die Ausdrücke (54)—(59)
und (61) —(65) geführt haben. Wenn wir diese Grenzübergänge

niederschreiben, so wird uns deutlich gemacht, daß schon für ver¬

hältnismäßig großes, aber noch endliches /u die Grenzwerte /,—>- 00

mit großer Näherung erreicht werden. So gelten etwa die obge-
nannten Ausdrücke schon für ein jui ~ 500 mit guter Genauigkeit.
Führt man zusätzlich noch die Bedingung ein, daß

ld = —rf<l,

^
' '

m

n J
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d.h. daß die Wandstärke kleiner als y$ der Polteilung ist, dann

konvergieren die Reihen derart rasch, daß die Ausdrücke für fi = oo

mit großer Näherung bis hinunter zu Permeabilitäten von der

Größenordnung ^~ 10 gelten. Wir haben schon früher gesehen,
daß die Relationen für ju = oo oft mit genügender Genauigkeit für

die praktisch interessierenden Permeabilitäten gelten. In diesem

Sinne besteht also wohl eine Approximationsmöglichkeit. Indessen

haben wir gesehen, welche Schwierigkeiten sich uns entgegen¬
stellen diese vereinfachten Approximationswerte für /u = oo, unter

Umgehung des exakten Rechenganges, direkt und bequemer zu

berechnen.

Schließt man die anisotrope Platte, z. B. auf der Seite des

Halbraumes 3, mit einem hochpermeablen Magnetikum ab, also jus

verhältnismäßig groß, genau ju3-*oo, dann gehen die Ausdrücke

(62), (63) und (65) über in

$, = 0, §/ = 0, div£ = 0, (67)
und

j ( X \
33? = 0, 93; = yoiofi cos —M. (68)q ' '

cos a \cos a)

A—%—BC—%--D
a Fig. 39. b

Im Innern des anisotropen Mediums bricht dann das Feld

zusammen und der Fluß verläuft eindeutig und ausschließlich in

der Schichtrichtung. Die Flußverteilung ist dann, ausgehend
vom Quellquerschnitt, in jedem Querschnitt die gleiche. In der

sinngemäßen Anwendung und Gestaltung, gemäß (67) und (68),
hat man also mit dem geeigneten anisotropen Magnetikum einen
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idealen, bildgetreuen Flußleiter in der Hand. Fig. 39 a zeigt ein

derartiges schematisches Beispiel. Wenn wir noch bedenken, daß

durch eine sukzessive Erweiterung oder Verengerung des Leiter¬

querschnittes und eine ebensolche Auflockerung oder Verdichtung
der Anisotropie eine ebensolche bildgetreue Auflockerung bzw.

Verdichtung der Flußverteilung erzielt werden kann, bieten die

Schlußfolgerungen, die man sinngemäß aus den Gleichungen (67),
(68) zu ziehen vermag, vielseitig interessierende technische An¬

wendungsmöglichkeiten. Um ein Beispiel zu nennen, kann man

z. B., wenn sich bei einem Motor die erforderlichen AWauf einem

Durchmesser d1 nicht unterbringen lassen, diese auf einen größern
Durchmesser d2 versetzen und den Zwischenraum durch einen

Leiter obgenannter Art, wie es in Fig. 39 b schematisch dargestellt
ist, überbrücken. Selbstverständlich sind auch hier, um die Ver¬

hältnisse nicht wesentlich zu zerstören, die Luftspalte im magneti¬
schen Kreis möglichst klein zu halten. Es ist klar, daß bei Ge¬

staltung der Verhältnisse im Sinne der Gleichungen (67), (68)
die Rechnung besonders einfach wird.

Wir wollen hier noch einmal auf das Problem der magneti¬
schen Abschirmung zurückkommen. Man kann sich fragen, wie

das durch den Strombelag erzeugte Feld durch die anisotrope

Wandung hindurch in den Außenraum 3 hineinstreut. Wir defi¬

nieren zu diesem Zwecke wie früher einen Schirmfaktor S als die

Verhältniszahl der Absolutwerte der Feldstärke im Räume 3 bei

Abwesenheit und Anwesenheit des Schirmes. Es errechnet sich

so aus den Gleichungen (36) und (52) der Schirmfaktor zu (Außen-
und Innenraum = Luft, d.h. ju1 = jus = 1)

H*0 1 f / ld \
_ _ .

/ Id \
S = -r/ = 1z-r, \K ©Hl /

r-r- \ + 2 ©of | r-j- 1
Ho

2exd I I > ,
sin2 a

'
, ,

sin2 a
73

( \öCOS2a + I \pCOS2a +
'

W;
P

ld \ | m

2eXä' (69)
\<7COS'ia+
V PI

Für vollkommen permeables Material, also yi-*oo wird 5 nach

Ol- (54) j^w 2

* = **&- <>
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Uns interessieren hier vor allem die beiden Extremfälle: Schich¬

tung parallel zur Wand, d. h. a =

-y
und Schichtung senkrecht

zur Wand, d. h. a = 0. Für Schichtung parallel zur Wand gehen
die Gleichungen (69) und (70) über in

*®tn (pld) + 2 ©of (pld) + —@in (pld)
5 =

2efd

J\

J (71)

5 = oo mit k =

ri-> »

- im Hg und P =

r Hi
(72)

Für Schichtung senkrecht zur Wand gehen die Gleichungen (69)
und (70) über in

*®in(v) + 2 ©of (^ M-©in :(t)
c

x P ' v p / A V p 1

(73)o -—

2tld >

/Hqld+2
(74)

Gl. (71) zeigt uns, daß bei gleich bleibender Wandstärke

auch hier der anisotrope Schirm p gegenüber dem isotropen p = 1

außerordentlich überlegen ist. Da bei kleiner werdender Pol¬

teilung wegen l = —- der Schirmfaktor S rasch anwächst, zeigt

uns Gl. (71), daß bei konstant bleibender Wandstärke die höhern

räumlichen Harmonischen viel schlechter durchstreuen als die

Grundharmonische. Auch in dieser Eigenschaft ist der anisotrope
Schirm dem isotropen bei weitem überlegen. Wir sehen das am

besten, wenn wir Gl. (71) in die Exponentialform umschreiben.

S =
-i- { (k + 2 +—)eW-V-U- 2 +—) «-x*e+1> J. (75)

Für den isotropen Schirm wird hieraus mit p = 1

s = t{(^2~)-(^2+|)«"¥1. <76>

d. h. mit zunehmender Wandstärke und kleiner werdender Pol¬

teilung verschwindet der Einfluß des subtraktiven Gliedes sehr
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rasch, der Schirmfaktor ist dann nur noch von der Permeabilität

abhängig. Oder i. a. W. der isotrope Schirm weist bei nicht zu

kleinen Wandstärken für die höhern räumlichen Harmonischen im

wesentlichen die gleiche Durchlässigkeit auf wie für die Grund¬

harmonische ; das also ganz im Gegensatz zum anisotropen Schirm,

der, wie wir soeben gesehen haben, die oberen räumlichen Har¬

monischen in hohem Maße bevorzugt sperrt. Diese Ergebnisse

stehen in anschaulichem Einklang mit den grundlegenden Eigen¬

schaften, wie wir sie für die magnetische Abschirmung in II auf¬

gezeigt haben, und stellen eine nützliche Erweiterung jener Re¬

sultate dar, da wir dort der Rechnung ausschließlich Felder zu

Grunde gelegt haben, die der 1. räumlichen Harmonischen ent¬

sprechen.

Wenn wir in Gl. (69) die Bedingung stellen, daß

sin2 a

p cos2 « + ^-=- = 1, (77)

so liegen bezüglich dem Abschirmfaktor die Verhältnisse so, als

ob man eine Wandung von der isotropen Permeabilität ju = K

= y (.ii/Ag
hätte. Der Winkel, der uns die hierzu erforderliche

Neigung der Schichtung festlegt, berechnet sich aus Gl. (77) zu

a0 = arcos
r

. (78)

Legt man der gleichen Fragestellung nicht die Permeabilität k,

sondern die wirkliche Permeabilität ju des Eisenbestandteils des

anisotropen Mediums zu Grunde, so ergibt sich für den ent¬

sprechenden Winkel der Wert

or, ou arcos
,

(79)
lV + 1

Für n = 900, fii ~ 450, fiq ~ 2, pä ^ 225 wird at ~ 86 ° 30'.

Für ß = 10 000, mnu 5000, pq ~ 2, p2 ~ 2500 wird ax ~ 88 ° 50'.

Dem Winkel ax, für den bezüglich Abschirmung die anisotrope

Wandung gerade noch gleichwertig ist einer isotropen gleicher

Permeabilität, entspricht im 1. Fall eine Neigung der Schichtung

gegen die Horizontale von 3 ° 30', im 2. Fall eine solche von 1 ° 10'.
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Wenn also die Anisotropie einen wesentlich überlegenen Schirm¬
faktor zur Folge haben soll, so muß der Neigungswinkel merklich

unter dem Werte liegen, der dem Winkel a.x entspricht.
Setzt man in Gl. (69) S —- 1, so ist der Winkel a, der sich

aus dieser Gleichung errechnet, gerade derjenige, welcher einer

Neigung &* der Schichtung entspricht, bei der der Absolutwert

der Feldstärke im Räume 3 bei der Anordnung Strombelag allein

durch das Einbringen der Platte nicht geändert wird. Für Schicht¬

neigungen a, <C #* Hegt im Räume 3 eine Verkleinerung der Feld¬

konzentration oder, wie man auch sagen kann, eine Schwächung
oder Verdünnung des Feldes vor, also das, was man als Abschir¬

mung bezeichnet. Es ist dann der Schirmfaktor 5 stets größer 1.

Für ô* = 0, d. h. Schichtung längs der Wandung, ist die Abschirm-

wirkung am größten.
Für Schichtneigungen a>#* wird die Feldkonzentration im

Räume3 vergrößert oder, wie man sich hier ausdrücken kann, ver¬

stärkt bzw. verdichtet. Es ist dann der Schirmfaktor 5, Feldver¬

dichtungsfaktor müßte man ihn in diesem Falle sinngemäß nennen,
kleiner 1. Die größte Feldverdichtung wird erreicht bei # = 90°,
d. h. Schichtung quer zur Wandung. Es gelten dann die Formeln

(73), (74). Wenn wir uns ein Stück (ganzzahliger Polpaarzahl)
unserer schiefgeschichteten Platte derart zu einem Zylinder zu¬

sammengebogen denken, daß der Strombelag innen zu liegen
kommt, dann ist die Feldverdichtung im Außenraum identisch mit

einer Hinausleitung bzw. Verdichtung des Streufeldes. Wenn der

Strombelag auf die Außenseite des Zylinders zu liegen kommt,
die Feldverdichtung also im Sinne einer Konzentration des Flusses
im Innenraum wirkt, dann liegen ähnliche Verhältnisse vor, wie
sie unter II, 5 erörtert wurden.

7. Zusammenfassung zu III

Ausgehend von der Definition des linear geschichteten aniso¬

tropen Magnetikums, verdeutlichen wir uns vorerst an Hand des

Beispieles des quergeschichteten anisotropen Kreiszylinders, auf
welche besonderen Schwierigkeiten die Anisotropie beim ge¬
mischten Randwertproblem führt, wenn man die klassische Me-
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thodik der Differentialgleichung heranzieht. Da das wesentliche

Merkmal anisotroper Medien, gekennzeichnet durch das räumliche

Auseinanderfallen des Induktions- und Feldvektors, einen im all¬

gemeinen weniger vertrauten Sachverhalt berührt, diskutieren wir

an diesem Beispiel eingehend die charakteristischen Feldverhält¬

nisse, um zunächst eine nützliche Vorstellungsgrundlage zu

schaffen. Im Zuge dieser Betrachtungen, die von Anbeginn an

vor allem auch bezweckten ein vereinfachtes Rechenverfahren für

den Fall der vollkommen permeablen Anisotropie herauszuschälen,

wird abschließend eine allgemeine Beweisführung aufgezeigt, die

deutlich macht, daß sich der vereinfachten und direkten Berech¬

nung des den praktischen Bedürfnissen in vielen Fällen genügen¬

den hochpermeablen Falles grundsätzliche Schwierigkeiten ent¬

gegenstellen. Vereinfachende Voraussetzungen, ferner die Herbei¬

ziehung der in der hochpermeablen isotropen Potentialtheorie so

wirksamen Verfahren, wie die der konformen Abbildung, erweisen

sich demzufolge nicht ohne weiteres als möglich.

Aus dieser Sachlage heraus gezwungen, den exakten Rechen¬

weg weiterhin zu verfolgen, wird dann in den folgenden Ab¬

schnitten 2 und 3 ein Transformationsverfahren entwickelt, das

zur Behandlung einschlägiger Fragestellungen besonders geeignet

erscheint. Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens wird an Hand von

Beispielen in den Abschnitten 4, 5 und 6 erhärtet.

Als erstes Beispiel behandeln wir den quergeschichteten ellip¬

tischen Zylinder im schiefgestellten Feld. Außer der einen wesent¬

lichen Eigenschaft anisotroper Medien, die wir bei der Betrach¬

tung der magnetischen Abschirmung in II und bei den Verhält¬

nissen von III, 1 kennen gelernt haben und die nach der Möglich¬

keit der spezifischen Feldgestaltung zu werten ist, zeichnet sich

eine zweite kennzeichnende Eigenschaft ab: die spezifischen

Kräftewirkungen auf geschichtete Körper. In der Diskussion dieses

Beispieles wird deshalb das Schwergewicht auf diesen Punkt ver¬

legt. Nebst dem unmittelbaren technischen Interesse, das diese

Fragestellung bietet, gestattet sie außerdem eine Erweiterung der

Anschauungsgrundlage.
Im Abschnitt 5 wird für das soeben erwähnte Beispiel eine

etwas näherliegende Anordnung getroffen, indem wir das sta-
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tische Moment auf den in einem strombelegten Stator angeord¬
neten quergeschichteten Kreiszylinder untersuchen.

Im nächsten Beispiel der schiefgeschichteten anisotropen
Platte wird das Hauptaugenmerk in der Diskussion vor allem auf

den hochpermeablen Fall gerichtet. Das hierbei zu Tage tretende

Verhalten der Induktion und der Feldstärke stellt eine anschau¬

liche Verdeutlichung der allgemeinen Folgerungen aus der Be¬

weisführung am Schluß des 1. Abschnittes dar. Wie schon in den

früheren Beispielen, zeigt sich, daß der vollkommen permeable
Fall auch bei Anisotropie einen Approximationsfall in dem Sinne

darstellt, als die diesbezüglichen Ausdrücke oft mit großer Ge¬

nauigkeit noch für die praktisch interessierenden, verhältnis¬

mäßig großen, aber endlichen Permeabilitäten Gültigkeit haben.

Er ist damit wohl geeignet eine nützliche Sonderstellung einzu¬

nehmen, ungeachtet der Schwierigkeiten, die sich einer verein¬

fachten, direkten Berechnung dieses Grenzfalles entgegenstellen.
Das Beispiel der schiefen Schichtung gestattet außerdem Aussagen
über den technisch interessierenden bildgetreuen Flußleiter zu

machen. Als Ergänzung zum Abschirmproblem wird sodann das

Durchstreuen der höhern räumlichen Harmonischen besprochen
und endlich wird noch kurz der Übergang von den ausgeprägten
Verhältnissen der Abschirmung zu den ausgesprochenen Verhält¬

nissen der Flußverdichtung behandelt.
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