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VORWORT DES INSTITUTSVORSTEHERS

Kriechen und Schwinden des Betons spielen bei allen steifigkeitsabhangigen Problemen im

Stahlbeton und Spannbeton (Verformungen, Zwangungen, Verbundwirkungen) eine wichtige
Rolle Die grosse Bedeutung dieses Phänomens zeigte sich schon bei den ersten Bauwer¬

ken aus Eisenbeton, und aufgrund der damaligen Kenntnisse über das zeitabhängige Verfor¬

mungsverhalten des Betons entwickelte Dischinger in den Dreissigerjahren erstmals einen

leistungsfähigen und wirklichkeitsnahen mathematischen Ansatz zur Berechnung von Kriech-

und Relaxationsproblemen. Für eine sichere Verwendung der Vorspanntechnik in der Bau¬

praxis waren aber weitere, sorgfaltige Untersuchungen unbedingt erforderlich. In den bei¬

den letzten Jahrzehnten erschienen deshalb mehrere hundert Arbeiten, die sich mit physi¬

kalischen Grundlagen, Beobachtungen an ausgeführten Bauwerken und geeigneten Rechenver¬

fahren befassten.

Herr Dr Birkenmaier hat diese Probleme als Direktor der bekannten Spezialfirma für

Vorspanntechnik STAHLTON AG und als langjähriger Präsident der SIA-Kommission 162

(Stahlbeton, Spannbeton) eingehend studiert und seine Untersuchungen in verschiedenen

Publikationen veröffentlicht

Die vorliegende Arbeit enthalt eine Zusammenfassung über den Stand der heutigen Kennt¬

nisse auf diesem Gebiet, eigene, interessante Berechnungsvorschlage und einen verglei¬
chenden Ueberblick über die für die praktische Anwendung geeigneten Rechenverfahren.

Die Leitung des Instituts für Baustatik und Konstruktion freut sich, diese Arbeit von Herrn

Dr. Birkenmaier, Ehrendoktor der ETH Zürich und Forderer des Instituts, im Rahmen

der eigenen Publikationen herauszugeben

Prof. Dr. Ch. Menn



VORWORT DES VERFASSERS

Der Baustoff Beton weist bekanntlich ein sehr komplexes, zeitabhängiges Verformungs -

verhalten auf. Beim Austrocknen eines Betonkörpers entsteht eine Volumenverminderung,
welche als Schwinden bezeichnet wird. Wird ein Betonkörper einer dauernden, konstanten

Belastung ausgesetzt, so tritt zunächst eine elastische Verformung auf, gefolgt von einer

mit der Zeit anwachsenden, plastischen Verformung, welche als Kriechen bezeichnet wird.

Grösse und Verlauf dieser Langzeitverformungen werden von vielen Faktoren wie Beton¬

aufbau, Lagerungsbedingungen, Abmessungen des Betonkörpers etc. beeinflusst.

In den letzten Jahren sind bedeutende Fortschritte in der Kenntnis der physikalischen Pro¬

zesse, welche diesen Langzeitverformungen zugrunde liegen, erzielt worden. Man ist aber

derzeit noch weit davon entfernt, eine allgemein anwendbare physikalische Gesetzmässig¬
keit für diese Vorgänge formulieren zu können. Man hat daher seit langem bei diesen Pro¬

blemen eine phänomenologische Betrachtungsweise angewandt, indem man an Versuchskör¬

pern diese Langzeitverformungen unter den verschiedensten Bedingungen beobachtete. Auf

diesem Weg wurden auch die baupraktisch wichtigsten Einflussgrössen erkannt und Unter¬

lagen geschaffen, mit welchen eine Voraussage der zu erwartenden Schwindverformungen
und Kriechverformungen unter konstanter Beanspruchung möglich wurde. Solche Unterlagen
findet man heute in verschiedenen Normen und Empfehlungen.

Die rechnerische Erfassung der Auswirkungen von Kriechen und Schwinden in einem Trag¬
werk wird dadurch erschwert, dass man es dabei nicht mit konstanten, sondern mit zeit¬

lich veränderlichen Betonspannungen zu tun hat. Zur Lösung solcher Aufgaben muss man

eine Spannungs-Verformungsbeziehung formulieren, welche die Bestimmung der Kriech¬

verformung auch für zeitlich veränderliche Spannungen erlaubt. Eine solche Beziehung
stellt dabei ein Rechenmodell dar, welches je nach Aufbau mehr oder weniger genau die

bei Versuchen festgestellten Langzeitverformungen des Betons beschreibt.

Ein solches allgemein anwendbares Rechenmodell wurde schon in den Dreissigerjahren von

Dischinger der Fachwelt vorgelegt. Obwohl man bald erkannte, dass dieser Dischinger-An-
satz gewisse Mängel aufweist, wird er wegen seines einfachen Aufbaus auch heute noch

der Mehrzahl von Berechnungen zugrunde gelegt.

Im letzten Jahrzehnt ist eine Reihe von Forschungsarbeiten veröffentlicht worden, die Vor¬

schläge für eine genauere rechnerische Erfassung der Kriechverformungen bei zeitlich ver¬

änderlichen Spannungen enthalten. Mit solchen wirklichkeitsnäheren Rechenmodellen kann man

auch komplizierte Kriech- und Schwindprobleme zuverlässig behandeln. Die Verschieden¬

artigkeit der in diesen Arbeiten enthaltenen Formulierungen erschwert häufig die kritische

Beurteilung der einzelnen Vorschläge.

In vorliegender Arbeit werden die für die praktische Berechnung besonders geeigneten Re¬

chenmodelle und Lösungsverfahren nach einheitlichen Gesichtspunkten dargestellt. Dabei

soll auch gezeigt werden, dass diesen verschiedenen Formulierungen die gleichen Berech¬

nungshypothesen zugrunde liegen.

Zürich, Juni 1975 M. Birkenmaier
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1. Betonverformungen unter zeitlich konstanten Spannungen

Grösse und Verlauf der zeitabhängigen Verformungsanteile des Betons werden in Dauer¬

standsversuchen durch Messung der Längsverformungen an prismatischen oder zylindri¬
schen Probekörpern festgestellt. Bei solchen Versuchen werden normalerweise die in

Abb. 1 schematisch aufgetragenen Verformungsanteile gemessen:1'

Elastische Verformung £elCU). die unmittelbar beim Aufbringen der Spannung ent¬

stehende Verformung.

Kriechverformung E/e (t) ,
die über die elastische Verformung hinausgehende, mit

der Zeit anwachsende Verformung.

Schwindverformung £a (t), die am gleichartigen, jedoch unbelasteten Betonkörper in¬

folge Austrocknung entstehende Verkürzung.

<Tk

£(0k

e,Wk

CT'const.

*, t

*,
t

Zeil (BetonaHer)

x&m \**(t) ;g«fc;
4

+ t

Abb. 1: Verlauf der bezogenen Verformungen im Beton

Wird gemäss Abb. 1 in einem Zeitpunkt tt der Prüfkörper entlastet, so tritt zuerst

eine elastische Rückverformung £«/(/*/auf, welcher sich eine mit der Zeit zunehmen¬

de Kriech-Rückverformung €jr (t) anschliesst. Letztere wird auch als Kriecherholung
oder verzögerte elastische Rückverformung bezeichnet.

Bei konstant bleibenden Lagerungsbedingungen sind die Verlaufskurven für £i((t)\xaA
£s (t) stetig und streben nach längerer Zeit einem Grenzwert zu.

1)
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird statt <£, Ek(t)€k^ etc. hier 0", €(tJ,£0/,€/e,£
gesetzt. Der Index ,b" wird später nur dann eingeführt, wenn z.B. zwischen

Beton- und Stahl-Anteilen unterschieden werden muss.

Sofern in den späteren Ableitungen Vorzeichen erforderlich sind, gilt: Zugspan¬

nungen und Verlängerungen sind positiv.



Der komplexe Aufbau des Werkstoffes Beton bringt es mit sich, dass eine Vielzahl von

Faktoren sowohl Grösse als auch Verlauf dieser Langzeitverformungen beeinflusst Auf¬

grund der heute zur Verfugung stehenden zahlreichen Versuchsergebnisse kann man die¬

se Faktoren den folgenden Gegebenheiten zuordnen:

Betonqualität

(Zementart, Zementmenge, Art der Zuschlagstoffe, Wasser-Zementverhaltnis,
Art der Verdichtung etc )

Lagerungsbedingungen
(relative Luftfeuchtigkeit und Temperatur in der Umgebung des Prüfkörpers)

Abmessung

(Grosse und Form des Prüfkörpers)

Die Kriechverformung eines Betonkorpers hangt ausserdem ab von:

Belastungs intens itat

(Grösse der auf den Beton aufgebrachten Spannung im Verhältnis zur Wurfeldruck-

festigkeit)

Belastungsalter

(Alter des Betons beim Aufbringen der Belastung)

In den letzten Jahren sind wesentliche Fortschritte in der Erkenntnis der physikalischen

Gesetzmassigkeiten, die solchen Langzeitverformungen zugrunde liegen, erzielt worden *>

Der für die Berechnungspraxis wichtige lineare Ansatz, bei welchem im Bereich des Ge¬

brauchszustandes 2) die Grösse der Kriechverformung Si((tl proportional zur Hohe der

wirkenden konstanten Spannung angenommen wird, wurde auch durch neuere Versuche als

brauchbar bestätigt

Somit lasst sich E* (tl in bekannter Art auf die elastische Verformung £t/ beziehen und

die Kriechzahl "f(t) einfuhren

i) syt) - sel fct) ¦ f-f(t)

Dabei wird als Bezugsgrosse der im Betonalter von 28 Tagen vorhandene Elastizitäts¬

modul E*£±28 gewählt ^) Gemäss Gl. 1) beschreibt die Kriechzahl Vit) den zeitlichen

Verlauf der £ -fachen Kriechverformung bei einer konstanten Spannung 0~ * 1,0

In Abb 2 sind aus einer Versuchsreihe die für einen bestimmten Beton ermittelten Kriech¬

zahlkurven für Belastungsalter T - 8, 28, 90, 365 Tage dargestellt. Bei diesen Versu¬

chen waren alle Probekorper aus dem gleichen Beton hergestellt und auch gleichen La¬

gerungsbedingungen ausgesetzt. Somit sind hier einzig das Belastungsalter T und die

Zeit seit Belastung^ - TJ als Veränderliche aufgetreten "*)

Die Abbildung zeigt anschaulich den massgebenden Einfluss des Belastungsalters T auf

Grosse und Verlauf der Kriechzahl

*' Siehe z.B.: A.M.Neville: "Creep of concrete, piain, reinforced and prestressed",
North Holland Publishing Company, Amsterdam, 1970.

H.Rusch, D.Jungwirth, H Hilsdorf: "Kritische Sichtung der Verfahren zur Berück¬

sichtigung der Einflüsse von Kriechen und Schwinden des Betons", Beton- und

Stahlbetonbau, Hefte 3, 4 und 6, 1973

2) d h
, unter Spannungen die 40-50% der Wurfeidruckfestigkeit 3u28 nicht überschreiten.

3) Bekanntlich ändert sich der £ -Modul auch mit fortschreitendem Erhartungszustand,
d.h. auch er ist eine Funktion der Zeit. Für die praktische Anwendung ist es zweck¬

massiger, f(t) auf einen festen Wert von E zu beziehen

4) M K Roä: "Vorgespannter Beton", EMPA-Bericht Nr. 155, Zürich 1946



(9,2«)
Abmessung I2/I2l36cm

Beton

(3,25)

300 PZ

W/Z * 0,5

ßwsa " *&> k9ler&

Lagerung rel Luftf 35%

(2DD)
9(t) • Werte ermittelt mit

(1.76J £b , uoo'oOO kg/crA

SOO 600 2000 Tage (' 5 Vi Jahre)

t - Zeit seit Herstellung
T« Belastungsalter

Abb 2: Kriechzahlkurven für verschiedene Belastungsalter

Zur Unterscheidung der einzelnen Kriechzahlkurven in Abb 2 wählt man vorteilhaft die

Parameterdarstellung

y(t. tz , yct, ry etc

Dabei ist T, T% etc das zugehörige Belastungsalter und t die Zeit bzw (t'TiJyt-Tt)
etc die Zeit seit Belastungsbeginn Als Nullpunkt der Zeitachse / und T wird der

HerstellungsZeitpunkt (Abbinde- oder Erstarrungsbeginn) des Betons gewählt

Die Gesamtheit der Kriechzahl-Kurvenschar wird mathematisch durch eine Funktion

f(t, Tj dargestellt, wobei T ein beliebiges Belastungsalter bedeutet

Im folgenden wird die Kurvenschar f(t, Z/als Kriechfunktion bezeichnet

Für eine im Zeitpunkt t- T0 aufgebrachte konstante Spannung 0"(T,) erhalt man die Kriech¬

verformung im Zeitpunkt/'7|| aus:

2) syt) - ££ß!-yct,r0)

Addiert man zu £/c(tJdie elastische VerformungE^itJ und die Schwindverformung £s(t),
so ergibt sich die Gesamtverformung £(tjaus:

3) E(t) '

Tfa
* *£*"' ' mrj *e»(t)

Dabei ist E(ToJder im Belastungsbeginn vorhandene Elastizitätsmodul des Betons

Da der Einfluss der Veränderlichkeit des £ -Moduls auf die Grosse der Gesamtver¬

formung normalerweise gering ist, kann vereinfachend angeschrieben werden:

4) £(t) - SJpl [f+rttj.j}+£s(t)

Die Formeln für die Bestimmung der Betonverformung unter zeitlich veränderlichen

Spannungen (T(t)werden im folgenden Kapitel abgeleitet *¦> Diesen Ableitungen wird

ebenfalls die Kriechfunktion f(t, TJ zugrundegelegt

Für einen Bauteil, bei welchem man die Abmessungen, die Betonqualität (Zementart,

Zementmenge, Konsistenz bei Herstellung) und die Lagerungsbedingungen (mittlere rel

Luftfeuchtigkeit, konstante Temperatur) kennt, wird das Kriechverhalten durch eine

Kriechfunktion ¥(t.T) vollständig beschrieben

Im Kapitel 3 werden verschiedene Ansätze zur Beschreibung der Kriechfunktion aufge¬
führt

1) In den meisten Fallen der Praxis sind die Betonspannungen nicht konstant, sondern an¬

dern ihre Grosse mit der Zeit zum Teil betrachtlich So wird z B in einem Spannbe-

tontrager die anfanglich eingetragene Randspannung infolge Kriechen, Schwinden und

Stahlrelaxation stark abgebaut.



2. Betonverformungen unter zeitlich veränderlichen Spannungen

2.1 Stufenförmig veränderliche Spannungen

Die Ermittlung der Kriechverformungen unter einer zeitlich veränderlichen Betonspan¬

nung erfordert einige besondere Ueberlegungen.

Zunächst soll für die in Abb. 3a dargestellte stufenförmig von 0~(TJbis ^^abnehmen¬
de Betonspannung die Kriechverformung bestimmt werden.

Grundlage für eine solche Berechnung bildet eine Schar von Kriechzahlkurven Tu,?/.

In Abb. 3b sind solche Kurven für Belastungsalter Te bis % schematisch aufgezeichnet.

Wie ersichtlich, sind die einzelnen Spannungsstufen so gewählt, dass sie mit den Bela-

stungsaltern T» bis ^ übereinstimmen.

Um die gestellte Aufgabe lösen zu können, muss eine Berechnungshypothese eingeführt
werden. Eine solche, allgemein anwendbare Hypothese ist das von Boltzmann eingeführ¬
te Superpositionsprinzip 1). Danach kann man eine veränderliche Spannung in einzelne,

bis zum betrachteten Zeitpunkt reichende, konstante positiv oder negativ wirkende Span¬

nungsstufen zerlegen und für jede dieser konstanten Spannungen die Kriechverformung
für sich ermitteln. Dann werden diese Verformungsanteile zusammengezählt.

Die gesuchte Kriechverformung soll nun nicht in ihrem gesamten zeitlichen Verlauf,

sondern nur für einen bestimmten Zeitpunkt / ¦ tn ermittelt werden. Man benötigt da¬

her für diese Berechnung nur die in diesem Zeitpunkt tn vorhandenen Kriechzahlen

9(t„,T.) bis 9(tn, T„) für die Belastungsalter T0 bis T* . (Abb. 3b). Mit diesen Kriech¬

zahlen kann man für eine konstant bleibende Betonspannung die zugehörige Kriechver¬

formung gemäss Gl. 2) bestimmen.

In Abb. 3c sind die Kriechzahlen <f/t„,To) bis YU„,%)a\% Ordinaten über den entsprechen¬

den Belastungsaltern % bis % aufgetragen.

Eine durch diese Ordinatenendpunkte gelegte Kurve zeigt die mit wachsendem Bela¬

stungsalter abnehmende Grösse der Kriechzahlen ¥(tn,T) '•

Nach demBoltzmann'schen Superpositionsprinzip kann man die in Abb. 3a dargestellten
veränderlichen Betonspannungen in einzelne, bis tn reichende, positiv oder negativ wir¬

kende konstante Spannungs stufen zerlegen und die Kriechverformung jeder Stufe für

sich bestimmen. Anschliessend werden die Einflüsse der einzelnen Stufen einander

überlagert.

Man nimmt also an, dass die Spannung G~(T,) von f' T9 bis t*tn als konstante Spannung
wirke und erhält für diese Stufe eine Kriechverformung von:

?A1M- f(in.T.)

oder eine E -fache Kriechverformung von:

o-(TJ ¦ f(tn,T.)

*¦> L. Boltzmann: "Zur Theorie der elastischen Nachwirkungen", Wiener Berichte, 3.10.

1874

D.McHenry: "A new Aspect of Creep in Concrete", Proc.Am.Soc. of Testing Mat.,
Vol. 43, 1943

2) Eine im Belastungsalter 2^*6? aufgebrachte Spannung erzeugt nur eine elastische Ver¬

formung, und es ist in diesem Zeitpunkt noch keine Kriechverformung vorhanden.

Daher ist f(rn,t„) -0.



Dann betrachtet man die Spannungs stufe L~0~(TJ- CfTi)], welche von f, bis tn als

Entlastung, d.h. im negativen Sinne wirkt und folgende £-fache Kriechverformung

erzeugt:
- [<r(T.) - <T(TJJ ¦ TCtn.Tj

Analog wirken die weiteren Spannungsstufen C<T(T,) - <T(Tt)], CCfTtJ - (TfTsJJ und <T(Ti)
als Entlastungen und erzeugen somit entsprechende negative £-fache Kriechverformungen.

Ueberlagert man nun die £-fachen Kriechverformungen dieser einzelnen Stufen, so er¬

hält man die im Zeitpunkt t»t„ vorhandene £-fache Kriechverformung zu:

5) E£yu »(r(Tjf(tn,T.j-[o-(T.J-<rCT1)]f(tnJ1)-[<r(Tij-(r(Ttjf(t„Xt)
- [(T( TtJ ¦ (T(T3)] ¦

T (tn, T3) - <T(T3) • f Ct„, T.)

(T(t)

<T(T.l
<rm.

<T(Tl

a) <r(T^_

r(T.J

rtfJJ

b)

<r(W

c)

Ttrr
<rm

y^-föt

<r(rt) r(r,Hf^
1

<r(hj l

r. rf rt r3 r„

T. T4 Tt T3 Tf

_^
Z T4 Tt T, r„

d) o-(T,J

t.T
fc* w ti fc? fcJ f(U)

t.r
l _i ::

r(t»Xt)
<r(*»j,)

rctm.ru

t * Zeit in Tagen
T « Betestungsalter in Tagen

Abb. 3: Kriechverformungen unter stufenförmig veränderlichen Spannungen



Eine anschauliche Darstellung für Gl. 5) ergibt sich, wenn man die veränderlichen

Spannungen, wie in Abb. 3d gezeigt, über den zugehörigen Kriechzahlen aufträgt.
Ueber y#,,£/wird a~(T.) ,

über T(t»,Ti) wird (T(T'f) usw. aufgetragen und der stu¬

fenförmige Spannungsverlauf eingezeichnet.

Aus Abb.3d ist ersichtlich, dass die Kriecheinflüsse der einzelnen Spannungsstufen
in Gl. 5) sich hier als horizontale Flächenstreifen darstellen.

Die gesamte £-fache Kriechverformung gemäss Gl.5) wird in Abb.3d als Inhalt der

von der Spannungslinie (T(t)und der T(tn,T) -Achse eingeschlossenen Fläche darge¬
stellt. X)

Man kann auch die Klammerausdrücke in Gl. 5) auflösen und die einzelnen Glieder

anders zusammenfassen:

6) E eytn) -(T(T0)-['p(tniz)' r(t,.r,)] + <r(rf)-[r(t„lrj-vc't„%)J+
<r(Tt) ¦[<?«„, r,)- rctn,r3)Jr <t(t,) ¦ [<r(thl v,)-?«*,rj]

In der Darstellung der Abb. 3d erscheinen jetzt die einzelnen Glieder von Gl. 6) als

vertikale Streifen. Die gesamte £-fache Kriechverformung stellt sich wiederum als

Inhalt der eingeschlossenen (T(tJ- ¥(tn, ^/-Fläche dar.

Addiert man zur Kriechverformung EK (tj die elastische Verformung £^{?„/und die

Schwindverformung £s (tn), so erhält man die Gesamtverformung £ttn).

Da im vorliegenden Beispiel gemäss Abb. 3 im Zeitpunkt tn keine Betonspannung mehr

wirksam ist, so gilt hier £m/ (tn) * 0

Man sieht, dass die Anwendung des Boltzmann'schen Superpositionsprinzips bei stufen¬

förmig veränderlichen Spannungen recht einfache Formeln liefert.

Die Brauchbarkeit dieser Hypothese kann nur durch Vergleiche mit entsprechenden
Versuchen bewiesen werden. Die derzeit bekannten Ergebnisse von Kriechversuchen

unter veränderlichen Spannungen zeigen, dass mit dem Boltzmann'schen S uperpos itions -

prinzip die Kriechverformungen bei veränderlichen Betonspannungen recht zuverlässig
bestimmt werden können.^Insbesondere wird auch die bei vollständiger Entlastung des

Prüfkörpers beobachtete Kriecherholung mit diesem Prinzip rechnerisch zutreffend be¬

schrieben. '

1' Ha ¥(in,T) immer eine dimensionslose Grösse ist, hat der Flächeninhalt die Dimension
einer Spannung, d.h. kp/cm2.

2) Siehe z.B.

- A.D.Ross: "Creep of Concrete under Variable Stress", Journal of American Con¬

crete Institute, Vol. 29, 1958.

- R.D.Davis: "Some Experiments on the Applicability of the Principle of Superposition",
Magazine of Concrete Research, Vol. 9, London 1967

- I.J.Jordan, J. M. Illstone: "Time-dependent strains in sealed concrete under Systems
of variable multi-axial stress", Magazine of Concrete Research, Vol. 23, London 1971.

3) Verlauf der Kriechverformung nach vollständiger Entlastung: Ueberlagerung der von T1 bis t
wirkenden Spannung (T* ft0 mit einer von % bis t umgekehrt wirkenden Spannung <T» 1,0 gibt:

<rrtj
(T.1,0

£¦ £yt)' rarj-mfy

r, rt
+ t

E-€M

ff

^—T— ra.T.)

JPCt.T,)

Ei*



2.2 Stetig veränderliche Spannungen

Bei den meisten Kriechproblemen hat man es nicht mit stufenförmig, sondern mit ste¬

tig veränderlichen Spannungen zu tun. Daher soll nachfolgend die Anwendung des Boltz¬

mann'schen Superpositionsprinzips bei stetig veränderlichen Spannungen erläutert wer¬

den.

In Abb. 4a ist schematisch der Verlauf der Spannungen <TY//welche von (Tfrjhis (TCtn)

stetig abnehmen, dargestellt.

Der Verformungsberechnung wird wiederum eine beliebige Kriechfunktion T(t, v zugrun¬

degelegt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die einzelnen T*(t, TJ - Kurven stetig verlaufen,
mit wachsender Zeit seit Belastungsbeginn immer flacher werden und für t-**° eine ho¬

rizontale Tangente aufweisen. In Abb.4bsind für einige Belastungsalter T die Kriech¬

zahlkurven schematisch aufgetragen.

Da wiederum die Kriechverformung für einen bestimmten Zeitpunkt tmt» ermittelt wer¬

den soll, benötigt man die Werte der Kriechzahlen f{tniT), die im Zeitpunkt 6> für alle

Belastungsalter T0 bis T„ *tn auftreten. Trägt man gemäss Abb. 4c diese Kriechzahlen

<f(tn,T)viieder\xm als Ordinaten über den entsprechenden Belastungsaltern T auf, so er¬

hält man eine Kurve ¥(tn,T), welche die Abnahme der Kriechzahl mit wachsendem Be¬

lastungsalter V zeigt.

Es soll nun für die gemäss Abb. 4a gegebene, veränderliche Betonspannung, welche von

einem Anfangswert Q~(T,Ja\Ä (T(tn)stetig abnimmt, die Kriechverformung £/c(tnJbestimmt
werden.

Nach dem Boltzmann'schen Superpositionsprinzip erhält man £k(tn)'durch Ueberlagerung,
d.h. Summierung der Einflüsse der einzelnen Spannungsanteile.

Man nimmt an, dass die anfängliche Spannung Q~(Tt) gemäss Abb.4a von t*T0 bis twtn
als konstante Spannung wirke und demnach folgende £-fache Kriechverformung erzeuge:

7) (T(T0)- fUn.T.J

Dieser Kriechverformung werden die in Abb. 4a eingetragenen Spannungsanteile d<T(T)

überlagert, welche wegen des stetigen Verlaufs von T(t)a\s Spannungsdifferentiale be¬

trachtet werden müssen. *¦)

Man erhält für einen beliebigenBelastungs- Zeitpunkt V diesen differentiellen £-fachen

Kriechanteil aus:

£¦ d£k(t„) - d(T(T) ¦ 9(t»,T)

Die Aufsummierung aller Differentiale zwischen T0 und tn ergibt:

T-t„

8) /d<r(T) ¦ <f(t», t)

X*T0

' In Abb. 4a ist c/^"(T)eine Spannungsabnahme und daher mit negativem Vorzeichen ein¬

getragen.



a)

f(t»,T)

<r-(t*J») f(tr,J) <f(th,To)

WA

b)

rfin.Tji

')

T
9(UX)

fdn.T.)

t ZW„

T' Belastungsalter, t¦ afg. Zeitkoordinate

Abb. 4: Kriechverformung unter stetig veränderlichen Betonspannungen

Die Ueberlagerung von Gl. 7) und Gl. 8) ergibt die durch (T(t) bewirkte £ -fache

Kriechverformung.
T-tn

9) E ¦ e« cu ' tctj rrt»,tj + fdcraj -ra», t)

T*T0



oder in mathematisch vollständiger Schreibweise:1'

rT*t„
io) £• Ex(M ¦ <raj • r ct., tj * J^1 ¦

* (*». V'dT

T'T0

Gemäss Abb. 4a und 4b ist in jedem Zeitpunkt t • meiner Spannung <7"Y?/eindeutig
eine Kriechzahl f (tn, T) zugeordnet.

Man kann somit die Spannung G~(t) statt in Funktion der Zeit t gemäss Abb. 4a auch

in Funktion der Kriechzahl T°(t», T^darstellen, wie das in Abb.4d gezeigt ist. Das

Kriechdifferential Gl. 7) ist in Abb.4d als schmaler, horizontaler Flächenstreifen ein¬

gezeichnet. Damit wird ersichtlich, dass die durch Gl. 9) bestimmte £-fache Kriech¬

verformung in Abb.4d als Inhalt der zwischen der 0~(f) -Kurve und der ?(tntTj-Achse
liegenden Fläche erscheint.

Aus der gleichen Abbildung entnimmt man, dass dieser Flächeninhalt auch durch

Aufsummieren vertikaler, schmaler Flächenstreifen

ii) £ • d£K (tj - - <T(T)- d<P (in, TJ

bestimmt werden kann.

Somit kann die Kriechverformung auch mit folgendem Ausdruck bestimmt werden:2)

rT"1"
12) £• £k (tj - -J<T(T)

¦ dV(t„, T)

oder

T-in

13) £• 6* (tn) - - f<r(T) • \9v(tn,r) • dT

T'T.

Man kann Gl. 13) auch direkt aus Gl. 10) ableiten, indem man die letztere Gleichung

partiell integriert.

Wird zu £k (tj noch die im Zeitpunkt t'tn vorhandene elastische Verformung £«/«'"/
und die Schwindverformung S$ (tu)addiert, so erhält man die Gesamtverformung £(tjt
Da der Einfluss der Veränderlichkeit des Elastizitätsmoduls E(T)a\xi die Gesamtver¬

formung normalerweise klein ist, kann für den elastischen Verformungsanteil mit

einem konstanten Modul £ gerechnet werden.

H) eo.) =-3^*^-f(en,Tj*i/^^-rr^r)<^^^
oder

i5) £(tj*md- l.f<r(Tj-&£p£)-ctr+etrt»)

T'T. c

Für die Herleitung der Gl. 14) und 15) zur Bestimmung der Kriechverformung <-<

wurde vorausgesetzt, dass die veränderlichen Betonspannungen in ihrem ganzen zeit-

*' Gl. 10) gilt für zunehmende oder abnehmende Spannungen (T(t). In Abb. 4a ist eine ab¬

nehmende Spannung <t(t) aufgetragen, für welche der Ausdruck dTL ¦ em negatives Vor¬

zeichen hat.

2) Da 9(tyJ mit wachsendem Belastungsalter T abnimmt, so ist die Ableitung 9jl '

'

immer negativ, d. h. £¦ E/^(tnJpositiv.
°^



liehen Verlauf bekannt sind. Unter dieser Voraussetzung konnte die Bestimmung der

Kriechverformung für einen beliebigen Verlauf der Kriechfunktion Vtt.TJaui eine einfa¬

che Flächenberechnung zurückgeführt werden

Bei den meisten Problemen der Ingenieurpraxis wird nach dem Einfluss von Kriechen

und Schwinden auf die in einem Bauteil wirkenden Spannungen gefragt. Die veränderli¬

chen Spannungen (T(t)treten in der Aufgabe als Unbekannte auf und die Verformungen sind

vorgegeben Die unbekannten Spannungen sind derart zu bestimmen, dass die gegebenen

Verformungsbedingungen in jedem Zeitpunkt erfüllt sind. 1)

Der Zusammenhang zwischen der unbekannten Spannung Q"(tJ und der Betonverformung EuJ
wird durch Gl. 14) oder 15) dargestellt, wobei jetzt statt der Zeit tn die Variable t ein¬

zusetzen ist.

Für einen Anfangswert <T(t)m (T(TQJ bei tu Te gilt somit:

16) e(f). zp.>™. f(tw, if%p3. r(t,T)dT.£, m

r-r.

oder

17) E(t), qi. i frm .*mr> ¦ dt * £s m

T-To

Gl. 16) oder 17) beschreiben in allgemeinster Art den Zusammenhang zwischen Betonver¬

formung €(/) und Betonspannung <T(t) bei gegebener Kriechfunktion f (t, T) und Schwindver¬

formung £s(t). Es handelt sich dabei um sog. Integralgleichungen, denn die unbekann¬

te Funktion c77^kommt unter dem Integralzeichen vor.

Verwendet man solche Integralgleichungen bei der Lösung von praktischen Kriechproble¬

men, so sind entweder komplizierte mathematische Entwicklungen oder umfangreiche nu¬

merische Berechnungen dazu erforderlich (Siehe Kapitel 6)

Durch Einführung spezieller Ansätze für JW, 7? erhält man einfachere Formulierungen als

nach Gl. 16) oder Gl 17). (Siehe Kapitel 4 und 5)

3. Ansätze zur Beschreibung der Kriechfunktion

3.1 Empirische Ansätze

Im Schrifttum findet man eine grosse Zahl von Vorschlägen für eine wirklichkeitsnahe

Beschreibung der Kriechfunktion ¥(t,?J . Es handelt sich bei solchen Ansätzen um

empirische Beziehungen, welche aus Vergleichen mit entsprechenden Versuchsreihen

hergeleitet worden sind.

Häufig werden solche Kriechfunktionen als Produkt zweier Funktionen dargestellt.

r ct,r) - $(T)f(t-T)

1' Zum Beispiel muss in einem Verbundträger aus Beton und Stahl in jedem Zeitpunkt t
die Verformung (Dehnung) linear über den Querschnitt verlaufen.
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Durch f(T) wird der für einen Bauteil zu erwartende Endwert der Kriechzahl

t(-*,TJ in Abhängigkeit vom Belastungsalter beschrieben. Durch f(t -T) ist der zeit¬

liche Verlauf der Kriechzahl seit Belastungsbeginn angegeben. Fürt*£(Belastungsbe-
ginn) ist f(t'T) » 0 ; für«1 •«'••ist f (t -TJ - 1.0

Als Nullpunkt der Zeitzählung für t und T wird der Zeitpunkt der Herstellung (Er¬

starrungsbeginn) des Betons gewählt.

Nachfolgend sollen einige solcher Ansätze für 9(f/T) und auch Es (t) aufgeführt werden.

3.1.1 Ansatz nach DIN 1045

r(t.T) ' % k(T)f(t-t)
18)

£sd) - ss..fs(t)
% bzn. £s,a = Endwert der Grundkriechzahl und des Schwindmasses nach Tabelle 1

k(Xj - Einfluss des Belastungsalters nach Abb. 6

f(t-T)bz*.fs({)= zeitlicher Ablauf von Kriechen und Schwinden nach Abb. 5

Tabelle 1: Endkriechzahl und Endschwindmass in Abhängigkeit von der

Lage des Bauteils und der Konsistenz K

Lage des

Bauteils

mitÜ.

relat.

Luft-

feuchte

(rLF.)

[%]

End-

schwindmaß

e

s,o

End-

kriechzahl

<P
^0

füi

K 1

K 2

- Konsisten

K 3

zmaß

K 1

K 2
K 3

im Wasser - - - 1,0 1,5

in sehr

feucht. Luft
90 - 10- io"5 -15- 10"5 1,5 2,2

allgemein
im Freien

70 - 25- IO"5 -37- IO"5 2,0 3,0

in trockener

Luft
40 - 40- 10"5 -60- IO"5 3,0 4,5

kf= steifer Beton

*i = plastischer Beton

K3= weicher Beton

i.o

0.8

0,6

0,4

Q2

fa-r)b*»• fs (tl

yz
<yy v

*y y A V
»1

V

y.
y

1 3
'

1 U 28 S6 90 180TaS
2 5

Zeit

log t

5 Jahr«

Wirksame Dicke eines Bauteils

j
_

2 xQuerschnittsfläche

Querschnittsumfang

Abb. 5: Mittlerer zeitlicher Ablauf

von Kriechen und Schwinden

V

1,0

(XI

1.» | 1

N^-NS^ >,* Langsam wh

der Zement

arten

(HP*f,,'""sv?
1,*

l*

X

,0
S l.o

^
0.75

der Zei¦nentcVWl 0,'

0,5

^—-

0 -

0.5

0.3

log a

I 3 7 It 28 56 90 180 365 Tage

Betonalter T bei Belastungsbeginn für

T = 20°C = const.

Abb. 6: Mittlerer Einfluss des Erhärtungs¬

grades des Betons auf das Kriechen

*) DIN 1045 - Beton- und Stahlbetonbau; Bemessung und Ausführung (Fassung 1972);

Beuth-Vertrieb, Berlin.

Aehnliche Vorschläge sind in den CEB-FIP Empfehlungen 1970 enthalten.
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In Abb. 5 kommt zum Ausdruck, dass der zeitliche Ablauf von Kriechen und Schwin¬

den durch die Abmessung des Bauteils entscheidend beeinflusst wird.

Ein Beispiel für den Verlauf der Kurvenschar ^Pd.V) nach DIN 1045 ist in Abb. 7 dar¬

gestellt.

<r(t,r)

Iti SO 190 US Tefe 23 SJ

{ « Zeil beu. T* Btlatluhgsalfer

Abb. 7: Kriechfunktion nach DIN 1045

3.1.2 Ansatz von Krüger

Krüger l' hat mit folgenden Ausdrücken eine gute Uebereinstimmung mit versuchsmäs-

sig ermittelten Kriechzahlkurven erzielt. Bei natürlicher Erhärtung gilt:

i9) rayj '\(Tj^T)
*(T) - m-k. [°,37 + Ji?r]

t, T = Zeit in Tagen

?£ = Endkriechzahl für Normalbedingungen:

Belastungsalter 28 Tage, relative Luftfeuchtigkeit 50-60%;
kleinste Querschnittsabmessung 20 cm.

( ^£2*2,0 für Schwerbeton; fS'* 2,5 für Leichtbeton)

ki = Korrekturfaktor für Luftfeuchtigkeit
(kf » 1,0 für 50-60%, ki » 1,3 für 20-50%, le, ' 0,85 Kr 61-75%)

ki = Korrekturfaktor für Querschnittsabmessung

(kg * t.o bei 20cm, kt « O, 70 bei 60cn,, kt - 0,50 bei 100cm.

3.1.3 Ansatz nach ACI

Vom "American Concrete Institute" sind folgende Ansätze für die Kriech- und Schwind-

funktion vorgeschlagen worden: 2)

20 9(t.r) * im-g&jfa
fn (T) - f(-.7j- 1,25 T e, ftS

21) £s(t) - £s M
U-7)
3S+ (t-7)

¥("7)~ Endwert der Kriechzahl für Beiastungs alter 7 Tage

£s(*°) = Endwert des Schwindmasses

i T 7 1 Tage = Zeit in Tagen

Nach ACI Com. 209 können bei Fehlen genauerer Unterlagen folgende Mittelwerte ver¬

wendet werden:

ff—, 7) ' 2,35 ; £s (-) « 8o ¦ 1o~s

1' W.Krüger: "Kriechberechnungen bei Stahlbetonelementen", Schriftreihen der Bauforschung,
Bauinformation DDR, Berlin 1973

2) ACI-Committee 209: "Prediction of Creep. Shrinkage and Temperature Effects in Con¬

crete Structures", SP-27, American Concrete Institute, Detroit, 1971

12



Diese Mittelwerte gelten für Betonkörper mit kleinster Abmessung 15 cm, hergestellt
aus Beton mit 10 cm "Slump" und bei Lagerung in 40% relativer Luftfeuchtigkeit. Für

andere Abmessungen, Betonqualität, Lagerungsbedingungen etc. werden Korrekturfak¬

toren angegeben.

In Abb. 8 ist der Verlauf der Kurvenschar H°(t,T)iüv ¥(—.,7) -3,5 dargestellt.

0 30 200 365 Tage 2J 5J

t' Zeit, T* ßelostungsaffer

Abb. 8: Kriechfunktion nach ACI

3.2 Idealisierte Ansätze

Durch Einführung von sogenannten idealisierten Ansätzen für ?(t, TJ können die Formeln

zur Beschreibung der Betonverformungen unter veränderlichen Spannungen wesentlich

vereinfacht werden. Daher haben solche Ansätze für die einfache Behandlung prakti¬

scher Probleme besondere Bedeutung.

3.2.1 Ansatz von Dischinger

Dischingerl) hat seinen bekannten Untersuchungen die in Abb. 9 dargestellte Kriech-

funktion f(t, tj zugrundegelegt. Diese Kurvenschar ist dadurch gekennzeichnet, dass

ausgehend von einer einzigen, z.B. versuchsmässigbegründeten Kriechzahlkurve ¥(t,T,J
alle andern Kurven der Schar durch vertikale Parallelverschiebung gewonnen wer¬

den.

w,tf

yr(t,,r.)\
_____ ] r(t, r.j-r(t„rj

<? (t, rj

\r(t,r.)-r(itlr.)

Belastungsalter T

Zeit seif Herstellung t

Abb. 9: Kriechfunktion nach Dischinger

l' F. Dischinger: "Bauingenieur", Nr. 18 (1937) und Nr. 20 (1939). In diesen grundlegen¬
den Arbeiten wurde erstmals ein allgemein anwendbares Berechnungsverfahren für

Kriechprobleme entwickelt und ausführlich begründet. Wohl waren zu jener Zeit schon

Veröffentlichungen bekannt, welche Einzelprobleme auf ähnliche Art behandelten, doch

fehlte bis dahin eine umfassende Kriechtheorie für Beton.
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Für ein beliebiges Belastungsalter Tt erhalt man demnach gemäss Abb 9 die zugehö¬

rige Kriechzahlkurve *P'(t\ Tf) aus:

22) <?(t,T<) » ?(t, T.J - f(tt TJ

Ein Vergleich der Kurvenschar gemäss Abb 9 mit derjenigen von Abb 7 oder 8 zeigt,
dass der idealisierte Ansatz von Dischinger für spatere Belastungsalter T> T"e we¬

sentlich kleinere Kriechzahlen im Vergleich zu wirklichkeitsnahen Ansätzen liefert

Der Einfluss des Belastungsalters wird somit bei diesem Ansatz nur sehr ungenau

berücksichtigt Auf die Auswirkungen dieser vereinfachten Form für 9* (t, TJ auf die

Ergebnisse bei praktischen Problemen soll im nächsten Kapitel eingegangen wer¬

den

3.2 2 Ansatz von Rusch

Rusch-Jungwirth und Hilsdorf1) haben vorgeschlagen, den in Abb 10 dargestellten
^P(t,T)-Ansatz bei der rechnerischen Berücksichtigung des Betonkriechens zu ver¬

wenden Die Kriechfunktion f(t,T)setzt sich aus einem konstant bleibenden Anteil %
und einem vom Belastungsalter abhangigen Anteil ft (t,T) zusammen. Der Anteil %
wird als verzögert elastische Verformung und der Anteil Y,(t,T)a\s Fliessen bezeich¬

net Wie aus Abb 10 ersichtlich, ist der Fliessanteil analog dem Dischinger-Ansatz
aufgebaut

Für beliebiges Belastungsalter Vf gilt somit:

r(t,rfj - ry + [?f(tTj- ryti.TJ]

Im Kapitel 5 wird dieser Ansatz naher begründet Es zeigt sich, dass mit diesem

Ansatz eine bessere Annäherung an eine versuchsmassig begründete Kriechfunktion

nt,n

%i-?f(tjj

?v*C?f(t,T.)-Yf(t„T.)l

%+crf(t,T.j-9r(tt,r.)]

Bmlastungsalter T

Zeit seif Herstefvng t

Abb. 10: Kriechfunktion nach Rusch

erreicht wird, als mit dem Dischinger-Ansatz Daher kann der Rusch-Ansatz auch

als "verbesserter Dischinger-Ansatz" bezeichnet werden.

' Siehe Fussnote1) Seite 4
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4. Berechnungen mit Ansatz von Dischinger

4. 1 Spannungs-Verformungsbeziehungen

In Abb. 11 ist analog zu Abb. 9 die Kriechzahl-Kurvenschar Y(t,T) nach dem Ansatz von

Dischinger nochmals dargestellt. Dabei ist der Belastungsbeginn für die Ausgangskurve
¥(t,T,) in den Nullpunkt der Zeitachse t gelegt, so dass man für diese Kurve statt fft.T,)
einfacher T*(t) schreiben kann. Man muss sich nur bewusst bleiben, dass 9(0 die Aus¬

gangs-Kriechzahlkurve für ein Belastungsalter T0 darstellt.

mm

<r(t,ni- v(tj

^
\yj^- ra, r,i • 9(0- r(rf)

'1—t—£- *(ty) -VftJ-rcrj

Tt

Abb. 11: Kriechfunktion nach Dischinger

Die Kriechzahlkurven für spätere Belastungsalter T1tTi.... werden aus 9(t) durch Pa¬

rallelverschiebung, d.h. durch Abzug eines konstanten Wertes, gebildet. Gemäss Abb. 11

gilt somit:

9(t Tj - 9(t) - 9(Tj

f (tjt) - 9 et) - 9 er,)

oder allgemein:

23) f(t,T) * 9(t)- 9(Tj

Eine besondere Eigenschaft dieser Kurvenschar besteht darin, dass in jedem beliebigen

Zeitpunkt alle Kurven die gleiche Tangentenneigung aufweisen. Es ist also:

24) d?(t.Tt) g
dVCt.Tk) .

dt dt

- d*(t,T) d9(tj
"

dt
"

~dT~

Somit ist die in einem Zeitintervall dt vorhandene Aenderung der Kriechzahl dr°(t) für

alle Belastungsalter gleich. Man kann daher für jedes Belastungsalter das im Zeitin-

tervaWdt auftretende Kriechdifferential d£/c(t) wie folgt ausschreiben:

25) dskct) - SM - dr(t)

Durch Einsetzen des Ansatzes Gl. 23) in die Integralgleichung 17) erhält man eine ein¬

fache Beziehung zur Beschreibung der Betonverformung bei veränderlichen Spannungen.

d9(TJ

dt
aus Gl. 23) folgt: zilüll

- __SL [9(0 ' 9(t)]
dT

In Gl. 17) eingesetzt ergibt die Integralbeziehung:
.T't

15) €(t). qH+l£fr(rj- äZ£ldT + £s(t)

Z'O

Differenziert man diese Gleichung nach der Zeit £,so ergibt sich die bekannte Differen¬

tialgleichung von Dischinger:

26) d£(t) i dr(t) l (T-nt df(t) d&m(t)
dt £

"

~dT~ £
'

dt
*

dt
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Man kann diese Differentialgleichung auch aufgrund folgender einfacher Ueberlegungen
aufstellen. Im Zeitpunkt t sei die veränderliche Spannung (T(t) Im Zeitintervall dt än¬

dert sichO~(t) \imdf~(t), die Kriechzahl um d9(tjund das Schwindmass \xmd£s(t). Die

Spannung am Ende des Intervalls ist [<T(tJ *d(T(t)J.

Die im Intervall^ erfolgte Dehnungsanderung betragt:

dettj -
**M

+
f<r(tj,d(r(t!J. dr(iJ. d£s(t}

Nach den Regeln der Differentialrechnung kann das Produkt dT(fJ • d 9 (ij als kleine

Grosse 2. Ordnung vernachlässigt werden.

Somit wird analog zu Gl 26):

27) d£ (t) - | • erT(t) * j ¦ <T(t) d9(tj * d£s (t)

Für den zeitlichen Verlauf der Schwindverformung £§(tjwird meist angenommen, dass

£f(t) ahnlich wie die Kriechzahl 9(t) zum Endwert £g(r>J furi*"6» anwachse. *¦'

28) Es(t) ' £s(») lr-;, ""d d£s(tj- £lM. dr(t)
?("} 9 (")

4.2 Auflösung der Differentialgleichung

4 2.1 Anwendungsbeispiele

Beispiel (1) Spannungsrelaxation ,

Auf eine Betonsaule ohne Bewehrung wird zur Zeit t*0 eine Verformung

EH - ££>
aufgebracht und diese sofort eingetragene Verformung starr d h unveränderlich fest¬

gehalten Durch Kriechen wird die anfangliche Spannung 0~(o) mit der Zeit stark abge¬
baut

Im beliebigen Zeitpunkt t sei die Spannung 0~(f). Verformungsbedingung:

£(t) * EU) - conti

oder d£(tj - O

Mit Gl 27) für £s(tj"0 folgt daraus die Differentialgleichung:

dim.m. drw-o

oder
d<r(t)

_ T({) . 0

Die Auflosung dieser Differentialgleichung gibt mit den Anfangswerten t" 0, 9(t)*0, (T(t} = LT(o)
die bekannte Formel:

29) <T(t) = (T(c)-e-?(i)

Für den Spannungsabbau hQ~(tj*Q~(oj - (T(t)gilt:

so) A(T(t) -(rro)(i-e'*(i))
Der Verlauf vonö~(f/nach Gl 29) ist auf Abb 12 in Funktion der anwachsenden Kriech¬

zahl 9(0 dargestellt Für 9(t)~3,0 wird (T(t)'0,0S (T(o), d h die anfanglich eingetra¬

gene Spannung wird praktisch auf Null abgebaut.

'
Statt 9(tJ, £s (tn) etc wird im folgenden einfacher P/n) £s(n) etc angeschrieben
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i0*9fy

G?t)'fy/e~Wf)

t,o 2,0 3,0 9(t)

Abb.12: Spannungsrelaxation

Eine Reihe von praktischen Aufgaben, bei welchen der Kriecheinfluss für eine sofort

aufgezwungene elastische Verformung untersucht werden muss, haben analoge Losun¬

gen wie Gl. 30).

Wird z B. bei einer statisch unbestimmten Betonkonstruktion 1) (Zweigelenkrahmen,

Durchlauftrager etc.) zur Zeit t'O ein Auflager verschoben oder abgesenkt, so ent¬

steht im elastischen System eine Schnittkraft X«/. Diese Schnittkraft wird durch das

Kriechen abgebaut um:

AX(t) - Xet(t-e~*ft))

Gl. 30) gilt auch für Betonkonstruktionen, denen eine linear mit der Kriechzahl 9(t)

anwachsende Verformung aufgezwungen wird.

Die in einem an den Enden starr festgehaltenen Betonstab infolge Schwinden und

Kriechen entstehenden Spannungen OjT/«,/erhalt man aus. '

31) Ts(n) - - LlsH (i-e-n">)
9„

Dabei wurde angenommen, dass £s(t) gemäss Gl. 28) linear mit der Kriechzahl 9(1)zum

Endwert £$(") anwachse Die in einer einfach statisch unbestimmten Betonkonstruktion

infolge einer linear mit 9(tJ zum Endwert ^/»^anwachsenden Stutzensenkung bewirkten

Schnittkrafte erhalt man aus:

32) X(»)
4-e

"fH

*el

wobei Xe/ die am elastischen System bestimmte Schnittkraft infolge der Verschiebung

üMdarstellt

Beispiel (2): Stahlbetonsaule unter zentrischer Normalkraft

Auf eine Stahlbetonsaule wird im Zeitpunkt t'O eine Normalkraft N0 aufgebracht, wo¬

bei Spannungen im Beton °i(c) und Stahl Qgfo) entstehen. Die mit Berücksichtigung von

Kriechen und Schwinden im Zeitpunkt t vorhandenen Spannungen 0\"(t) und <7g(fJ sollen

bestimmt werden.

Eb ~

Betonquerschnitt

Fe = Stahlquerschnitt

M * FeJ' r~b ~ Bewehrungsgehalt

£/** Verhältnis der Elastizitatsmoduli

l' Die vorhandene Bewehrung wird vernachlässigt

' Negatives Vorzeichen, da £jifyals Verkürzung negativ ist.
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Zeitpunkt i • 0

<rb(o).J± M'•

Fb+nFe Fb 1+nyU.

<Tt (o) - n <£ (e)

Zeitpunkt i:

Gleichgewichtsbedingung:

<rbtt)
¦

rh +<Te(t)Fe - N0

drb (t)-Fb+ dOi(0-Fe*o
somit:

^(i) mJ±_rb(f).£m ^(o)- hpi- <Tb(t)jz

d<Tt (t) - - d(Tb (t)
'

+

Verformungsbedingung: .

_

^

Mit Gl. 27) und 28) folgt daraus:

d fjW
+ Vbßl , d9(t) * £s(n) dT(t) - düj(tj

£b £_ ~WZ] £e

VJirddOe(tJ'eingesetzt und für Ee*nEb eingeführt, so ist:

drk(t)<i+fc) +[(rb(t)+*UjJ]dr(i) = o

df(t) 1+y L *' ' 9(»)J
oder dOi(t)

Die Auflosung dieser Differentialgleichung gibt mit den Anfangswerten:

t- o, 9(0*0, <rb(tj -<rb(o)

33) <rb(i)-<rb(o)--[<rb(.)+ $(»> f*][/-e'<">/* m]
9("I

Aus der Gleichgewichtsbedingung (Tb (fj Fb+Ot'(t) Fe*N0, wobei Ao ¦ tfcfrJF, (f+n/u)
folgt:

34) Ce(0 =Jz [<Tb(oJ(1+ nyu) -Ol (f)]

Zahlenbeispiel: n * 6
, yw 0,02; ryu

« 0,12, -ff^Z s 0,(07

9(1) * 9(n)'J,0, £s(„) ' -30-10-', £b - Sooooo kp/cmz
£s(") £b

„
- 3o kp/crn ,

Vfr ~ too ty/cnl ¦ <%(<,)*- 6oo kp/&J

(Tb(t) '(TM *

35,7 kp/cnf
<Tb(t) - -1ooto +35,7 - -6¥,3 kf>/cr*
(Te(t) • - 2385 kp/c^

Die beiden Beispiele zeigen, dass mit Hilfe der Dischinger-Differentialgleichung die

Losung von Kriechproblemen in geschlossener mathematischer Form einfach möglich
ist Bei komplizierteren Aufgaben wie Kriech- und Schwindumlagerung von Verbundkon¬

struktionen wird der für die Losung erforderliche mathematische Aufwand allerdings

umfangreicher, denn es müssen zwei simultane Differentialgleichungen aufgelost wer¬

den !)

1)
Siehe z B. K Sattler: "Theorie der Verbundkonstruktionen", 2. Auflage, Springer Ber¬

lin, 1959

In diesem Werk wird in umfassender Art die Berechnung von beliebigen Konstruktionen

mit dem Dischinger-Ansatz behandelt.



4.3 Kritische Beurteilung des Dischmger-Ansatzes

Im Abschnitt 3.2.1 wurde schon darauf hingewiesen, dass beim Dischinger-Ansatz der

Einfluss des Belastungsalters auf die Grosse der Kriechzahl sehr ungenau berücksich¬

tigt wird Dies fuhrt besonders bei Problemen, wo in einem spateren Zeitpunkt noch

grossere Spannungsanderungen auftreten, zu ungenauen Ergebnissen.

Die besondere Form des Ansatzes hat auch zur Folge, dass z B. bei vollständiger
Entlastung keine Kriecherholung beschrieben wird In Abb. 13 ist der Verlauf der E -

fachen Kriechverformung für eine Spannung (T'^Odie im Zeitpunkt t'O aufgebracht und

im Zeitpunkt tm ff wieder weggenommen wird, aufgezeichnet. Durch Ueberlagerung des

Einflusses der von t*0 bis t wirkenden Spannung G~m 1,0mit einer von tf bis t entgegen¬

gesetzt wirkenden Spannung CT« 1,0 erhalt man:

E £K (t) = 1,0 9(t) -

1,0 [9(t)~ 9(tJ] * <F(tJ

Nach Entlastung bleibt sonnt die Kriechverformung unverändert

1
<T'1,0

it t
— t

£ £*«J
^

9(t)

\f(*t)
I

£ eK(t)

f(t)-<r(tf)
-— t

Abb 13: Kriechverformung nach Entlastung

Bei zeitlich abnehmenden Spannungen ergibt demnach die Berechnung mit dem Dischin¬

ger-Ansatz zu grosse Kriechverformungen. Daher ist beispielsweise der mit Gl. 29)
berechnete Spannungsabbau im Vergleich zu entsprechenden Relaxationsversuchen ein¬

deutig zu gross. 1) In Fallen wo ein nicht zu grosser Abbau der Spannungen auftritt

(z.B. Stahlbetonsaule mit Normalkraft), wirken sich die mit dem Dischinger-Ansatz
verbundenen Mangel nicht mehr so stark aus.

Der Vorteil des Dischinger-Ansatzes liegt vor allem darin, dass einfache und über¬

sichtliche Formulierungen auch bei komplizierten Aufgaben möglich sind Dies zeigt
sich unter anderm auch bei der Ermittlung der Kriechverformung EfftJfür eine stufen¬

förmig veränderliche Spannung In Abb 14 sind eine solche veränderliche Spannung und

die zugehörigen Kriechzahlkurven nach Dischinger aufgetragen. Nach dem Boltzmann'¬

schen Superpositionsprinzip erhalt man die £ -fache Kriechverformung im Zeitpunkt t aus-

e £K(tj • n.hf(t)+ßr(i)-w]{nt)-9(t,i]*ßnj-^
Nach Auflosen der Klammern folgt daraus:

£¦ £K (t) * <T(J 9(tJ * <T(i)[9(tJ - 9(t,J] * (T(t)[9(t,) - 9(tJ] * Ol,)[9(0 - 9d,)]

Der Verformungsanteil einer Spannungsstufe wird aus dem Produkt Spannung mal Zu¬

wachs der Kriechzahl im betreffenden Intervall gebildet. Durch fortschreitende Addition

dieser Anteile erhalt man die Kriechverformung im beliebigen Zeitpunkt t .

Bei Verwendung eines empirischen Ansatzes muss dagegen für jeden betrachteten Zeit¬

punkt t der Einfluss samtlicher vorangehender Spannungsstufen neu aufsummiert wer¬

den. (Siehe Gl 5) und 6) sowie Kapitel 6)

!) z.B. Versuche T H. München: 9(tJ* (Vo ; Messung <T(tJ*o,¥0 <T(o); nach Gl. 29) V(i)»o,25 <T(oJ

Nach Rusch, Jungwirth, Hilsdorf: Siehe Fussnote 1, Seite 4
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9(t,t%

Abb. 14: Stufenförmige Spannung

4. 4 Lösungen mit Differenzengleichungen

4.4.1 Differenzengleichungen

In der Ingenieurpraxis wird das Arbeiten mit Differentialgleichungen und geschlossenen
mathematischen Lösungen oft als beschwerlich empfunden. Man gibt daher meist einfa¬

chen numerischen Berechnungsverfahren den Vorzug.

Durch Unterteilung des Kriech- und Schwindablaufes in einzelne Zeitintervalle A tn kann

die Berechnung mit Hilfe von Differenzengleichungen durchgeführt werden.

Man nimmt dazu an, dass im Zeitintervall Ain * tn " tn-t die Kriechzahl um A 9(n) * 9(tn)-¥(tn-i)
und das Schwindmass um A£t(J* £s(tJ-£.(t„m1)anwachsen. Die Betonspannungen ändern

sich von (T(n-i) um A(T(n) auf 0~(J * 0%.,) + A (<Tj

Im betrachteten Intervall entsteht eine elastische Verformung:

&r(»)
E

und eine Kriechverformung:

r(»-'> &9(«)+*b- MM. A9(»)

Das erste Glied beschreibt den Einfluss der im Intervall konstanten Spannung (T(n-fJ und

das zweite Glied den Einfluss der SpannungsänderungA<T(»). T>aA(T(n)im betrachteten In¬

tervall von Null aufA(T(n) anwächst, rechnet man mit einem Mittelwert 0,5- A(T(n) .

Die im Intervall auftretende Verformungsänderung im Beton beträgt somit:

^UrW äm+rtpL. A9(n)+ iffl. 0,SA9(n)+ &£t(„)

ode r:

35 , &£(„,„). Zk!l. W(n)+
*°£l (l+0,SA?(njy A£s(n)

Mit Hilfe der Differenzengleichung 35) können die gesuchten Spannungen in aufeinander¬

folgenden Rechenschritten bestimmt werden. Dabei muss für jedes Intervall die mit der

Aufgabe gegebene Verformungsbedingung angeschrieben und die Gieichgewichtsbedingun¬
gen eingehalten werden.
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4.4.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel (3): Spannungsrelaxation

Gemäss Abb. 15 wird die gesamte Kriechzahl 9*3,0 in 4 gleiche Intervalle A9(nJ*A9* &75

geteilt. Das Schwinden wird nicht berücksichtigt.

4<TW tTw

0,75 1,50 225 3,0 *f

ruj
Abb. 15: Spannungsrelaxation

Eingetragene Verformung

Verformungsbedingung: A£* O

COnst.

1. Intervall:

2. Intervall:

A£(oh) "0

0» 31. &9 +
A<7~M

¦ (1+0,5 A9) ' 0

M(t) - - no) ¦ ,4L? ¦ - °>3*5 'W

<r(i) - v(o) i- a (TU) - o,vs5 <r(J

Q,m.Acp+*m (1 + 45A9)

&<T(i) * -C(f)
a<=p

* - 0,5¥5<r(i) * - 0,2¥30%)

3. Intervall:

4. Intervall:

Nach Gl. 2 9) ist

1 + 0,5 A9

(T(zj = <r(,j + A <r(i) - 0,202 <T(oJ

A £(z+s) ' 0

0.2M+*I£l (1 + 0,5A9)

A(fM ' ' jHj-Tr " -oyts¦ <T(t) - - o,tw ¦ r(j

<T($) " <T(t) + A<T(t) - 0,032 (T(.)
& £(3+») ¦ °

0*-°M + ^l(t + 0,5A9)
E £

A9
ATM '-(TG)-

tf0/S.6cf>
' -

0,515
¦ (T(3) * -0,050 ¦ OJJ

Ofy) ' V(s) * AO~(*J " °,0¥2 ¦ V(o)

(Tfa) ' 0,05oCT(o)

Beispiel (4): Stahlbetonsäule unter zentrischer Normalkraft

(Bezeichnungen siehe Beispiel (2) Seite 19)

Annahmen: n * 6j yu.
* 0,02; n^

' 0,12

9(J * 3,o; £s(n)"-3o1o's, £b » 3ooooo kg/cJ
Vb(o) * - foo kgfem / <£(•) ' - 6oo leg/am

Differenzenrechnung mit zwei gleichen Intervallen.

A 9(J ' A9 * 1,5 ; AE,(») « A£t * -15- 1o

1+ 0,5 A9 * 1,75
¦ ££Lfk

B
- 3o kg/cn?

-B

A9
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1. Intervall:

Spannungsänderung im Beton A(Tb(tJund im Stahl Adidl

Gleichgewicht der Umlagerungskräfte:

A<rb0) Fb + Acr.(ijF€ . o; A<re(i) • - aozm -±

Verformungen am Intervallende:

A£b(o-n) - A£t(e*<)

Mit Gl. 35) folgt: .

<0E. A9+^±- « + 0,5 A9J+AE.' ^F
£b £b £e

Mit Eb erweitert und A(TtO) eingesetzt gibt:

(TbU)ry*A9 + AQlO)[f+n/u.(l*Ol5A9)]*ri/uAEs£b- 0

Daraus:
__ _

ä(TbO) - - (%(.) + -jjr) ¦ /ZyI(1^3A9)
Zahlenwerte eingesetzt:

A <Tb(,) - (ico +3cJ ¦ ,ffi;** - 19, * kp/cJ

% (i) " W * A%() * -60,6 kp/cm

AUeO) - - Aßfi - - 37o kp/cnf

<TedJ = GKJ + AQZO) - - 1S7o kp/c^
2. Intervall:

i^Hrn

-Ae.otD

Ai

\tbf1rZ) - üteUrZI

W» --(W<^)y+:C?+l,5A9)
Oi (zj • (8o,6 +3o) ¦ fffife - tC, 5-kp/c*

Vb (t) - 010) * A Ql(z) ' -61,1 kp/cni

AO^(i) - -825 kp/cnl

0"e(z) ' <%(f)+A0e (t) ¦ - 2395 kp/c*?
Mit Gl. 33) bzw. 34) bestimmte Werte:

(£/V - -6*,3kf>/er*; Oe(*J ' ' 2385 kp/crZ

4.5 Lösungen mit Reduktionsfaktoren

4.5.1 Beschreibung des Verfahrens

Ein einfaches Näherungsverfahren, welches eine numerische Lösung in einem Rechen¬

schritt ermöglicht, soll nachfolgend hergeleitet werden.

In Abb. 16 ist der noch unbekannte Verlauf der Betonspannung^Tt) in Funktion der Kriech¬

zahl 9(t) aufgetragen. *) Im Zeitpunkt t'O ist 9(tJ]'0,0~(t)'« <T(J • im Zeitpunkt t- tn

(Endzustand) ist f(tj • 9(»J und <T(tJ - <T(J

Der zwischen t'O und t * tn eintretende Verformungszuwachs A£(n) setzt sich aus einem

elastischen Anteil A£e/(") und einem Kriechanteil A£jr(») zusammen. Der elastische Anteil

beträgt:
•

V

AM . ™-/(~>

Der Kriechanteil ergibt sich mit Gl. 25) zu:

9(t)'<?(n)
a Eyj = | • fr(t) ¦ d9ft)

9(tho

*) <T(t) ist in Abb. 16 über 9(T)bzM.f(t) aufgetragen und nicht wie in Abb.4d über 9(tn, ?) ¦ Da

gemäss Gl. 13) 9(t„,T)* ffnj't(TJ ist, sind beide Darstellungsarten hier identisch.
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Das Integral d.h. die £-fache Kriechverformung£d£V/>»y ist gemäss Abb. 16 durch den

Inhalt der von Q~(t)und der 9(t) -Achse eingeschlossenen Fläche dargestellt.

9M/2

Abb.16: Veränderliche Spannung

9(„J
- 9(0

Man kann einen Näherungswert für A£^(nJ dadurch erhalten, dass man eine Verlaufskur¬

ve für (T(tJ annimmt und damit die Flächenberechnung durchführt.

Für die Bestimmung des Flächeninhaltes gemäss Abb.16 verwendet man mit Vorteil die

von Stiefel eingeführte "verbesserte Trapezregel". *¦>

36) E-A£K(n) *f* 2& (o-uj-(r(nj)-tk «r'(n)-<rr;,j

Das erste Glied dieser Formel entspricht der bekannten Trapezregel; im zweiten Glied

bedeuten0"(n)und v(e)die Ableitungen d.h. die Tangentenneigungen der 0~(1).Kurve im An¬

fangs- und Endpunkt.

Zur Gewinnung dieser Tangentenneigungen kann in Anlehnung an Gl. 29) angenommen

werden, dass 0"(f) zwischen 0~(») und Q~(*) nach einer Exponentialfunktion verlaufe:

4-e -r(U

Q~(0 - o?oj- (Oco/-(Tm) ¦

fme-ijj

Die Ableitung nach 9(t) ergibt:
e

-rct)

<T(t)' ' -((Rc)-O-(n))- J—^„)

In den Endpunkten, d.h. für 9(0'0 und f(t)' f(n) wird:

0"(o) - ~ (0~(,) - 0~(n)) ¦

,,g -¥M

V(n)' - (<T(.r (T(n,)- -&^rj
Nun bildet man die in Gl. 36) enthaltene Differenz:

(o"(„)-<r(o))» «i?.j-<rHj¦ 1['e.^) - (<tm -<r(n,)

Der angenommene Verlauf von (T(iJ führt somit dazu, dass die Exponentialausdrücke
verschwinden.

Setzt man diese Differenz in Gl. 36) ein, so wird:

£¦ A£*(J * 2& (0-(t)-Ucn)J- 2k (fy-<rM)

i kurzer Umformung folgt daraus:

37) dEtM'^ü- n*) - Ifc^.; *9C»)

i)
E.Stiefel: "Einführung in die numerische Mathematik", 4.Auflage, Teubner Studienbü¬

cher, Stuttgart 1970.

Die "verbesserte Trapezregel" besagt, dass der gesuchte Flächeninhalt durch das Tra¬

pez und die durch die Tangentenneigungen bestimmten Linienzüge eingegrenzt wird. Da¬

bei wird vorausgesetzt, dass die Verlaufskurve für ^Wim betrachteten Intervall keine

Wendepunkte aufweist.
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Setzt man

oder:

40)

mit dem Reduktionsfaktor:

38) * - 0,5 + ?M
i

f2

für Spannungsrelaxation.

Das erste Glied in Gl. 37) beschreibt den Einfluss der Anfangsspannung Ofojauf die

Kriechverformung, und durch das zweite Glied wird der Einfluss der Spannungsände-

rung(Cfo)- (Tfn)J beschrieben. Dabei wird die Form der zwischen QJoJ und OJnJ verlaufen¬

den 0"(0-Kurve durch eine reduzierte Kriechzahlaf-J^/berücksichtigt. Daher wird X

als Reduktionsfaktor bezeichnet. '¦'

Addiert man zuJ£^^noch den elastischen Verformungs Zuwachs A£g/(n) und die zwi¬

schen t'O und t* tn auftretende Schwindverformung A £s("), so wird:

39) A £(n) - ^ • 9(n) - ^t! (1+*9M) * A £s(n)

A 0~(„} = Q~(n) - <J(o)

(T(n) - OJoJ + AG~(n)

so erhält man folgende Beziehung zur Bestimmung des zwischen t'O und t = tn auf¬

tretenden Verformungszuwachses bei veränderlichen Betonspannungen:

41) ASM - ^r9(nj+ ifl' (f*»9(nj)*A£t(nJ

Mit Hilfe von Gl. 41) können in einfachster Art Kriech- und Schwindprobleme näherungs¬

weise gelöst werden. Die Näherung besteht dabei darin, dass man den Reduktionsfaktor

dt dem jeweils zu lösenden Problem anpasst. Dies erfolgt am besten so, dass man

durch Vergleich mit genauen Lösungen die mögliche Verlaufskurve für <77iVabschätzt,
wie dies bei der Herleitung des X -Faktors nach Gl. 38) gemacht wurde.

Für die Berechnung von Verbundkonstruktionen aus Beton und Stahl sowie bei Spannbe¬
tonkonstruktionen führt beispielsweise der folgende Reduktionsfaktor X zu einer guten

Näherung. 2)

42) ae = 0,5 + ¥&

Der Ablauf der Berechnung ist dabei der folgende:
In einem ersten Schritt werden die zur Zeit/ = 0 (Belastungsbeginn) vorhandenen Spannun¬

gen Q~(o) ermittelt. In einem zweiten Schritt werden mit Gl. 41) die infolge Kriechen und

Schwinden entstehenden Umlagerungsspannungen A(T(n) bestimmt. Die dazu erforderlichen

Gleichungen werden durch Anschreiben der Verformungs- und Gieichgewichtsbedingungen
für den Endzustand t* tn erhalten.

Die im Endzustand vorhandenen Spannungen folgen aus: QJn) - 0(o) + A0?nJ

Bei geradlinigem Verlauf von 0~(t) zwischen 9(tJ'° und f(n) musste X' 0,5 gesetzt werden.

Die Einführung von Reduktionsfaktoren zur vereinfachten Behandlung von Kriechproble¬
men wurde erstmals von Bändel vorgeschlagen. Durch Vergleich mit genauen Lösungen
hat Bändel für Verbundkonstruktionen einen mittleren Wert X * 0,65errechnet« Siehe H. Bän¬

del: "Einfache Berechnungsmethoden für Verbundträger", Springer-Verlag Berlin 1957.
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Für

4.5.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel (5): Spannungsrelaxation

Zeitpunkt t'O : _

£o '

-g-
°der (T(0) - EE(o)

Zeitpunkt t'tn :

Verformungsbedingung:

£(„) » E(o) * const

Somit ist der Verformungszuwachs Null:

A E(n) * 0

<?hl . f(nj + A<T(ml (1+XfM) - O

£ E

Daraus:

f(n) M»; X « o/S
+ %jf • 0,75 „ird:

A0~(n) ' - 0,923 ¦ 0~(e)

0~(n) " 01,}+ A (Rn) '0,077 <T(*)

Abweichung von Lösung gemäss Gl. 29) = 2,6% von 0~(»)

Beispiel (6): Stahlbetonsäule unter zentrischer Normalkraft

(Siehe Beispiel (2) und Beispiel (4))

Zeitpunkt t'O:

W '^7i77y) ; %<.).»<£(.)

Zeitpunkt t' tn '•

A Vb(n) Fb + A<Te(n)Fe - 0 • A(Tt(n) -

-p A(T(„)

AEb(»J = A £e(n)

Oh! ¦ 9(n) * *W (1+ *9M) * A £s(n) = *2k£L
£b Et, £c

(Tb(0) ¦ f(n) + A(Fb{nJ (1+ X9H) * AES(»J ^ * ~ ^^-
nM"

Daraus:

AlT , . frr , , j.

*EuM £f I
riyu. 9(n)

44 A(lbM
=

-

(TbU)
+ L__— I • —y=- '

° ' <p(n) I 1+ ty+ (1+x9(*))
wobei 3C m OS + ^("l

'
20

Für: n i g ; yu.
= 0,02

¦

lyot
* 0,12

9(nJ - 3,o ; Es(n) = - 3o 1o"Sj Eb - 3ooooo kp/aJj X '0,65

0~b (0 -
- 1oo kp/c*n

¦

0~e (0) -
- 6oo kp/cn?

wird: Aülfa} = 31,5 kp/crä

0~bM = <£(•) * AO~b(n) = - 6B,S kp/crZ

A.01M = -jiOl(n) =
- 1728 kp/cr*

Oe(n) = (£(•) * A(Te(n) = - 2328 kp/cnt

Nach Gl. 33) und 34) ist (Tb(n) - '61,3; <E(V " ~ 238S kp/cnf

Beispiel (6): Verbundkonstruktion

(Siehe Kapitel 8: Anhang)
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Berechnungen mit Ansatz von Rüsch

5.1 Begründung des Ansatzes

Bei Kriechversuchen wird bekanntlich nach vollständigem Entlasten des Betonkörpers
eine Rückverformung festgestellt, die auch als eine verzögert-elastische Verformung

£„ (tj aufgefasst werden kann. (Abb. 17). Obwohl £r(t) nur bei der Entlastung beobach¬

tet wird, lässt sich vermuten, dass auch bei Belastung ein solcher Verformungsanteil

£d Lt) auftritt.

E*(t)\
t^r—KT-lzM

Belastung bei t*0

Entlastung bei t* t,

1 - +

t *t

Abb. 17: Kriechversuch

Daher schlagen Rüsch, Jungwirth und Hilsdorf ' vor, die Kriechverformung in zwei

Anteile aufzuspalten:

45) £K(t) - £v(0* £f(0

Darin sind:

£v(t)die verzögert-elastische Verformung, welche reversibel ist, d. h. bei Entlastung
nach einiger Zeit wieder vollständig zurückgeht, und

£f(f)das sogenannte Fliessen, ein Verformungsanteil der irreversibel verläuft, d. h.

bei Entlastung nicht mehr zurückgeht.

Für beide Kriechanteile kann der lineare Ansatz beibehalten, d.h. für beide Anteile

Kriechzahlen %(t) und ^('(/eingeführt werden. Für eine konstante Spannung 0" gilt da¬

her:

46) £k(t) = %-9y(tJ +

Y -9f(0

oder: Ek(0 * f ¦ 9(0

47) 9(t\ ' 9V (t) + 9f (t)

Versuche haben zudem gezeigt, dass die nach Entlastung beobachtete "elastisch-verzö-

gerte" Verformung £> {^wesentlich rascher einem Endwert zustrebt, als die unter Be¬

lastung beobachtete Fliessverformung £f(t) . Die Hälfte der Endverformung für £^(t)wird
nach etwa 30 Tagen schon erreicht, für die Fliessverformung £f/7/braucht es dazu mehr

als 3 00 Tage.

Demnach ist also auch der zeitliche Verlauf der Kriechzahlen 9v(t)und ¥f(t)verschieden.

Zur vollständigen Beschreibung des Kriechverhaltens eines Betons muss auch hier das

Belastungsalter T richtig berücksichtigt werden. Daher ist anstelle von Gl. 47) die fol¬

gende Kriechfunktion einzuführen:

9¥(t,T) + 9f(t,T)

Funktion für den elastisch-verzögerten und somit reversiblen Anteil

Funktion für den irreversiblen Fliessanteil

48) f (t, TJ

Dabei ist:

9¥(t,T)

9f(t.t)

l' Rüsch, Jungwirth und Hilsdorf: "Kritische Sichtung der Verfahren zur Berücksichtigung
der Einflüsse von Kriechen und Schwinden des Betons auf das Verhalten der Tragwer¬
ke", Beton- und Stahlbetonbau, H.3, 4 und 6, 1973
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Die beiden Kriechfunktionen sind somit in ihrem Aufbau verschieden, denn es muss für

9i, (t,T) ein reversibles und für 9f (t,Tjein irreversibles Verhalten damit beschrieben

werden.

In Abschnitt 4.1 und 4.3 (Abb. 13) wurde gezeigt, dass mit dem Dischinger-Ansatz ein

irreversibler Verlauf der Kriechverformung erhalten wird. Somit kann der Fliessanteil

9f (t, T) analog zum Dischinger-Ansatz dargestellt werden. In Abb. 18a ist die entspre¬
chende Kriechzahl-Kurvenschar 9f (t,T) schematisch aufgetragen. Der Belastungsbeginn
T0 ist in den Nullpunkt der Zeitachse gelegt, so dass man für die Ausgangskurve 9f(t, Tj

einfacher 9f(0 schreiben kann. Die Kurven für spätere Belastungsalter werden aus 9f(tJ
durch vertikale Parallelverschiebung erhalten. Somit gilt für ein beliebiges Belastungs-
alter V :

49) 9f(t,T) * 9f(t) -

Tf (TJ

Die Kurvenschar für den elastisch-reversiblen Anteil 9y (t,tj sind in Abb. 18b aufgetragen.
Die Ausgangs kurve

9y (i,Tj - 9¥ (t)

erreicht nach verhältnismässig kurzer Zeit einen praktisch konstant bleibenden WertJ^, .

Die Kurven für spätere Belastungsalter 9„ (t,Ti),9¥ (t,Tt) etc. werden durch horizonta¬

le Verschiebung der Anfangskurve um T,, Tt etc. erhalten. Nach dem Boltzmann'schen

Superpositionsprinzip wird damit ein reversibles Verhalten beschrieben. 1)

Somit lautet die Kriechfunktion für den elastisch-reversiblen Anteil:

9V (t, TJ = 9¥ (t-Tj de

oder:

50) 9V (tj) - 9V (t-T)

Zur Vereinfachung der rechnerischen Behandlung kann statt der Ausgangskurve 9v(t)eine
zur Zeitachse im Abstand^ verlaufende Gerade gemäss Abb. 18c eingeführt werden.

51) 9y (t,T) - 9, * konstant

Wegen des raschen Anwachsens der 9k(t) -Kurve hat diese Vereinfachung bei der Be¬

stimmung der Kriechverformung nur einen geringen Einfluss.

Durch Addition der beiden Anteile Gl. 49) und 51) erhält man die Kriechfunktion nach

Rüsch aus:

52) 9(t,T) * 9¥ +[9f(t)-9f(T)]

Diese Kurvenschar ist in Abb.l8d dargestellt.

' Verlauf der Kriechverformung £v (t) bei vollständiger Entlastung:

Durch Ueberlagerung des Einflusses der von

t*0 bis t wirkenden Spannung(T" 1,0 mit einer

von T1 bis t entgegengesetzt wirkenden Span¬

nung wird:

E€v(i>\
%

EE,(t) - 9¥ (tj-9yt-Tj-6

Somit wird ^^vollständig rückgebildet.

— t
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9,(t.rj\

oj

**(t.T)\

b)

9jt)

T T

___

Vff(t)-f,(T,)

j,--~"~ _— \ffit)-ff(rtL
___

.?f(tl-*f(T)

- t

*M/9>fhT'> yryt'T)

y /

-iZ

-~t

f/t,T)
*< rt r t

</>.

c)
< i i

1 ! '
i i i

*V

rf rt r

?ft«|

dj

9¥*%(t)

^ *Cfyt) "ff(T,)J

T°y*Cff(t)-<rf(Ti)]
%*CffW-Yf(r)]

r, rt

Abb. 18: Kriechfunktion nach Rusch

Beim idealisierten Ansatz nach Rusch gemäss Abb. 18d wachsen die Kriechzahlkurven

im Zeitpunkt der Belastung sprunghaft auf 9„ an und streben anschliessend stetig
einem Endwert zu.

Durch geeignete Wahl von 9V und ff (t) lasst sich in der Regel eine gute Ueberein¬

stimmung mit -einer z B. bei Versuchen beobachteten Kurvenschar erreichen

5. 2 Spannungs-Verformungsbeziehungen

Die besondere Form des Rusch-Ansatzes für die Kriechfunktion gemäss Abb.l8d er¬

laubt eine einfache Formulierung der Spannungs-Verformungsbeziehungen.

Für eine im Zeitpunkt tm0 aufgebrachte konstant bleibende Betonspannung 0" erhalt man

die Gesamtverformung im Zeitpunkt t aus:

53) E(tJ -f' (1*9„) +j 9f(t)+6s(tJ

Dabei ist £s (tl die im Zeitpunkt t vorhandene Schwindverformung Wird eine konstante

Spannung im Zeitpunkt t • Tf aufgebracht, so ist:

EU)* f (f+rj +
j [9f(tJ- 9f(Tj] * [£s (0 - Es (TO]

Der sofort eintretende Verformungsanteil £f =

£•
9V kann somit zjisammen mit dem

elastischen Verformungsanteil £ durch einen reduzierten Modul £' £
berück¬

sichtigt werden. (1+%)

Für eine veränderliche Betonspannung T(tJ gelten die folgenden Differentialbeziehungen.
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Kriechdifferential im Intervalle/^ bzw. dfy(t):

54) ef£K (t) * i ¦ <T(t) ¦

d9f (0

Aenderung der Gesamtverformung im Intervall dt bzw. d*Pf (t)'¦

55) d£ (t) - i ¦ dT(0 ¦ (1+9J+ r
¦ T(t) ¦

d9f (t) + d£s (fj 1)

Bei Anwendung der Differentialgleichung 55) ist zu beachten, dass nach dem Rüsch-

Ansatz (Abb. 18d) die Kriechfunktion im Zeitpunkt t'O eine Unstetigkeit aufweist. Da¬

her muss in einem ersten Rechnungsschritt der Einfluss des sprunghaft auftretenden

verzögert-elastischen Anteils £v berücksichtigt und damit die Spannungen 0J bestimmt

werden. Diese Spannungen 0^,(e) bilden dann die Anfangswerte für die Lösung der Dif¬

ferentialgleichung.

Für das zeitliche Anwachsen der Schwindverformung £*(t) kann ein affiner Verlauf

zu f/rC/j angenommen werden. 2)

56) £s(t) - £SM- <±S*1 ¦

d£s (t) * äste - d9f (t)
9fM

'

9fH

5.3 Auflösung der Differentialgleichung

5.3.1 Anwendungsbeispiele

Beispiel (8): Spannungsrelaxation

Eingetragene elastische Verformung:

£¦(<>) —^

Berücksichtigung der sofort eintretenden verzögert-elastischen Verformung:

E(o) = £(o)

<Tjo/ T(c) . p _£__
e

"

T ' e+nJ

Verformungsbedingung im Zeitpunkt t :

E(t) - E(o) - const.

d£(t)' 0

Mit Gl. 55) für £s (f)'O ist:

j
¦ d(T(t) -(1*9¥) +

J
¦ (T(tJ ¦ d9f (tj * 0

dT(t)
oder:

d9f(tj
(1+9,) * T(t) * 0

1) Für Vy*Ot 9f(tJB 9(0 geht Gl. 55) in die Dischinger-Differentialgl. 27) über.

2) Nimmt man für £g(t)einen affinen Verlauf zu 9(0 « 9¥+9f(t) an, so ist £s(0* £SM tili

Für t*o ist 9(t)* 9v u. £,(•)* €t(n)
'

•£• d.h. die Schwindverformung wächst zur

Zeit t'O sprunghaft auf £sM . Dahei^muss in einem ersten Rechnungsschritt diese

Unstetigkeit berücksichtigt werden.
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Lösung der Differentialgleichung mit Anfangswert 9f(0'O; OTt)* OroJ'^JJJ^j gibt:

4 fZÜ

57) Q-(t) - <fcj -jiTry
' e~^J

Für 9y * 0,1; 9f (t) * 2,6, 9(tJ - 9¥ + 9f W
* 4°

ist: (T(t) * o, 112 0~(o)

Gl. 29) (Dischinger-Ansatz) gibt für das gleiche Beispiel G~(t) * O,o5-Ofo)

Beispiel (9): Stahlbetonsäule unter zentrischer Normalkraft

(Bezeichnung siehe Beispiel (2) Seite 19)

Zeitpunkt t*0;

Fb*nFt Fb l+nf*
<TeM = n- 0-b(e)

Mit Berücksichtigung der verzögert-elastischen Verformung: Fi» n(1+9¥)

b
£L**-rm Fh i+h/<-

b(o)
i+Fi/u.

Tt(o) ' n ¦ Ö\(,)
Zeitpunkt t :

Gleichgewichtsbedingung (siehe Beispiel (2) )

d<re (tj»-j d<rb (tj

Verformungsbedingung

d£b (tj - dE. (0

Mit Gl. 55):

£ä ¦ dTk (tl ¦ (1 + 9J *fk-rbm- d9F(0 + d£s (f) * fg- d<rt (t)

Mit: £s (0- Sgl . 9f(t) ; d£s(t) - hhl - d9f(0
9/») 9f(n)

n * -f- ; «- n(l+9j

folgt: j/r./J1 ^ e F ,,

1ML -
"s* [oi(tj - fLf±/7

Trfä) TTnyT rh"' 9f(») J

Die Auflösung dieser Differentialgleichung führt mit den Anfangswerten: t'O,9/(1)a0,
01(1)' %) auf:

58) (rb(tj - <£(V - - [U) +£4L*l[f-Z'fäy '*(fJ]
Die Stahlspannung folgt aus Gleichgewichtsbedingung %(t)•Fb+(%(i) Fe » No

>
mit Ai

(Tb(o) Fb(1+yu.):
59) Ol It) *jz [0l(o) (fi- y») - OZ(t)]
Zahlenbeispiel:

9v - 0,¥ ; 9f (t) ' 9f(n) -2,6; f(t) - f>¥ + <ff (t) - 9(») ' 3,o

n * 6 ; /? <• n (/ * fv) - 9,¥ ; ^ »0,02 ; nyu-
- 0,12- fiu * 0,168

Et(J* -30-10', Eb - 3ooooo kp/anf; &ffi - - 3«6 kp/cm*

Ol(o) - -lookp/cm i Oi(,J m _ 6oo kp/eÄ
f

ö\«>) - rb(o) ¦ !22i a -95,9 kpicJ
1+n/*-

Wt) - Ö\(.) - 3o,5 kp/cnS

Ol(t) - - 65,¥/rp/eni

OiCO - - 233o kp/cnf
Die entsprechenden Werte nach Dischinger Gl. 33) und 34) sindOb(t)*-&¥,3 ;

0£(t)' -2385kp/cr& . Die Unterschiede zwischen den beiden Ansätzen sind hier

gering.
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5.4 Lösungen mit Differenzengleichungen

5.4.1 Differenzengleichungen

Man nimmt an, dass im Zeitintervall Atn* t„ -tn-t die Kriechzahl um A9f(n) = 9f(tn)-ff(tn-i)
und das Schwindmass um A£tM * £s(1„) -£s (tn-t) anwachsen. Im gleichen Intervall ändert

sich die Betonspannung von 0(n-i)um AQIh) auf 0~(n).

Die im Intervall4^ auftretende Aenderung der Betonverformung ist: 1)

60) A£(n-trnJ ¦> %f± ¦ A 9f(n) + 42M (f.ry +o,S-Aff(n)) + A £, („-f + nj

Anfangswert bei'^'t? :

(T(n-1) ' Ö~(0)

5.4.2 Anwendungsbeispiel

Beispiel (10): Spannungs relaxation

ty*°,1; 9f '

2,6 ; 4 gleiche Intervalle A9f(n) - A<ff * 0,65

(F(e)
Eingetragene Verformung Ehl

r

~F~

Einfluss des sofort eintretenden verzögert-elastischen Anteils:

1. Intervall: A £(o + i) '0

Nach Gl. 48) ist:

0 • 0,711
¦ 0~(o) ¦

0,6S + A0(fj (1*0,¥ + 0,S 0,65)
A(T(i) - - c? 269 ¦ <T(o) fy) - Ö"(o) + ATd) * 0,¥15

¦ 0?oj

2. Intervall: AE(ni) -0

0' o, 115
¦ Ofo) ¦ 0,65 + A<T(t) (1+0,1+ 0,5 ¦ 0,65)

A0~(t) - -

0,168¦ 0?9) (T(t) « 0,277(T(0)

usw.

4. Intervall: <7?V/« O,1o8 0~(o)

Mit den gleichen Zahlenwerten ist nach Gl. 57) 0~(if)
* 0,112 Q~(a)

5.5 Lösungen mit Reduktionsfaktoren

5.5.1 Beschreibung des Verfahrens

Das im Abschnitt 4.5 entwickelte einfache Berechnungsverfahren kann auch dem Ansatz

von Rüsch angepasst werden.

Ausgehend von den im elastischen Zustand vorhandenen Spannungen OJ») werden in einem

ersten Schritt die infolge des sofort eintretenden verzögert-elastischen Anteils Ey ent¬

stehenden Spannungen (T(e) ermittelt.

' Die Snannnnraänrlerunff A Olnl bewirkt eine elastisrhe Vprfnrmnnff
_annungsanderung A(T(n) bewirkt eine elastische Verformung —r~ ,

eine

le Verformung ^Shl- 9y und eine Fliessverformung 0,5-^M. Affin).
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Anschliessend bestimmt man die im Intervall f*« 0 bis tnj9f(t)*0bis ff(n) infolge Krie¬

chen und Schwinden bewirkte Spannungs anderung AO"(n) . Dazu benötigt man die im In¬

tervall entstandene Verformungsänderung: 1)

(jjo) A Ol")
61) Ai%) '

-jr
¦

ff(„) +
—£- (l+9¥+Xf- 9fH) + A£S(J

Die Gl. 38) und 42) entsprechenden Reduktionsfaktoren Xf sind: 2)

62) XfB 0,5 + —f
a>

^ür Spannungsrelaxation
12 ( V + Tyl

63) Xz = 0,5 + f ,
für Verbundkonstruktionen aus Beton und Stahl oder

*
Spannbetonkonstruktionen

Die im Endzustand t • t„ vorhandenen Spannungen folgen aus:

64) T(n) ' T(e) + AU~(n)

5.5.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel (11): Spannungs relaxation

Zeitpunkt t*0 :

£(*) ' £(o)

^l
. SM daraus T(a) * -ß^~

£ £ 1 + TV

Zeitpunkt t'tn :

£(») " ß(>) somit AE(n) "0

0 *
*>

- 9f(n) ? 422 . (/? 9¥+Xf- 9fM)
Daraus:

Ä _
-

a>f/„j
*«-> ¦-*->¦ z%yM

Für: % u o,tf; <ff(„) - 2,6 ; 9(n) - r¥ + <PfM • 3,o

y *>* * iffiki' °'C5B

ist: Öt*)' 0,71* 0~m

A 0l„) *-0,838
¦ T(e) »

- 0,598
• <T(o)

(7?«; = Ö}o) + AT(n) * 0,116 -(T(Q) (Nach Gl. 57) ist <7(n) - 0,112 <J?.;)

Beispiel (12): Stahlbetonsäule unter zentrischer Normalkraft

(Siehe Beispiel (6) Seite 27)

Zeitpunkt t*0:
—,. Ne

-., ,
_

Fb(frnyu)
ol

1t n/s-
'

Öe(°) - n • Ö\ (9)

x) Für 9y'0 ist ¥f(») '

9(»), 0\(t) • O~b(o)und Gl. 61) geht in die mit dem Dischinger-Ansatz
abgeleitete Gl. 41) über.

2' Gl. 62) kann auf analoge Art wie Gl. 38) hergeleitet werden. Man nimmt dazu an, dass

0~(t) gemäss Gl. 57) verlaufe.
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Zeitpunkt t'in: 4

ATbM ¦ Fb + A<Tt(„) ¦ F, = 0
, A<Te(n) =

-

^
•

A <Th(„)

A£0(„) ' A£b(n)

*Md . Ml . ff(„) t ASkM .(1*9¥ + *,¦ 9f(n)) + AEe(n)
äe Eb

Eb£b

Daraus folgt

65)

Für

AOl

AK

bil (/
'

W») ) 1+'»/*(f+r¥+WM)
TtM - -^.AOl(n)

K ' °,1 i 9,M -" 2,6 ; Y>m -- 9y + <?fM
*

3,o

n = 6 ¦

n * 8,¥
¦

yt*.
* °,°2

¦

yu.
- 0,12 ¦

nyu.
*

0, 168

Es(n) s - 3ofo's; Eb » 3oo'ooo kp/ern ; dCp* o,59

4 £S(n) = £t (n)
¦ A £,(»)£„

m

. 3¥ 6,/c^z

(Tb(e) *
- loo kp/ern

•

0^(e) - - 600 kp/<=rn

Ö-b(o) -- - 35,9 kp/cnt; 0\(o) = n<rb(e) - -

8oS,6 kp/cJ
A Gi(n) = 3e, I leplcj ; dGgfl =

- !5o7 kp/aä
Ol (n) '

-65,8 kpße»?; A <£ („) . -

23/3 kp/cn?

Beispiel (13): Verbundkonstruktion

(Siehe Kapitel 8: Anhang)

5.6 Ergänzungen

Mit dem idealisierten Ansatz von Rüsch gemäss Abb.l8d kann eine Kriechfunktion auf¬

gebaut werden, die recht gut an eine versuchsmässig beobachtete Kriechzahl-Kurven¬

schar angepasst werden kann. Dieser Ansatz hat zudem den grossen Vorteil, dass

die auf dem Dischinger-Ansatz aufgebauten einfachen Berechnungsverfahren beibehal¬

ten werden können.

Die zur Beschreibung des Ansatzes erforderlichen Zahlenwerte für *r\,, ff /V/können bei¬

spielsweise aus den neuen Spannbeton-Richtlinien DIN 4227 entnommen werden. '¦>

Man kann aber auch einen gegebenen empirischen 9(t,T) -Ansatz mittels eines idealisier¬

ten Rüsch-Ansatzes angenähert darstellen. Man muss dazu für 9y einen passenden Wert

wählen. Ein solcher 9y -Wert ist dabei als Zahlenwert zur angenäherten Beschreibung
einer Funktion und nicht im physikalischen Sinne als 'verzögerte Elastizität" zu verstehen.

In Abb. 19a sind als Beispiel einige mit dem ACI-Ansatz Gl. 20) berechnete Kriech¬

zahlkurven 9(t, tj aufgetragen. (Siehe auch Abb. 8 ).

Will man für eine veränderliche Betonspannung die z.B. im Zeitpunkt tT1o* Tage (~' End¬

wert) auftretende Kriechverformung ermitteln, so benötigt man dazu bekanntlich die

Kriechzahlen 9(1o*, T) .

In Abb. 19b sind diese Kriechzahlen ¥(lo", TJ über den entsprechenden Belastungsaltern

aufgetragen und durch eine Kurve miteinander verbunden. Diese ¥(1o*T)-Kurve zeigt an¬

schaulich, dass nach der ACI-Formel auch für späte Belastungsalter noch beachtliche

Kriechverformungen zu erwarten sind (z. B. T • Sooo Tage -

P(1o¥, Tjzfö. Zum Vergleich

ist die mit dem Dischinger-Ansatz aus 9 (i, lo) bestimmte Kurve in der gleichen Abbil¬

dung eingetragen. 2) Es zeigt sich deutlich, dass diese Annahme den Einfluss des Be¬

lastungsalters T unrichtig wiedergibt.

1) DIN 4227 Spannbeton, Richtlinien für Bemessung und Ausführung, Ausgabe 1973

2) Beim Dischinger-Ansatz wird 9(k>*, T/aus der 9(t, te) -Kurve gewonnen, wobei:

9(to", t) ' r(to¥,to)- V(r, to) Z.B. ist für r = 200 Tage

9(1o*2ooJ ' 3,2o6 - 2,251 * 0,355; für T' looo Tage, <f> (lo* tooo) - 3,2o6- 2,876 - 0,330 us».
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In Abb. 19b ist die nach dem Rüsch-Ansatz mit 9¥*1,Z sich ergebende ff (h^Tj^urve
eingetragen.

Der Fliessanteil 9f(1o,T) wurde aus der um f¥ » 1,2 reduzierten Ausgangskurve

9(tti\

totoo 650 noo tooo 3000 goOO 9000 10000 (Tage)

b)

,8üe!

f(*>*T) 1,621

fj Rüsch-Ansatz n*t%.(A

1290

T,^ /Dischinger-Ansatz

%'t,2

10 200 650 1000 2000 3000 $000 3000 10000 (Tage)

Abb. 19: Kriechfunktion nach ACI

ermittelt. 1) Aus Abb. 19b ist ersichtlich, dass die für den Rüsch-Ansatz gültige Kurve

Cf¥ + ff (h*,T)] aus der um f¥ angehobenen Dischinger-Kurve hervorgeht. (Gültig für Be¬

reich, wo f(t,1o)>% *¦ 1,2 ist.)

Man nimmt dabei an, dass die 9(t,loJ -Kurve im Anfangsbereich durch einen unstetigen

Linienzug (gestrichelte Linie) ersetzt sei. Man erhält z.B. für T* 2oo Tage,
9f (lo*, 2oo) « (3,2o6 - 1,2) - (2,251-1,2) * 0,gs5

9(t,Z) 3,2o6

| ,2,25t

10 200

| \rr*t,2

I—L_ itT
10*
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Berechnungen mit empirischen Ansätzen

Wird für die Kriechfunktion 9(t,T) ein empirischer Ansatz gemäss Abschnitt 3.1 verwen¬

det, so muss die Betonverformung unter veränderlicher Spannung mit den im Kapitel 2

abgeleiteten Integralbeziehungen ermittelt werden.

6. 1 Lösungen von Aroutjounjan

Aroutjounjan 1) hat seinen umfassenden Untersuchungen den folgenden Ansatz für die

Kriechfunktion zugrundegelegt:

66) ?(t,TJ '(9. + %)(1-yr(t'T))

Für die Konstanten kann z.B. bei einem normalen Konstruktionsbeton %* 1,8, am9,6S,
?' 0 026 eingesetzt werden, wobei t,T * 7 Tage ist.

Setzt man 9(t, T) in Gl. 17) ein, so kann die Integralgleichung in eine lineare Differen¬

tialgleichung zweiter Ordnung übergeführt werden.

Wie Aroutjounjan gezeigt hat, können damit Kriech- und Schwindprobleme bei Beton-

und Stahlbetonkonstruktionen in mathematisch geschlossener Form gelöst werden. Al¬

lerdings sind dazu umfangreiche und komplizierte mathematische Entwicklungen erfor¬

derlich. Die derart gewonnenen Lösungen sind daher für Anwendung in der Berech¬

nungspraxis nicht besonders geeignet.

Beispiel (14): Spannungsrelaxation

Für 9, « 1.8; <"9,6S; r* o,o26 ; T" 1¥ Tage
t*tn . -*» ist gemäss Gl. 66) 9(1*,,*) » 2,19

Nach Aroutjounjan 1) (Seite 83) ist der Endwert der Spannung:

G~(t„) • 0,232-01.)

Nach Dischinger Gl. 29) ist für 9(1») a 2,19:

0~(tn) '

O, 083
• 0~(.)

Nach Rüsch Gl. 57) ist für 9¥ " 1,o 9f (inj ' 1,19'.

<T(tJ ' 0,237 <T(0

6.2 Lösungen mit Differenzengleichungen

6.2.1 Differenzengleichungen

Auch bei Verwendung empirischer Ansätze für die Kriechfunktion ist es immer möglich,
mit Hilfe einfacher numerischer Verfahren eine Lösung der Aufgabe zu erhalten.

Man unterteilt dazu, wie in Abb. 20 dargestellt, den stetigen Spannungsverlauf in einzel¬

ne Intervalle t^rtt; tff t+, t+ * tg etc. und nimmt zum Beispiel an, dass sich in der

Mitte dieser Intervalle, d.h. bei Tt, T$, Ts die Spannung um A(Tf*i, A(Trs) , A0}s) sprung¬

haft ändere.

' N. Kh. Aroutjounjan: Applications de la Theorie du Fluage, Traduit du Russe par P.

Mrozowicz, Editions Eyrolles, Paris 1957
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Die einzelnen Spannungsstufen AO~(n) werden nacheinander durch Formulierung der für die

betreffende Aufgabe gültigen Verformungsbedingung ermittelt. Dabei wird zuerst AO}i)
aus der Verformungsbedingung am Intervallende tf; dann A0?3) am Intervallende ty usw

bestimmt Die an den Intervallenden jeweils vorhandenen Kriechverformungen können mit

der im Abschnitt 2 1 abgeleiteten Gl 6) ermittelt werden Z.B erhalt man für tm tt

E EtrdJ ' °~(o) r(tg,rj+A0?<, <f(tt,ro + A<n3) r(u,r3)t A<r(9)
¦

9(tc, rs)

9(t,T)

T(tji

Abb. 20: Numerische Losung

Der in einem Intervall z B t * tg - tg auftretende Verformungs Zuwachs betragt:

£¦ A£ (t¥ - tj * O7o> 9(te, TJ +A0(4, 9(tg,r,l + (T(3) ¦ f(t6,T3)

+ A0?sj Cl+f(U. TsjJ' Et* dsJ

Somit muss für jedes Intervall der Einfluss samtlicher vorangehenden Intervalle neu

aufsummiert werden

6.2.2 Anwendungsbeispiel

Die Durchfuhrung der Berechnung soll an dem schon mehrfach behandelten Beispiel
der Spannungsrelaxation gezeigt werden

Beispiel (15): Spannungsrelaxation

Es werden die folgenden Intervalle gewählt: 1)

l.* tt ' Or20, tt*tr - 20**0, t0 + tt ' lfO+100, tt*t9 ' 100r3DD

t9rt„' 300 + 1000, tto + tft * 1000 r 5000, tn -f t1¥ = 5000 * iOOOO Tage

Die erforderlichen Kriechzahlen sollen nach dem ACI-Ansatz Gl 22) ermittelt werden,
wobei die Belastungsalter (Intervallmitte) Ti * 10, Tt « 15, Tj* 30, Ts ' 70, Tf • 200,
Tg• 650, T„*3000, Tn'7500 Tage 'zu berücksichtigen sind. In folgender Tabelle sind die 9(t,T)
-Zahlen für 9(7,*>) * 3,5 angegeben 2)

1)

2)

Da die Spannung 0~(f) anfanglich rascher abnimmt, ist es zweckmassig, die er¬

sten Intervalle kleiner zu wählen als die spateren.

In Abb 8) sind einige dieser ^(t,tj -Kurven aufgetragen
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tf ty **' te' u- tn' t^u*

20 40 100 300 1000 5000 lO'OOO

T0 * 10 9(1. TJ ' 0,949 1,450 1,994 2,501 2,876 3, 144 3,200

Tt • 15 9(t,r1) . 0,661 1,298 1, 875 2,378 2,740 2,997 3,057

T,'30 9(t T3) r 0, 834 1,644 2,173 , 2,521 2,761 2,816

Ts. 70 f(t.re)-- 1,153 1, 917 2,274 2,498 2,548

Tf 200 ru.h)' 1,436 1,982 2,205 2,251

t,' 650 <r(t,TJ ' 1,570 1,912 1,956

t„ • 3000 <r(t,T„)¦ 1,540 1,621

T,s . 7500 9(t.rf,)' 1,399

t, T in Tagen

1. Intervall K * t2 ' 1o+2o Tage:

Bedingung: Verformungs Zuwachs ist Null, d.h.

£ AE(t0-<rtf) 'O

<T(o) ¦ 9(tz, TJ + A TM ¦ [1+ 9(t,, TJ] ' 0

Ofe) ¦ 0,gif9 + A0T(1) [1+ 0,661] « O

A(T(i) « -0,571 <T(,)

Kriechverformung am Ende des 1. Intervalls:

E ¦ Ee (U *<T(.)-9(tltTJ + &üii)-9 (tt. TtJ

* 0\o) o,gvg -

0,571
¦ 0}o) ¦

0,661 * 4572'- 0~(oJ

2. Intervall tt t tf ' 2o-rUOTage:
EA£(tz*tu) 'O (Verformungszuwachs von tz bis tt, ist -Null)

OJ.) ¦ 9(t¥.Tj +A%)f(t¥, TJ + A(T(>) [1+ 9(t¥,Ts)]- E- eK(ij - O

Of.) 1,15o-0,S71 G~M
• 1, 298 + A 0~(t) [1+ 0,83l]- o,572 <Ue) * O

&V($) "0,0716 </?«/

Kriechverformung am Ende des 2. Intervalls:

£¦ £t (tj '<?*)¦ 9 (U, TJ + A(T(<) ¦ r(t¥, TJ+ AOfi) ¦ 9(t¥, TJ

- (Tio)-1,l5o - o/571(T(0)-1,298-olo7¥6 T(0j o,831 » 0^17-Cfr)

3. Intervall tM * tc * lo r 4oo Tage.

£¦ A£(t**ttJ " o

07o)- 9(t<,TJ + AfTtt) ¦ <f>(tc.TJ+A<T(,j ¦ 9(titT,J+ A(T(S)[l+9(U,.Tf)].E-ek(tJ*o
Or.)- 1,99¥-O,57l0f.j- 1,875- o,o7¥C Vfcj ¦ f, 6¥¥ + AOfsJ [<+1,153]'- o,£¥7 -QleJ'O

A0r*/ - -

o,o7¥f
¦ 0"co)

Analoge Berechnungen für die weiteren Intervalle geben:

A 0/7) ¦ -

o, oSlß

A0J9) * - o,o3¥5

A0~(H) » -

oto1fo

A0~(n) O,oo 61
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Spannung im Zeitpunkt tw= lO'OOO Tage:

T(ttt) ' Cl.) + £.A<T -
o, 172 ¦ 07.).

Das durchgerechnete Beispiel zeigt, dass eine solche numerische Berechnung recht

einfach abgewickelt werden kann. Der Umfang der Zahlenrechnung ist jedoch schon

bei dem behandelten einfachen Beispiel mit den gewählten 7 Intervallen beträchtlich.

Man muss nämlich für jedes Intervall die Einflüsse aller vorangegangenen Spannungs-
stufen neu aufsummieren.

6.2.3 Weitere Differenzengleichungen

Man kann für eine schrittweise Lösung der Aufgabe auch die folgenden Differenzen-Be¬

ziehungen verwenden:

Man unterteilt gemäss Abb. 21 den betrachteten Zeitabschnitt in einzelne Intervalle

to*tf, ti + ti,tz-rt3 etc. und ermittelt schrittweise die gesuchte Spannung an den

Intervallgrenzen, wobei:

0~(D * 07.) + A Oft)
¦ 07t) * Q~H)+ A 0(z) ; Oh) - (Rz) + A Ofj) etc.

Die Spannungsänderungen A<Tfi), AOft), A^ß) etc. werden durch Anschreiben der mit der

Aufgabe gegebenen Verformungsbedingung nacheinander ermittelt.

r(W

Abb. 21: Numerische Lösung

In einem ersten Rechnungsschritt wird die im elastischen Tragwerk zur Zeit t " t0
vorhandene Spannung Of.) bestimmt. Dann wird die am Ende des ersten Intervalls

ta r t1 auftretende Spannungsänderung AO?i) ermittelt. Der in diesem Intervall auf¬

tretende Zuwachs der Betonverformung folgt aus:

£• A£(tytJ ' O?o)f(tt, T.J + AO~d) ¦ [' 1¦ + o,5 ¦ f(t.,T.j]

Dabei wird angenommen, dass innerhalb des Intervalls die Spannungsänderung linear

mit der zugehörigen Kriechzahl von Null auf A(Ri) anwachse.

2. Intervall:

£A£(tfrtJ' 07.)[9(h,Tj- 9(ttlTJ]+ A0ct)-9(t„Tj+ A(T(z)[l+o,5 -9(t2,Tf)]

Daraus folgt A Oft)
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3. Intervall:

67) EA£(tt*tJ -- 0}., [9(t3, TJ- 9(tt, Tj]+ A%)[9(t3lTJ- 9(t2,rj]+
+ AF(2)- 9(t3, TJ + A0-(3) [1 +o,5- 9(t3, TJ]

Daraus folgt A0?3)

Analog ist das Vorgehen für die weitern Intervalle.

Die Genauigkeit der Lösung hängt von der Grösse der gewählten Intervalle ab.

Bei Berücksichtigung des Schwindens muss jeweils der im Intervall auftretende Zuwachs

der Schwindverformung zugezählt werden. Zum Beispiel ist:

AEs(ti+tJ • £,(U) - £s(tJ
Mit Hilfe solcher Differenzen-Ausdrucke analog Gl. 67) können beliebige Kriech- und

Schwindprobleme schrittweise gelöst werden. Allerdings ist der Umfang der Zahlen¬

rechnung meist sehr gross, denn man muss für jedes Intervall alle vorangehenden
Spannungsstufen neu aufsummieren. Solche Berechnungen werden daher vorteilhaft mit

elektronischen Datenverarbeitungsanlagen durchgeführt. '¦>

Es sei erwähnt, dass die im Abschnitt 4.4 mit dem Dischinger-Ansatz abgeleitete Dif¬

ferenzengleichung 35) als Sonderfall der Gl. 67) betrachtet werden kann. Beim Dischin¬

ger-Ansatz ist bekanntlich der Zuwachs der Kriechzahl in einem bestimmten Intervall

für alle Belastungsalter T gleich gross. Somit ist:

[9 (t3, TJ
-

9 (h, TJ] - [9 (tti TJ - f(tt, TJ] *

9(ttiTJ* A 9(;J

und Gl. 67) geht in Gl. 35) über:

£ AE (tt7tj * (07.) + AQ(i) + A 07z)) A f(J + A073) [1 + o,5 A9(3)]
35) E A£(tytJ * ^A^+AQ-^yi+o^ A9(j>]

Ein Vergleich von Gl. 67) mit Gl. 35) zeigt deutlich, dass nach dem Dischinger-Ansatz
eine viel einfachere Superposition möglich ist.

6.3 Lösungen von Trost

Trost2) hat nachgewiesen, dass bei Verwendung eines empirischen Ansatzes für 9(1,T)
die Betonverformung unter veränderlichen Spannungen 0"(t) auch mit folgendem Ausdruck

näherungsweise bestimmt werden kann.

68) €(tj - ?T Cl+9(t,Tj] + S^ilBi [1+f -9(t,T.j]+Es(t)

Der Faktor S wird als "Relaxationskennwert" bezeichnet. Das erste Glied beschreibt

den Verformungsanteil der im Zeitpunkt t* T. aufgebrachten, konstant bleibenden Span¬

nung (R.) ; das zweite Glied den Anteil der zwischen 0~(t) und &?.) verlaufenden verän¬

derlichen Spannung. £ (() ist die Schwindverformung.

D"er von t * T. bis t auftretende VerformungsZuwachs A€(tJm €(t) - £(T.) folgt aus

Gl. 68) mit 070 - (T(.) - A T(t) und A Es(t)'^(O-EflXlzu:

69) 6E(t) * ^f-9(i,TJ+ ^P- [l+S9(t,T.j]'+ A Es(tJ

1' D. Schade, W.Haas: Elektronische Berechnung der Auswirkungen von Kriechen und

Schwinden bei abschnittsweise hergestellten Verbundstabwerken.

Deutscher Ausschuss für Stahlbeton, Heft 244, Verlag W. Ernst u.Sohn, Berlin 1975

In dieser Arbeit wird darauf hingewiesen, dass bei Verwendung von Differenzen-Aus¬

drucken analog Gl. 67) bei komplizierteren Aufgaben grosse Zahlenmengen verarbeitet

werden müssen. Es ist daher vorteilhaft, die Integralgleichung 16) in eine Differential¬

gleichung überzuführen und damit die schrittweise Integration durchzuführen.

' H.Trost: Auswirkungen des Superpositionsprinzips auf Kriech- und Relaxationsprobleme
bei Beton- und Spannbeton. "Beton- und Stahlbetonbau" 62, 1967
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Gl. 69) stimmt vollständig mit der im Abschnitt 4.5 hergeleiteten Gl. 41) überein. An¬

stelle des mit dem Ansatz von Dischinger bestimmten Reduktionsfaktors Jf hat Trost

den Faktor 3 für einen empirischen 9(i,T) -Ansatz ermittelt. Er verwendet dazu die in

den CEB-Richtlinien (Ausgabe 1970) enthaltenen Angaben für die Kriechfunktion:

9(t,T) - K(T) ¦ 9n ¦ f (t-T)

wobei 9N ° 9(—,28) = Normkriechzahl für gegebene Betonqualität, Abmessungen
und Lagerungsbedingungen

k. (T) = Beiwert zur Berücksichtigung des Belastungsalters '

T (i'T) = zeitlicher Verlauf seit Belastungsbeginn

Trost bestimmt den f -Faktor mit Hilfe der Integralgleichung 16), indem er aus ver¬

schiedenen Annahmen über mögliche Verlaufsformen für (Ri) Zahlenwerte für f ein¬

grenzt.

Für die praktische Anwendung empfiehlt Trost folgende mittlere Reduktionsfaktoren:

70) J
*

°f85 bei Zwangsverformungen (Relaxation etc.)

71) Sa o,5*TfjF7i) bei Spannungs umlagerungen in Spannbetonquerschnitten'5'

Mit Gl.69) lassen sich Kriech- und Schwindprobleme in gleicher Art, wie in Abschnitt

4.5 gezeigt, lösen.

6.4 Lösungen von Bazant 3)

Nimmt man wiederum an, dass sich die zur Zeit t' t0 vorhandene Spannung 0?.) bis zum

Zeitpunkt t infolge Kriechen und Schwinden umA(T(t) ändere, so gilt:

Q~(t) - 07.) + a (T(t)

Der Verformungs Zuwachs A£(t)* E(t)- £(ij ,
welcher im Zeitintervall t= ta bis t ent¬

steht, kann nach Bazant wie folgt angeschrieben werden:

72) A£(t) - "^- 9(t,TJ + Yfßj * A£sf0

Das erste Glied beschreibt die Kriechverformung für die konstante Spannung 07.); das

zweite Glied die infolge der Spannungs änderung A CT/V/entständene elastische und Kriech¬

verformung; mit A£t(t) wird die im Intervall entstandene Schwindverformung bezeich¬

net. E(t,T,)ist ein ideeller Modul folgender Form:

73) £ (t, TJ -

1+X (t, TJ ¦ f (t, TJ

Durch den Koeffizienten X (t,Ti)d.h. durch die reduzierte Kriechzahl X(t, TJ
•

f(t, T,J
wird die Verlaufsform der Spannungsänderung ^GY^berücksichtigt.

Für X (t,T.)* t,o wird:

£ (t, TJ - £ -

779(t,T.)

E wird häufig als sog. "effektiver Modul" bezeichnet und für Näherungsrechnungen
in der Praxis verwendet.

1) Nach CEB (1970) gilt für Normalbeton:

2)

3)

r« ? ii 28 90 36o Tage

W It t.z 1,o e,75 o,5-
H.Trost: Zur Berechnung von Spannbetontragwerken im Gebrauchs zustand unter Be¬

rücksichtigung des zeitabhängigen Betonverhaltens", Beton- und Stahlbetonbau 1971,

Z.P. Bazant: "Prediction of Concrete Creep Effects Using Age. Adjusted Effective

Modulus Method", ACI-Journal, April 1972
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Setzt man Gl. 73) in Gl. 72) ein, so wird:

74) AS.(t)' ^<f(t,Z.J+ ±^l [l+X(t,TJ-9(t.Tj] + A£s(i)
£

'

£

Gl. 74) stimmt mit der aufgrund des Ansatzes von Dischinger abgeleiteten Gl. 41) und

auch mit der von Trost angegebenen Gl. 69) überein. Statt den Reduktionsfaktoren 8t

bzw. S werden in Gl. 74) genaue 7C(t,Ti)-¥a\storen eingeführt.

Bazant ermittelt die 7C(t, TJ -Faktoren durch numerische Auswertung der Integralglei¬

chung 16) mittels Computer. Als Kriechfunktion wird der ACI-Ansatz Gl. 20) verwendet.

Der Untersuchung wird die folgende Verformungsbedingung zugrunde gelegt:

75) SU)' £s(tJ - £,+ 6,-9 (t,T.)

Dabei ist £(t)die Gesamtverformung, £s(t) die Schwindverformung im Zeitpunkt t
. £a und

£. sind gegebene, konstante Verformungen.

Die mit Gl. 16 und Gl. 75) bestimmten "X(t,T.J -Faktoren sind unabhängig von der Grös¬

se von £0 und £1 und gelten daher gleichermasse,n bei:

- Spannungsrelaxation (£0 - eingetragene Verformung Ol.)JE und £f*o)

linear mit 9(t,Tj anwachsendenVerformungen (z.B. Schwinden, stetige Auflagersen¬

kung bei statisch unbestimmten Betonkonstruktionen)

In Abb. 22 sind aus der Arbeit von Bazant einige mit £= const. ermittelte X(t,T.J-
Faktoren aufgetragen.

1,o

WT.)

','

;'

O.S*?

0,S2f
~xyio~°

0,$tS

<*£%*

I i i

.963
i

o,9*3
TD = Belastungsalter (Alter

bei Belastungsbeginn)
in Tagen

(t-T.) = io4 Tage (~ 27 Jahre)
Zeit seit Belastungsbe¬
ginn

?•#,£; nach ACI-Ansatz Gl. 20)

C)t 1,0 1,8 2,o 2,8 3,0 3p- *f(~,7)

0,5 l,o 1,8 2,o 2,8 3,o 9(".2tJ

Abb. 22: Reduktionsfaktoren nach Bazant

Beispiel (16): Spannungs relaxation

Verformungsbedingung: 4 E (t) " O

Aus Gl. 74) folgt für A£s(t) » O :

AT(tJ C(o)
9>(tJJ

i+-K(tyj-9(t,Tj

Für: \?n (~,7) •

3,5 (&l.2oJ, Te • lo Tge; (t-T.) •> 1o¥Tge.
9(to*,1o)° 3,21; X (t, TJ -

o, 9o3

wird: A 0~(t) = -

o,823
• Q~(o)

<T(tJ = o,i77 Or.)
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Beispiel (17): Schwinden in starr festgehaltenem Stab

Verformungsbedingung: A£(t) *o

Aus Gl. 74) folgt für T(e) - o
(i)

*™)'™>*-f+£(tfr.)-9(t,T.j
Für: f„ (~,7) '3,5; T. - lo Tge; (t- T.) - 1o¥ Tge.

9(1o*, to)*3,2t; X(t,TJ =r o, 9o3

A Es (0 * - 3o 1o'*; £ « 3oo'ooo kp/crÄ

wird: <T(t) ' 23,1 kp/crfi

Die Einführung von Reduktionsfaktoren X(t,tJ erlaubt somit eine genaue Kriech- und

Schwindberechnung bei Verwendung eines beliebigen Ansatzes für 9(t TJ . Allerdings
gelten die von Bazant angegebenen X(t, T.) -Faktoren nur für den angenommenen

^(t, TJ -Ansatz und für Probleme, bei denen die Verformungsbedingungen Gl. 75)

genau oder angenähert erfüllt sind.
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Zusammenfassung

Die bisherigen Ausführungen haben gezeigt, dass derzeit eine Reihe von Berechnungs-
verfahren zur Berücksichtigung der Kriech- und Schwindeinflüsse zur Verfügung stehen.

Allen diesen Verfahren liegen die gleichen Berechnungshypothesen zugrunde, nämlich

- -linearer Zusammenhang zwischen Kriechverformungen und Betonspannungen

- Gültigkeit des Boltzmann'schen Superpositionsprinzips für die Kriechverformungen

Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich in den der Berechnung zugrunde gelegten
Ansätzen für die Kriechfunktion 9(t,T)und den sich damit ergebenden Formulierungen
der Spannungs -Verformungsbeziehungen.

Wie in den früheren Kapiteln dargelegt wurde, kann die in einem betrachteten Zeitab¬

schnitt auftretende Verformungsänderung im Beton entweder in Form einer Integral¬
bzw. Differentialgleichung oder in Form einer Differenzengleichung oder in Form einer

Gleichung mit Reduktionsfaktor dargestellt werden.

Nachfolgend sollen diese Darstellungsarten in vergleichbarer Schreibweise nochmals

aufgeführt werden. Die jeweils verwendeten Ansätze für die Kriechfunktion sind wie

folgt bezeichnet: £ = Empirischer Ansatz, £ ,

= Dischinger-Ansatz, R = Rüsch-An¬

satz.

Integral- bzw. Differentialgleichung:

£: A£b(t) ' £b(t)- £b(tJ ut

* *(t™nK^'9(W +
±[^-9M-dr*fcW.Z(X)] (Gl. 16))

£b £b *i.z/r

D : d£b (t) *-L d%(t)+4-<rb (t) ¦ d<f(t) + d£s (t) (Gl. 27))
Eb Eb

R: d£b (0 » ^- d(Tb (tj + -?-<rb«J- d9t fO * *** (0 <G1- 55»
£b Eb r

Differenzen-Gleichungen:

(Beispiel für 3. Intervall)

E: A£b (tt*ts) ' 4f [9(U,Tj-9(ttlV.)]+ *£™ [<r(tt,rj-9(u,Tj] +

+ AVb(2) . r(ftirt)i. ^<jt} [l+o,5f(t3Tj]+ AEt(tx*ts) (Gl. 67))
£b £b

ö: A Eb (t% *tt) - SM - A <?<» + ±-pl [l + o,5A <f(3)]+ A€s (tz -

tj

R: A£b(tt7tJ
- £«* -A9kM+

*&&

(Gl. 35))

£k(t*rtj
*

-^?i Äff (3) +

—jp— [1+fy + o,5 •

Äff (3)]+ A £S dt + t3)(Gl. 60))

Gleichung mit Reduktionsfaktor:

E: A £b (tj - $&- ¦ 9 (1, TJ + ^111 [ffX(trj- r(t, TJ] + A £s (tj (Gl. 74))
** Eb

fi: A£b(t) ¦ -^ • 9(t) + 4M1 [1+X<?(t)] + A£s(tj (G1.41))

R: A €b (t) « 2&1 ¦ 9f (l) +
*Tk(t) [f+fy*Xf9f (0] * A £t(t) (Gl. 61))

£b Eb
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Die Berechnung der Einflüsse von Kriechen und Schwinden auf die Spannungen in einem

Bauteil wird vorteilhaft in folgender Reihenfolge durchgeführt:

Ermittlung der beim Eintragen der Dauerlasten im elastischen Tragwerk entstande¬

nen Spannungen ^(tj'^il») und <7i(t)* °e(o)

Ermittlung der im betrachteten Zeitabschnitt / 'o bis t durch Kriechen und Schwin¬

den bewirkten Spannungsanderungen ACb(f) und Ade(t)

Die notwendigen Bestimmungsgleichungen werden durch Anschreiben der mit der

Aufgabe gegebenen Verformungsbedingungen (z.B. Ebenbleiben der Querschnitte) und

unter Beachtung der Gieichgewichtsbedingungen erhalten.

Für die Betonverformung ist die im Zeitabschnitt entstehende Verformungsanderung

A£b(t)' Eb(t)-Eb(i.) einzuführen

Ermittlung der Spannungen am Ende des betrachteten Zeitabschnittes:

01(0 - 0l(.) + A(Tb(t)

Oilt) ' Tt(o) * ATe(t)

In der gleichen Reihenfolge können z B. auch Tragwerksdeformationen ermittelt wer¬

den.

Genauigkeit und Umfang einer solchen Berechnung hangen von der Form der zugrunde¬

gelegten Kriechfunktion 9(i,Z) und vom gewählten Rechenverfahren ab

In der Praxis bevorzugt man einfache Verfahren, welche eine rasche Abschätzung der

Einflüsse von Kriechen und Schwinden auf Spannungen und Verformungen erlauben. In

den meisten Fallen sind dazu die auf dem Dischinger-Ansatz aufgebauten Berechnun¬

gen nach wie vor am besten geeignet Eine zu grosse Genauigkeit ist bei solchen Be¬

rechnungen nicht erforderlich, denn die dabei verwendeten Kriechzahlen und Schwind¬

masse sind in der Regel nur angenommene Mittelwerte. Das im Kapitel 4 abgeleitete
Losungsverfahren mit Reduktionsfaktoren 3? oder eine Rechnung mit Differenzen genügt
meist vollauf.

Legt man der Berechnung den im Kapitel 5 erläuterten Rusch-Ansatz zugrunde, so er¬

halt man genauere Ergebnisse als mit dem Dischinger-Ansatz. Dies ist vor allem in

jenen Fallen angezeigt, wo sich die Mangel des Dischinger-Ansatzes besonders stark

auswirken. Dazu gehören die sog. Relaxationsprobleme (Spannungsabbau nach aufge¬
zwungener Verformung); Tragwerke bei denen massgebende Dauerlasten in einem spa¬

teren Zeitpunkt aufgebracht werden; abschnittweise erstellte Tragwerke usw.

Fuhrt man die Berechnung mit einem versuchsmassig begründeten empirischen Ansatz

für 9(t,T)durch, so erhalt man die zuverlässigsten Ergebnisse. Wie in Kapitel 6 ge¬

zeigt, ist dabei der Rechenaufwand meist betrachtlich, so dass derartige Berechnun¬

gen vorteilhaft mit Hilfe von EDV-Anlagen durchgeführt werden Solche genauen Be¬

rechnungen sind bei allgemeinen Untersuchungen oder bei komplizierten Problemen,
wo eine höhere Genauigkeit erforderlich ist, angebracht.

In gewissen Spezialfällen kann durch Einfuhrung genauer Reduktionsfaktoren nach Trost

oder Bazant die Rechnung wesentlich vereinfacht werden.
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8. Anhang:
Kriech- und Schwindberechnungen bei Verbundkonstruktionen

8. 1 Verbundquerschnitte

Beliebige Verbundquerschnitte gemäss Abb. 23 aus Beton und Stahl (schlaffe Bewehrung;

Spannglieder; Stahlprofile). Zwischen Stahl und Beton besteht vollständiger Verbund. Im

Beton treten nur Druckspannungen oder geringe Zugspannungen auf, so dass mit einem

ungerissenen Betonquerschnitt gerechnet werden kann.

• • z

\ /

(m

•

T
•

Of o.

-< I 1

a

-• '

O " Spannstahl
• * schlaffe Bewehrung

Abb. 23: Verbundquerschnitte

Die auf die entsprechenden Schwerpunkte bezogenen Teilquerschnitte sind:

4

Schwerpunkt
Fläche

Trägheitsmoment

Beton- Gesamter St

Querschnitt: Querschnitt:

sB Se

Fb
Jb

fi
Je

8. 2 Spannungen und Verformungen vor Kriechbeginn

Beim Aufbringen der Dauerlasten auf die Verbundkonstruktion (Zeitpunkttmto ) wirken

in einem Querschnitt gemäss Abb. 24 die Schnittgrössen N0 und Mc . Die im Beton und

Stahl auftretenden Spannungen 0Z(o) und 0g(.) können mit Hilfe folgender ideeller Quer¬

schnittswerte ermittelt werden:

Verhältnis der elastischen Moduli: /? » Ee / Eb

Fläche* Fl * Fb+nFe

Abstand 5/ von Sb : t'O- 2-S.
F)

Trägheitsmoment: J; * Jb+ nJe + nFea (a-t)

Unter Beachtung der in Abb. 24 angegebenen Abstände und Vorzeichenregeln er¬

hält man:

76) <Tb(o) - ¦£- +-^2. .

y; ; <Te(J - n %(J
F} J;
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ds ' l.o

•

Q

\-i\
St,
—(

.

Mo St,

7v

rj
'*

St

>

*J 'No

*

~< r—

Vorzeichen: + » Zugkraft, Zugspannungen, Verlängerung
+ * Moment, Verdrehung )

Abb. 24: Spannungen und Verformungen im elastischen Verbundträgerelement

In Spannbetonquerschnitten ist bei Aufbringen der Vorspannung mittels Spanngliedern im

Zeitpunkt t'U noch kein Verbund zwischen Spannstahl und Beton vorhanden. Bei Ver¬

nachlässigung der im Querschnitt vorhandenen schlaffen Stähle wirken die Vorspann¬
kräfte und die Schnittgrössen aus Dauerlast in diesem Zeitpunkt nur auf den Betonquer¬

schnitt.

Bei Spannbetonquerschnitten mit sofortigem Verbund (Herstellung im Spannbett) sind (T0(o)
bzw. (Tt(.) die Spannungen, welche nach Absenken der Spannbettkraft Zv zusammen mit

den Spannungen aus Dauerlast im Querschnitt auftreten.

Für die rechnerische Behandlung der Kriecheinflüsse werden die im Zeitpunkt t* t0 im

Beton wirksamen Schnittgrössen Nb(o) und Mb(.) . d.h. die Resultierenden der Spannun¬

gen OIM benötigt.

Aus den Betonspannungen in Sb bzw. am oberen und unteren Rand erhalt man:

Sb

Nb(J « (Tb(J
¦ Fb

77) Mb(J « °bM - 0l£) j
d

Man kann bei Verbundträgern diese Schnittgrössen Nb(J, Mb(.)auch aus den Gesamtschnitt-

grossen «V0 und M0 herleiten und erhält:

78)

Nb(o) * No-ft- - M0yti

Mb(o) » M0JL
Oi

Sind im Querschnitt Spannstähle angeordnet, so muss bei Anwendung letzterer Formeln

die Art der Eintragung der Vorspannung (nachträglicher Verbund oder sofortiger Ver¬

bund) berücksichtigt werden.

Verformungen:
Die im Zeitpunkt/» 4 auftretende elastische Verformung im Verbundträgerelement ds « t,o
erhält man gemäss Abb. 24 aus:

79) Vb(J> %(J

80)

Mo Mb(.)

£b J? £b Jb

.
*M

+
MbM

EbFb £bJb

(Verdrehung oder Krümmung)

(Verlängerung)

y&

Dabei ist yi bzw. yb der Abstand einer beliebigen Querschnittsfaser von S/bzw. S5

46



8.3 Berechnungen mit Dischinger-Ansatz

8.3.1 Lösungen mit Umlagerungs-Schnittgrössen

Im betrachteten Zeitintervall t* t0 r in wachse die Kriechzahl um A<p und das

Schwindmass um AES an.

Durch die im Verbund wirkenden Stähle werden die Kriech- und Schwindverformungen
des Betons behindert, wobei im Querschnitt eine Spannungsumlagerung eintritt. Die¬

se Umlagerungsspannungen erreichen am Intervallende die Werte A"~b und4<7e (Abb.

25). Die Resultierenden dieser Umlagerungsspannungen im Beton und Stahl sind die

Umlagerungs-Schnittgrössen A Nb, A Mb und ANe.AMe

*S'',° .

¦AVb .-Alpe

Abb. 25: Umlagerungs-Schnittgrössen und Verformungsänderung

Nimmt man an, das betrachtete Verbundträgerelement gehöre zu einem statisch be¬

stimmt gelagerten Träger, so werden durch Kriechen und Schwinden keine system¬

bedingten zusätzlichen Schnittgrössen geweckt. Die Umlagerungsspannungen A^o und

AOg bilden einen Eigenspannungszustand, und es. gelten die folgenden Gleichgewichts-

bedingungen.

ANb + ANe ' o81)

82) A Mb + A Nfa + A Me " o

Die durch Kriechen und Schwinden im Trägerelement ds » 1,o entstehenden Verformungs-

änderungen verlaufen gemäss Abb. 25 linear über den Querschnitt und sind für Beton

und Stahl gleich gross.

Für die Beschreibung der Betonverformung unter der von <£/o^b'is (Tb(o) + AO~b wir¬

kenden veränderlichen Spannung wird die im Abschnitt 4.5 abgeleitete Beziehung Gl. 41)

eingeführt. Für eine beliebige Querschnittsfaser ist:

<ZM aW ^
AO~b

41)

42) X - öS*

A9

A9

2o

£b
(1+XA9) + A£S

Formuliert man die Gleichheit der Verformungsänderung von Beton und Stahl in der

Faser So ,
so erhält man:

83)
ANe Ft^M

,
W

.

a) . 69 + (^ +£%- a)'(l+*A9)+AEs
EeFe ^£bFt, EbJb J \ £bFb £bJb J

Die Gleichheit der Aenderung der Verdrehung führt auf:

AMe
•
» —-= ay r

EDJb
84)

Ee0e £bJb

"!>™-
A9

+±2±
(1***9)
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Mit dem Gleichungssystem 81) bis 84) lassen sich die vier Umlagerungsschnittgrös-

senANbl AMb und ANe,AMe ermitteln. Die Auflösung dieser Gleichungen gibt:1'

85) ANt "AN* -

[******¦"'V 7TA9j[l+ !^(1-rXA9)]+Mb(J!l^A9
ö

86) £M s
'aE£eFeA£s+NbM^ 69]- %* (1* 9tA9) -t-MbM^A9(u!l§-(1+9eA<r))

D

87) AM m
"*[£*FeAE, +Nb(J- 5ST A9]- Mb(»)[!1ib~' * ^(li- T*(1+XA9))]A9

88) D* 1+tE (i+*a9) fi* ?$£) + £ <t+**9) (f+^d+xtrj)

Für den Sonderfall der Bewehrung nur einer Lage in Se d.h. für Je * O erhält

man die bekannten Formeln:

fNblo) MbM )

89)
AAU .-^.P..

EeAEs+nAY (-FT +-§?¦*)

1+n^r (l+&2l.)(1+ Xf)
Fb * Jb '

90) AMb » - ANe ¦ a

Mit den derart bestimmten Umlagerungs-Schnittgrössen können die Umlagerungs¬

spannungen AO"b, Ade ermittelt werden.

- rr ANb AMb .,

91) AOl
« — y

i^£
¦

yb

_ A Ne AMe
92) AOe * =-£¦+ 2-zr5-

• Jfe
'e Je

Die durch Kriechen und Schwinden bewirkten Verformungsänderungen folgen aus:

/t1b(o)
^
Mb(J ) /&Nb AMb \,. »

93) A£b- *£e '(z*+-£b-jb-ybjA9+(^r+j-±y6)(f
+ XA9)+A£s

94) 4^, - AVle ' ^T ** * 4^r <1***9)
EbJb EbJb

8.3.2 Lösungen mit ideellen Querschnittswerten

Wie vom Verfasser gezeigt wurde 2)? können Umlagerungsspannungen und Verformungen
in einem Verbundquerschnitt statt mit den unhandlichen Formeln 85) bis 94) einfacher

mit Hilfe eines ideellen Querschnittwertes ermittelt werden

Die zu Beginn des Kriechens im Beton vorhandenen Spannungen sind 0~b(.) und die zuge¬

hörigen Teilschnittgrössen Afc,<Vund Mb(.) (Abb 26)

Die Schwindverformung wächst affin zur Kriechzahl zum Endwert AE% an und kann da¬

her auch als Kriechen infolge einer in Sb angreifenden konstanten Normalkraft N$ auf-

gefasst werden

95) Ns ' 0}- fb ;
A£s£b

Af

(Ns erzeugt im Betonelement ds =1,0 eine Kriechverformung von der Grösse

•g- - Alf mA£SJ

*) nach Trost: Beton und Stahlbetonbau 9/1971

2) M. Birkenmaier: Berechnung von Verbundkonstruktionen aus Beton und Stahl. Verlag
Leemann, Zürich, 196 9. Die Berechnungsformeln sind hier für dl * 0,5abgeleitet wor¬

den.
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+ ' Zugspannungen u. /Terlangerungen.

Abb. 26: Umlagerungsspannungen und Verformungsänderungen

Nun führt man folgenden ideellen Querschnittswert ein:

1

\

\—s''° 1

1
1

y

Z_ \^— 1-
u

St

Si'

-a£b*-Aee

•Ayk. -Ayre

Wertigkeit
Fläche

Abstand S't von Sb

Trägheitsmoment

n ¦ n (f+X-Af) ,
X*o,5t2£.

F* - Fb+n*-Fe
2°

C
Fi"

Ji* • Jb + nJe + n"re ¦ a (o-f)

Man lässt die Teilschnittkräfte NbU), Mb(.) und Ns auf den ideellen Querschnitt SF
wirken und erhält die Betonspannungen 0£%y

96)
tr*, ,

(Mbr.) + iVs)
.

Mk(.)-(tf,,(.)*t1s)t* ...*

v>M
¦

—fr«—
*

jrz Jt

Dabei ist y/* der Abstand einer beliebigen Querschnittsfaser von Si*

Mit Hilfe der Spannungenv^M lassen sich die Umlagerungsspannungen in einer belie¬

bigen Querschnittsfaser sehr einfach bestimmen:

97) AOZ =-[(%(.)+o-sJ- 02,%)] f*9Ay
98) AÜi * <%(.)'" • &?

Die im Verbundträgerelement ds = 1,0 infolge Kriechen und Schwinden auftretenden

Verformungsänderungen erhält man aus:

OIM
99) A£b » AEe ¦ A9 (DehnungsZuwachs einer Faser)

100)
A*r Atir »

Mb(')-(Nb(*) + Ns)t* Aep
,„ , , . .

Af>b*
A

Jpg
*
—" ——— '— • ÖT (Verdrehungszuwachs)

EbJi

Es lässt sich einfach nachweisen, dass die hier angegebenen Formeln 97) bis 100)

identisch mit den im vorigen Abschnitt 8. 9. 1 abgeleiteten Formeln sind.

8.3.3 Anwendungsbeispiele

Beispiel (17): Stahlträger-Verbundquerschnitt

-16,3

, ,
• So kplcrn für ü"b
* «oo kpIcA für "e

3SS 132B

Abb. 27: Verbundkonstruktion
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Auf Verbundträgerquerschnitt gemäss Abb. 27 wirke ein Biegemoment von Mo ' 5o Mp.

Gesucht ist der Einfluss von Kriechen und Schwinden auf die Spannungen im Querschnitt.

Annahmen: Eb - 3,o ¦ 1os kp/cnf

£e - 21,o ¦ 1oskp/cni ; n*7

Af* 1,o -, AES ' -25 to~s

Querschnittswerte:

Fb ' 5ooo cm ; Jb • 166667 cni

Fe ' 18o cm ; Je - 687¥o crn

Q ¦ 35 cm

ideeller Querschnitt mit n » £g/Eb :

Fi ¦ 626o cm ; t * 7,o 15 cm

Ji = 1880 675 cm¥

ideeller Querschnitt mit n * n (1+X • Af)

X - e,7o
¦ n" '26,6

Fi" - 9788cm ;
t« ' 17, 12cm

J/* - 1991181 er*

Spannungen vor Kriechen: (siehe Tabelle)

5o1os
OIM -

Teilschnittgrossen:

NbM *

I880 675
y; ; <%(<>)' 70g(o) (gi.76))

19,73 5ooo - - 93636 kp (Gl. 77))

Mb(o) * *s,3t*7>86 . 166667 ' l/13foo kpcmAGl.ll))
80

0} -
' 3.Q 1o'2S-1o-s..„,k

(G1 95) j

Ns * • 18,75 ¦ 5oo -
- 3375o kp.

Umlagerungsspannungen: (siehe Tabelle)

%(•) • - 19,11 + t}73f5 ¦

yj

AOi * -[(<Fb(.J+(Ts)-(rb(.)]- 1,o53

AOi ' 01%) ¦ 28

(Gl. 97))

(Gl. 98))

Spannungen nach Kriechen und Schwinden: (siehe Abb.27)

Obfa) ' °b(o) + ATb • QbM - (Te(.) +AOi

y/ *• <5cV <r,(.) Oi KW AOi A<re <Z(»J Oi(n)

in / -17,05 -27,12 -45,31 -18,75 -3 8,98 +26,41 -18, 9

in St - 7,05 -18,75

in 2 + 2,96 - 7,12 + 7,86 + 55,1 -18,75 -24,35 -14,17 -681,9 - 6,3 - 627

in 3 +52,95 +42,88 +985,4 +12,23 +342,4 +1328

kp/cm2

(-19.5)1)

(653)1)

(+1335)1)

cm + = Zugspannungen

Rechenkontrolle: <d^** • Fb + AQg" ¦ Fe ¦ o

*¦' Genaue Zahlenwerte nach Wippel: "Berechnung von Verbundkonstruktionen aus Stahl und

Beton", Verlag Springer, Berlin, 1963
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Verformungen:

Einfacher Balken mit Verbundquerschnitt gemäss Abb. 27.

Spannweite 1 = 10,0 m.

Dauerlast wird auf elastischen Verbundquerschnitt aufgebracht und erzeugt in Feld¬

mitte ein Biegemoment. Mo * 5o,o Mp
Gesucht ist die Durchbiegung in Feldmitte.

£ So fos- lo- 1o*
O, 92 cm

Elastische Durchbiegung:

/ / i =.
S'Mo tz

omt'l

¥8-£b-Ji
'

¥8-3,o1oS-i8,8o7-1oe

Durchbiegung infolge Kriechen und Schwinden:

Mb(o) und Nb(o) verlaufen längs Balken wie M0 d.h. parabelförmig; Ns-1" hat auf

ganzer Balkenlänge einen konstanten Wert. Somit ist gemäss Gl. 100):

A&n, - S(Mb(.)-NbM-t*)L*- ^ _
Ng-f-l1 A<f>

18Eb-Jl* aebö;»

£(Mb(o)-Nb(')t*)-6Ns-t" L%A%t
¥8 %,-J;

* 3 (1,131 ¦ hs + o,93636-lo'-17,12) +6-o,937S-10^-17,12 ft>. h8./jf K / t1

18-3,o- to' -

¥9,91¥St ¦ 1oK
'

Durchbiegung nach Kriechen und Schwinden:

tfm s &*>(*) + A Sm * 2,o3 cm.

Beispiel (18): Spannbeton-Träger

Spannbeton-Träger gemäss Abb. 28 wird nach dem Spannbettverfahren (sofortiger
Verbund) hergestellt. Auf den Querschnitt wirkt ein Moment aus Dauerlasten

Mg ¦ IS Mp- m

cm.

.°. lern

f,°. 8c

!2o

lo.

So

to

H+>

3o

©
®

-,$b
a*21.¥

28,57

4 i©

36,5. 36.8

VoMp

\ti". lo *">

"f,u*2o*>4

©

I

1—p>ZvUm 16oMp

28.3 66¥

Abb. 2 8: Spannbeton-Träger

fc - schlaffe Bewehrung
fx ¦ Spannstahle

Zy ' VorSpannkräfte im Spannbett
<Ty"c 8ooo kp/erA (Spannbettspannung)

Oy". SoOO kp/cn»

Annahmen: Eb ' $5
¦ loB kp/cmx

Eo ' 2f-1os kp/cm ; n-Q

9(n)' A9 '1,2

Es(n)' A£s --1o-1o-5

Querschnittswerte:

Fb ' 36oO a^A; Jb - 13,2o to'cm

H'' 9+8 « 12cm*

/£"« 1o + 2o ' 3o cm ; Fe ' £**/*" " *?«»*

et. • 21, ¥3 em

3, m 857l¥ em
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ideeller Querschnitt mit n * £e/£b •'

n • 6

F; . 3852 cni

t ' t.locm

Ji « 19,1215
¦ totem"

ideeller Querschnitt mit n*'« n(1+XAfJ
X * o,7l
n* » 23,89

Fi* * 16o3cm

t* « 1,67 cm

Ji* ' 67,267 los cm

Spannungen vor Kriechen: (siehe Tabelle)

QlM *-2°° *>*
+

1S-h*-(t,6o-¥8,6-ol¥oSt.<t)-toS m -S192-o,2168 yi (Gl. 16))
*' '

38S2 ¥9,¥2¥S-1os
J

AO\co) = AVer.) * n rrbr0)

Teilschnittgrossen:

Nb(.) * -51,86 36oo ' - 185,67
¦ lo3 kp (Gl. 77))

Mb(.) s
-56,38 + 36,76

^& /qS a _ /q £6? 1q8 kpcm
12o

« .
3(Sh*¥o-1o-S

m _ 3333 kf>^ . N$m _^ h3kp
1,2

y/ r OiM AOif.)'
AOi Co) orb%) AO], 40z -

AOi Ol In) Oe(n) Oi(J

in 1 -61,4 -64,67 -36,76 -69, 88 + 0,22 -36,5

in 0 -51,4 -54,67 -235,4 -69,34 -1747 -1982 +3253

in St, - T4 -51,57

in u +4 8,6 +45,33 -383,5 -63,98 -1612 -1996 +6004

in 2 +58,6 +55,73 -66,38 -63,44 +38,08 -28,3

(Gl. 95)

kp/cm2

(36,8)X)

(5991)1)
(27,7)1)

cm

-(185.67 + 12o,o) lo3 - 1o,667 ¦ tos + (1,8567 + 1,2oo) to*¦ 1,67 .»

67 276 ¦ to* ZZ'

Umlagerungsspannungen: (siehe Tab.)

W 16o3

« - 6&,¥l +o,o536
¦ yi*

A% ' -[(%(*)+0}) - <Tb%)] ¦ 1,o5

A<TM ' AOi = <Tb(o) 25,2o

(Gl. 96))

(Gl. 97))

(Gl. 98))

Spannungen nach Kriechen und Schwinden: (siehe Tab.)

<0b(n) ' ObM * AOI ¦

(%(„)* Vy + A0}(<>} + AOi; Oetn) * AGe(*) + AOi

Verformungen:

Spannbetonträger gemäss Abb. 28 wirke als einfacher Balken mit Spannweite / = 20, 0 m

Elastische Durchbiegung in Feldmitte:

£mM
' ±

. äLtl -_£.
.
2y-18,6-ZS-51,*

W> 18 Eb.j; W fb-j;

- 5¥S-1oS-6(t,6¥8,6-o,*-51,*)hS ^ . f{>s m . £7cm
** ¦ 3>S ¦ *»* ¦ «*, ¥SS

' *>'
(Stich nach oben)

1)
Zahlenwerte nach Trost: Zur Berechnung von Spannbetontragwerken. .

Beton- und Stahlbetonbau 9/1971
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Durchbiegungsänderung infolge Kriechen und Schwinden:

Man benötigt die Teilschnittgrössen Nb(»), Mb(.) getrennt für Vorspannung V , Mo¬

ment Mg und Schwinden 5 .

infolge V: <£$ ' -So,3o
¦ <%£) - + 19,tl ; %".) - - 119,7¥ kplorA

Nb(?)* - 181,e8- to'kp; Mb(.) * - ¥9, 997- lo* kp cm

infolge Mg: %%) - -

1,27, 0~b}o) -

-55,9o, <Tbt) - +53,36 kp/cm

Nb(.) • - ¥,57- to'kp; Mb(») - + 39,331
• to* kpcm

infolge S: Nb(.) - Ns - - 12o,o -to'kp

A&m - S<39> 331 * «,57 ¦ ¥,87j ¦ foB -r 6 {- ¥9,997 + (f,8to8 + 1,2ooo) ¥, 67) 1o* » .s

¥8 3,5- to* ¦ ¥9, ¥25 ¦ to*
'

» y-1,78cm.

Durchbiegung nach Kriechen und Schwinden:

&m * Sm(») + A&m * +1,21 cm.

8.4 Berechnungen mit Rüsch-Ansatz

8.4.1 Lösungen mit ideellen Querschnittswerten

Beim Rüsch-Ansatz für die Kriechfunktion (Kapitel 5 Abb. 18d) wird die im Intervall

t* t„ -t tn auftretende Kriechzahl Af in einen Anteil fy (verzögerte Elastizität)
und einen Anteil Äff (Fliessen) zerlegt.

Af ~ f{, + Äff

Die vor Beginn des Kriechens (Zeit/"A> ) im Querschnitt vorhandenen Spannungen sind

<Tb(.) und Qe('J.

Durch den bei 6* io sofort eintretenden Kriechanteil fv werden diese Spannungen auf

Q^ro) und (j^(ö)verändert.

Die durch das Kriechen entstehenden Umlagerungsspannungen sind^CT^ und A<Te .

Für die Verformungsänderung im Beton gilt Gl. 61) und 63):

ei) A£b-^a* + 4r('*%+*?•**)

63) *f ' °>S *

2o7uf¥,9y)

Für die Bestimmung der Spannungsumlagerung und der Verformung werden folgende
ideellen Querschnittswerte benötigt:

n Is.
Eb

Fi - Fb + nfe

t - &¦*

J; * Jb+nJe + nFeafa-t)

Fi - n(1+fv)

Fi » Fb +nFe

t.i&.a

J/ » Jb +nJe + nfe-a (a -t)

n*' n(1*9y+»fAff)

F)" 'Fh + n'Fe

t
Q*

% - Jb + yje+n"Fe-a(o-n
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H-5/*

^^»^ft...*¦<y

Abb. 29: Umlagerungsspannungen und Verformungen

Spannungen beim Aufbringen der Schnittgrössen N0 und Mo auf den elastischen Verbund-

querschnitt: (Zeitt'to )

rr-
No Mo ~ rr-

76) %(.)
-

-jr +-jj- y; ; «5/5»; - /»• oio

Spannungen zur Zeitt'to mit Berücksichtigung des Kriechanteils 9y :

101) Tb(m) -

*
* Mo-No(t-t).

y.
. pe(o) . -. ^

Teilschnittgrössen im Betonquerschnitt:

-
- ¦%

102) Nb(.) " <Tb(.)
¦ Fb

103) MbM - KU ¦ Tb°'>
- Jb

d

Die Schwindverformung wird als Kriechen unter einer in Sb angreifenden Normalkraft

Ns erfasst.

104) /V4 - <5-fl ; <5 =

—^

Nun reduziert man die Beton-Schnittgrössen Nb(.), Mb(0) und Ns auf den ideellen

Schwerpunkt 5/" und ermittelt die Spannungen:

105)
%%) =

(«*> + *)
+

Fib(o)-(tbt.>+Ns)t» •

' ° '

Fi" Oi*

Mit Hilfe dieser Spannungen kann man die Umlagerungsspannungen wie folgt bestim¬

men:

106) AOl =
- [(Ojr.) + (FS) - <rbyj - „t^+^.Aff)

107) AQe ' <£<V • nAff

Die Spannungen nach Kriechen und Schwinden sind:

108) <Tb(h) « <Tb(.) + AOI ¦ (%(„) « Öe(.) +A0Z

Die in einem Verbundträgerelement ds » to auftretenden Verformungen sind: (Abb. 27)
Elastische Verformungen zusammen mit sofort eintretendem Kriechanteil fy :

109) Eb(°) " £e(°) =

~p— (1*9y) (Verlängerung einer Faser)

HO) ¥b(») ' %(•) - äsdhSLll(f+fy) (Verdrehung)
EbJi
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Verformungsänderung infolge Kriechen und Schwinden:

er*
111) AEb(.)» A£e(')' -^r-¦ Äff (Verlängerung einer Faser)

112) A\*b*A*..
**>m («»O+WAff (Verdrehung)

£b %*

8.4.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel (19): Stahlträge r -Verbundquers c hnitt

Siehe Beispiel (17), Abb. 27

Annahmen:

Eb - 3,0 ¦ hS kp/enf
Ee • 21,o ¦ 1os kp/ent -

n • 7

Af > 9V + A9t > o,8 + 3,2 • 1,o ; Sef - o,S +££.-, - of59
A£S' -25- 1o's

2o(1+f¥)
-s-

Querschnittswerte:

Fb ¦ Sooo cm ; Jb ¦ 166667 cm

Fe * 18o cni ; Je ¦ 6871o cm
•

a ¦ 35cm.

n * 7 n_mn(1+fy) - 12,6 /?*¦ n(1+f,+XfAff)* 25,73
Fl * 626b cm Fi* 7268cm Fi"* 9612cm

/ « 7,o1S cm f « h, 92 cm t* - 16,85cm

Ji' l'88o'675cm Jf 2'91926o eJt Jj* . 1'888'33ocnf

Spannungen vor Kriechen: (siehe Tabelle)

W ' fSte/rs* ;<£(•)• 7-<£(•) (gi.76>)

Spannungen zur Zeit t'to mit Berücksichtigung des Anteils^ :

%(e) ' 2%¥¥'26o & ,
°eM * W ÖbM (Gl. 101))

Teilschnittgrössen:

NbM - -

18,51 ¦ Sooo • - 92723 kp (Gl. 102))

MbM '
' 2*' ' 166667 ¦ 3o9"ooo kpem (Gl. 103))

OJ •- 3.Q1Q5 25 10mSm _ 23, VI kp/erv (Gl. 104))
3,2

Hs ' '

23,11 ¦ 5ooo m
- 117188 kp.

Umlagerungsspannungen: (siehe Tabelle)

Oih
-

C32723 * 1f7f88)t 3o9ooo +(92723 * 117188)16,85 *

Gl 105))* '
36¥2 ¥'888'33o yi

= - 2ft 77 + o, 787
¦ y*

AOi - - [(<rbu) +0$) - QbbjJ' 0,868 (Gl. 106))

Ade ' <%%} •

22,1 (Gl. 107))

Spannungen nach Kriechen und Schwinden: (siehe Tabelle)

(Tb(n) ' ö\(9) + AOi . <Tt(n) » Öi(o) + AOi
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yi yV
*

y/ <%(.) %(.) %W Her.) Oi Ob"») A% Ade ObO,) Oe(n)

in 1

in St,
in 2

in 3

-17,05

+ 2,96

452,95

-20,92

-10,92
- 0,92

449,08

-26,85

- 6,85

-143,15

^45,31

+ 7,86 + 55,1

4985,4

-35,53

-18,54
- 1,56 - 19,7

+1050,2

-18,75

-18,75

-38,30

-24,18

+11,12

+13,87

- 3,36 -541,6

+249,1

-21,70

- 4,92 -561,3

41299

cm

Rechenkontrollen:

kp/cm2
- % - s,

0~br.)
¦ Fb + Ggf.)

¦ fe * o

AOi*¦ Fb + AO?*- Fe - o

+ = Zugspannungen

Beispiel (20): Spannbeton-Träger

Siehe Beispiel (18), Abb. 28

Annahmen: Eb = 3,5 ¦ 1os kp/cm ¦ £e * 21 ¦ lo5 kpfcm ; n*£

9n « 1.2; 9y'o,ß ; Aff -3,1

Xf o,59 (Gl. 63))

£s(n)* AES - ~1oto'S

Querschnittswerte:

Fb * 3€oo cm

Fe - 12 cr$

a * 21,13 cm

Jb ' 13,2o-hscJ(
Je s o,85711-1oecm¥-

n * 6,o

Fi *365Zcrn

t ' 1,1o cm

Ji » 19,1215 foscm

n* n(1+fy) *to,8

Fi * 1o53,6 cm

1 * 2,1 cm

5j -51,3o7-1o5cm

h*' n(1+9y+ *f Aff) • 22,93

F^ ¥563,1'cn?
f* 1,52cm

Ji*' 66,31356 1oscm

Spannungen vor Kriechen (t * t0)

0-b(.)'-2°ofoi'+ 15to'i-(l.6-18,6-oystl¥).toS
a.£l92.o2MCg.„.*w 3852 19,12¥5-1o*

* ' ' "'

A0i(o) * A0}(.} c 6%(.)

Spannungen t*t0 mit Berücksichtigung von 9V *o 8 :

- Zoo-fo» ¥8-1o*-(t.6-¥S,6-o,¥ St,¥)los-
^_ ,u „,

_

We--5S5äF7 *

S¥,+21S-1o* 'y,'-^.31-0,225-y,

AdeM - A0l(o) * fo,8 ¦ öi(o)

Umlagerungsspannungen t * t» :

Nb(o) = - 18,8o ¦ 36oo -
- 17568o kp.

MbM» •6278[3S-3Z ¥3,2o.tof=-9, 7o15¦ 1oskp-cm
Ico

(Gl. 76))

yi (gl ioi))

(Gl. 102))

(Gl. 103))

Q-e_ 3f5- h*-1o h
n.¥ff$ k/>/cfj . fo*-11,18 Xoo "118235 kp (Gl. 104))

3,1

rr* 323915 -9.7o¥5¦ fos+ 3.23915 to5-1,523 _*

^
"

-¥S6jl
*

66,31356-to*
*

= - 7a, 99 * o,o7¥6
¦ yi*

AOi ' ~ [(0~b(.) +0iJ- 01%;] ¦ o,8So

AOg = A Ol m Gi"{B) ¦ 2o, 1

(Gl. 105))

(Gl. 106))

(Gl. 107))
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(cm, kp/cm2)

y/ y<- ** OiM ne.) AOgc.) «

aO\b) 0~b (.) ATb
ATz*

oTe Gb(») <Z(i) TZM

in 1 -61,4 -62,4 -64,5 -36,76 -35,32 -75,80 + 0,62 -34,7
in 0 -51,4 -52,4 -54,5 -39,23 -37,57 -405,8 -75,05 -1531 -1937 +3063

in Sb - 1,4 - 2,4 - 4,5 -51,57 -48,80 -71,33 +16,60 -32,2
in n +48,6 +47,6 +45,5 -63,91 -60,03 -648,3 -67,60 -1379 -2027 +5973

in 2 +58,6 +57,6 +55,5 -66,78 -62,28 -66,85 +32,58 -29,7

Spannungen nach Kriechen und Schwinden t 'tn

%M ' Qir.) +A%; Oe(») * AOe(o) + AOi ; &}(») ¦ <fr + A&(.) + AOi
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Zusammenfassung

Im vorliegenden Bericht wird ein systematischer Ueberblick über

die wichtigsten Berechnungsmethoden zur Berücksichtigung des

Einflusses von Kriechen und Schwinden bei Betonkonstruktionen

gegeben. Dazu werden einige für die praktische Anwendung geeig¬
nete Lösungsverfahren abgeleitet und an Beispielen erläutert.

Synopsis

This report describes a systematic survey of the more important

analytical methods for taking into account the influence of creep

and shrinkage on concrete structures. Moreover, several methods

suitable for practical applications are derived and explained with

examples.

Resumä

La präsente publication donne une vue d1 ensemble des methodes

de calcul les plus importantes qui permettent d'examiner l'influence

du retrait et du fluage dans les constructions en b6ton. En outre,

quelques methodes de risolution propres ä §tre utilisies dans les

applications pratiques sont proposees et illustrees par des exemples.


