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VORWORT DES INSTITUTSVORSTEHERS

Kriechen und Schwinden des Betons spielen bei allen steifigkeitsabhingigen Problemen im
Stahlbeton und Spannbeton (Verformungen, Zwéngungen, Verbundwirkungen) eine wichtige
Rolle. Die grosse Bedeutung dieses Phinomens zeigte sich schon bei den ersten Bauwer-
ken aus Eisenbeton, und aufgrund der damaligen Kenntnisse iiber das zeitabhingige Verfor-
mungsverhalten des Betons entwickelte Dischinger in den Dreissigerjahren erstmals einen
leistungsfdhigen und wirklichkeitsnahen mathematischen Ansatz zur Berechnung von Kriech-
und Relaxationsproblemen. Fiir eine sichere Verwendung der Vorspanntechnik in der Bau-
praxis waren aber weitere, sorgfdltige Untersuchungen unbedingt erforderlich. In den bei-
den letzten Jahrzehnten erschienen deshalb mehrere hundert Arbeiten, die sich mit physi-
kalischen Grundlagen, Beobachtungen an ausgeflihrten Bauwerken und geeigneten Rechenver-
fahren befassten.

Herr Dr. Birkenmaier hat diese Probleme als Direktor der bekannten Spezialfirma fiir
Vorspanntechnik STAHLTON AG und als langjdhriger Prédsident der SIA-Kommission 162
(Stahlbeton, Spannbeton) eingehend studiert und seine Untersuchungen in verschiedenen
Publikationen veroffentlicht.

Die vorliegende Arbeit enth&lt eine Zusammenfassung iiber den Stand der heutigen Kennt-
nisse auf diesem Gebiet, eigene, interessante Berechnungsvorschldge und einen verglei-
chenden Ueberblick tuber die fiir die praktische Anwendung geeigneten Rechenverfahren.

Die Leitung des Instituts filir Baustatik und Konstruktion freut sich, diese Arbeit von Herrn

Dr. Birkenmaier, Ehrendoktor der ETH Ziirich und Foérderer des Instituts, im Rahmen
der eigenen Publikationen herauszugeben. ‘

Prof. Dr. Ch. Menn



VORWORT DES VERFASSERS

Der Baustoff Beton weist bekanntlich ein sehr komplexes, zeitabhingiges Verformungs-
verhalten auf. Beim Austrocknen eines Betonkdrpers entsteht eine Volumenverminderung,
welche als Schwinden bezeichnet wird. Wird ein Betonkérper einer dauernden, konstanten
Belastung ausgesetzt, so tritt zunédchst eine elastische Verformung auf, gefolgt von einer
mit der Zeit anwachsenden, plastischen Verformung, welche als Kriechen bezeichnet wird.
Grosse und Verlauf dieser Langzeitverformungen werden von vielen Faktoren wie Beton-
aufbau, Lagerungsbedingungen, Abmessungen des Betonkdérpers etc. beeinflusst.

In den letzten Jahren sind bedeutende Fortschritte in der Kenntnis der physikalischen Pro-
zesse, welche diesen Langzeitverformungen zugrunde liegen, erzielt worden. Man ist aber
derzeit noch weit davon entfernt, eine allgemein anwendbare physikalische Gesetzméssig-
keit fiir diese Vorginge formulieren zu kénnen. Man hat daher seit langem bei diesen Pro-
blemen eine phidnomenologische Betrachtungsweise angewandt, indem man an Versuchskér-
pern diese Langzeitverformungen unter den verschiedensten Bedingungen beobachtete. Auf
diesem Weg wurden auch die baupraktisch wichtigsten Einflussgréssen erkannt und Unter-
lagen geschaffen, mit welchen eine Voraussage der zu erwartenden Schwindverformungen
und Kriechverformungen unter konstanter Beanspruchung moglich wurde. Solche Unterlagen
findet man heute in verschiedenen Normen und Empfehlungen.

Die rechnerische Erfassung der Auswirkungen von Kriechen und Schwinden in einem Trag-
werk wird dadurch erschwert, dass man es dabei nicht mit konstanten, sondern mit zeit-
lich verdnderlichen Betonspannungen zu tun hat. Zur Lo&sung solcher Aufgaben muss man
eine Spannungs-Verformungsbeziehung formulieren, welche die Bestimmung der Kriech-
verformung auch flir zeitlich verdnderliche Spannungen erlaubt. Eine solche Beziehung
stellt dabei ein Rechenmodell dar, welches je nach Aufbau mehr oder weniger genau die
bei Versuchen festgestellten Langzeitverformungen des Betons beschreibt.

Ein solches allgemein anwendbares Rechenmodell wurde schon in den Dreissigerjahren von
Dischinger der Fachwelt vorgelegt. Obwohl man bald erkannte, dass dieser Dischinger-An-
satz gewisse Méngel aufweist, wird er wegen seines einfachen Aufbaus auch heute noch
der Mehrzahl von Berechnungen zugrunde gelegt.

Im letzten Jahrzehnt ist eine Reihe von Forschungsarbeiten verdffentlicht worden, die Vor-
schldge fiir eine genauere rechnerische Erfassung der Kriechverformungen bei zeitlich ver-
dnderlichen Spannungen enthalten. Mit solchen wirklichkeitsniheren Rechenmodellen kann man
auch komplizierte Kriech- und Schwindprobleme zuverldssig behandeln. Die Verschieden-
artigkeit der in diesen Arbeiten enthaltenen Formulierungen erschwert hdufig die kritische
Beurteilung der einzelnen Vorschlége.

In vorliegender Arbeit werden die fiir die praktische Berechnung besonders geeigneten Re-
chenmodelle und Ldésungsverfahren nach einheitlichen Gesichtspunkten dargestellt. Dabei
soll auch gezeigt werden, dass diesen verschiedenen Formulierungen die gleichen Berech-
nungshypothesen zugrunde liegen.

Zurich, Juni 1975 M. Birkenmaier
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1. Betonverformungen unter zeitlich konstanten Spannungen

Grosse und Verlauf der zeitabhingigen Verformungsanteile des Betons werden in Dauer-

standsversuchen durch Messung der Léngsverformungen an prismatischen oder zylindri-
schen Probekdrpern festgestellt. Bei solchen Versuchen werden normalerweise die in
Abb.1 schematisch aufgetragenen Verformungsanteile gemessen:1 :

- Elastische Verformung 59//1',), die unmittelbar beim Aufbringen der Spannung ent-
stehende Verformung.

- Kriechverformung EA- (t) , die iliber die elastische Verformung hinausgehende, mit
der Zeit anwachsende Verformung. '

- Schwindverformung 5, (t), die am gleichartigen, jedoch unbelasteten Betonkérper in-

folge Austrocknung entstehende Verkiirzung.

e
T const.
.. v
|
1 2 Zeit (Beforalter)
E(t)

1
e, 0) &1 &)
4 ¢ A >

Abb.1: Verlauf der bezogenen Verformungen im Beton

Wird gemédss Abb.1 in einem Zeitpunkt {z der Priifkdérper entlastet, so tritt zuerst
eine elastische Riickverformung e/ () auf, welcher sich eine mit der Zeit zunehmen-
de Kriech-Riickverformung & (¢) anschliesst. Letztere wird auch als Kriecherholung
oder verzdgerte elastische Riickverformung bezeichnet.

Bei konstant bléibenden Lagerungsbedingungen sind die Verlaufskurven fir &g (#/ und
5, (// stetig und streben nach lingerer Zeit einem Grenzwert zu.

1)

v

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird statt G, & (¢)& o etc. hier 0] E(t]€q.Ex.E
gesetzt. Der Index ,b" wird spiter nur dann eingefiihrt, wenn z.B. zwischen
Beton- und Stahl-Anteilen unterschieden werden muss.

Sofern in den spiteren Ableitungen Vorzeichen erforderlich sind, gilt: Zugspan-
nungen und Verldngerungen sind positiv.



Der komplexe Aufbau des Werkstoffes Beton bringt es mit sich, dass eine Vielzahl von
Faktoren sowohl Groésse als auch Verlauf dieser Langzeitverformungen beeinflusst. Auf-
grund der heute zur Verfiigung stehenden zahlreichen Versuchsergebnisse kann man die-
se Faktoren den folgenden Gegebenheiten zuordnen:

- Betonqualitét

(Zementart, Zementmenge, Art der Zuschlagstoffe, Wasser-Zementverhiltnis,
Art der Verdichtung etc.)

- Lagerungsbedingungen
(relative Luftfeuchtigkeit und Temperatur in der Umgebung des Priifkdrpers)

- Abmessung
(Grosse und Form des Priifkérpers)

Die Kriechverformung eines Betonkdrpers héngt ausserdem ab von:

- Belastungsintensitét

(Grosse der auf den Beton aufgebrachten Spannung im Verhiltnis zur Wiirfeldruck-
festigkeit)

- Belastungsalter
(Alter des Betons beim Aufbringen der Belastung)

In den letzten Jahren sind wesentliche Fortschritte in der Erkenntnis der physikalischen
Gesetzméssigkeiten, die solchen Langzeitverformungen zugrunde liegen, erzielt worden. 1)

Der fir die Berechnungspraxis wichtige lineare Ansatz, bei welchem im Bereich des Ge-
brauchszustandes 2) die Grésse der Kriechverformung & (¢/ proportional zur Hohe der
wirkenden konstanten Spannung angenommen wird, wurde auch durch neuere Versuche als
brauchbar bestétigt.

Somit lidsst sich &g (t) in bekannter Art auf die elastische Verformung E,/ beziehen und
die Kriechzahl ¥(¢)einfiihren.

1y & lt] = &, -90l) = £-g01)

Dabei wird als Bezugs%résse der im Betonalter von 28 Tagen vorhandene Elastizitits-
modul £= 5;28 gewéhlt Gemaiss Gl.1) beschreibt die Kriechzahl ?(l‘) den zeitlichen
Verlauf der £ -fachen Kriechverformung bei einer konstanten Spannung O = /0

In Abb.2 sind aus einer Versuchsreihe die flir einen bestimmten Beton ermittelten Kriech-
zahlkurven fiir Belastungsalter T = 8, 28, 90, 365 Tage dargestellt. Bei diesen Versu-
chen waren alle Probekérper aus dem gleichen Beton hergestellt und auch gleichen La-
gerungsbedingungen ausgesetzt. Somit sind hier einzig das Belastungsalter T und die
Zeit seit Belastung(f -7/ als Verinderliche aufgetreten.

Die Abbildung zeigt anschaulich den massgebenden Einfluss des Belastungsalters T auf
Grosse und Verlauf der Kriechzahl.

4)

Siehe z.B.: A.M. Neville: "Creep of concrete, plain, reinforced and prestressed",
North Holland Publishing Company, Amsterdam, 1970.

H.Risch, D.Jungwirth, H.Hilsdorf: "Kritische Sichtung der Verfahren zur Beriick-

sichtigung der Einflisse von Kriechen und Schwinden des Betons', Beton- und
Stahlbetonbau, Hefte 3, 4 und 6, 1973.

d.h., unter Spannungen die 40-50% der Wirfeldruckfestigkeit /w28 nicht iberschreiten.

Bekanntlich &ndert sich der £ -Modul auch mit fortschreitendem Erhirtungszustand,

d.h. auch er ist eine Funktion der Zeit. Fiir die praktische Anwendung ist es zweck-
massiger, ¥(?) auf einen festen Wert von £ zu beziehen.

M. H. Ro§: "Vorgespannter Beton', EMPA-Bericht Nr.155, Ziirich 1946
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Abb. 2: Kriechzahlkurven fiir verschiedene Belastungsalter

Zur Unterscheidung der einzelnen Kriechzahlkurven in Abb.2 w&hlt man vorteilhaft die
Parameterdarstellung.

POLT), ¥t T;) efe.
Dabei ist 7,, Tz etc. das zugehorige Belastungsalter und ¢ die Zeit bzw. (¢-T3), (¢-T;)
etc. die Zeit seit Belastungsbeginn. Als Nullpunkt der Zeitachse ¢ und 7 wird der

Herstellungszeitpunkt (Abbinde- oder Erstarrungsbeginn) des Betons gewihlt.

Die Gesamtheit der Kriechzahl-Kurvenschar wird mathematisch durch eine Funktion
P(¢ T) dargestellt, wobei T ein beliebiges Belastungsalter bedeutet.

Im folgenden wird die Kurvenschar ¥(? TJals Kriechfunktion bezeichnet.

Fiir eine im Zeitpunkt #= T, aufgebrachte konstante Spannung ¢(7;/erhilt man die Kriech-
verformung im Zeitpunkt ¢> {; aus:

oy & ()« T gre 1)

Addiert man zu é‘k(t‘/die elastische Verformungfd(fg/ und die Schwindverformung &{?/,
so ergibt sich die Gesamtverformung & (#/aus:

o & o= G e T e v g )

Dabei ist £(f/der im Belastungsbeginn vorhandene Elastizititsmodul des Betons.

Da der Einfluss der Verinderlichkeit des £ -Moduls auf die Grosse der Gesamtver-
formung normalerweise gering ist, kann vereinfachend angeschrieben werden:

o &) = T [1eertT]lr £ 1)

Die Formeln fir die Bestimmung der Betonverformung unter zeitlich verédnderlichen
Spannungen 0t} werden im folgenden Kapitel abgeleitet. 1) Diesen Ableitungen wird
ebenfalls die Kriechfunktion $(¢,T) zugrundegelegt.

Fir einen Bauteil, bei welchem man die Abmessungen, die Betonqualitdt ( Zementart,
Zementmenge, Konsistenz bei Herstellung) und die Lagerungsbedingungen (mittlere rel.
Luftfeuchtigkeit, konstante Temperatur) kennt, wird das Kriechverhalten durch eine
Kriechfunktion ¥ (¢ T) vollstindig beschrieben. '

Im Kapitel 3 werden verschiedene Ansidtze zur Beschreibung der Kriechfunktion aufge-
fihrt.

1)

In den meisten Fédllen der Praxis sind die Betonspannungen nicht konstant, sondern &n-
dern ihre Grosse mit der Zeit zum Teil betriichtlich. So wird z.B. in einem Spannbe-
tontriger die anfidnglich eingetragene Randspannung infolge Kriechen, Schwinden und
Stahlrelaxation stark abgebaut.



2. Betonverformungen unter zeitlich verinderlichen Spannungen

2.1 Stufenférmig verédnderliche Spannungen

Die Ermittlung der Kriechverformungen unter einer zeitlich verinderlichen Betonspan-
nung erfordert einige besondere Ueberlegungen.

Zunidchst soll fir die in Abb.3a dargestellte stufenférmig von 0 (f)bis (TJabnehmen-
de Betonspannung die Kriechverformung bestimmt werden.’

Grundlage fiir eine solche Berechnung bildet eine Schar von Kriechzahlkurven P,
In Abb.3b sind solche Kurven fiir Belastungsalter T, bis T, schematisch aufgezeichnet.

Wie ersichtlich, sind die einzelnen Spannungsstufen so gewé&hlt, dass sie mit den Bela-
stungsaltern T bis Ty iibereinstimmen.

Um die gestellte Aufgabe l6sen zu kdnnen, muss eine Berechnungshypothese eingefiihrt
werden. Eine solche, all%emein anwendbare Hypothese ist das von Boltzmann eingefiihr-
te Superpositionsprinzip ). Danach kann man eine verénderliche Spannung in einzelne,
bis zum betrachteten Zeitpunkt reichende, konstante positiv oder negativ wirkende Span-
nungsstufen zerlegen und fiir jede dieser konstanten Spannungen die Kriechverformung

fir sich ermitteln. Dann werden diese Verformungsanteile zusammengezé&hlt.

Die gesuchte Kriechverformung soll nun nicht in ihrem gesamten zeitlichen Verlauf,
sondern nur fiir einen bestimmten Zeitpunkt f=& ermittelt werden. Man benétigt da-
her fir diese Berechnung nur die in diesem Zeitpunkt f» vorhandenen Kriechzahlen

P(t,T) bis P(t,, Tyl fir die Belastungsalter T, bis T, . (Abb.3b)., Mit diesen Kriech-
zahlen kann man fiir eine konstant bleibende Betonspannung die zugehérige Kriechver-
formung geméss Gl.2) bestimmen. '

In Abb.3c sind die Kriechzahlen ¢/s,,95) bis Plen, %) als Ordinaten iiber den entsprechen-
den Belastungsaltern % bis %4 aufgetragen.

Eine durch diese Ordinatenendpunkte gelegte Kurve zeigt die mit wachsendem Bela-
stungsalter abnehmende Grosse der Kriechzahlen ‘f’({n,flz .

Nach dem Boltzmann'schen Superpositionsprinzip kann man die in Abb.3a dargestellten
verinderlichen Betonspannungen in einzelne, bis #» reichende, positiv oder negativ wir-
kende konstante Spannungsstufen zerlegen und die Kriechverformung jeder Stufe fiir
sich bestimmen. Anschliessend werden die Einfliisse der einzelnen Stufen einander
iberlagert.

Man nimmt also an, dass die Spannung0 (7/)von #=T, bis £=#,als konstante Spannung
wirke und erhé&lt fiir diese Stufe eine Kriechverformung von:

E@ " P ({nl 7:}
3
oder eine £ -fache Kriechverformung von:

a-(z:) : ?(fn, T;)

1)

2)

L.Boltzmann: "Zur Theorie der elastischen Nachwirkungen', Wiener Berichte, 3.10.
1874

D.McHenry: "A new Aspect of Creep in Concrete", Proc.Am.Soc. of Testing Mat.,
Vol.43, 1943

Eine im Belastungsalter 7,+{,aufgebrachte Spannung erzeugt nur eine elastische Ver-
formung, und es ist in diesem Zeitpunkt noch keine Kriechverformung vorhanden.
Daher ist P(7,,4,) =0.



Dann betrachtet man die Spannungsstufe [f(ro)" (/rf)], welche von T, bis th als
Entlastung, d.h. im negativen Sinne wirkt und folgende & -fache Kriechverformung

erzeugt:
-[T(T) - T(r)] - F (1, T))
Analog wirken die weiteren Spannungsstufen [T(T,)-0(T)], [a(t;)-0(Ts)] und a(ts)
als Entlastungen und erzeugen somit entsprechende negative £ -fache Kriechverformungen.

Ueberlagert man nun die £ -fachen Kriechverformungen dieser einzelnen Stufen, so er-
hilt man die im Zeitpunkt ¢ =§, vorhandene £ -fache Kriechverformung zu:

5) £- 5((6-,/ - 0—{1;} . ?(fn. T:/‘[d'(l'.)-ﬁ"/ﬂ)] ?({n,ry)"[d-(z;/'a_(rg‘] ?(fn,z;)
-[T(G)-0(T)] Pt T3)- T(T) - P(tn T)

o)A Tt
o)l e _ oit)
rml (%) (%) (1)
ai(r). ('7_1'017:4 aT(t) l
(5)-0t) |
| FeEEeltn)
o(n) | N ;
| . L] .
b LT BT o & Y
S
A
P(tT)
b) 1 Pty T;)
" w?((n,f;)
wltn ) P07 v
T 1, 5 §, ¢ b AT
¢ = Zeit in Tagen
Ts k/as/un_qsa//er m Tagen
P,
\
\
\
\
\
c) ) T Z
CethOlet,n)
T T, T, T Ty ., T

Abb. 3:

Kriechverformungen unter stufenférmig verédnderlichen Spannungen



Eine anschauliche Darstellung fiir G1.5) ergibt sich, wenn man die verinderlichen
Spannungen, wie in Abb.3d gezeigt, lber den zugehdrigen Kriechzahlen auftrigt.
Ueber #(t,T)wird T(T) , uber #(£,7) wird 0 (7)) usw. aufgetragen und der stu-
fenférmige Spannungsverlauf eingezeichnet.

Aus Abb.3d ist ersichtlich, dass die Kriecheinflisse der einzelnen Spannungsstufen
in G1.5) sich hier als horizontale Flichenstreifen darstellen.

Die gesamte £ -fache Kriechverformung gemiss Gl.5) wird in Abb.3d als Inhalt der
von dei' Spannungslinie (f)und der P(#,,7) -Achse eingeschlossenen Fliche darge-
stellt.

Man kann auch’die Klammerausdriicke in Gl.5) auflésen und die einzelnen Glieder
anders zusammenfassen:

6) £ Exlln) = T(T) [Pty T)- £, )] +T(T) [Pltn, T,)- 204, T:)]
T(T) [Plh, G)- #(t,, )] * T(T) - [P(t, T)- % (tn, T)]

In der Darstellung der Abb.3d erscheinen jetzt die einzelnen Glieder von Gl.6) als
vertikale Streifen. Die gesamte £-fache Kriechverformung stellt sich wiederum als
Inhalt der eingeschlossenen 0 (t)- $(1, T)-Fliche dar.

Addiert man zur Kriechverformung & (¢4 die elastische Verformung &Ey(#,/und die
Schwindverformung & (¢s), so erhdlt man die Gesamtverformung & (£s/.

Da im vorliegenden Beispiel gemé&ss Abb.3 im Zeitpunkt #, keine Betonspannung mehr
wirksam ist, so gilt hier Eg (tn) = 0

Man sieht, dass die Anwendung des Boltzmann'schen Superpositionsprinzips bei stufen-
formig verdnderlichen Spannungen recht einfache Formeln liefert.

Die Brauchbarkeit dieser Hypothese kann nur durch Vergleiche mit entsprechenden
Versuchen bewiesen werden. Die derzeit bekannten Ergebnisse von Kriechversuchen
unter verédnderlichen Spannungen zeigen, dass mit dem Boltzmann'schen Superpositions-
prinzip die Kriechverformungen bei verédnderlichen Betonspannungen recht zuverldssig
bestimmt werden kénnen.?Insbesondere wird auch die bei vollstindiger Entlastung des
Priifkérpers beobachtete Kriecherholung mit diesem Prinzip rechnerisch zutreffend be-
schrieben.

1)

2)

3)

Da £(¢,,7) immer eine dimensionslose Grosse ist, hat der Flédcheninhalt die Dimension
einer Spannung, d.h. kp/cm2,
Siehe z.B.

- A.D.Ross: ""Creep of Concrete under Variable Stress', Journal of American Con-
crete Institute, Vol.29, 1958.

- R.D.Davis: "Some Experiments on the Applicability of the Principle of Superposition",
Magazine of Concrete Research, Vol.9, London 1967

- I.J.Jordan, J.M.Illstone: "Time-dependent strains in sealed concrete under systems
of variable multi-axial stress', Magazine of Concrete Research, Vol.23, London 1971.

Verlauf der Kriechverformung nach vollsténdiger Entlastung: Ueberlagerung der von Ty bis ¢
wirkenden Spannung 0= {0 mit einer von 7; bis ¢ umgekehrt wirkenden Spannung 0= 10 gibt:

Ty
E-E.) = P(LT,)- (L T;)

Ex&lt) == (47,

1)

—— P(tT;)
Eﬁ(ft/ '




2.2 Stetig veradnderliche Spannungen

Bei den meisten Kriechproblemen hat man es nicht mit stufenférmig, sondern mit ste-
tig verédnderlichen Spannungen zu tun. Daher soll nachfolgend die Anwendung des Boltz-
mann'schen Superpositionsprinzips bei stetig verdnderlichen Spannungen erliutert wer-

den.

In Abb.4a ist schematisch der Verlauf der Spannungen 0 (#welche von 0(fJbis T (4,)
stetig abnehmen, dargestellt.

Der Verformungsberechnung wird wiederum eine beliebige Kriechfunktion V(f,??zugrun-
degelegt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die einzelnen #(¢, 7] -Kurven stetig verlaufen,
mit wachsender Zeit seit Belastungsbeginn immer flacher werden und fiir £ =**°® eine ho-
rizontale Tangente aufweisen. In Abb.4bsind fir einige Belastungsalter T die Kriech-
zahlkurven schematisch aufgetragen.

Da wiederum die Kriechverformung fiir einen bestimmten Zeitpunkt ###, ermittelt wer-

den soll, bendtigt man die Werte der Kriechzahlen $(%, 7/, die im Zeitpunkt & fir alle
Belastungsalter T, bis {» =#» auftreten. Trigt man gemidss Abb.4c diese Kriechzahlen

?(l‘n,T/wiederum als Ordinaten iiber den entsprechenden Belastungsaltern T auf, so er-
h&dlt man eine Kurve ?"ﬂn, Z'/, welche die Abnahme der Kriechzahl mit wachsendem Be-
lastungsalter T zeigt.

Es soll nun fiir die gemé&ss Abb.4a gegebene, veridnderliche Betonspannung, welche von
einem Anfangswert 0 (T)auf 0(f,)stetig abnimmt, die Kriechverformung &g (¥n)bestimmt
werden.

Nach dem Boltzmann'schen Superpositionsprinzip erhélt man 5k((»)durch Ueberlagerung,
d.h. Summierung der Einfliisse der einzelnen Spannungsanteile.

Man nimmt an, dass die anfingliche Spannung 7(%) gemiss Abb.4a von ¢=7, bis t =&n
als konstante Spannung wirke und demnach folgende £ -fache Kriechverformung erzeuge:

7) (1) P(tn T.)

Dieser Kriechverformung werden die in Abb.4a eingetragenen Spannungsanteile a7 (7T)
iberlagert, welche wegen des stetigen Verlaufs von T(¢Jals Spannungsdifferentiale be-
trachtet werden miissen.

Man erhélt fiir einenbeliebigenBelastungs - Zeitpunkt T diesen differentiellen £ -fachen
Kriechanteil aus:

E-dE(t,) = dT(T) - ¥ (tn,T)

Die Aufsummierung aller Differentiale zwischen To und ¢, ergibt:
2—- tn X
) [4(0) (4. T)

=0

1) In Abb.4a ist do-(r)eine Spannungsabnahme und daher mit negativem Vorzeichen ein-
getragen.
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-dT(T)
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U= Belastungsaller, t = alg. Zeitkoordinate
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Abb.4: Kriechverformung unter stetig verdnderlichen Betonspannungen

Die Ueberlagerung von Gl.7) und Gl. 8) ergibt die durch 0'(() pewirkte £ -fache
Kriechverformung.
T=t,

9y  E- Eclt) = T(T) ¢4, T) +/dwrl. #(t,,T)
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oder in mathematisch vollstdndiger Schreibweise: 1)

r-tn
10) £'~Ez(ln)’0'(&)'$°(t,,fol‘ /g%f_) P(fn,’[/'dr

T=7,

Gemiss Abb.4a und 4b ist in jedem Zeitpunkt t =T ciner Spannung a-(rleindeutig
eine Kriechzahl ?(t‘,,, 1.'} zugeordnet.

Man kann somit die Spannung 0'(!‘[ statt in Funktion der Zeit ¢ gemidss Abb.4a auch
in Funktion der Kriechzahl ¥(#, T)darstellen, wie das in Abb.4d gezeigt ist. Das
Kriechdifferential Gl.7) ist in Abb.4d als schmaler, horizontaler Flichenstreifen ein-
gezeichnet. Damit wird ersichtlich, dass die durch Gl.9) bestimmte E -fache Kriech-
verformung in Abb.4d als Inhalt der zwischen der O(#) -Kurve und der #(%,7)-Achse
liegenden Fliche erscheint.

Aus der gleichen Abbildung entnimmt man, dass dieser Flicheninhalt auch durch
Aufsummieren vertikaler, schmaler Flichenstreifen

11) E-dE(t.) = - T(T) dP(tn,T)
bestimmt werden kann.

Somit kann die Kriechverformung auch mit folgendem Ausdruck bestimmt werden:2)
T,
12) E+Ex(bn) = -fa'(r) AP (ty, T)

-7,

oder

T’é)’
5 £ Eclt) == [r(r) - FHET . g4r
S

Man kann GIl.13) auch direkt aus Gl.10) ableiten, indem man die letztere Gleichung
partiell integriert.

Wird zu & (fy) noch die im Zeitpunkt #=4, vorhandene elastische Verformung Ee(tn)
und die Schwindverformung & (%,)addiert, so erhilt man die Gesamtverformung E(t,)
Da der Einfluss der Verinderlichkeit des Elastizitdtsmoduls £(7)auf die Gesamtver-
formung normalerweise klein ist, kann fiir den elastischen Verformungsanteil mit
einem konstanten Modul £ gerechnet werden.

Zoln
14) E(h,) = TLodk , O ;a/e,.,z;)*;.’-/%;.ﬂ . 0/tnT)- ST Estn)
%

oder

T=t,
15) & (ty) = Zgﬁl e 0"/1’)--6—%%-"'2}-0’2'*&/:»/

s Tq
Fir die Herleitung der Gl.14) und 15) zur Bestimmung der Kriechverformung Ex
wurde vorausgesetzt, dass die verédnderlichen Betonspannungen in ihrem ganzen zeit-

2)

G1.10) gilt fiir zunehmende oder abnehmende Spannungen ov/f} In/A?b.4a ist eine ab-

i JdT(T) : _
nehmende Spannung 0"({) aufgetragen, fiir welche der Ausdruck T ein negatives Vor
zeichen hat.

Da ¥ (t T) mit wachsendem Belastungsalter T abnimmt, so ist die Ableitung M
immer negativ, d.h. £ & (,/positiv. oT
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lichen Verlauf bekannt sind. Unter dieser Voraussetzung konnte die Bestimmung der
Kriechverformung fiir einen beliebigen Verlauf der Kriechfunktion P(%7)auf eine einfa-
che Flichenberechnung zuriickgefiihrt werden.

Bei den meisten Problemen der Ingenieurpraxis wird nach dem Einfluss von Kriechen
und Schwinden auf die in einem Bauteil wirkenden Spannungen gefragt. Die verinderli-
chen Spannungen O#/treten in der Aufgabe als Unbekannte auf und die Verformungen sind
vorgegeben. Die unbekannten Spannungen sind derart zu bestimmen, dass die gegebenen
Verformungsbedingungen in jedem Zeitpunkt erfillt sind. 1)

Der Zusammenhang zwischen der unbekannten Spannung 0°(t) und der Betonverformung Ea)
wird durch Gl.14) oder 15) dargestellt, wobei jetzt statt der Zeit #), die Variable ¢ ein-

zusetzen ist.

Fir einen Anfangswert 0(¢)s (°(T,) bei ¢t= T, gilt somit:

. Ts¢
¢) %o
16) E(t)=££_— * V—i__ )-ff(t,z'.)*é/%)- PLT)aT + Eg (t)
Ts1,
oder
(t) o ATTET)
T _ 1 3L T)
i £@) = ZE - L [or) 2T ST - £ 0t)
T=7

G1.16) oder 17) beschreiben in allgemeinster Art den Zusammenhang zwischen Betonver-
formung €(¢)und Betonspannung 0(#)bei gegebener Kriechfunktion (¢ 7/ und Schwindver-
formung &g (¢). Es handelt sich dabei um sog. Integralgleichungen, denn die unbekann-
te Funktion O(¢)kommt unter dem Integralzeichen vor.

Verwendet man solche Integralgleichungen bei der L#&sung von praktischen Kriechproble-
men, so sind entweder komplizierte mathematische Entwicklungen oder umfangreiche nu-

merische Berechnungen dazu erforderlich. (Siehe Kapitel 6)

Durch Einfiihrung spezieller Ansitze fiir $(¢,T)erhdlt man einfachere Formulierungen als
nach Gl.16) oder G1.17). (Siehe Kapitel 4 und 5)

3. Ansétze zur Beschreibung der Kriechfunktion

3.1 Empirische Ansitze

Im Schrifttum findet man eine grosse Zahl von Vorschligen fiir eine wirklichkeitsnahe
Beschreibung der Kriechfunktion $(¢,) . Es handelt sich bei solchen Ansitzen um
empirische Beziehungen, welche aus Vergleichen mit entsprechenden Versuchsreihen
hergeleitet worden sind.

Héufig werden solche Kriechfunktionen als Produkt zweier Funktionen dargestelit.

Ptr) = $¢7) - F(¢-T)

1)

Zum Beispiel muss in einem Verbundtriger aus Beton und Stahl in jedem Zeitpunkt ¢
die Verformung (Dehnung) linear iiber den Querschnitt verlaufen.



Durch fﬂ’) wird der fiir einen Bauteil zu erwartende Endwert der Kriechzahl
P(~T) in Abhingigkeit vom Belastungsalter beschrieben. Durch f(¢ -7/ ist der zeit-
liche Verlauf der Kriechzahl seit Belastungsbeginn angegeben. Fiir¢+7,(Belastungsbe-

ginn) ist f(¢-T) =0

; furt»eeist f(t-T) =10

Als Nullpunkt der Zeitzdhlung fir ¢ und T wird der Zeitpunkt der Herstellung (Er-
starrungsbeginn) des Betons gewihlt.

Nachfolgend sollen einige solcher Ansitze fir #(f,%)und auch & (f)aufgefiinrt werden.

3.1.1 Ansatz nach DIN 1045
‘8 PT) = % k(T)-f(t-T)
Vg t) =g, ()
% bazw. £5,0 = Endwert der Grundkriechzahl und des Schwindmasses nach Tabelle 1
k(7) = Einfluss des Belastungsalters nach Abb. 6
Fl¢-T)bew £ (1) zeitlicher Ablauf von Kriechen und Schwinden nach Abb.5
Tabelle 1: Endkriechzahl und Endschwindmass in Abhéngigkeit von der
Lage des Bauteils und der Konsistenz K
mittl, End- End-
relat. schwindmafd kriechzahl
Luft- € )
Lage fies feuchte 8,0 °
Bauteils fiilr Konsistenzmaf
(eLE.) K1 ‘K1
(%] K 2 K3 k2 | X3
im Wasser - - - 1,0 | 1,5 Ki= steifer Beton
k= plastischer Beton
in sehr . 1073 . 10”8 k,= weicher Beton
feucht. Luft 90 -10- 10 -15- 10 1,5 | 2,2 3 r
allgemein 20 |-25-107°{-37-10"%] 2,0 | 3,0
im Freien ;
in trockener -5 -5
Luft 40 |-40-10""|-60-10""[3,0 [ 4,5
 £(¢-T) baw- 15 (1] k (T)
10
i 20
7 oL [ T 1 1
08 ////// L8 Lungsom'erh'qr!en'-
A / / / L_ 4 | der Zement [(NP2)
06 o y 14
& “ (’((\ / ~
IS YRS / 10 " 1,0
04 7 '9('@[ < // ‘ L Schnell erh‘mlen-\\ ~075
O Py / | _der Zement (HPZ)| 07 TN
02 < e P N
— 1T Zeu o
0 tog t 0 log o

14 28 56 90 180 Tage
1 2 5 Jahre
Wirksame Dicke eines Bauteils
g = 2 xQuerschnittsflache
Querschnittsumfang

Abb.5: Mittlerer zeitlicher Ablauf
von Kriechen und Schwinden

1 k) 7 % 28 56 90 180 365 Tage

Betonalter 7" bei Belastungsbeginn fiir
T = 209C = const.

Abb.6: Mittlerer Einfluss des Erhértungs-
grades des Betons auf das Kriechen

1)

DIN 1045 - Beton- und Stahlbetonbau; Bemessung und Ausfithrung (Fassung 1972);
Beuth-Vertrieb, Berlin.
Aehnliche Vorschlige sind in den CEB-FIP Empfehlungen 1970 enthalten.
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In Abb.5 kommt zum Ausdruck, dass der zeitliche Ablauf von Kriechen und Schwin-
den durch die Abmessung des Bauteils entscheidend beeinflusst wird.

Ein Beispiel fir den Verlauf ‘der Kurvenschar ?(f, t} nach DIN 1045 ist in Abb. 7 dar-

gestellt.

Pr) -
4o dIwnZoem ]

: %r3e | gt1) i
30 NPZ |

| e S

20 1, 90) =192

[ -jieo
10 4 189, .
/ |

79 180 265 Toge 27 53

ts Ze/f baw. Ts Belasiungsalier

Abb.7: Kriechfunktion nach DIN 1045

3.1.2 Ansatz von Kriiger

Krﬁgerl) hat mit folgenden Ausdriicken eine gute Uebereinstimmung mit versuchsmis-
sig ermittelten Kriechzahlkurven erzielt. Bei natiirlicher Erhdrtung gilt:

' -T
10 woet) < Acr)
A(T) = Pk ey [037 + F27

t,T = Zeit in Tagen

ee = Endkriechzahl fir Normalbedingungen:
Belastungsalter 28 Tage, relative Luftfeuchtigkeit 50-60%;
kleinste Querschnittsabmessung 20 cm.
( Pe2=20 fiir Schwerbeton; fes = 25 fiir Leichtbeton)

k, = Korrekturfaktor fir Luftfeuchtigkeit

(ke =10 fir 50-60%, ky = 13 fir 20-50%, k, = 085 fir 61-75%)

kz = Korrekturfaktor fiir Querschnittsabmessung
(kz 2 fo bes 20em, k' s 070 be/ 60em, ", = 050 bei 100 cm,

3.1.3 Ansatz nach ACI

Vom 'American Concrete Institute' sind folgende Ansitze fiir die Kriech- und Schwind-
funktion vorgeschlagen worden: 2

20) Pt T) = $(T) L L£-T)%¢

10+(t-T)%
$n (T) = P(en7)- 425 T

£ . £ o) 77
21) S({) 21 ) 35+({-7)

¥#7)= Endwert der Kriechzahl fiir Belastungsalter 7 Tage
Es(«) = Endwert des Schwindmasses
¢,T > 7Tage = Zeit in Tagen

Nach ACI Com. 209 kdnnen bei Fehlen genauerer Unterlagen folgende Mittelwerte ver-
wendet werden:

P(oe7) * 235 Es (o2) = 80- 10~

’

1) W.Kriger: "Kriechberechnungen bei Stahlbetonelementen', Schriftreihen der Bauforschung,
Bauinformation DDR, Berlin 1973

2) ACI-Committee 209: "Prediction of Creep. Shrinkage and Temperature Effects in Con-
crete Structures', SP-27, American Concrete Institute, Detroit, 1971



Diese Mittelwerte gelten fiir Betonkdrper mit kleinster Abmessung 15 cm, hergestellt
aus Beton mit 10 cm "Slump" und bei Lagerung in 40% relativer Luftfeuchtigkeit. Fir
andere Abmessungen, Betonqualitdt, Lagerungsbedingungen etc. werden Korrekturfak-
toren angegeben.

In Abb. 8 ist der Verlauf der Kurvenschar ?(f,T/fur 7(“/7)=3,5 dargestellt.

%740 -
7)Y, #r=7){35

’
3,0 ?W _ - 300

4:3@7:/- 2,63
20 T ’-i'"—-—”d—_‘?”’ﬂ 209

1,0 —

| R
030 200 365 Tage 27 59
te Zeit, T= Belastungsolter

Abb. 8: Kriechfunktion nach ACI

3.2 Idealisierte Anséitze

Durch Einfithrung von sogenannten idealisierten Ansé&tzen fir Pt Z') kdnnen die Formeln
zur Beschreibung der Betonverformungen unter verédnderlichen Spannungen wesentlich
vereinfacht werden. Daher haben solche Ansétze fiir die einfache Behandlung prakti-
scher Probleme besondere Bedeutung.

3.2.1 Ansatz von-Dischinger

Dischinger 1) hat seinen bekannten Untersuchungen die in Abb.9 dargestellte Kriech-
funktion $(#,7)zugrundegelegt. Diese Kurvenschar ist dadurch gekennzeichnet, dass
ausgehend von einer einzigen, z.B. versuchsméssigbegrindeten Kriechzahlkurve ¥(% 7,)
alle andern Kurven der Schar durch vertikale Parallelverschiebung gewonnen wer-
den.

PLT) |
30
’ ¢(t Te — 7 (.5
20 ! ﬁ |
| (1, T ——— P )P4, )
ol ez ——— ) 7O e
P i —— Jr0 - 7045
i ?/’L_————"‘——‘_—\ -
%t (A v Belastungsalter T
¢, ty Zeit seif Herstelung ¢

Abb. 9: Kriechfunktion nach Dischinger

1)

F.Dischinger: '"Bauingenieur", Nr.18 (1937) und Nr.20 (1939). In diesen grundlegen-
den Arbeiten wurde erstmals ein allgemein anwendbares Berechnungsverfahren fir
Kriechprobleme entwickelt und ausfiihrlich begriindet. Wohl waren zu jener Zeit schon
Verodffentlichungen bekannt, welche Einzelprobleme auf &dhnliche Art behandelten, doch
fehlte bis dahin eine umfassende Kriechtheorie fiir Beton.

13
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Fiir ein beliebiges Belastungsalter ¥, erh&dlt man demnach gemiss Abb.9 die zugehd-
rige Kriechzahlkurve ¥ (¢ T;)aus:

22) PLr) = POET) - P(¢.T,)

Ein Vergleich der Kurvenschar gemé&ss Abb.9 mit derjenigen von Abb.7 oder 8 zeigt,
dass der idealisierte Ansatz von Dischinger fir spitere Belastungsalter 7> 7, we-
sentlich kleinere Kriechzahlen im Vergleich zu wirklichkeitsnahen Ansitzen liefert.
Der Einfluss des Belastungsalters wird somit bei diesem Ansatz nur sehr ungenau
beriicksichtigt. Auf die Auswirkungen dieser vereinfachten Form fir % (¢,7) auf die
Ergebnisse bei praktischen Problemen soll im ndchsten Kapitel eingegangen wer-
den.

3.2.2 Ansatz von Riisch

Riisch~-Jungwirth und Hilsdorfl) haben vorgeschlagen, den in Abb.10 dargestellten
P(tT)-Ansatz bei der rechnerischen Beriicksichtigung des Betonkriechens zu ver-
wenden. Die Kriechfunktion ?(l,ﬂsetzt sich aus einem konstant bleibenden Anteil ¥,
und einem vom Belastungsalter abhingigen Anteil S‘} (t,T) zusammen. Der Anteil %,
wird als verzdgert elastische Verformung und der Anteil 9 (¢, 7/)als Fliessen bezeich-
net. Wie aus Abb. 10 ersichtlich, ist der Fliessanteil analog dem Dischinger-Ansatz
aufgebaut.

Fir beliebiges Belastungsalter Z; gilt somit:
Pin) = %+ L% (4T)- F(4,T)]

Im Kapitel 5 wird dieser Ansatz n#dher begriindet. Es zeigt sich, dass mit diesem
Ansatz eine bessere Anndherung an eine versuchsmissig begriindete Kriechfunktion

P(¢7)
30
' ==, 9(41)
@u 0 ’/, -——
ol 2 o %+ LH(ET)- 9 (4, 0]
b
|1 | L4 .
LY (A Bejostungsalier T
ty ty Zeit seif Herstelurg t

Abb.10: Kriechfunktion nach Riisch

erreicht wird, als mit dem Dischinger-Ansatz. Daher kann der Riisch-Ansatz auch
als ''verbesserter Dischinger-Ansatz' bezeichnet werden.

1)

Siehe Fussnote 1) Seite 4



4. Berechnungen mit Ansatz von Dischinger

4.1 Spannungs-Verformungsbeziehungen

In Abb. 1l ist analog zu Abb.9 die Kriechzahl-Kurvenschar 9’(1‘ T) nach dem Ansatz von
Dischinger nochmals dargestellt. Dabei ist der Belastungsbeginn fiir die Ausgangskurve
¥(t T.) in den Nullpunkt der Zeitachse ¢ gelegt, so dass man fiir diese Kurve statt $(%,%)
einfacher ?(I) schreiben kann. Man muss sich nur bewusst bleiben, dass ?(f) die Aus-
gangs-Kriechzahlkurve fiir ein Belastungsalter T, darstellt.

eT)
PLT) = #(t)

Ldts !

|
ml | ,4—4’; P L) - P(Te)

o, L] -
| ,}"/ - ' P(LTy) = P(L)-P(G)
A /——f‘lﬂ' PILT) « Pt)-P(T)
% % T t ?

Abb.1l: Kriechfunktion nach Dischinger

Die Kriechzahlkurven filir spitere Belastungsalter T;, Z'g.... werden aus 9(¢) durch Pa-
rallelverschiebung, d.h. durch Abzug eines konstanten Wertes, gebildet. Gemiéss Abb. 11
gilt somit:

PtT) = ¥(t) - P(T)
Ptg) = FU)-9(n)

oder allgemein:
23) PrLT) = P(t)- PIT)

Eine besondere Eigenschaft dieser Kurvenschar besteht darin, dass in jedem beliebigen
Zeitpunkt alle Kurven die gleiche Tangentenneigung aufweisen. Es ist also:

24) de(t ) . d¥LLT) . = 2T )
dt d{ see s et sue df dt

Somit ist die in einem Zeitintervall d¢ vorhandene Aenderung der Kriechzahl g (t) fiir
alle Belastungsalter gleich. Man kann daher fiir jedes Belastungsalter das im Zeitin-
tervalldf auftretende Kriechdifferential & (#)wie folgt ausschreiben:

25) dE (L) = -‘-’%‘ﬂ . de(t)

Durch Einsetzen des Ansatzes Gl.23) in die Integralgleichung 17) erhidlt man eine ein-
fache Beziehung zur Beschreibung der Betonverformung bei verédnderlichen Spannungen.

aus Gl.23) folgt: d:é“'} . dg [et) - #(t)] = - Z?T/

In G1.17) eingesetzt ergibt die Integralbeziezt_lutng:
-

15)

E0t) - O‘E(f) é-ﬁ(r)-_ﬁz? dT + &, (¢)

Two
Differenziert man diese Gleichung nach der Zeit {,so ergibt sich die bekannte Differen-
tialgleichung von Dischinger:

26) dE(t) 1 gt d«r() dE(t)
o E g tE T o

15
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Man. kann diese Differentialgleichung auch aufgrund folgender einfacher Ueberlegungen
aufstellen. Im Zeitpunkt { sei die verdnderliche Spannung@(t#). Im Zeitintervalld? &n-
dert sich @(¢) umda?(f), die Kriechzahl um &%(f)und das Schwindmass um Jd€/#! Die

Spannung am Ende des Intervalls ist [T{{}*dﬂ'(l)].

Die im Intervalldt erfolgte Dehnungsinderung betrigt:

dE (4] = ""E'('f’ ’ [‘””gd‘”’l’- a9 (t) + dEs (¢)

Nach den Regeln der Differentialrechnung kann das Produkt <0 (¢)- < %(t) als kleine
Grosse 2.0rdnung vernachldssigt werden.

Somit wird analog zu GI. 26):
21)  AE(H) = F-dT(H) *+ F - T(t) IP() + IE (1)

Fiir den zeitlichen Verlauf der Schwindverformung 5;(f/wird meist angenommen, dass
&, (¢) ahnlich wie die Kriechzahl ¥(#)zum Endwert £s(n/ fir ¢=¢, anwachse. !

28) Es(t) = E,(n} . ;—;5 wund dE‘(f/- %:'{(T")) . dP(t)

4.2 Auflésung der Differentialgleichung

4.2.1 Anwendungsbeispiele

Beispiel (1): Spannungsrelaxation

Auf eine Betons#dule ohne Bewehrung wird zur Zeit #*0 eine Verformung
£(e) = L/

aufgebracht und diese sofort eingetragene Verformung starr d.h. unverédnderlich fest-
gehalten. Durch Kriechen wird die anféngliche Spannung 0o} mit der Zeit stark abge-
baut.

Im beliebigen Zeitpunkt ¢ sei die Spannung 7(¢). Verformungsbedingung:
E(t) = E6) = const.

oder dE(t) = O

Mit Gl.27) fur &(¢)=0 folgt daraus die Differentialgleichung:

g0(t) ot
3 £
oder a7 (¢t) _ 0-/[} o)

Die Auflésung dieser Di;ferentialgleichung gibt mit den Anfangswerten £=0 $(#/=0, T(t)=01)
die bekannte Formel:

- d¥(t) =0

29) T(t) = TG): e
Fiir den Spannungsabbau AT (#)=0%)- T1#)gilt:
30) AT(Y) = 0%}(1-:"’(”}

Der Verlauf von(/-(f}nach Gl.29) ist auf Abb.12 in Funktion der anwachsenden Kriech-
zahl #(t) dargestellt. Fir P(f)*30 wird 0(t)=005-0{s), d.h. die anfinglich eingetra-
gene Spannung wird praktisch auf Null abgebaut.

1)

Statt 7/&}, & //;./ etc. wird im folgenden einfacher P/”/,Es(”/ etc. angeschrieben.



Gre)= Go)- € =91

) 30 P

Abb.12: Spannungsrelaxation

Eine Reihe von praktischen Aufgaben, bei welchen der Kriecheinfluss fir eine sofort
aufgezwungene elastische Verformung untersucht werden muss, haben analoge Lo&sun-
gen wie GI1.30).

Wird z.B. bei einer statisch unbestimmten Betonkonstruktionl) (Zweigelenkrahmen,
Durchlauftriger etc.) zur Zeit £+ 0 ein Auflager verschoben oder abgesenkt, so ent-
steht im elastischen System eine Schnittkraft X¢;. Diese Schnittkraft wird durch das
Kriechen abgebaut um:

AX(t) = Xe(1-e 77)

Gl.30) gilt auch fiir Betonkonstruktionen, denen eine linear mit der Kriechzahl ¥(¢)
anwachsende Verformung aufgezwungen wird.

Die in einem an den Enden starr festgehaltenen Betonstab infolge Schwinden und
Kriechen entstehenden Spannungen a;/n)erh'ailt man aus:

31) Gln) = -~ E &) (1-€777)
%n
Dabei wurde angenommen, dass &Eg(#) geméss Gl.28) linear mit der Kriechzahl #(#)zum
Endwert Eg(n) anwachse. Die in einer einfach statisch unbestimmten Betonkonstruktion
infolge einer linear mit 9%(#) zum Endwert §fn)anwachsenden Stiitzensenkung bewirkten
Schnittkrédfte erhélt man aus:

1-e~ 70

n

32) Xn) = Xer -

wobei Xel die am elastischen System bestimmte Schnittkraft infolge der Verschiebung
8fr)darstellt.

Beispiel (2): Stahlbetons&dule unter zentrischer Normalkraft

Auf eine Stahlbetonsiule wird im Zeitpunkt ¢s0 eine Normalkraft A aufgebracht, wo-
bei Spannungen im Beton J(e) und Stahl Ugfo) entstehen. Die mit Beriicksichtigung von
Kriechen und Schwinden im Zeitpunkt ¢ vorhandenen Spannungen g (¢) und g (?) sollen
bestimmt werden.

/'Z ‘= Betonquerschnitt

Ffe = Stahlquerschnitt

P Ffe/Fe = Bewehrungsgehalt

n= EC/EJ. = Verhiltnis der Elastizitdtsmoduli

1)
2)

Die vorhandene Bewehrung wird vernachlidssigt.

Negatives Vorzeichen, da &fyfals Verkiirzung negativ ist.
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Zeitpunkt £=0:

(9) Ne = -ﬂg . f
Frnte Fo 1+nu

0;(¢)-n~ b(a)

Zeitpunkt ¢:
Gleichgewichtsbedingung:

at) +0;(//-Fé = No
dO (¢ R+ dTe (f)

T ) G a'(a) Lot i) 2
3 Fe

d0 (1) = - JG, (1) -

Verformungsbedingung:

dE, (t) = ad& (¢)

Mit Gl.27) und 28) folgt daraus:

dG(t) , Gt , ae(t)+ 6,(@) . ge(t) ~ d% 1)
Pln

Eb Eb [

Wird d@(//eingesetzt und fir Ee-nf; eingefiihrt, so ist:

A (8) (1) + [ (1) » Ble [ aw(t) =0
oder de,(f) N Eb ;N
e * e [Tt AL o

Die Auflésung dieser Differentialgleichung gibt init den Anfangswerten:

t=0, P(t)=0, T(t) =0yl »
33) Tt)-Glo) == [To) + és;"_;"’_f_b][,-e Bz ?rf7

Aus der Gleichgewichtsbedingung G (#) £, * G (t) Fe s No, wobei No= (o) K (1*ru)
folgt:

34) G (4) = 5 [Ge) (14 ) =G5 (¢)]

Zahlenbeispiel: n#6, = GOZ; nu=0fZ -”4‘/—“ = 0107
P(t) = Pn) =30, E(n) = -30-10°%; £, = 300000 ép/cmz

E(n) & - 30 kpfert | Ui - foo kpferf; G7 (o) = - 600 kp [erk
F(r)

Gt) - Glc) = 357 kpfent
0, (t) = 1000 + 357 = ~64 3 kp/erh
e () = - 2385 kp/eri

Die beiden Beispiele zeigen, dass mit Hilfe der Dischinger-Differentialgleichung die
Loésung von Kriechproblemen in geschlossener mathematischer Form einfach mdglich
ist. Bei komplizierteren Aufgaben wie Kriech- und Schwindumlagerung von Verbundkon-
struktionen wird der fiir die Loésung erforderliche mathematische Aufwand allerdings
umfalr;greicher, denn es miissen zwel simultane Differentialgleichungen aufgeldst wer-
den.

1)

Siehe z.B. K.Sattler: '"Theorie der Verbundkonstruktionen', 2.Auflage, Springer Ber-
lin, 1959

In diesem Werk wird in umfassender Art die Berechnung von beliebigen Konstruktionen
mit dem Dischinger-Ansatz behandelt.



4.3 Kritische Beurteilung des Dischinger-Ansatzes

Im Abschnitt 3.2.1 wurde schon darauf hingewiesen, dass beim Dischinger-Ansatz der
Einfluss des Belastungsalters auf die Grosse der Kriechzahl sehr ungenau beriicksich-
tigt wird. Dies fiihrt besonders bei Problemen, wo in einem spiteren Zeitpunkt noch
grossere Spannungsédnderungen auftreten, zu ungenauen Ergebnissen.

Die besondere Form des Ansatzes hat auch zur Folge, dass z.B. bei vollstidndiger
Entlastung keine Kriecherholung beschrieben wird. In Abb.13 ist der Verlauf der £ -
fachen Kriechverformung fiir eine Spannung T=10die im Zeitpunkt 20 aufgebracht und
im Zeitpunkt [-1" wieder weggenommen wird, aufgezeichnet. Durch Ueberlagerung des
Einflusses der von ¢*0 bis ¢ wirkenden Spannung 0*{Zmit einer von ¢, bis ¢ entgegen-
gesetzt wirkenden Spannung = {0 erhélt man:

E-E (t) = 10-9(t) -10[%(t)- P(t)] = P(4,)
Nach Entlastung bleibt somit die Kriechverformung unverindert.

O"{?h 10

m1__,

E-Ec(t)
———— PUt)-2(¢,)
-t

Abb.13: Kriechverformung nach Entlastung

Bei zeitlich abnehmenden Spannungen ergibt demnach die Berechnung mit dem Dischin-
ger-Ansatz zu grosse Kriechverformungen. Daher ist beispielsweise der mit Gl.29)
berechnete Spannungsabbau im Vergleich zu entsprechenden Relaxationsversuchen ein-
deutig zu gross. 1) In Fillen wo ein nicht zu grosser Abbau der Spannungen auftritt
(z.B. Stahlbetonséule mit Normalkraft), wirken sich die mit dem Dischinger-Ansatz
verbundenen Miéngel nicht mehr so stark aus.

Der Vorteil des Dischinger-Ansatzes liegt vor allem darin, dass einfache und Uber-
sichtliche Formulierungen auch bei komplizierten Aufgaben méglich sind. Dies zeigt
sich unter anderm auch bei der Ermittlung der Kriechverformung &, (¢/fiir eine stufen-
férmig verdnderliche Spannung. In Abb.14 sind eine solche veridnderliche Spannung und
die zugehdrigen Kriechzahlkurven nach Dischinger aufgetragen. Nach dem Boltzmann'-
schen Superpositionsprinzip erhdlt man die € -fache Kriechverformung im Zeitpunkt ¢ aus:

E- Ec(t) = Tl)-$(t) * [T0) - T6)] [ 20t) - P4 * [T0) -TC)] - [#08) - (6)] * [Ty - Ta)] - [10) - #18,)]

Nach Auflésen der Klammern folgt daraus:
E-& () = Th) Pl) Tl [Plh) - P1] » Tt)[h) - L)) * TG [PLE) - #04)]

Der Verformungsanteil einer Spannungsstufe wird aus dem Produkt Spannung mal Zu-
wachs der Kriechzahl im betreffenden Intervall gebildet. Durch fortschreitende Addition
dieser Anteile erhidlt man die Kriechverformung im beliebigen Zeitpunkt ¢ .

Bei Verwendung eines empirischen Ansatzes muss dagegen fir jeden betrachteten Zeit-
punkt ¢ der Einfluss sidmtlicher vorangehender Spannungsstufen neu aufsummiert wer-
den. (Siehe Gl1.5) und 6) sowie Kapitel 6)

z.B. Versuche T.H. Minchen: P(¢)s{% ; Messung 0(#/=8%0 0(e); nach Gl.29)0(t)*025 716/
Nach Riisch, Jungwirth, Hilsdorf: Siehe Fussnote 1, Seite 4
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(ot

Jr3)

P(t)

MURLT

L Pt - Plt)
"I ” = ‘f{ t 3)

¢

Abb. 14: Stufenférmige Spannung

4,4 Losungen mit Differenzengleichungen

4.4.1 Differenzengleichungen

In der Ingenieurpraxis wird das Arbeiten mit Differentialgleichungen und geschlossenen
mathematischen Lo&sungen oft als beschwerlich empfunden. Man gibt daher meist einfa-
chen numerischen Berechnungsverfahren den Vorzug.

Durch Unterteilung des Kriech- und Schwindablaufes in einzelne Zeitintervalle 4¢, kann
die Berechnung mit Hilfe von Differenzengleichungen durchgefithrt werden.

Man nimmt dazu an, dass im Zeitintervalld{, # &y = fn-s die Kriechzahl um 4 ¥/ * ¥(¢,)- ¢, -4]

und das Schwindmass um AE',/”)' E_,ﬁ‘,,}'f({,,-,)anwachsen. Die Betonspannungen indern
sich von Tfh-s) um AC(:) auf T(n) = Ujﬁ,-,/-f 4(7)

Im betrachteten Intervall entsteht eine elastische Verformung:
AT(n)
. . £
und eine Kriechverformung:

ﬂ'é_;'). A @) +05 - AZ_'/"/, A

Das erste Glied beschreibt den Einfluss der im Intervall konstanten Spannung(r@-f/ und
das zweite Glied den Einfluss der Spannungséinderung Ao—(n/. DaA,(r/h)im betrachteten In-
tervall von Null auf 40(n) anwichst, rechnet man mit einem Mittelwert 95- AT(h) .

Die im Intervall auftretende Verformungsédnderung im Beton betrigt somit:

QdE(n-1:n) = -‘%-@+ o) A% + %'L"/ 0.54%) + AE,(,)

I3
oder:
35) € (mren) = L2 a590) + "—Z/L) (1+95a90)) 4€,()

Mit Hilfe der Differenzengleichung 35) kénnen die gesuchten Spannungen in aufeinander-
folgenden Rechenschritten bestimmt werden. Dabei muss fiir jedes Intervall die mit der
Aufgabe gegebene Verformungsbedingung angeschrieben und die Gleichgewichtsbedingun-
gen eingehalten werden. '



4.4.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel (3): Spannungsrelaxation

Gemiss Abb.15 wird die gesamte Kriechzahl $*30 in 4 gleiche Intervalle A¥h)=4¥ = 0.75
geteilt. Das Schwinden wird nicht beriicksichtigt.
au
Tte)

Adty)
—'}07’1*
075 150 225 30 ¢

Abb.15: Spannungsrelaxation
4 Tt)
Eingetragene Verformung E, = —F = const,

Verformungsbedingung: A€= 0O

1. Intervall: AE(o:1) =0
0= %;1.450*%5/. (1+0549) = 0
= - 4% . :
ATH) = - 0) 770537 0545 -T{s)
(1) = Tfo) + AT (1) = 0,455 T {(s)

2. Intervall: AE(:z) =0
0= %@-49“-‘%/‘/ (1+05089)
BTT) = -06) 725 = - 9545 073) = - 92430%)
T()=00)+ 80() = 0202 T(s)
3. Intervall: AE(Z”) )

0- . 278 (1, 4549)
' T
AT() = - 7&(;5,—7?,- -0545-0z) = -0110 - 0()
T6) = T¢)+ 400) = 9092 T(6)
4. Intervall: A€y =0
_T6) . ATG) @
0= —=+ F— 4{9’“0,54 )
ATG) = -9G) " 775529 =~ 9545 Ul = -q050 - UF:)

Ty = T ATY) = Q042 - Tls
Nach G1.29) ist 4) = Uls) » 40() o/

T() = 0,050 T(,)

Beispiel (4): Stahlbetonsiule unter zentrischer Normalkraft
(Bezeichnungen siehe Beispiel (2) Seite 19)

Annahmen: ne6; w5602, n » 912
Vo) = 30, Esfn) = -30- 10 ; & = 300000 kg/ert
Oplo) = = foo kgfermi | Gelo] = - 600 ky/emi
Differenzenrechnung mit zwei gleichen Intervallen.
BF) = AP = 15, DE() = LE, = -15-107F
1+054% = 175 %fl . - 30 kgferd
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1. Intervall:

Spannungsinderung im Beton 4@(7)und im Stahl Ale(s)
Gleichgewicht der Umlagerungskrifte: p
8% 0) B+ 8GH)Fe =0, AG(1) == AT0) - 4
Verformungen am Intervallende:
A& (o+1) = AEe(o+)
Mit Gl.35) folgt:

Gl g+
£

7 ATz(+)
z (1re5av)r s

Mit £ erweitert und 40z(7) eingesetzt gibt:
Gplo) nuu 8P * BGL) [14rpu (1405 8F)] + ru A€, £, = ©

Daraus:
45: nu 8

G(1) = - (Gle) * /" {+rnu(1¢G54%)

Zahlenwerte eingesetzt:

‘ 1215
Bl = (1o0+30) - Torizs = 194 ke/ert

T (1) = Gos) » AG,(0) = - 80,6 kp/ert
8G0) = - A0 o - 970 kpfert
Gl1) = G()*AG(s) = = 1570 kp/cr?

2. Intervall:

A& ¢:2) = AEg(1:2)

4EE, 4%
AG,(z) = —(q;(’) * ‘ ) 1% n /7/’-054 ®)
A0, ¢) = (80,6 +30)- /—o‘-%z-/‘m = /¢ .5'kp/c»f
Glo) = Gi) + AGfz) = - €4 1 kpfert
AT (z) = - 625 kpferh

G(z) =0e(1)+A0 () = - 2395 hp [erf
Mit G1.33) bzw. 34) bestimmte Werte:

G (2) = ~64 3 kpfert; Gels) = - 2385 kp/crh

4.5 Losungen mit Reduktionsfaktoren

4.5.1 Beschreibung des Verfahrens

Ein einfaches Nidherungsverfahren, welches eine numerische LoOsung in einem Rechen-
schritt ermdglicht, soll nachfolgend hergeleitet werden.

In Abb.16 ist der noch unbekannte Verlauf der Betonspannung?{?¢/ in Funktion der Kriech-
zahl ®(#) aufgetragen. 1) Im Zeitpunkt ¢#0 ist ®¥/=0,T(t)=T( ; im Zeitpunkt £ = ¢4
(Endzustand) ist $(¢) = Pln) wnd T(t) = Tln)

Der zwischen ¢*0 und f*{; eintretende Verformungszuwachs 4€(n) setzt sich aus einem
elastischen Anteil AE,/(n} und einem Krlechantell A&[n} zusammen. Der elastische Anteil

betrégt:
Ag‘/(”)_ 07/ T0)- 07n)

Der Kriechanteil ergibt sich mit G1.25) zu:
‘ P(t) = $(n)
AEln) = F - |T () d¥ct)

Pty o

1)

0(t) ist in Abb.16 iber P(T)bzw.¥(t) aufgetragen und nicht wie in Abb.4d iiber %(tn,T) . Da
gemiss Gl,13) ?(f,,,r) ¥h)-?(T) ist, sind beide Darstellungsarten hier identisch.



Das Integral d.h. die £ -fache Kriechverformung£-8€«fn) ist gemiss Abb.16 durch den
Inhalt der von ((#/und der #(f). -Achse eingeschlossenen Fliche dargestellt.

7
Tle)

T(n)

?(n)/2 v T

Abb.16: Verénderliche Spannung

Man kann einen Nidherungswert fir AEk(ﬂ/ dadurch erhalten, dass man eine Verlaufskur-
ve fir (¢) annimmt und damit die Flachenberechnung durchfiihrt.

Fir die Bestimmung des Flédcheninhaltes geméiss Abb.l16 verwendet man mit Vorteil die
von Stiefel eingefiihrte 'verbesserte Trapezregel". 1

36) £ AEc(n) = F= iz‘"-’ (06)- ) - i;’éz (T ) - 01))

Das erste Glied dieser Formel entspricht der bekannten Trapezregel; im zweiten Glied
bedeuten 0/ und 076/ die Ableitungen d.h. die Tangentenneigungen der ¢{?/-Kurve im An-
fangs- und Endpunkt.

Zur Gewinnung dieser Tangentenneigungen kann in. Anlehnung an Gl.29) angenommen
werden, dass O7(f/zwischen 0%/ und 7f») nach einer Exponentialfunktion verlaufe:
/_"fff/
Tit) = 0e) - (07‘/'07"1/ S et

Die Ableitung nach P(¢/ ergibt:
. e~Pt)
T(t) == (06)-Tm) =50
In den Endpunkten, d.h. fir $(¢/*0 und $(¢)= #(n) wird:

/ 1
Te) = - (V?o)'a?n))'—,:m

’ ',(N)
Tln) = - (Tee)~ Try) - =

Nun bildet man die in Gl. 36) enthaltenerlf‘)ifferenz:
1 4= “7n
(Tlo) - Tta1) = (To) = ) - Ty = (To) = o]

Der angenommene Verlauf von 0'{:'} fiihrt somit dazu, dass die Exponentialausdriicke
verschwinden.

Setzt man diese Differenz in Gl.36) ein, so wird:
C , 2
£ AE;&?) o ‘;" ( To) -0?,,)/— -g%/ (020/' a;n})

Nach kurzer Umformung folgt daraus:

G; 0) = Vi(n
31 A Ecln) * —2 Fln) - ﬁ)?”_?_” x29(n)

1)

E.Stiefel: "Einfilhrung in die numerische Mathematik'', 4.Auflage, Teubner Studienbii-
cher, Stuttgart 1970.

Die 'verbesserte Trapezregel" besagt, dass der gesuchte Flédcheninhalt durch das Tra-
pez und die durch die Tangentenneigungen bestimmten Linienziige eingegrenzt wird. Da-
bei wird vorausgesetzt, dass die Verlaufskurve furr(t‘)im betrachteten Intervall keine
Wendepunkte aufweist.
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mit dem Reduktionsfaktor:

38) x -o,5+i’;'%l

fir Spannungsrelaxation.

Das erste Glied in GI.37) beschreibt den Einfluss der Anfangsspannung J%/auf die
Kriechverformung, und durch das zweite Glied wird der Einfluss der Spannungsénde-
rung(9ps) - 7)) beschrieben. Dabei wird die Form der zwischen T/ und %%/ verlaufen-
den T(¢) -Kurve durch eine reduzierte Kriechzahl & ¥fs/beriicksichtigt. Daher wird &
als Reduktionsfaktor bezeichnet. !

Addiert man zu 4&(n)noch den elastischen Verformungszuwachs A€¢ (n) und die zwi-
schen #*0 und #= ¢, auftretende Schwindverformung A€s(n), so wird:

Tro 0, ~ Ttn ’
39)  AEG) » £ Pl - BT (frapin) v 280

Setzt man: ATp) = Tiwn) - Tlo)

oder:

40) Tin) = o) + 80w

so erhdlt man folgende Beziehung zur Bestimmung des zwischen £=0 und ¢=+¢» auf-
tretenden Verformungszuwachses bei verédnderlichen Betonspannungen:

T n
1) 0Em) = F )+ "f’ (1% 290)) + 4 &)

Mit Hilfe von Gl.41) kénnen in einfachster Art Kriech- und Schwindprobleme naherungs-
weise geldst werden. Die N&herung besteht dabei darin, dass man den Reduktionsfaktor
# dem jeweils zu ldsenden Problem anpasst. Dies erfolgt am besten so, dass man
durch Vergleich mit genauen Ld&sungen die mogliche Verlaufskurve fiir T1(t)abschitzt,
wie dies bei der Herleitung des & -Faktors nach Gl.38) gemacht wurde.

Fir die Berechnung von Verbundkonstruktionen aus Beton und Stahl sowie bei Spannbe-
tonkonstruktionen flihrt beispielsweise der folgende Reduktionsfaktor & zu einer guten
Néherung. 2)

= 0 f&}
42) ¥* 15+ %

Der Ablauf der Berechnung ist dabei der folgende:

In einem ersten Schritt werden die zur Zeit#=z0 (Belastungsbeginn) vorhandenen Spannun-
gen 070} ermittelt. In einem zweiten Schritt werden mit Gl.41) die infolge Kriechen und
Schwinden entstehenden Umlagerungsspannungen 4} bestimmt. Die dazu erforderlichen
Gleichungen werden durch Anschreiben der Verformungs- und Gleichgewichtsbedingungen
fir den Endzustand ¢*#, erhalten.

Die im Endzustand vorhandenen Spannungen folgen aus: ) = Ugo) + 400w

Bei geradlinigem Verlauf von (#) zwischen #(¢/20 und #/n) miisste =05 gesetzt werden.

Die Einflihrung von Reduktionsfaktoren zur vereinfachten Behandlung von Kriechproble-
men wurde erstmals von Bandel vorgeschlagen. Durch Vergleich mit genauen Loésungen
hat Bandel flir Verbundkonstruktionen einen mittleren Wert % = 0,65 errechnet, Siehe H. Ban-
del: "Einfache Berechnungsmethoden fiir Verbundtriger', Springer-Verlag Berlin 1957.



4.5.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel (5): Spannungsrelaxation

Zeitpunkt £#0 :

Eo = % Pdef Wc = E'E(a}

Zeitpunkt £= ¢,
Verformungsbedingung:

&n) = Ete) = const.
Somit ist der Verformungszuwachs Null:
A&EWm) =0
) . Pln)+ 4T0) (1+29(n)) =0
E E
Daraus:

) 80) = = G- f(;}‘f(n)

Fir $ln) =30 ; % =05+ %'Z * 0,75 wird:

AWH} s - 0,923 'o-(o)
0tn) = T6)+ 4T} = G077 T(o]

Abweichung von Lésung gemiss Gl1.29) = 2,6% von U(/

Beispiel (6): Stahlbetonsdule unter zentrischer Normalkraft
(Siehe Beispiel (2) und Beispiel (4)) -

Zeitpunkt =0 :

No

0;(.} = _—-&'(“”/“) /

Vg o) = 10y(e)

Zeitpunkt = §,,
AU (n) Fo + ATeln)fe =0
BE (n) = 4 E(n)

A0z(n) = - % AGG ()

/

9s6) . )+ A:_;/n) (1+3#Fin))+ AE(n) = 4% (r)
b

E, £,

T lo) - Pin)+ 8Gyln) (1+ 2 F(n)) + DEs(n) £y = - A0s (n)
Daraus: AE i) E o ,7/u-

Esln] Ep AL ”
A‘T n) = = a. o] * s 2 . -
44) bt = = () ¥(n) ) 1+ n (1+2F(n))
wobei a = 05 + Pln)
! 20

Fir: n=6/-/“=0,02,~ n/a =012

Pln) = 30 Egln) = - 30- 1o '5,- £, = 300000 k/?/aﬂz/' X =065
Tpls) = - foo kpfem | Uefe) = - oo kpjert

wird: AT ln) = 345 kplert
Gln) = Glo)* 8T ln) = - 655 kplen
ATz () = = Toton) = = 1728 kpfent
e(n) = Glo)+ Ale(n) = - 2328 kpjcnt

Nach G1.33) und 34) ist Gp(n) = - 643, Ga(n) = ~ 2365 kpfcrt

Beispiel (6): Verbundkonstruktion
(Siehe Kapitel 8: Anhang)
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5. Berechnungen mit Ansatz von Riisch

5.1 Begriindung des Ansatzes

Bei Kriechversuchen wird bekanntlich nach vollstindigem Entlasten des Betonkorpers
eine Riickverformung festgestellt, die auch als eine verzdgert-elastische Verformung
E, (Y} aufgefasst werden kann. (Abb.17). Obwohl Er(t) nur bei der Entlastung beobach-
tet wird, lidsst sich vermuten, dass auch bei Belastung ein solcher Verformungsanteil
Ev (t) auftritt.

&)

Belastung bei ts0
Entlastung bei ts |,

&) |
¢ t, ¢

Abb.17: Kriechversuch

Daher schlagen Riisch, Jungwirth und Hilsdorfl) vor, die Kriechverformung in zwei
Anteile aufzuspalten:

45)  Ex(t) = E, (1) * E (V)

Darin sind:
€,(t/die verzogert-elastische Verformung, welche reversibel ist, d.h. bei Entlastung
nach einiger Zeit wieder vollstdndig zuriickgeht, und

Ef(f}das sogenannte Fliessen, ein Verformungsanteil der irreversibel verlduft, d.h.
bei Entlastung nicht mehr zurickgeht.

Fiir beide Kriechanteile kann der lineare Ansatz beibehalten, d.h. filir beide Anteile
Kriechzahlen % (¢} und % (¢/eingefiilhrt werden. Fiir eine konstante Spannung 0 gilt da-
her:

46) gctt) =L 90)+ % %
oder: Ex(t) = g ¥t
47) Pt)] =%, (t)+ (¢

Versuche haben zudem gezeigt, dass die nach Entlastung beobachtete '"elastisch-verzd-
gerte" Verformung &, (f/wesentlich rascher einem Endwert zustrebt, als die unter Be-
lastung beobachtete Fliessverformung & (f/. Die Hilfte der Endverformung fir &, (/) wird
nach etwa 30 Tagen schon erreicht, fiir die Fliessverformung & (#/braucht es dazu mehr
als 300 Tage.

Demnach ist also auch der zeitliche Verlauf der Kriechzahlen %, (¢) und % (?/verschieden.

Zur vollstindigen Beschreibung des Kriechverhaltens eines Betons muss auch hier das
Belastungsalter T richtig beriicksichtigt werden. Daher ist anstelle von Gl.47) die fol-
gende Kriechfunktion einzufiihren:

48) PtT) = F,(¢,T) * % (¢, T)
Dabei ist:

%, (¢, 7T)= Funktion fir den elastisch-verzdgerten und somit reversiblen Anteil
¥ (¢,T)= Funktion fir den irreversiblen Fliessanteil

1)

Risch, Jungwirth und Hilsdorf: "Kritische Sichtung der Verfahren zur Beriicksichtigung
der Einflisse von Kriechen und Schwinden des Betons auf das Verhalten der Tragwer-
ke', Beton- und Stahlbetonbau, H.3, 4 und 6, 1973



Die beiden Kriechfunktionen sind somit in ihrem Aufbau verschieden, denn es muss fiir
% (¢,T) ein reversibles und fir 9 (¢,T/)ein irreversibles Verhalten damit beschrieben
werden.

In Abschnitt 4.1 und 4.3 (Abb.13) wurde gezeigt, dass mit dem Dischinger-Ansatz ein
irreversibler Verlauf der Kriechverformung erhalten wird. Somit kann der Fliessanteil
% (¢,T) analog zum Dischinger-Ansatz dargestellt werden. In Abb.18a ist die entspre-
chende Kriechzahl-Kurvenschar % (¥, T/ schematisch aufgetragen. Der Belastungsbeginn

T, ist in den Nullpunkt der Zeitachse gelegt, so dass man fiir die Ausgangskurve %% 7,)

einfacher % (f) schreiben kann. Die Kurven fiir spitere Belastungsalter werden aus % (¢/

durch vertikale Parallelverschiebung erhalten. Somit gilt fiir ein beliebiges Belastungs-
alter T°

49) F (t,T) = % () - % (T)

Die Kurvenschar fiir den elastisch-reversiblen Anteil % [t,T/sind in Abb.18b aufgetragen.
Die Ausgangskurve

7 (4,0) = % (¢]

erreicht nach verhidltnismissig kurzer Zeit einen praktisch konstant bleibenden Wert#, .

Die Kurven fiir spitere Belastungsalter %, (#,77), % (¢ 7;) etc. werden durch horizonta-
le Verschiebung der Anfangskurve um 7,, Iz etc. erhalten. Nach dem Boltzmann'schen
Superpositionsprinzip wird damit ein reversibles Verhalten beschrieben. 1

Somit lautet die Kriechfunktion fiir den elastisch-reversiblen Anteil:

P (t,T) = ¥ (¢-T,) efe

oder:
50) ®(¢,T) =% (¢-T)

Zur Vereinfachung der rechnerischen Behandlung kann statt der Ausgangskurve % (f/eine
zur Zeitachse im Abstand $, verlaufende Gerade gemdiss Abb.18c eingefiihrt werden.

51) % (¢,T) = % = konstant

Wegen des raschen Anwachsens der @ (t) -Kurve hat diese Vereinfachung bei der Be-
stimmung der Kriechverformung nur einen geringen Einfluss.

Durch Addition der beiden Anteile Gl.49) und 51) erhidlt man die Kriechfunktion nach
Risch aus:

52) P,T) = % +[%H)-%(T)]

Diese Kurvenschar ist in Abb.18d dargestellt.

1)

T

Verlauf der Kriechverformung &, (t) bei vollstindiger Entlastung:

Totd Durch Ueberlagerung des Einflusses der von
o t=0 bis ¢ wirkenden Spannung( = fo mit einer
I _} von T, bis ¢ entgegengesetzt wirkenden Span-
Z, ¢ ¢ , nung wird: :

EE, (t) =% (t)-F (t-T;)) =0

q,,m —
m, -0/ Somit wird &, (¢/vollstindig rickgebildet.
&
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Abb.18: Kriechfunktion nach Risch

Beim idealisierten Ansatz nach Riisch geméss Abb.18d wachsen die Kriechzahlkurven

im Zeitpunkt der Belastung sprunghaft auf ¥ an und streben anschliessend stetig
einem Endwert zu.

Durch geeignete Wahl von ¢, und ¥ (#/ lisst sich in der Regel eine gute Ueberein-
stimmung mit einer z.B. bei Versuchen beobachteten Kurvenschar erreichen.

5.2 Spannungs-Verformungsbeziehungen

Die besondere Form des Risch-Ansatzes fir die Kriechfunktion gemiss Abb.18d er-
laubt eine einfache Formulierung der Spannungs-Verformungsbeziehungen.

Fiir eine im Zeitpunkt ##0 aufgebrachte konstant bleibende Betonspannung 0 erhdlt man
die Gesamtverformung im Zeitpunkt t aus:

el .
53) Elt) = E(/+‘/’y)*%'$’,{f}*65/ﬁ

Dabei ist & (t) die im Zeitpunkt ¢ vorhandene Schwindverformung. Wird eine konstante
Spannung im Zeitpunkt ¢ » T, aufgebracht, so ist:

)L (1e0,)+ S [0t)-5T)]+[E11) - £ (T)]

- Der sofort eintretende Verformungsanteil &y = g. ¥, kann somit zusammen mit dem

elastischen Verformungsanteil %- durch einen reduzierten Modul £« _& __ beriick-
sichtigt werden. (7+%)

Fiir eine veridnderliche Betonspannung ((¢) gelten die folgenden Differentialbeziehungen.



Kriechdifferential im Intervall ¢ bzw. & (1):
54) o€, (t) = & -G(t) I (t)
Aenderung der Gesamtverformung im Intervall &t bzw. d% (£):
55) dE(t) = F - dT(t) (1+8)+E T(t) d%(t)+ IE (t) 1)

Bei Anwendung der Differentialgleichung 55) ist zu beachten, dass nach dem Riisch-
Ansatz (Abb.18d) die Kriechfunktion im Zeitpunkt #* @ eine Unstetigkeit aufweist. Da-
her muss in einem ersten Rechnungsschritt der Einfluss des sprunghaft auftretenden
verzogert-elastischen Anteils €o beriicksichtigt und damit die Spannungen 0 bestimmt
werden. Diese Spannungen Oz() bilden dann die Anfangswerte fiir die L&ésung der Dif-
ferentialgleichung.

Fiir das zeitliche Anwachsen der Schwindverformung €s(#) kann ein affiner Verlauf
zu ¥ (¢) angenommen werden. 2

56) Es(t) = Estn) B+ ag, )+ Ll | gy 8)
Ve (n) ¥ (n)

5.3 Auflosung der Differentialgleichung

5.3.1 Anwendungsbeispiele

Beispiel (8): Spannungsrelaxation

Eingetragene elastische Verformung:

@
E(a} = ‘é‘l .
Beriicksichtigung der sofort eintretenden verzdgert-elastischen Verformung:
€o) = &
T - '3
@, G £
e -7 Erwwm
= 1
Te) = T s

(1+%,)
Verformungsbedingung im Zeitpunkt ¢ : :
E(t) = &) = conmst
dEW)= 0
Mit G1.55) fir & (f)=0 ist:
—E’- dT(t) - (1+%) + £ T - d% ) =0

g7(t)
d%(t)

oder:

S (1+) + Tt =0

1)
2)

Fir % =0, %(t) = P(t) geht GL.55) in die Dischinger-Differentialglf27) iber.

Nimmt man fiir Egf#/einen affinen Verlauf zu P(¢) = ¥+ ¥¢(t) an, so ist E(t)s Eln)- %
- ”

Fir #so ist PH)e B v Egle) = Esln) ‘X 4q.n. die Schwindverformung wichst zur

Zeit ¢so sprunghaft auf Es) . Daher@huss in einem ersten Rechnungsschritt diese

Unstetigkeit berilicksichtigt werden.
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Lésung der Differentialgleichung mit Anfangswert Wft)ro ; TUt)= W.,-%)W'—) gibt:

' ) -3

= P E——— - ,*%
57) at) Ty e

Fir % =04, % () =26, ¥(t)=% + % (t) =30
ist:  O(¢) = 9112 Ute)
Gl.29) (Dischinger-Ansatz) gibt fiir das gleiche Beispiel U(t)» go5-Uz)

Beispiel (9): Stahlbetonsdule unter zentrischer Normalkraft
(Bezeichnung siehe Beispiel (2) Seite 19)

Zeitpunkt £#0 :

No Ne 1
%ol "EFR TR Teae
Geto) = n-Tpte)
Mit Beriicksichtigung der verzdgert-elastischen Verformung: nsn(1+%)
- No Ne * 7,
Toto) = - Lo ! s Gy L2

Gthle R frhm 1+ A

Zeitpunkt ¢ :
Gleichgewichtsbedingung (s1ehe Beispiel (2))

d (1) * -/ a0 (t)
Verformungsbedlngung

dEh(f/ - dEg (”
Mit GI. 55):

E-dT ) (1+9) + G (t) - d% (1) + dE, (t) = £ a0t

Mit: E (8 = EE ers) o dg (1) = ElL . ge0t)
%(n)

f(n)
neﬁ; A=n{1+%,)
folgt: &
LA, s ) £ -Esln)
dﬁ-(l) 1+npm %)

Die Auflésung dieser Differentialgleichung filhrt mit den Anfangswerten: t» g, Y/(f/=0

G, (t)» @) auf:
- - W) -Gk . H(t)
58) Ua(t) - Upc) = - [a;(,) +.Ef_g;(%£] 1-e 158" ]

Die Stahlspannung folgt aus Gleichgewichtsbedingung G(t) b +Gelt)te = No | mit No=
Tolo) - Fp (1#npe):
q
59) Ge(t) = 2 [G6)(1+ )~ t)]
Zahlenbeispiel:
F=0¥, G(t)=F%ln) = 26, PA) =P + 5 (t) = Pln) =~ 30
ne=é, ns n(un)-u, M mQ02; np =012, Fu =068
Elh) = -30-10% ; £, = 300000 é,o/c . .E_’_(”)__& - 34 ¢ keplent

Gy(e) = = foo k,o/cm  Uel) = - éoo kp/er# %)
O-Z(Q - (c/ ’—*Z =z = 959 k/?/cm
1o
Tp(t) - 02(0} = 305 kp/cm
0p(t) = - 654 kp/ecnt

Ve(t] = - 2330 kpfent
Die entsprechenden Werte nach Dischinger Gl.33) und 34) sind@(f)=-¢4%3;
Gz (t)= - 2385 kp/en® . Die Unterschiede zwischen den beiden Ansétzen sind hier
gering.



5.4 Losungen mit Differenzengleichungen

5.4.1 Differenzengleichungen

Man nimmt an, dass im Zeitintervall A¢n* ¢, -¢,.s+ die Kriechzahl um 4¥f(n) = % (tn)- % (ta-1)
und das Schwindmass um A& () =&(t.) -& ({,-4) anwachsen. Im gleichen Intervall #ndert
sich die Betonspannung von @fn-<Jum A auf Tiv).

Die im Interva_llAz‘ auftretende Aenderung der Betonverformung ist: 1)

Tin=1)
3

60) AE(n-ién/ = : 8% (n) + A_:.i"_’ (1+% *0,5'-A‘f’f(n)) * AEs (n-r+n)

Anfangswert bei't=0
Ttn-1) = Tto)

5.4.2 Anwendungsbeispiel

Beispiel (10): Spannungsrelaxation

%204, % =26 ; 4 gleiche Intervalle A% (n) = 8% = 0,65

-
Eingetragene Verformung &) = T{:}

Einfluss des sofort eintretenden verzdgert-elastischen Anteils:
G = ,%, =o7é - ®)
. [ 4
1. Intervall: A Ep+s) =0
Nach Gl.48) ist:

0 =074 (o 0,65 + 40 (1+0,4+05065)
ATy = - 0269 - 0;.;/ Gr1) = cm}+4071/ = 0445 - Ulo)

2. Intervall: AE&(r:2) =0
0= 0445 Ty - Q65+ BT7y) (1404 + 45 965)
ATy = - 0168 -Tt) Uiz = 6,277-0pe)

usw.

4. Intervall: Tls) = 0,108 Ugo)

Mit den gleichen Zahlenwerten ist nach Gl.57) 0y = 9,712 Ufe)

5.5 Losungen mit Reduktionsfaktoren

5.5.1 Beschreibung des Verfahrens

Das im Abschnitt 4.5 entwickelte einfache Berechnungsverfahren kann auch dem Ansatz
von Riisch angepasst werden. :

Ausgehend von den im elastischen Zustand vorhandenen Spannungen T} werden in einem
ersten Schritt die infolge des sofort eintretenden verzoOgert-elastischen Anteils Ey ent-
stehenden Spannungen O?o} ermittelt.

1)

Die Spannungsinderung 47/} bewirkt eine elastische Verformun§_ , eine sofort ein-
tretende Verformung 8%~/ ¥, und eine Fliessverformung 0,5'4 Gl 4?’/}7/.
3
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Anschliessend bestimmt man die im Intervall{ = 0 bis f,,%(¢) =0 bis ¥¢(n) infolge Krie-
chen und Schwinden bewirkte Spannungsanderung ATtn) . Dazu benétigt man die im In-
tervall entstandene Verformungsanderung 1) ‘

61) A& * T Gy

)
£ (’*?y*&,'”"(n[}* 46;(n)

Die GI1.38) und 42) entsprechenden Reduktionsfaktoren ¥ sind: 2)

% (nl

PPOR / ol Sl
62) %= 95 * Fiiew)

fir Spannungsrelaxation

K]

fiir Verbundkonstruktionen aus Beton und Stahl oder
20(1+%)

Spannbetonkonstruktionen

63) %= 95+

Die im Endzustand #*4, vorhandenen Spannungen folgen aus:

64) Tm) = Goo) + ATy

59.5.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel (11): Spannungsrelaxation

Zeitpunkt ¢=0 :

E) = &)
6-—{” « 9! garaus 7-:?0/ = S
E I3 1+ %P

Zeitpunkt {24, :
&) = 6(0) somit A&(n) =0
0= (0) ?/) Anﬂ)-(1+¢v+xf %{”}}

Daraus: . ;asé,!
ATl = - U(:) 1+, + 2, (=)

Fir: % 204, ) =26, Pb) 2 %, + B(n) = 30

e O s/ = 5
# 05+ LTS = 065

ist: iy = 9714 Tto)
AT) #-0,838 -Tro) = -0598 - Tts)

Tt = Tlo) + ATtn) = 0,116 + () (Nach G1.57) ist G = 0112 T))

Beispiel (12): Stahlbetonsidule unter zentrischer Normalkraft
(Siehe Beispiel (6) Seite 27)

Zeitpunkt ¢s0; No )
oo A A Gelo) = nTs (o)

6;(9) = ———.N° = 0—(0} —-L,‘n

F‘,(ff;l/u} 1e A ;" ﬂ(’*?v/

1)

2)

Fir 9 =0 ist %k = An), 0:(«') ® Gilo)und Gl.61) geht in die mit dem Dischinger-Ansatz
abgeleitete Gl.41) lber.

Gl.62) kann auf analoge Art wie Gl.38) hergeleitet werden. Man nimmt dazu an, dass
0(¢) gemiss Gl.57) verlaufe.



Zeitpunkt ¢= ¢, ;

AT5in) - Fy# 8Gtn) - o 50 ;  AGeln) = = %~ AGfo)
AE.(H} =z AE‘(H}

Aogé(,,_/ . c:_hro) Heln) + A?rng, (1+% +2 () + DE )
e b b

Daraus folgt:

T (n) = '(f(. » BECI By ) _npe o)
65) 6(n) ble) $eln) ) 1£np (149, + 2% ()

a4
AT (n) = = % AG (n)
%

4, Blal = 26 P = Bt Bl < 30

’7‘6/’ ﬁl?/“//“sO/OZ/ 7‘.2/2/;;/4‘:0/{65

‘E‘(n} = ‘30',0-5,' £, = 300’000 kP/crnz/' Ap= 0,59

AEln) = E;(n) A—sftf(;'#'é - - 34 Ghpfcrh
fﬂ

Tplo) » - foo kpferi;  Gg(o) = - 600 kp/ert

Tofo) = - 959 kpfert ;| Gglo) = - Tpfo) = = 805,6 kp/cnt
ATy(n) = 30,/ kpleni ;  Alg(n) = - 1507 kpfert

Tp(n) = - 658kp/er’; BT(n)= ~ 2373 kp/ert

Beispiel (13): Verbundkonstruktion
(Siehe Kapitel 8: Anhang)

5.6 Erginzungen

Mit dem idealisierten Ansatz von Risch gemiss Abb.18d kann eine Kriechfunktion auf-
gebaut werden, die recht gut an eine versuchsmissig beobachtete Kriechzahl-Kurven-
schar angepasst werden kann. Dieser Ansatz hat zudem den grossen Vorteil, dass
die auf dem Dischinger-Ansatz aufgebauten einfachen Berechnungsverfahren beibehal-
ten werden kdnnen.

Die zur Beschreibung des Ansatzes erforderlichen Zahlenwerte fiir %, % #/kénnen bei-
spielsweise aus den neuen Spannbeton-Richtlinien DIN 4227 entnommen werden.

Man kann aber auch einen gegebenen empirischen P(¥4,T) -Ansatz mittels eines idealisier-
ten Risch-Ansatzes angendhert darstellen. Man muss dazu fir 9 einen passenden Wert
wihlen. Ein solcher 4, -Wert ist dabei als Zahlenwert zur angenidherten Beschreibung

einer Funktion und nicht im physikalischen Sinne als 'verzdgerte Elastizitdt" zu verstehen.

In Abb.19a sind als Beispiel einige mit dem ACI-Ansatz Gl.20) berechnete Kriech-
zahlkurven (¢, r/)aufgetragen. (Siehe auch Abb. 8 ).

'Will man fiir eine veridnderliche Betonspannung die z.B. im Zeitpunkt trlo* Tage (~ End-

wert) auftretende Kriechverformung ermitteln, so bendtigt man dazu bekanntlich die
Kriechzahlen $(%* T) .

In Abb.19b sind diese Kriechzahlen ?(/o‘jl'} iber den entsprechenden Belastungsaltern
aufgetragen und durch eine Kurve miteinander verbunden. Diese P(lt7)-Kurve zeigt an-
schaulich, dass nach der ACI-Formel auch fiir spédte Belastungsalter noch beachtliche
Kriechverformungen zu erwarten sind (z.B. 7T » Jo00 709¢ = ¥(fo% Tk1®). Zum Vergleich
ist die mit demDischinger-Ansatz aus ¥ (%, fo) bestimmte Kurve in der gleichen Abbil-
dung eingetragen. 2) Es zeigt sich deutlich, dass diese Annahme den Einfluss des Be-
lastungsalters T unrichtig wiedergibt.

1)
2)

DIN 4227 Spannbeton, Richtlinien fiir Bemessung und Ausfiihrung, Ausgabe 1973

Beim Dischinger-Ansatz wird P(%* T)aus der ¥(, #0) -Kurve gewonnen, wobei:
P10 T) = P(to%le)- P(L, fo) Z.B. ist fiir T = 200 Tage
¥ (10" 200) = 3 206 - 2,251 = 0355, fur T= fooo Tage, ¥ (f0* fo00) = 3,206 - 7876 = 0330 usw.
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In Abb.19b ist die nach dem Riisch-Ansatz mit % *42 sich ergebende % (b!7}Kurve
eingetragen.

Der Fliessanteil % (%%7) wurde aus der um ¥, = 42 reduzierten Ausgangskurve

P47 a)
3189 3198 3206
30 4 287 3018 P4 %) 308
’ I I
2251 o 200) | 2251
“ 1,956
' ot 650) | _ '
l )08 @l1, Zooe/ 1621
(t-1)" -
10 ?/{:T/'ia'm." |
1 ?y (f) s 3/5./. 75.{-911 ' '
I
' ] : ¢, T
e €50 oot woo 000 go00 9000 10000 ~ (Tage)

Kt *L_\\ P Rusch-Ansatz mit%«12
\ |
\.\\\_ /Dischinger -dnsafz |

|
I
gt r
800

10 200 &50 1000 2000 3000 9000 10000  (Tagel

Abb.19: Kriechfunktion nach ACI

ermittelt. 1) Aus Abb.19b ist ersichtlich, dass die fiir den Riisch-Ansatz giiltige Kurve
[%,+% (10T)] aus der um %, angehobenen Dischinger-Kurve hervorgeht. (Giiltig fiir Be-
reich, wo P, f)>% =142 ist.)

1)

Man nimmt dabei an, dass die ?(4 %o/ -Kurve im Anfangsbereich durch einen unstetigen
Linienzug (gestrichelte Linie) ersetzt sei. Man erhilt z.B. fir 7* 200 Tage,
% (1% 200) = (3,206 -12) - (2251-12) = 0,955

/TR, to) [ 2%
o |
e F—— 2257
// ///’ l l —l
.__T/__——.——] l———:?’sgz
| [
L 1 l__l__. ¢ T
0o 200 10* ’



6. Berechnungen mit empirischen Ansétzen

Wird fiir die Kriechfunktion P(¢,7) ein empirischer Ansatz gemiss Abschnitt 3.1 verwen-
det, so muss die Betonverformung unter veridnderlicher Spannung mit den im Kapitel 2
abgeleiteten Integralbeziehungen ermittelt werden.

6.1 Loésungen von Aroutjounjan

Aroutjounjanl) hat seinen umfassenden Untersuchungen den folgenden Ansatz fiir die
Kriechfunktion zugrundegelegt:

66) PeT) (B +L)(1-e TV

Fiir die Konstanten kann z.B. bei einem normalen Konstruktionsbeton %= 18, a=965,
?* 0026 eingesetzt werden, wobei £ T > 7 Tage ist.

Setzt man ?(¢,7)in G1.17) ein, so kann die Integralgleichung in eine lineare Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung iibergefiihrt werden.

Wie Aroutjounjan gezeigt hat, konnen damit Kriech- und Schwindprobleme bei Beton-
und Stahlbetonkonstruktionen in mathematisch geschlossener Form geldst werden. Al-
lerdings sind dazu umfangreiche und komplizierte mathematische Entwicklungen erfor-
derlich. Die derart gewonnenen Losungen sind daher fiir Anwendung in der Berech-
nungspraxis nicht besonders geeignet.

Beispiel (14): Spannungsrelaxation

Fir % 18 o965, 7=0026 ; T= t Toge
t=f, = ist gemiss G1.66) P(tn, m) = 2,49

Nach Aroutjounjanl) (Seite 83) ist der Endwert der Spannung:
T(tn) = 6232 Ute)

Nach Dischinger Gl.29) ist fir P(t») = Z,49:
T(tn) = 0,083'0-(0)

Nach Riisch G1.57) ist fir B = 40 ¥ (tn) = 149:
Tlt,) = 0237 Tl

6.2 Losungen mit Differenzengleichungen

6.2.1 Differenzengleichungen

Auch bei Verwendung empirischer Ansitze fiir die Kriechfunktion ist es immer moglich,
mit Hilfe einfacher numerischer Verfahren eine Lo&sung der Aufgabe zu erhalten.

Man unterteilt dazu, wie in Abb.20 dargestellt, den stetigen Spannungsverlauf in einzel-
ne Intervalle &:fy; lysty, ¢y +4¢ etc. und nimmt zum Beispiel an, dass sich in der

Mitte dieser Intervalle, d.h. bei Ty, Ts, 75 die Spannung um A0z, 407s), 407s)  sprung-
haft &dndere.

1)

N.Kh. Aroutjounjan: Applications de la Théorie du Fluage, Traduit du Russe par P.
Mrozowicz, Editions Eyrolles, Paris 1957
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Die einzelnen Spannungsstufen AU0) werden nacheinander durch Formulierung der fiir die
betreffende Aufgabe giltigen Verformungsbedingung ermittelt. Dabei wird zuerst AGry
aus der Verformungsbedingung am Intervallende#; dann 407;) am Intervallende &y usw.
bestimmt. Die an den Intervallenden jeweils vorhandenen Kriechverformungen Kkénnen mit
der im Abschnitt 2.1 abgeleiteten Gl.6) ermittelt werden. Z.B. erhilt man fiir ¢= f

E Eplls) = Oy P, To) +A00e) - P (4, T1)+ 800y P b, T3)t 8Tcs) - P (&, T5)

T
h—-?(t,rij
— (17T,
/—-?(47"}
S A -t
f: ’ f ty “
at) Gy
T T T T ]
\\ 4Ty
47{. _______ —
L 4075)
| =
f { i
| ] |
1 1 I - ¢
T, T %
t,, t, fe

Abb.20: Numerische L&sung

Der in einem Intervall z.B. £=# 4 auftretende Verformungszuwachs betrigt:

E-AE(Yl 2 b)) =2 Oy - P, 0) *8G) - P(ts,2;) + Tis) - P (&, 73)
* 805y [ 1+ (b, U5 )]- EEts)

Somit muss fir jedes Intervall der Einfluss sédmtlicher vorangehenden Intervalle neu
aufsummiert werden.

6.2.2 Anwendungsbeispiel

Die Durchfilhrung der Berechnung soll an dem schon mehrfach behandelten Beispiel
der Spannungsrelaxation gezeigt werden.

Beispiel (15): Spannungsrelaxation

Es werden die folgenden Intervalle gewihlt: 1)

lot iy = 0270, ty+ty = 20:40, by +tg = 40 +100, tg+ 4ty = 100:300

f, s tp = 300 = 1000, to + t,e = 1000 + 5000, ¢, + ty = 5000 + 10000 7&9:
Die erforderlichen Kriechzahlen sollen nach dem ACI-Ansatz Gl.22) ermittelt werden,
wobei die Belastungsalter (Intervallmitte) Ty = 0, Tz %15, 83,530, Ts = 70, Ty = 200,

Ty = 650, T,y =3000 I;s = 7500 Toge zu beriicksichtigen sind. In folgender Tabelle sind die P(¢,7/
-Zahlen fir ¥(70e) £ 35 angegeben. 2)

1)

2)

Da die Spannung 0 (#) anfinglich rascher abnimmt, ist es zweckmaissig, die er-
sten Intervalle kleiner zu wéihlen als die spéteren.

In Abb. 8) sind einige dieser P(#7T) -Kurven aufgetragen.



fg~ byx f- lo® to= tz= | lu=

20 | 40 100 300 1000 | 5000 {10'000
7 s @rt%)=]|0,949 | 1,450 |1,994 {2,501 | 2,876 | 3,144 |3,200
T, .15 @t T,) =|0,661| 1,298 [1,875 {2,378 | 2,740 | 2,997 | 3,057
530 Pt Ty) = 0,834 |1,644 |2,173 | 2,521 | 2,761 | 2,816
Tee 70 Pt Ts) = 1,153 [1,917 2,274 {2,498 | 2,548
T3 « 200 PLT,) = 1,436 | 1,982 | 2,205 | 2,251
Ty = 650 PrL,Ty) = 1,570 | 1,912 | 1,956
Ty 3000 P T, = 1,540 | 1,621
033 = 7500 Pt Ty)= 1,399

t,7 in Tagen

1. Intervall f <4 = foi20 Tage:
Bedingung: Verformungszuwachs ist Null, d.h.

E As(fo'f'fg) X%
Oto) Py, T0) + ATta- [1+ P4y, T,)] = 0
o) - 0,949 + AT1) [1+ 9,661] =0
Aa'(f) = -0571 V?,)
Kriechverformung am Ende des 1. Intervalls:
E -Elt) =Gp) - PU,T)+ A0 - P (L, 1)
2Go) - 0,949 - 0,571 - Ufo) - 6,661 = 0,572" (1o)

2. Intervall {;+¢, = Zo+ W0 Tage :
' E-OE(ty+t,) =0 (Verformungszuwachs von #z bis ¢y ist -Null)

Go) - P(ty.Te) +8UyPlt,, Te)* ATs) [ 1+ P (4,,T3)] - E-Ex(ts) = O

Glo) - 1,450 = G 5710t0) - 1,298 + AWta) [1+0,834] - ¢ 532 -Ufo) = O

A40(s) = 60746 Tto)
Kriechverformung am Ende des 2. Intervalls:
E- & (ty) = o) P (ty, T) + 8U(r) - ¥y, T2)+ AUz3) - Py, T3)
= Gloj- {450 - 0,571 0lo) 1,298 - 0746 Ulo) - 0834 = G647 (fo)

3. Intervall ¥+ fg = %o + foo Tage:
E AE(t k) =0
0e)- P4, %) + ATts) - (. Ts) + ATlsy - (1, T3)+ 8UTs) [1* P (4. T)] - E-€, (4,)= ©
o)+ 1,994~ 0,671 -to) - 1,876 - 60746 -To) - 1, 644 + 80fs) (17 1,753] - 0,647 -G7o) = O
ATw) = - § o747 - Uro)

Analoge Berechnungen fiir die weiteren Intervalle geben:
a0ts) = - gos518
AUrg = - 60345
adrn) = - 0190
Al =~ 00067
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Spannung im Zeitpunkt # = 10'000 Tage:
Oty = Tlo)+ E4T = 0,172 0o) .

Das durchgerechnete Beispiel zeigt, dass eine solche numerische Berechnung recht
einfach abgewickelt werden kann. Der Umfang der Zahlenrechnung ist jedoch schon
bei dem behandelten einfachen Beispiel mit den gew&hlten 7 Intervallen betré&chtlich.
Man muss nidmlich flir jedes Intervall die Einflisse aller vorangegangenen Spannungs-
stufen neu aufsummieren.

6.2.3 Weitere Differenzengleichungen

Man kann fiir eine schrittweise Losung der Aufgabe auch die folgenden Differenzen-Be-
ziehungen verwenden:

Man unterteilt gemiss Abb.21 den betrachteten Zeitabschnitt in einzelne Intervalle
bosf,, 8,7ty , t2 + 3 etc. und ermittelt schrittweise die gesuchte Spannung an den
Intervallgrenzen, wobei: ‘

Ger) = 0oy + ATts) [ Utz) = Ui + 4 Ulg); 0f3) = Gla) + 4 T3) ete.

Die Spannungsénderungen 4771}, 40y, 4Yfs) etc. werden durch Anschreiben der mit der
Aufgabe gegebenen Verformungsbedingung nacheinander ermittelt.

7,7/} (L)
Pt 1)
P, T)
FA % A A .
t, é, tz t’
7@ _
N4
e %y
% 4%y
ki 0y )
I
t‘ 11 tz t‘ Vt

Abb.21: Numerische Loésung

In einem ersten Rechnungsschritt wird die im elastischen Tragwerk zur Zeit ¢ = {,
vorhandene Spannung J%) bestimmt. Dann wird die am Ende des ersten Intervalls
{, # ¢, auftretende Spannungsinderung 40f») ermittelt. Der in diesem Intervall auf-
tr'etende Zuwachs der Betonverformung folgt aus:

E-BE (to2t,)=To) ¢ (t, T)+ 8T [ 1465 -¥(4,T.)]

Dabei wird angenommen, dass innerhalb des Intervalls die Spannungsinderung linear
mit der zugehdrigen Kriechzahl von Null auf 49 anwachse.

2. Intervall:
E-0€ (¢t <t;)= Vfo}[?(f:, T.)- P, T)]+ AT - ¢ (t;,1,)+ AT7) [1+ 65 P4, T)]
Daraus folgt 4 (1)



3. Intervall:

6T) £ AE(ty+t,) = Gy [ 14, T) - P4, 0)] # ATy - L0t T,)- (8, T,)] +
*A0n) P(6,T)+ 80y [1+ 05 -P(t, )]
Daraus folgt 4073

Analog ist das Vorgehen fiir die weitern Intervalle.
Die Genauigkeit der Ldésung hdngt von der Groésse der gewihliten Intervalle ab.

Bei Beriicksichtigung des Schwindens muss jeweils der im Intervall auftretende Zuwachs
der Schwindverformung zugezihlt werden. Zum Beispiel ist:

A& (t;+1;) = & (1;) - '-cs(fz/,

Mit Hilfe solcher Differenzen-Ausdriicke analog G1.67) kodnnen beliebige Kriech- und
Schwindprobleme schrittweise gelost werden. Allerdings ist der Umfang der Zahlen-
rechnung meist sehr gross, denn man muss fir jedes Intervall alle vorangehenden
Spannungsstufen neu aufsummieren. Solche Berechnungen werden daher vorteilhaft mit
elektronischen Datenverarbeitungsanlagen durchgefuhrt 1)

Es sei erwdhnt, dass die im Abschnitt 4.4 mit dem Dischinger-Ansatz abgeleitete Dif-
ferenzengleichung 35) als Sonderfall der Gl.67) betrachtet werden kann. Beim Dischin-
ger-Ansatz ist bekanntlich der Zuwachs der Kriechzahl in einem bestimmten Intervall
fir alle Belastungsalter T gleich gross. Somit ist:

[P, T)-P6,T)] = [P T)- (4, T)] = P, 1,)= %03
und G1.67) geht in GIl.35) iiber:
E-AE(t4,+t;) = (Ge)+ 8T+ ATy) AP(s)* AGis) [ 1+ 0,5 AS"(:)]
35)  E-AE(L*ty) * U 8% 8Ty L1405 8¥m]

Ein Vergleich von GI1.67) mit G1.35) zeigt deutlich, dass nach dem Dischinger-Ansatz
eine viel einfachere Superposition méoglich ist.

6.3 Losungen von Trost

Trost?2) hat nachgewiesen, dass bei Verwendung eines empirischen Ansatzes fir #(¢ 7/
die Betonverformung unter verdnderlichen Spannungen (F(#) auch mit folgendem Ausdruck
nidherungsweise bestimmt werden kann.

W” T T [ 109 20t 1))+ & (t)

Der Faktor § wird als "Relaxationskennwert bezeichnet. Das erste Glied beschreibt

den Verformungsanteil der im Zeitpunkt £* 7, aufgebrachten, konstant bleibenden Span-
nung (%) ; das zweite Glied den Anteil der zwischen G(#)und (%) verlaufenden verin-
derlichen Spannung. & (¢) ist die Schwindverformung.

Gre
68) &£t)c— L1rP ()] *

Der von t= T, bis ¢ auftretende Verformungszuwachs AE®)= E#/-€(f;) folgt aus
Gl.68) mit 0f¢) - 0le)= AT() und 8 &(t)> &(t)-& (G)zu:

Tt
b9 AEw) = T o(t1) A [1e5 o (4,)] 4 4 & (1)

2)

D.Schade, W.Haas: Elektronische Berechnung der Auswirkungen von Kriechen und
Schwinden bei abschnittsweise hergestellten Verbundstabwerken.

Deutscher Ausschuss fiir Stahlbeton, Heft 244, Verlag W.Ernst u.Sohn, Berlin 1975

In dieser Arbeit wird darauf hingewiesen, dass bei Verwendung von Differenzen-Aus-
driicken analog Gl1.67) bei komplizierteren Aufgaben grosse Zahlenmengen verarbeitet
werden missen. Es ist daher vorteilhaft, die Integralgleichung 16) in eine Differential-
gleichung tiberzufithren und damit die schrittweise Integration durchzufiihren.

H. Trost: Auswirkungen des Superpositionsprinzips auf Kriech- und Relaxationsprobleme
bei Beton- und Spannbeton. "Beton- und Stahlbetonbau' 62, 1967
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Gl.69) stimmt vollstdndig mit der im Abschnitt 4.5 hergeleiteten Gl.41) iberein. An-

stelle des mit dem Ansatz von Dischinger bestimmten Reduktionsfaktors & hat Trost

den Faktor & fiir einen empirischen $#,T) -Ansatz ermittelt., Er verwendet dazu die in
den CEB-Richtlinien (Ausgabe 1970) enthaltenen Angaben fiir die Kriechfunktion:

P(tT) = Kk(T)  $n-F(¢t-T)
wobei %, = ¥(es28)

Normkriechzahl fiir gegebene Betonqualitdt, Abmessungen
und Lagerungsbedingungen

1)

Kk (T)
f (£-T) = zeitlicher Verlauf seit Belastungsbeginn

Beiwert zur Berilicksichtigung des Belastungsalters

Trost bestimmt den £ -Faktor mit Hilfe der Integralgleichung 16), indem er aus ver-

schiedenen Annahmen (ber mdgliche Verlaufsformen fiir 07¢)Zahlenwerte fiir & ein-

grenzt,

Fir die praktische Anwendung empfiehlt Trost folgende mittlere Reduktionsfaktoren:
70) §= 085 bei Zwangsverformungen (Relaxation etc.)

1
1) §= 0,5*17‘72'7 bei Spannungsumlagerungen in SpannHetonquerschnitten2)

Mit G1.69) lassen sich Kriech- und Schwindprobleme in gleicher Art, wie in Abschnitt
4.5 gezeigt, lOsen.

6.4 Losungen von Bazant3)

Nimmt man wiederum an, dass sich die zur Zeit t* ¢, vorhandene Spannung 0%) bis zum
Zeitpunkt ¢ infolge Kriechen und Schwinden umd40{)indere, so gilt:

Tet) = Go)+ 8T ()
Der Verformungszuwachs AE(¢)= E(¢)-E(L,), welcher im Zeitintervall é= £, bis ¢ ent-

steht, kann nach Bazant wie folgt angeschrieben werden:

Cto) ¢
12) AE(Y) = (4T, * -g%;)) + A& (t)

Das erste Glied beschreibt die Kriechverformung fiir die konstante Spannung 0%); das
zweite Glied die infolge der Spannungsédnderung 4T(t)entstandene elastische und Kriech-
Verformung; mit 4€s(¢) wird die im Intervall entstandene Schwindverformung bezeich-
net. £(¢7)ist ein ideeller Modul folgender Form:

73) EMT) = 7. X¢et.) »(t.%.)

Durch den Koeffizienten X (¢,%)d.h. durch die reduzierte Kriechzahl X (¢ L) ¥t L)
wird die Verlaufsform der Spannungsédnderung AG(é)beriicksichtigt.
Fir X (¢7,)=fo wird:

- = E
E (4L T) = E‘W

E wird hiufig als sog. "effektiver Modul" bezeichnet und fiir Nédherungsrechnungen
in der Praxis verwendet.

1)

2)

3)

Nach CEB (1970) gilt fir Normalbeton: T =| 7 | 74| 28|30 |3sd Tege
k(D= 1.4 | 12| 10075 65|

H.Trost: "Zur Berechnung von Spannbetontragwerken im Gebrauchszustand unter Be-
riicksichtigung des zeitabhingigen Betonverhaltens', Beton- und Stahlbetonbau 1971,

Z.P.Bazant: ""Prediction of Concrete Creep Effects Using Age. Adjusted Effective
Modulus Method'", ACI-Journal, April 1972



Setzt man GI1.73) in Gl1.72) ein, so wird:
R AR A(Zm [r1+xt) Pen)]+4&H)

4) A& (¢) = G

Gl.74) stimmt mit der aufgrund des Ansatzes von Dischinger abgeleiteten G1.41) und
auch mit der von Trost angegebenen Gl.69) iiberein. Statt den Reduktionsfaktoren &
bzw. § werden in Gl.74) genaue X({Z}-Fak‘toren eingefiihrt.

Bazant ermittelt die X (#, %) -Faktoren durch numerische Auswertung der Integralglei-
chung 16) mittels Computer. Als Kriechfunktion wird der ACI-Ansatz Gl.20) verwendet.
Der Untersuchung wird die folgende Verformungsbedingung zugrunde gelegt:

1B)  E)- & (H) = E, +E - P (LT.)

Dabei ist £(?)die Gesamtverformung, & (#)die Schwindverformung im Zeitpunkt ¢ . &, und
E, sind gegebene, konstante Verformungen.

Die. mit G1.16 und Gl.75) bestimmten X (¢, %,) -Faktoren sind unabhéngig von der Gros-
se von &, und &, und gelten daher gleichermassen bei:

- Spannungsrelaxation (€, = eingetragene Verformung®e)/£ und &, =0 )

- linear mit ?{l‘, T.) anwachsendenVerformungen (z. B. Schwinden, stetige Auflagersen-

kung bei statisch unbestimmten Betonkonstruktionen)

In Abb.22 sind aus der Arbeit von Bazant einige mit £ = const. ermittelte X (¥, %)-
Faktoren aufgetragen.

fo
o999
Z(bfﬁ) 9rFr— AT /
to 963
gorpp—"" | =" 7 =
o9 o o3 o = Belastungsalter (Alter
7 — |/ bei Belastungsbeginn)
/F‘l‘b’/‘ in Tagen
9818, (¢-7.)= 10% Tage (~ 27 Jahre)
of = Zeit seit Belastungsbe-
! ginn
(¢ %.)nach ACI-Ansatz Gl.20)
| |

95 10 15 20 35 zlo 36 Pfo=7)

| i i |
95 19 16 30 25 3o P(w28)

Abb.22: Reduktionsfaktoren nach Bazant

Beispiel (16): Spannungsrelaxation

Verformungsbedingung: A £ (¢) = ©
Aus Gl.174) folgt fiir Aé.s (t) = o :
®(t )
1+ X (¢ %) (¢, T)

ATet) = - o) -

Fir:  $n (*7) = 35 (6/.20); To = fo Tge; (t-T) = f0* Tge.
Plloto) = 321, X(tT,)= 93

wird: ACT(?)
at)

- 0823 - Gto)
0177 - (to)
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Beispiel (17): Schwinden in starr festgehaltenem Stab

Verformungsbedingung: A4 &(¢) =0
Aus Gl.74) folgt fir Ule) = 0
_E A&
ATU) = TUt) = = 4 Tu] 07, 1)
Fir: $, (e=,7) 235, To=fo Tge; (¢-1,) = fo* Tge.
P (1o* 10)=321;, X (t,T;) = 0,93
DE (1) =~ 30 10°F ; £+ 300000 kpler}

wird: G-(U = 23;ka/¢”¥

Die Einfithrung von Reduktionsfaktoren X(f,T-)erlaubt somit eine genaue Kriech- und
Schwindberechnung bei Verwendung eines beliebigen Ansatzes fiir 9(¢,7/) . Allerdings
gelten die von Bazant angegebenen X (¢ Te) -Faktoren nur fir den .angenommenen
?(t 7,) -Ansatz und fir Probleme, bei denen die Verformungsbedingungen Gl.75)
genau oder angenidhert erfiillt sind.



7. Zusammenfassung

Die bisherigen Ausfiihrungen haben gezeigt, dass derzeit eine Reihe von Berechnungs-
verfahren zur Beriicksichtigung der Kriech- und Schwindeinfliisse zur Verfiigung stehen.

Allen diesen Verfahren liegen die gleichen Berechnungshypothesen zugrunde, nimlich
- .linearer Zusammenhang zwischen Kriechverformungen und Betonspannungen

- Giltigkeit des Boltzmann'schen Superpositionsprinzips fiir die Kriechverformungen

Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich in den der Berechnung zugrunde gelegten
Ansitzen fiir die Kriechfunktion ®(¢ 2/ und den sich damit ergebenden Formulierungen
der Spannungs-Verformungsbeziehungen.

Wie in den fritheren Kapiteln dargelegt wurde, kann die in einem betrachteten Zeitab-
schnitt auftretende Verformungséinderung im Beton entweder in Form einer Integral-
bzw. Differentialgleichung oder in Form einer Differenzengleichung oder in Form einer
Gleichung mit Reduktionsfaktor dargestellt werden.

Nachfolgend sollen diese Darstellungsarten in vergleichbarer Schreibweise nochmals
aufgefiihrt werden. Die jeweils verwendeten Ansétze fiir die Kriechfunktion sind wie
folgt bezeichnet: £ = Empirischer Ansatz, 0 , = Dischinger-Ansatz, R = Riisch-An-
satz. '

Integral- bzw. Differentialgleichung:

E: D& (1) = E(t) - & (to) et
. B-G(G) GB(T). oA [47(T) . ] .
Z + % S’(I,Z;)fé.bz[r—;-?— P dn[g,(;/ 5;,(2;}] (G1.16))
D: dE () = G (1) + = G (t) - SP(E) + A& (1) (G1.27))
b b
R: d& (1) = ’;% a0, (t) *-g— Gp(t) 5 rt) + d& (t) (Gl. 55))
b b

Differenzen-Gleichungen:
(Beispiel fir 3. Intervall)

s to
E: A& (t;+1s) = Lé{z [eits, T)-2 (4 1.)] % [ ¥, 0)-2b,T,)]*
b

+ A?nz - Pt T,) " —J“Zf" [1+05 P(t;, T2)] » A & (tr+£5) (GL6T))
[}
. G A4T(s)
D: A& (t,+t) = %?mea; * < [/+o,5-49’(3/]+ A& (tr7 1) (G1.35))

47,

) , 7 (
R: A&y (tz:ts) = -‘;_4” "4 F(3) * é’) [1+% +o5- A% (3)] * 4 Es (4 +t3)(G1.60))

b

Gleichung mit Reduktionsfaktor:

£ a6 ) =~ 2wy L2U 11X (47) w47+ & @) (GLT4)

&
. « Usto) . 40, (t)
D: A& (1) A P(t) * = [1+xet)] + 4 (4) (G1.41))
. = ‘i(o}. a% )
R: A& (1) = < % (t) + —= [ 1+, + X F¥ (l)] + 4 E;(¢) (Gl.61))
b b
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Die Berechnung der Einflisse von Kriechen und Schwinden auf die Spannungen in einem
Bauteil wird vorteilhaft in folgender Reihenfolge durchgefiihrt:

- Ermittlung der beim Eintragen der Dauerlasten im elastischen Tragwerk entstande-
nen Spannungen @ (%)*U05(s) und Ve (¢) = Tgto)

- Ermittlung der im betrachteten Zeitabschnitt ##o bis ¢ durch Kriechen und Schwin-
den bewirkten Spannungséinderungen 4G (¢) und AVe($)

Die notwendigen Bestimmungsgleichungen werden durch Anschreiben der mit der
Aufgabe gegebenen Verformungsbedingungen (z.B. Ebenbleiben der Querschnitte) und
unter Beachtung der Gleichgewichtsbedingungen erhalten.

Fir die Betonverformung ist die im Zeitabschnitt entstehende Verformungsinderung
AEL (L) » Ey () - & (ts) einzufiihren.

- Ermittlung der Spannungen am Ende des betrachteten Zeitabschnittes:

Op(t) = Uple) + 4T3 (t)

Te(t) = Teto) + ATe (¢)
In der gleichen Reihenfolge konnen z.B. auch Tragwerksdeformationen ermittelt wer-
den.

Genauigkeit und Umfang einer solchen Berechnung héngen von der Form der zugrunde-
gelegten Kriechfunktion 9¢¢,Z) und vom gewéihlten Rechenverfahren ab.

In der Praxis bevorzugt man einfache Verfahren, welche eine rasche Abschédtzung der
Einflisse von Kriechen und Schwinden auf Spannungen und Verformungen erlauben. In

den meisten Fillen sind dazu die auf dem Dischinger-Ansatz aufgebauten Berechnun-

gen nach wie vor am besten geeignet. Eine zu grosse Genauigkeit ist bei solchen Be-
rechnungen nicht erforderlich, denn die dabei verwendeten Kriechzahlen und Schwind-
masse sind in der Regel nur angenommene Mittelwerte. Das im Kapitel 4 abgeleitete

Loésungsverfahren mit Reduktionsfaktoren @ oder eine Rechnung mit Differenzen geniigt
meist vollauf.

Legt man der Berechnung den im Kapitel 5 erlduterten Riisch-Ansatz zugrunde, so er-
h&lt man genauere Ergebnisse als mit dem Dischinger-Ansatz. Dies ist vor allem in
jenen Fillen angezeigt, wo sich die Méngel des Dischinger-Ansatzes besonders stark
auswirken. Dazu gehdren die sog. Relaxationsprobleme (Spannungsabbau nach aufge-
zwungener Verformung); Tragwerke bei denen massgebende Dauerlasten in einem spé-
teren Zeitpunkt aufgebracht werden; abschnittweise erstelite Tragwerke usw.

I

Fihrt man die Berechnung mit einem versuchsmiéssig begriindeten empirischen Ansatz
fir (¢,7)durch, so erhdlt man die zuverlidssigsten Ergebnisse. Wie in Kapitel 6 ge-
zeigt, ist dabei der Rechenaufwand meist betrédchtlich, so dass derartige Berechnun-
gen vorteilhaft mit Hilfe von EDV-Anlagen durchgefiihrt werden. Solche genauen Be-
rechnungen sind bei allgemeinen Untersuchungen oder bei komplizierten Problemen,
wo eine hdhere Genauigkeit erforderlich ist, angebracht.

In gewissen Spezialfdllen kann durch Einfilhrung genauer Reduktionsfaktoren nach Trost
oder Bazant die Rechnung wesentlich vereinfacht werden.



8. Anhang:
Kriech- und Schwindberechnungen bei Verbundkonstruktionen

8.1 Verbundquerschnitte

Beliebige Verbundquerschnitte geméss Abb.23 aus Beton und Stahl (schlaffe Bewehrung;
Spannglieder; Stahlprofile). Zwischen Stahl und Beton besteht vollstdndiger Verbund. Im
Beton treten nur Druckspannungen oder geringe Zugspannungen auf, so dass mit einem
ungerissenen Betonquerschnitt gerechnet werden kann.

S

ooclboo
|

CeO

O 2 Sparnstahl
¢ = schlaffe Bewehrung

Abb.23: Verbundquerschnitte

Die auf die entsprechenden Schwerpunkte bezogenen Teilquerschnitte sind:

Beton- Gesamter Stahl-
Querschnitt: Querschnitt:
Schwerpunkt Sp Se
Fléache A R
Tréagheitsmoment I Te

8.2 Spannungen und Verformungen vor Kriechbeginn

Beim Aufbringen der Dauerlasten auf die Verbundkonstruktion (Zeitpunktf = f ) wirken
in einem Querschnitt gemé&ss Abb.24 die Schnittgrossen No und M, . Die im Beton und
Stahl auftretenden Spannungen U&(o) und Ce (o) konnen mit Hilfe folgender ideeller Quer-
schnittswerte ermittelt werden: ’

Verhiltnis der elastischen Moduli: n = £Eo /&

Flachey Fr= B*nte
Abstand 5,' vonSb : t = a~"_:£

1
Tréigheitsmoment: T, = Tp+nde+nkfeala-t)

Unter Beachtung der in Abb. 24 angegebenen Abstidnde und Vorzeichenregeln er-
hdlt man:

76) a,;/o;-i’r-‘:-»*%--y;; Ge (o) = n-Gglo)
' (]
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ds = fo

1
|
4- ’
Mo +5b
'NQ y‘
L — | b - £46)= - £,6)
s
+ -
Gl [
Vorzeichen: + = Zugkroft, Zugsparnungen , Veriongerung “ Y o) = - Velo)

+ = Moment, Verdrehurg

Abb.24: Spannungen und Verformungen im elastischen Verbundtrigerelement

In Spannbetonquerschnitten ist bei Aufbringen der Vorspannung mittels Spanngliedern im
Zeitpunktf'fo noch kein Verbund zwischen Spannstah{ und Beton vorhanden. Bei Ver-
nachldssigung der im Querschnitt vorhandenen schlaffen Stdhle wirken die Vorspann-
kréfte und die Schnittgrdossen aus Dauerlast in diesem Zeitpunkt nur auf den Betonquer-
schnitt.

Bei Spannbetonquerschnitten mit sofortigem Verbund (Herstellung im Spannbett) sind G (o)
bzw. 0;(0) die Spannungen, welche nach Absenken der Spannbettkraft Zy zusammen mit
den Spannungen aus Dauerlast im Querschnitt auftreten.

Fiir die rechnerische Behandlung der Kriecheinflisse werden die im Zeitpunkt #= ¢, im
Beton wirksamen Schnittgrossen AMp(e) und Mpfe) . d.h. die Resultierenden der Spannun-
gen Gp (o) bendtigt.

Aus den Betonspannungen in S8 bzw. am oberen und unteren Rand erhilt man:

Sb
Nb/o) = OZfa} - Fp
4 o
77) Myto) = BL) - Glo) 3,
d
Man kann bei Verbundtrigern diese Schnittgréssen Nplo), Myfo)auch aus den Gesamtschnitt-
grossen Np und M, herleiten und erhilt:

NI S

¢

78)

Sind im Querschnitt Spannstdhle angeordnet, so muss bei Anwendung letzterer Formeln
die Art der Eintragung der Vorspannung (nachtrédglicher Verbund oder sofortiger Ver-
bund) berticksichtigt werden.

Verformungen: .
Die im Zeitpunkt ## & auftretende elastische Verformung im Verbundtrigerelement ds = fo
erhdlt man geméss Abb. 24 aus:

79) ¥plo)= Yplo) = 2213-'- = _2423{33 (Verdrehung oder Krimmung)
(3 b

No + .&—. . y"
&F &7
Nole) | Mp (o)

EvFfo EpJ,

80) Ep (o)® Eele) *

(Verldngerung)

Yo

Dabei ist _y[ bzw. Yp der Abstand einer beliebigen Querschnittsfaser von §;/ bzw. S



8.3 Berechnungen mit Dischinger-Ansatz

8.3.1 Losungen mit Umlagerungs-Schnittgrossen

Im betrachteten Zeitintervall ts £o * ¢n wachse die Kriechzahl um 4% und das
Schwindmass um 4& an.

Durch die im Verbund wirkenden Stdhle werden die Kriech- und Schwindverformungen
des Betons behindert, wobei im Querschnitt eine Spannungsumlagerung eintritt. Die-
se Umlagerungsspannungen erreichen am Intervallende die Werte AUp und 4de (Abb.
25). Die Resultierenden dieser Umlagerungsspannungen im Beton und Stahl sind die
Umlagerungs-Schnittgrossen 4Ny, 4Mp und ANe, 4 Me

dg=10
/
S -4 Sp
Yo
d a aé—— -8Ep =-d&e
47 ANe — +Se
.YeI
-AY = -APe

Abb.25: Umlagerungs-Schnittgréssen und Verformungsinderung

Nimmt man an, das betrachtete Verbundtridgerelement gehére zu einem statisch be-
stimmt gelagerten Trédger, so werden durch Kriechen und Schwinden keine system-
bedingten zusétzlichen Schnittgrossen geweckt. Die Umlagerungsspannungen 495 und
AUe bilden einen Eigenspannungszustand, und es. gelten die folgenden Gleichgewichts-
bedingungen. ‘

81) AN, + ANe =0
82) AMp+ANe a+dMe = o0

Die durch Kriechen und Schwinden im Trigerelement &/s = {0 entstehenden Verformungs-
dnderungen verlaufen gemdiss Abb.25 linear ilber den Querschnitt und sind fiir Beton
und Stahl gleich gross.

Fiir die Beschreibung der Betonverformung unter der von Uple)bis UpL)*4T wir-
kenden verénderlichen Spannung wird die im Abschnitt 4.5 abgeleitete Beziehung Gl. 41)
eingefiihrt. Fir eine beliebige Querschnittsfaser ist:

T(o)
. A .»__... 1+ 24FP)+ A E
41) A, = - 4 A ( ) s
42) x= o5+ ¥
20

Formuliert man die Gleichheit der Verformungsénderung von Beton und Stahl in der
Faser S¢ , so erhidlt man:

83) ANe - Np (o) , Mb(-l.a).dso.p A_Nb_ M a) (/*34?)*45:

Eele EnFo  EpTp Eho  Epds
Die Gleichheit der Aender\'mg der Verdrehung fiihrt auf:
84) A Me beo) A9 + AMp (1+ ®aP)

Eede  E»Js EJb
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Mit dem Gleichungssystem 81) bis 84) lassen sich die vier Umlagerungsschnittgros-
sen Ny, AMp und AMe,AMe ermitteln. Die Auflésung dieser Gleichungen gibt: 1

nfﬂ

nke
[Cerodts +Noto) i 4?][/»«7—(/»‘*4?)]»‘%&/ % AF
D

85) ANe »- ANy

nte nJ nl nfe
86) AMg = -a[iews.”/vm)—,e;as’]-;f(uxaﬁmm; Sar (1+ B2 (1raeav))

87) papys " SLEefeAEs + Nolo)- S T e = = = St (1+ F(1eaeary)]aw
0

88) p= f+ %:-a (1+a04%) (l* F”" )* = (1+ae0%) (/* r+aea¢))

Fiir den Sonderfall der Bewehrung nur einer Lage in Se d.h. fir Je=O erhilt
man die bekannten Formeln:

Nolo) . Mple )
edgsenay (B2 » 22 . 2)

89) ANe = -ANp = Fe - = =
f+n7_; (/+_§:_)(/+ae¢)

90) AMp e -ANe-a

Mit den derart bestimmten Umlagerungs-Schnittgrossen kénnen die Umlagerungs-
spannungen 405, 40 ermittelt werden.
ANy A Mp

91) A%u-—;b—+-3;-~yb

A Ne M,
92) ATe = T* AJee © Ye

Die durch Kriechen und Schwinden bewirkten Verformungsédnderungen folgen aus:
Np(o) Mp (o) aNs A Mb
03) afs= 06 (57 *Fa W) ave(Em + 2

% Jb) (1+xa®)*a&

Mole) oo o BM

94) AYp = LYe = 7N T e

(1+aae)

8.3.2 Losungen mit ideellen Querschnittswerten

Wie vom Verfasser gezeigt wurde 2), kénnen Umlagerungsspannungen und Verformungen
in einem Verbundquerschnitt statt mit den unhandlichen Formeln 85) bis 94) einfacher
mit Hilfe eines ideellen Querschnittwertes ermittelt werden

Die zu Beginn des Kriechens im Beton vorhandenen Spannungen sind ¥56) und die zuge-
hérigen Teilschnittgriéssen Np (o) und Mplo) . (Abb 26)

Die Schwindverformung wichst affin zur Kriechzahl zum Endwert 4€s an und kann da-
her auch als Kriechen infolge einer in $p angreifenden konstanten Normalkraft Mg auf-
gefasst werden.

95) Ng = U5-F G5 = Ais*fb

(Ng erzeugt im Betonelementds = 1,0 eine Kriechverformung von der Grosse
% - AP = A£;)

48

1) nach Trost: Beton und Stahlbetonbau 9/1971

2) M.Birkenmaier: Berechnung von Verbundkonstruktionen aus Beton und Stahl. Verlag
Leemann, Zirich, 1969. Die Berechnungsformeln sind hier fiir & #¢@§abgeleitet wor-
den.
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t* ¢ s

» 5;'
‘y‘. .
d Q ¥ = p-8Ep5-dEe
+
* = Zugspannungen u. Ver,e'y'ngerungen.
-4 . -a%,

Abb.26: Umlagerungsspannungen und Verformungsédnderungen

Nun fithrt man folgenden ideellen Querschnittswert ein:

Wertigkeit

Flidche

Abstand §;von %

Tréigheitsmoment

’7&‘

Fl‘
t#
"7‘.0‘

Man ldsst die Teilschnittkrifte
wirken und erhilt die Betonspannungen Uz

(N ay * /Vs)

96) Tto) =

ni1+2-49), z=o,5f4T‘.’

Fo+n” Fe
n” Fe
F‘-~
L+ de +rFe -ala-t)

Ny(o), Mp(s) und Ns auf den ideellen Querschnitt 7%

MpG)-(Nple)# Ns)-L”

l

7" X"

Dabei ist y;* der Abstand einer beliebigen Querschnittsfaser von S¢*

*
Mit Hilfe der Spannungen @(e) lassen sich die Umlagerungsspannungen in einer belie-
bigen Querschnittsfaser sehr einfach bestimmen:

97) 40

98) AG = Gpia)+ 1 - AP

4?

- 0% o)+ G5 ) - Gzte)] Toxdy

Die im Verbundtridgerelement ds = 1,0 infolge Kriechen und Schwinden auftretenden
Verformungsédnderungen erhdlt man aus:

99) A&, = A& =

1000 Aa¥ = 4%

Tz (o)
73

. AP (Dehnungszuwachs einer Faser)

Mplo)-(Noto) + Ns) - £ s cp

Ep - Tj*

{Verdrehungszuwachs)

Es liasst sich einfach nachweisen, dass die hier angegebenen Formeln 97) bis 100)
identisch mit den im vorigen Abschnitt 8.9.1 abgeleiteten Formeln sind.

8.3.3 Anwendungsbeispiele

Beispiel (17):

2

S0

250

PRXK
.000

]
XRRSD

Stahltrédger- Verbundquerschnitt

SRR
0. 2’: A%

4 = 50 kp/cr Fir G
= Yoo kplerd fir e

-189

~627

3 Upte) +4T8

T 500
AN

—

»-5e

Abb.27: Verbundkonstruktion

985

Uzte) * AVp

1328

49



Auf Verbundtrigerquerschnitt gemiss Abb.27 wirke ein Biegemoment von Mo = 50 Mp.
Gesucht ist der Einfluss von Kriechen und Schwinden auf die Spannungen im Querschnitt.

Annahmen: £ = 3o - 1o kpjcrl

Ee = 210 10% kp/crd
AP = 450 N

/

Querschnittswerte:
fo = 5000 emt [ Jp = 166667 cri

Je = 68 74‘0 Cﬁ"‘

Fe = 180 cn:;
a = 35cm

ideeller Querschnitt mit » = fo/&p :
t=7045cm

F
7

6260 cm ;
1860 €75 crf

, n=7.
A& = -25-10~%

ideeller Querschnitt mit n”s » (1+@-4%P)
& = o% ; n¥a26¢
Fi% = 9788crf ; t¥ = 17 12cm
T . 4991 481 et

Spannungen vor Kriechen: (siehe Tabelle)

%) =

Teilschnittgrossen:
No(o) = - 1873 - 5000 = - 93636 kp

Umlagerungsspannungen: (siehe Tabelle)

! (93636 +93750) 443100 +(98636+93750) 1% =
ob. {0 s~ ) o0 ( ) ,YI (Gl.

Mylo) =

So. lo¥
1880 675

Yi ; Glo)r 7 G(e)

-5
as'. —QO‘b"ZS'b -_1475

40

Ns = -1675 - 500 = - 93750 kp.

(Gl.

(GL.
48,31 + 78 | 166667 » Y3100 kperm. (GL.

2257 T L2
8o

(Gl.

9788

VZ?-) =- 1M+ Q7315 - y/”

AT = - [(G) + G ) -Gl)]- 1053
Ale = Gple) - 26

#991 481

(Gl.
(Gl.

Spannungen nach Kriechen und Schwinden: (siehe Abb. 27)
Oetn) « Gofo) * ATe

Cogn) = Toto) + ATE

/

76))

77))

77))

95))

96))

97))
98))

Y

»

Y

G6)

Ge(o)

s

GG)

40p

% &)

G ;)

in f
in $p
in 2

in 3

-17,
-1,
+ 2,
+52,

05 [-27, 12
05
96 |- 7,12
95 [+42, 88

-45,31
-18,175
+ 17,86

+ 55,1
+985,4

. -18;

75] -38, 98

-18,75] -24,35

+12, 23

+26,41

-14,17

-681,9
+342, 4

-18,9

- 6,3

- 627
+1328

cm

+ = Zugspannungen

Rechenkontrolle: 4G% .4 + 40;% . /e = o

kp/em2

(-19,5)1)

(653)1)
(+1335)1)

1)  Genaue Zahlenwerte nach Wippel:
Beton'', Verlag Springer, Berlin, 1963
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Verformungen:

Einfacher Balken mit Verbundquerschnitt gemé&ss Abb. 217.

Spannweite 1 = 10,0 m.,

Dauerlast wird auf elastischen Verbundquerschnitt aufgebracht und erzeugt in Feld-
mitte ein Biegemoment. Mo = 50,0 Mp

Gesucht ist die Durchbiegung in Feldmitte.

Elastische Durchbiegung:

5 Mo - (? . 5,5¢./¢6‘./¢./of . 092em
48-E -/ 48-30 - 10% - 18 807 - 105 /

&m(c) 2

Durchbiegung infolge Kriechen und Schwinden:

Mp(e) und Ap(e) verlaufen lings Balken wie Mp d.h. parabelférmig;Ns-¢* hat auf
ganzer Balkenldnge einen konstanten Wert. Somit ist gemdiss GIl.100):

A‘M = 5'(%(.)"”&(9)‘{”)“ . A? - N‘-f‘:lz A?
48 & - T 8L Ti%

= 5'(/\’5(0)-”5(0)-3“‘)'GNs-t"' [tAe
48 - T

= 5(4431/%+993636-105-1712)+6-99375 105 1772 |\ 5 4w 111 cm
%8 30 - 108 4397487 - fob ‘
Durchbiegung nach Kriechen und Schwinden:

&n = dmle) *+ A&m = 203 cm.

Beispiel (18): Spannbeton-Tréiger

Spannbeton-Tréger geméss Abb.28 wird nach dem Spannbettverfahren (sofortiger
Verbund) hergestellt. Auf den Querschnitt wirkt ein Moment aus Dauerlasten

Mg = 45 Mp - m

L

%% hcm
AL erm @
73—#—_ YUV ..____.@ L_.z °. Yo M,
AAA A | v P
5 |
S, Sb
120 #s A b 4 s Mg
b 4—pe
5 28,57 v
o u#Y\ _l___.@ L —pr 2y 160 Mp
@

l 30 fé”u fo ern'
fe = schlaffe Bewehrung

) 2 =
frfs20em fr = Spannstahle

Zy = Vorspannkrafle im Sponnbett
T¥= Booo kplerd (Spannbettspannung)

ay % 5000 kp/ert

Abb.28: Spannbeton-Triger

Annahmen: £ = 35 - lof kpfem®
e = 21-105 kpleri , n=6
Pm)= B = 42
Estn)» OE = -bo- 0%
Querschnittswerte:
F = 3600 eni; Jp = 4320 o¥cm’
R®s 4#+8 = 12em’
s lorZ2o s 3ocm [ Fas Bo+fRpy = ¥2cnt
a = 2/43 cm
Je = 85714 e
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ideeller Querschnitt mit 7 = Le/&p
nes 6
Fi = 3652 em
t = {40 cm
J; = 49, 4245 - 105cm*
ideeller Querschnitt mit »n*s n(fra-a%):
® =07
n* e 2389
F* = 4603 em
t* = 467 cm
T* = 67,267 - 105 et
Spannungen vor Kriechen: (siehe Tabelle)
200 fo®  45-fo%-(160-48¢ - 040 '564‘)'705.3/’. . ~5192- 0 2468 yi (GL.76))
3852 49, 4245 - 10%5 ’

Ge) = -

LT) = d0t) = n - Glo)

Teilschnittgrdssen:
MNolc) = - 51,86 - 3600 = - 185 €7 Jo® kp (GL.77))
- #
Myle) = “EEXIIETE_ . 4325 - 107 = 10,667 - 107 kpem.
ob Yo fo 5
g =-35 bw‘b R . - 3333 kpferk | Ns = -1200.lo%kp (G1.95))
!
Y | ¥ |%e | AFD| Gl | a% | 4% | G | Gt | G | ko/cm2
n 1 | -61,4]|-64,671-36,16 69, 88|+ 0,22 36,5 (36, 8) 1)
n 0 -51,4]-54,67 -235,4 |-69,34 -1747 -1982[+3253
n Sp - 1,4 -51,57
n +48,6{+45,33 -383,5 [-63, 98 -1612 -1996 |+6004 | (5991) 1)
n 2 +58,6|+55, 73 [-66, 38 -63,44 |+38,08 -28,3 (27,1 1)
cm

Umlagerungsspannungen: (siehe Tab.)

* —(185,67 + 120,0) o® 10,667 - 105 +(18567 + 1,200) 105 . 467
Opc)” = %603 * 67 276 - fo? YT (GL96))
= - 664 +o00536  y"
8% = -[(%6)*G) - Tle)] - 105 (G1.97))
AT = A0z = (o) 2520 (G1. 98))

Spannungen nach Kriechen und Schwinden: (siehe Tab.)
Ty = Tole) +ATs | Ggln)= Ty + AGzco) + aTz: Tetn) = ATe(or+ AT

Verformungen:

Spannbetontriger gemiss Abb.28 wirke als einfacher Balken mit Spannweite { = 20,0 m
Elastische Durchbiegung in Feldmitte:

o) = 2. M P 6 zi4ge-2C 514
” Y8 E T 48 & -
* 5~¥5-b‘-é(/,s-lli,é-o,lfv,sf,y)'195. Yo . fof = - g57cm

. . . . 5
48 - 3,5 - fof - #g 425 - fo (Stich nach obenr)

1) Zahlenwerte nach Trost: Zur Berechnung von Spannbetontragwerken. .

Beton- und Stahlbetonbau 9/1971



Durchbiegungsénderung infolge Kriechen und Schwinden:
Man benétigt die Teilschnittgrossen My6), Mse) getrennt fiir Vorspannung V¥ , Mo-
ment My und Schwinden § .

infolge V: i) = - 50,3 ; Toce) = + 190 [ Gi) = - 119,74 kp/cr
Nylo)= - 18108 - 1o°kp; My(s) = - 49,997 105 kp cm
5 °
infolge My: Gpj = =127, Gple) = ~55%, Glo) = * 53 36 hpfcrk
Nolo) = ~ 457 10%kp,; Mplo) = + 39,334 - 1o% kpem
infolge §: Mylo) = Ng = - 120,0 - 103 kp

B&m = 5(39334+ 457 467) fo* + 6(-48,997 + (18708 » {2000) - 4;67)/0’
48 35 fof . #9, 425 - o8

= +1,78cm.

Durchbiegung nach Kriechen und Schwinden;

&m = Sm(a)*ASm s + 121 cm.

8.4 Berechnungen mit Riisch-Ansatz

8.4.1 Losungen mit ideellen Querschnittswerten

Beim Riisch-Ansatz fiir die Kriechfunktion (Kapitel 5 Abb. 18d) wird die im Intervall
te b+ b auftretende Kriechzahl 49 in einen Anteil ¥ (verzdgerte Elastizitit)
und einen Anteil 49 (Fliessen) zerlegt.

A = % * A%

Die vor Beginn ‘des Kriechens (Zeit##f ) im Querschnitt vorhandenen Spannungen sind
Jple) und T¢ (6).

Durch den_bei é£=¢, sofort eintretenden Kriechanteil % werden diese Spannungen auf
G, (o) und (efe)verindert.

Die durch das Kriechen entstehenden Umlagerungsspannungen sindd40; und AGg

Fir die Verformungsédnderung im Beton gilt G1.61) und 63):

G (o) 40 v
61) 454»"‘5"“”‘ +_ET[1+¢;,+3/.A?,)
A%

) X 95 mew

Fir die Bestimmung der Spannungsumlagerung und der Verformung werden folgende
ideellen Querschnittswerte bendtigt:

n = % Gan(1+%) P s n(1+% v 4%;)
fi = Brnke G = fo il F*=R+n'Re
nke 7 « nke “_ 'R
= —.-q f t ] 2—5. - .
¢ 7 = a 4 7w a
J = J+ndetnte-ala-t) 3, * Y ride+ifea(a-t) ~7¢"- Tp +n"Je +n*fe-a(a-t*)

Yo -lo% 42 =

53
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-S*

rAE =Abe
| Eb0e) 2 Eeto)

Abb.29: Umlagerungsspannungen und Verformungen

Spannungen beim Aufbringen der Schnittgrossen No und Me auf den elastischen Verbund-
querschnitt: (Zeit t=to )

N M
%) G =gt Y %) G

Spannungen zur Zeit f*{, mit Beriicksichtigung des Kriechanteils %

_/;v; , Mo-lo(E-2),

101) Gpe) = Vi ; G =7 G

J[
Teilschnittgrossen im Betonquerschnitt:
by = %
102) M) = Gowo) - /3

-y -0

103) My = BE_BE. 4

Die Schwindverformung wird als Kriechen unter einer in § angreifenden Normalkraft
Ns; erfasst.

4 &g 'Eb

104) MNs= G5 A - & = g

!

Nun reduziert man die Beton-Schnittgréssen Mpe), Mslo) und Ns auf den ideellen
Schwerpunkt S[”und ermittelt die Spannungen:

y Nolo) # Ns)  plule) -(Niote) M) E® .
105) (o) = ( qus , Mol (,76"{'-'“ It

Mit Hilfe dieser Spannungen kann man die Umlagerungsspannungen wie folgt bestim-
men:
4%

106) 8% = = [(Goy+G)- Ge)*] - (1+ %, +aec- 4%)
T

107) A% = VZ?o) - nAF

Die Spannungen nach Kriechen und Schwinden sind:

108) (o) = o) * 4T3 ) = Goro) + AT

/
Die in einem Verbundtrégerelement d&s = {0 auftretenden Verformungen sind: (Abb. 27)
Elastische Verformungen zusammen mit sofort eintretendem Kriechanteil ¥,

&
109) &pto) = Eele) = gT(.) (1*%) (Verlingerung einer Faser)

110) 7/@(,} = Yoo -%E_’/?Q'_U{/*ﬂ} (Verdrehung)
6 J;



Verformungsénderung infolge Kriechen und Schwinden:

VB?.)

111) A Epte) » A€ele) * A

- B S (Verlidngerung einer Faser)

112) ¥ =AWk = M(‘); (g’:")*”‘)'l .Aﬂ- (Verdrehung)
bV '

8.4.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel (19): Stahlt-r_idgr-Verbundquerschnitt
Siehe Beispiel (17), Abb. 27

Annahmen: )
o * 30 to¥ kpfert

fe = 210- fo¥ kpfert ; ne*7
AP« #*+ 4% v 08+32+ 4o | X = o5
Afg= -25- 1078
Querschnittswerte:
F = 5000 cni; Jo= 166667 cm

fes 180 cni ;, Je = 6874 cr:,' as= 35cm.

4

A% __ .
*Zo(h?,) 953

ne7 Ran(1+%)=12¢ n*=n(1+9 +&a%)= 2579
F = 6266 cmi F = 7268 crd Fi*s 9642 cp}

t = 7045 em F= 1092 cm t* » 16,85cm

J = 1880675 cm Ti = 2944260 ent T ¥ = 4588330 crf

Spannungen vor Kriechen: (siehe Tabelle)

. fo5 .
Glo) = 5205 Geto) = 7 Gto) (G1.76))

Spannungen zur Zeit £s{ mit Beriicksichtigung des Anteils ¥ :

~ S50.-fof _ =

Ge) * Zommes Vi %l = 126 G5 (G1.101))
Teilschnittgréssen:

Moo} = - 1854 - Booo = - 92723 kp (G1.102))

- 35 82 v156 ‘

Moty = *=4 % — - 166667 = 3odc00 kpem  (G1.103))

Gr-dofor 2T, - 234k kpfent (G1.104))

Ng # - 23 4% - 5000 = - 117188 kp.
Umlagerungsspannungen: (siehe Tabelle)

Tyto) = - (92723 +117186) , 309000 +(92723 +117186) 16,85 %" G1.105))

9642 4888'330
=- 2177 +0,787 - y;*
AG = - [(G) +03) - )] - 0,868 (G1.106))
AG = Gpto) - 224 (G1.107))

Spannungen nach Kriechen und Schwinden: (siehe Tabelle)

Tooy = o) * 4T Getr) * GeG) + OG

/
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Y | v | ¥ |%e |%w | Gew |Ge | G | G

A% | 4G | Opotm |Verm

- Annahmen: £ = 3,5 0% kpfcri ;

in1l { -17,05{-20,92|-26,85}45,31 35,53 -18,75]-38,30]+13,87 21,70

inS 10,92 18,54

in 2 |+ 2,96{- 0,92|- 6,85|+ 7,86}+ 55,11~ 1,56}~ 19 7}-18,75]-24,18]- 3,36}-541,6]- 4,92]-561,3

in 3 | $2,95{149,08}#43,15 4985,4 41050,2 1,12 124 9,1 1299
cm kp/cm?2 + = Zugspannungen

- Se
Rechenkontrollen: Gpto) Fb +Gate) - 2 » ©

Beispiel (20): Spannbéton—Tréger
Siehe Beispiel (18), Abb. 28

; Ee = 21-10% kpferi [ neé
=42, =08, L% =34

¥ =059 (GL. 63))

Estn)= A& = -%o-lo™%

Querschnittswerte:
Fp = 3600 cm n=go Azn(1+%)sl8
Fe = %2 et
a s 2{#3cm | Fi 2 3852 cr £ 2 40536 cnt
To * 4320 fo®crt t = J40cm ? 224cm
Te = 085714 1oFcm® |J; = 494245 105cnt | T = 54 307 fo%ent

Spannungen vor Kriechen (¢ =¢,)

200 - '03_’ 45 105-(16 - 48,6 -0, % 51, 4)-fo
3852 49, 4245 - fo%

80g(0) = A0z() = 6-Tyls)

Tpte) =~

Spannungen t=fo mit Beriicksichtigung von %, = 08:

200 - fo3 . 45-10%-(16-#86 -0, 4-51,4) ° -
Y053 6 5Y 4245 - o®

Tle) < -
AGew) = 8Tz (0) = 10,8 - g o)
Umlagerungsspannungen ¢ s ¢, :

Nolo) = - #8,80 - 3600 = - 175680 kp.

-62,28+3532

. Sof = -9 To45 - 105
7o 4320 fo g 7045 - 10° kp-cm

Ffb (o) =

ob . Yo -8
G e- ZERr 0 R0 4118 bplent ; N = - 4118 3600 = 146235 kp

34

- . fo5 15- 105. 4523 »
% 5~ 323915  -G7045 to5+ 3239 , .
ble) = 45631 * 66,34 356 1o* i
= - 7599 +o0%6  yi"
8T = - [(Ge)+ 03)- Gh)] - 9890

ATz = ATz = Glo) - 20,4

2. i e-493%-5 225 §;

5 ‘
-y, 3-5192-92468 y, (Gl

(Gl1.

(G1.
(Gl.
(Gl.

(G1.
(Gl.

n"sn(1+7, » &f -89 )= 22,93

Fi* 4563 1cnt
t"s 452cm
Ti*e 66,3435¢ to5cm

.6))

101))

.102))

103))
104))
105))

106))
107))



(cm, kp/cm2)

_
Yi | % |y | %e |Ge 4297 | Gl |2%  |9%" | Gm | %6 (G

in 1 -61,4)-62,4|-64,5|-36,76|-35,32 -75,80|+ 0,62 -34,7

in 0 -51,4]-52,4|-54,5(-39,23|-37,57}|-405, 8]-75, 05 -1531 -1937|+3063

in$ |- 1,4]|- 2,4|- 4,5]|-51,57|-48, 80 -71,33]|+16,60 -32,2

in »n +48,6|+47,6|+45,5(-63,91}-60,03 |-648,3|-67,60 -1379 -2027|+5973

in 2 +58,6|+57,6|+55,5]-66,78}-62, 28 -66,85]+32,58 -29,7

Spannungen nach Kriechen und Schwinden ¢=én

Gotn) = Goto) + 8 ;

n—

Tg (n) = ATe(o) + 406 ;

Gzln) = Ty + 4G3(e) + AT
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Zusammenfassung

Im vorliegenden Bericht wird ein systematischer Ueberblick iber
die wichtigsten Berechnungsmethoden zur Beriicksichtigung des
Einflusses von Kriechen und Schwinden bei Betonkonstruktionen
gegeben. Dazu werden einige fiir die praktische Anwendung geeig-
nete Ldsungsverfahren abgeleitet und an Beispielen erldutert.

Synopsis

This report describes a systematic survey of the more important
analytical methods for taking into account the influence of creep
and shrinkage on concrete structures. Moreover, several methods
suitable for practical applications are derived and explained with
examples.

"Resumé

La présente publication donne une vue d'ensemble des méthodes

de calcul les plus importantes qui permettent d'examiner 1'influence
du retrait et du fluage dans les constructions en béton. En outre,
quelques méthodes de résolution propres a &tre utilisées dans les
applications pratiques sont proposées et illustrées par des exemples.



