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Vorwort

Die vorliegende Arbeit basiert auf einer Untersuchung von

B. Eckmann und P.J. Hilton [l]. Bort wird - analog zum Vorgehen

in der Topologie - für Homomorphismen zwischen Moduln ein Homo-

topiebegriff definiert. Dieser Begriff samt verschiedenen daraus

resultierenden Folgerungen lässt sich auf beliebige Abelsche

Kategorien verallgemeinern (vergleiche H. Kleisli [2]). Im

folgenden soll nun diese Homotopietheorie in zwei speziellen

exakten Kategorien ganz explizit entwickelt werden, nämlich in

der Kategorie der Moduln über einem Ring, welche schon in [l]

andeutungsweise behandelt wurde, und in der Kategorie der Paare

von Moduln, wobei wir hier unter einem "Paar" eine durch einen

Homomorphismus definierte spezielle différentielle Folge von

Moduln verstehen.

Im Kapitel I werden zunächst Definitionen und Sätze aus [l]

zusammengestellt; für einige Resultate wird ein vollständiger

Beweis gegeben. Dabei werden die Sätze über différentielle Pol¬

gen ausführlich behandelt (§5), da wir sie zur Definition der

relativen Homotopiegruppen benötigen. Dann geben wir die injek-

tive (und projektive) Homotopiesequenz eines Paares an; die

Exaktheit dieser Sequenz wird hier nicht bewiesen, wir verwei¬

sen bezüglich des Beweises auf [2]. Nach einem Abschnitt über

das algebraische Analogon zum Begriff der "Faserung" wird im

letzten Teil dieses Kapitels eine Abbildung betrachtet, die den

verschiedenen Aspekten der sogenannten Transgression entspricht.

Im Kapitel II werden allgemeine Sätze über Doppelfolgen zusam¬

mengestellt und sodann, in der Kategorie der differentiellen

Polgen, die relativen Homotopiegruppen definiert. Eine beson¬

dere Rolle spielt dabei das "Transponieren" einer Abbildung

eines Paares in ein anderes Paar; daraus kann unter anderem

die exakte Homotopiesequenz eines Tripels (d.h. einer Zusammen¬

setzung zweier Homomorphismen) gewonnen werden. Auch die so er¬

haltene Tripelsequenz ist das algebraische Analagon eines be¬

kannten Satzes der Topologie.



Das Kapitel III untersucht einige Resultate, die man unter der

Voraussetzung erhalt, dass der injektive und der projektive Ho-

motopiebegriff zusammenfallen. Dies tritt ein für spezielle

Arten von Ringen, welche den Moduln zugrunde gelegt werden [5].
In diesem Falle ist es möglich, auch in der Kategorie der Paare

eine Tripelsequenz aufzustellen, wobei aber nicht die gewöhnli¬

chen Homotopiegruppen verwendet werden können, sondern die

"transponierten" (twisted homotopy groups).

In einem Anhang werden die Cohomotopiegruppen (im injektiven

Fall) untersucht, welche den gleichbenannten Gruppen in der

Topologie ähnlich sind. Die injektive Cohomotopiesequenz wird

hier nicht für ein beliebiges Paar, sondern für einen Monomor-

phismus betrachtet. Sie ist im allgemeinen nicht exakt, sondern

nur exakt "bis auf Suspension", eine Aussage, deren genaue Be¬

deutung im Anhang präzisiert wird.
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Kapitel I.

Homotopie in der Kategorie der Moduln.

1. grundlegende Bezeichnungen und Definitionen.

In diesem und den beiden folgenden Abschnitten werden einige

Definitionen und Sätze zusammengestellt, die wir in der vor¬

liegenden Arbeit ständig benützen. Da diese Sätze bereits be¬

kannt sind, führen wir die Beweise nur ausnahmsweise durch

und verweisen im übrigen auf die Literatur.

A sei ein Ring mit Einselement. Wir betrachten linksseitige

Moduln über dem Hing A. Sind A und B zwei solche Moduln, so

bezeichnen wir mit H(A,B) die Abelsche Gruppe der A-Homomor¬

phismen von A nach B. Einen Homomorphismus f é H(A,B) nennen

wir auch Abbildung von A in bzw. auf B.

Ein Modul 1" heisst in.lektiv. wenn jeder Homomorphismus f von

irgend einem Modul A nach 5 auf jeden Modul A1 j A erweitert

werden kann, d.h. wenn zu f und dem Monomorphismus i:A *• A'

ein g e H(A',B) existiert, so dass f = gi ist. Das drücken wir

durch folgendes Diagramm aus:

0 »-A—ü-A'

5

Satz 1.1. Jeder Modul B kann in einen injektiven Modul B ein¬

gebettet werden, d.h. es existiert ein Monomorphismus

j:B »-E (siehe [3] oder [4]).

Ein Modul A heisst pro.iektiv. wenn zu irgend einem Homomorphis¬

mus f:A »-B und jedem Epimorphismus h':B' >-B ein Homomor¬

phismus g':A >-B' existiert, so dass f = h'g' ist:

A

y}
B'—7-»B *0

h

Satz 1.2. Jeder Modul A ist Quotient eines projektiven Moduls

A, d.h. es existiert ein Epimorphismus h: A—* A = —/

wobei Aq den Kern der Abbildung h bedeutet [4].
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2. i-homotope und p-homotope Abbildungen <« H(A,B).

Zwei Abbildungen f und g e H(A,B) heissen i-homotop (f -j' g),
falle sich f - g auf jeden Modul A' 3 A erweitern läset.

Satz 2.1.Damit f ^ 0, ist notwendig und hinreichend, dass f

auf einen beliebigen injektiven Modul X 3 A erweitert

werden kann.

Zwei Abbildungen f und g heissen p-homotop (f ~ g), falls

f - g sich über jeden Epimorphismus h1 irgend eines Moduls

B' auf B faktorisieren lässt: f - g = h'k, wo k:A *-B'.

Satz 2.2. Damit f ~ 0, ist notwendig und hinreichend, dass f

sich über einen Epimorphismus h eines projektiven

Moduls B auf B faktorisieren lässt.

Die Beziehungen rr und ~ zwischen den Abbildungen in H(A,B)
sind Aequivalenzrelationen und die entsprechenden Homotopie-

klassen bilden die Elemente der injektiven bzw. projektiven

Homotopiegruppen

Ü(A,B) = H(A'B)/j#H(ItB) ozw.

I(M)-E(A%(1|B)|
wobei j die Einbettung von A in eine injektive Erweiterung I

und h die Abbildung von B auf B bedeuten. Die Abbildungen j*

bzw. h* sind die durch j bzw. h induzierten Homomorphismen

H(Ä,B) >-H(A,B) und H(A,B) >-H(A,B).

Sind f é H(A,B) und géH(B,C) und ist f j 0 oder g
~ 0,

dann ist auch gf 7* 0. Jedes k 6 H(A,A') induziert deshalb

eine Abbildung k* von n(A*,B) in ü(A,B) und jedes 1 H(B,B')
eine Abbildung 1# von it(A,B) in n(A,B'). Daher ist ïï(A,B) ein

in A korrtjavarianter, in B kovarianter Punktor.

Satz 2.5. Wenn A injektiv ist, dann ist iï(A,B) = 0 für jedes B

und umgekehrt; falls B injektiv ist, dann ist ü(A,B)
= 0 für jedes A und umgekehrt.

Für die projektiven Homotopiegruppen £,(A,B) gelten die ent¬

sprechenden Sätze.
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3. Homotopietyp.

Die Abbildung f H(A,A') heisst in.lektive Homotopieäquivalenz

(i-Aequivalenz), falls eine Abbildung g t H(A',A) existiert, so

dass gf und fg i-homotop zu den identischen Abbildungen in A

bzw. A' sind. In diesem Fall nennt man die Moduln A und A'

i-äquvalent oder vom gleichen i-Typ. (A*j A').

Die entsprechende Definition gilt für die projektive Homotopie¬

äquivalenz (p-Aequivalenz) und p-äquivalente Moduln A und A'.

(Moduln vom gleichen P-Typ, A ai A1).

Satz 3.1. Damit A ? 0, ist notwendig und hinreichend, dass A

injektiv ist.

Satz 3.2. Wenn A j V und B j B1, dann ist A + B == A' + B1.

Satz 3.3. Wenn ein additiver Punktor F(A) für jeden injektiven

Modul A Null ist, dann induziert jede i-Aequivalenz

zwischen A und A' einen Isomorphismus zwischen F(A)

und f(A'). (Zur Definition eines additiven Punktors

siehe [4], S.19)

Den Beweis führen wir für einen kovarianten Punktor P(A): Es

seien f: A »A* und g: A' *A die i-Aequivalenzen zwischen

A und A', so dass gf -? 1 und fg -y 1. Dann ist h = gf - 1^0.
Ist j die Einbettung von A in eine injektive Erweiterung X, so

existiert ein Homomorphismus E, so dass h = Ej. h induziert

einen Homomorphismus h#: F(A) ••F(A). Die Paktorisierung

n* = h*j#: F(A)—r-»P(Â")-ç—*'F(A) zeigt, dass h# = 0, da ja

F(Ä) = 0 ist. Also gilt (gf - 1)«. = g#f# - 1* = 0 oder

S»f* = 1# = 1. Entsprechend beweist man, dass f#g# = 1 ist,

das bedeutet aber P(A) S P(A').

Satz 3.3. sagt mit anderen Worten, dass unter den gemachten

Voraussetzungen F(A) nur vom i-Typ von A abhängig ist. Dies

trifft z.B. für ü(A,B) zu.

Zu den Sätzen 3.1. bis 3.3. gelten die analogen Sätze für die

p-Aequivalenz.

Satz 3.4. Jeder Homomorphismus f e H(A,B) kann faktorisiert

werden in a) einen Monomorphismus und eine anschlies¬

sende i-Aeqivalenz, b) eine p-Aequivalenz und einen

anschliessenden Epimorphismus.
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Beweis von a): Es sei j ein Monomorphismus von A in eine injek-

tive Erweiterung Ï. Wir bilden A in die direkte Summe Ï + B ab

durch f(a) = (j(a),f(a)), a e A. Diese Summe Ä + B wird in B

abgebildet durch f"(a,b) = b. Die Abbildung f ' ist ein Mono¬

morphismus und f" eine i-Aequivalenz, da nach Satz 3.2.

I + B j B ist.

Die Abbildungen für den Pali b) werden in dualer Weise kon¬

struiert.

4. Suspension.

Unter einer Suspension ZA eines Moduls A verstehen wir den

Quotienten /, einer injektiven Erweiterung Ä von A. Verschie¬

dene injektive Erweiterungen von A ergeben verschiedene Suspen¬

sionen, die aber alle denselben i-Typ haben. Das zeigen die

folgenden üeberlegungen:

Es sei f ein Homomorphismus von A nach A', j die Einbettung von

A in eine injektive Erweiterung Ä, j' diejenige von A' in eine

injektive Erweiterung A"':

A —»A"

i y

I i-*I«

Die Abbildung j'f « H(A,Ä') kann zu einer Abbildung f £ H(Ä,Ä')
erweitert werden und induziert somit eine Abbildung f\ von

I, I', °

ZA = A/A in JA' = /A,. Es gilt nun der

Hilfssatz 4.1. f und g seien zwei verschiedene Erweiterungen

von j'f 6 H(A,Ä') auf den injektiven Modul Ä.

Dann sind die induzierten Homomorphismen f

und g von ZA in ZA' i-homotop.

Beweis: h = g - f ist 0 auf A; wir erhalten also eine Abbildung

von A in A', die wir ebenfalls mit h bezeichnen wollen. Ist

p die Abbildung von A"' auf ZA1, so ist ïï = pE eine Abbildung

zwischen den Suspensionen ZA und ZA1. Da diese Abbildung über

X' faktorisiert ist, gilt nach Satz 2.1. h-? 0 oder f ri .

Die durch verschiedene ? erhaltenen f" liegen also alle in der¬

selben Homotopieklasse, die durch f: A >A' eindeutig bestimmt

ist. Wir wollen in Zukunft diese verschiedenen 7 nicht mehr
o

unterscheiden und schreiben dafür einfach Zf: ZA >2A'.
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Satz 4.2. 1st f e H(A,A') eine i-Aequivalenz, so ist ZI eben¬

falls eine i-Aequivalenz.

Beweis: Es existiert eine Abbildung g é H(A',A), so dass gf •j-1
ist, dann ist h = gf - 1 -> 0, wir können h also auf A erweitern:

A
J
>Ä——>2A

*\Jr |^ |Zh h = h'j.

A—:—3-A-——ZA

Nun ersetzen wir h durch die Abbildung h" = h - h'j = 0; es ist

h" >-h. Damit das Diagramm kommutativ bleibt, müssen wir h er¬

setzen durch h" = h - jh', während£h unverändert bleibt. Nun

ist h" auf A die Nullabbildung. Wie bei Hilfssatz 4.1. folgt

daraus ?h £ 0 oder ZgZf t- 1. Analog beweist man, dass ZfZg T' 1

ist. Zf ist also eine i-Aequivalenz und damit Lk
~

£k'.

Bemerkung: Satz 4.2. bedeutet, dass Suspensionen, die durch

verschiedene injektive Erweiterungen von A erhalten werden,

i-äquivalent sind, da man in diesem Fall für f die identische

Abbildung nehmen kann.

Durch n-malige Iteration erhalten wir die Suspension ZnA und

bilden mit ihrer Hilfe die injektive Homotopiegruppe iT(2r*A,B).

Diese ist unabhängig von den benützten injektiven Erweiterungen

und somit durch die beiden Moduln A und B (sogar durch ihre

i-Typen) eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen sie als die n-te

in.iektive Homotopiegruppe 5F (A,B) von A in B:

ün(A,B) =%(r"A,B), n= 0,1,2,... .

Im dualen (projektiven) Fall bezeichnen wir mit -OB den Kern

des Epimorphismus h eines Projektiven Moduls B auf B. Dual zu

Satz 4.2. beweist man, dass der p-Typ von .OB nur vom p-Typ

von B abhängig ist. Wir können deshalb die n-te projektive

Homotopiegruppe s. (A,B) definieren als

2Ln(A,B) = 2L(A,-n„B), n = 0,1,2,... .

Zu jedem Satz im "injektiven Fall" kann man einen entsprechenden

Satz im "projektiven Fall" formulieren und beweisen. Man hat

dazu bloss die entsprechenden Begriffe und Operationen durch

ihre "dualen" zu ersetzen. Wir werden uns deshalb im weiteren

auf den "injektiven Fall" beschränken. Nur im Kapitel III wer¬

den wir auch die "projektiven" Sätze benötigen und ohne speziel¬

le Beweise benützen.
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5. Différentielle Folgen.

Eine Folge <r

0 + SQ 2-»- Sx *-* S2 -—* • • -

von Moduln Sj und von Homomorphismen d. heisst differentiell,

wenn die Zusammensetzung von zwei aufeinanderfolgenden Homo¬

morphismen 0 ist, d.h. wenn d.d., = 0 ist für i = 1,2,"».

Die Folge <r heisst exakt an der Stelle i. wenn Im d._, = Ker d.

ist, sie heisst exakt, wenn sie an jeder Stelle i = 0,1,2,•••

exakt ist.

Ein Homomorphismus f einer differentiellen Folge <r in eine

différentielle Folge t ist eine Folge von Homomorphismen t*

äj. in 1V
d.h. dass f.d

Diese Homomorphismen f von <r in T bilden eine Abelsohe Gruppe

H(cr,t) . f = 0 bedeutet, dass alle f. = 0 sind, f heisst mono¬

morph (epimorph, isomorph), wenn alle f. Monomorphismen (Epi-

morphismen, Isomorphismen) sind. Diese Festsetzungen stehen

mit den üblichen kategorietheoretischen Begriffen in Einklang.

Eine différentielle Folge T heisst in.lektiv. wenn für eine be¬

liebige différentielle Folge <r jeder Homomorphismus f ê H(<r,r)

auf jede différentielle Folge cr'j<r erweitert werden kann.

Satz 5.1. In einer injektiven differentiellen Folge T sind

alle T. injektiv.

Beweis: Es sei f. ein Homomorphismus von einem beliebigen Modul

S in 1. Mit diesem Homomorphismus können wir eine Abbildung f

der speziellen differentiellen Folge
d d± = 1

Q- ; ... ». 0 > S = »- S -0 »-••

in T konstruieren, indem wir fi+1 = ïïifi setzen (c^ e H(Ti»Ti+i))
und f = 0 wählen für n ^ i,i+l. Da nach Voraussetzung r injek¬

tiv ist, kann f auf eine beliebige Folge <r'o <r erweitert werden.,

wobei wir für unsere Zwecke speziell die Folge
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<r' : 0
di-l

*-S'
di=l

-*0

wählen, in der S' 3 3 ist. Wir erhalten also das folgende Dia¬

gramm:

er: ••• 9-0 'S. »-S f 0.

f; k.

-*S' -*- 0

4' 1/ U L/t \/
'V -* T, -»T,

Li-1 J.~""'i ^. "i+H,"i+2

Durch die Erweiterung f' von f erhalten wir auch eine Erweite¬

rung f! von f. auf S'. Da S1 ; S beliebig gewählt werden kann,

folgt daraus, dass Ti injektiv ist.

Die Umkehrung von Satz 5.1. gilt nicht, denn es gibt différen¬

tielle Folgen, die aus lauter injektiven Moduln bestehen und

die trotzdem keine injektiven Polgen sind. Hingegen gilt

Satz 5.2. Eine exakte Folge t» in der alle Moduln T. injektiv

sind, ist eine injektive Folge.

wir schreiben deshalb T, = T + T,'.
loi

-»To ist 0 auf T
,

c o
das Bild von

Beweis: Da X exakt ist und alle T. injektiv sind, ist T direkter
l o

Summand von T, ([4] S.10),

Der Homomorphismus d, : T.-

cT, ist isomorph zu T-j und direkter Summand von T0, so dass wir

T_ = T' + fl schreiben dürfen. Dieselben Ueberlegungen zeigen,

dass allgemein T = I'
,

+ T' ist, und zwar für n = 0,1,2,-",

wenn wir zur Vereinheitlichung der Schreibweise T', = 0 und

Die Folge T hat dann die ü-estaltT' = T setzen
o o

0 -* T ', +T '
-

-1 o

-VD'+T'
o 1 -TJ+T^-

Es ist d^t^.t^) (t^.O) für n wobei t' é0,1,2,-

Nun betrachten wir einen Homomorphismus f einer beliebigen

differentiellen Folge <r in T:

Ti

0 -»s_
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Es ist fn(Bn) = (ti_lf,t;)
fn<3n>

rietzen wir fn(sn) = (^.i»0) und

(0,tM, so ist fn = fn + f£. Betten wir sr in eine

différentielle Folge <r' J <r ein, so können wir fn über S^ er¬

weitern, da ja T injektiv ist. Diese Erweiterung können wir

so konstruieren, dass daraus eine Erweiterung von f über fr'

resultiert, d.h. dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

3

r ••

-#s.
</..,

n-1

-» s.

'9...

xn-2 n-1

-» S_

h-1 </.!,

Jn

n-i n

S.

n+1

hA

*sn- —> S.

n+1

-* T'+T' -=-

n n+1

g sei also eine Erweiterung vonf über S', so dass

f = r 1 ist.
n enJn

Gleich wie f können wir auch g in eine Summe

und
gn

= gn + g^ zerlegen, und zwar so, dass fn = gnJn
f" = g"j ist. Dabei wollen wir zur Vereinfachung der Schreib-
n n n

weise die Bezeichnungen f ' und g' bzw. f£ und g£ auch als Ab¬

bildungen von S und S' in die Komponenten T'_, bzw

auffassen (.wobei T_ auch Komponente von T_+1 ist, sodass wir

T' von T
n n

•B- fn+ldn f" schreiben können).

Die Zerlegung von g in eine Summe können wir nun folgender-

massen konstruieren: Für g' wählen wir eine beliebige Erwei¬

terung von f', so dass f' gndn lst fUr n = °'1'2''

. Dann ist

(g0 = 0)

n+l n n

und setzen g£ = g'n+1d„, n = 0,1,2,..

sîî''n = sn+l n-'n = gn+l**r

also ist g" wirklich eine Erweiterung von f". Weiter ist

dn«n = *n«A + dn«n = ° + «n und

e -,d' = g' ,d' + g" ,d'
= g" + g' 0d' ,d' = g",

6n+l n 6n+l n 6n+l n sn 6n+2 n+1 n *%'

also ist das Diagramm kommutativ. Die Folge der Homomorphismen

g bildet somit einen Homomorphismus g von <r' in T. Damit

haben wir f über o-' erweitert: f = gj, T ist also eine injek-

tive Folge.

Bemerkung: Wenn wir für T\ einen beliebigen injektiven Modul

# 0 wählen, wobei dann auch f' 4 0 und g^ eine beliebige Er¬

weiterung von f' ist, so bleibt das Diagramm trotzdem kommu¬

tativ, da T^ durch d auf 0 abgebildet wird. T ist also auch

in diesem Fdll injektiv, aber an der Stelle 0 nicht mehr exakt.
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Aus dieser Bemerkung folgt, dass man auch Satz 5.2. nicht um¬

kehren kann, denn es gibt injektive Folgen, die nicht exakt

sind.

Satz 5.3. (Einbettungssatz) Jede différentielle Folge (r kann

in eine injektive Folge er eingebettet werden.

Beweis: Es sei j die Einbettung von Sn in eine injektive Er¬

weiterung S_, dann ist die Folge

I 3, 39
<r : 0 » S„+§, °—» S,+3„ *—> S„+S, '—»• • •

Ol 12 2 3

nach der Bemerkung zu Satz 5.2. eine injektive Folge. Die Homo¬

morphismen f von S in ÏÏ + S
.,

sind folgendermassen defi¬

niert: f = (Jn»3n+idn)> während für die d die Definition

von Satz 5.2. gilt. Damit bildet die Folge der fn, n = 0,1,2,...

eine Einbettung f von tr in die injektive différentielle P'olge <?.

Bemerkung 1. Ist die Folge <r exakt, dann können wir für die

injektive Erweiterung ^ ebenfalls eine exakte Folge wählen,

z.B. die Folge

3„ ä,
_ _

d\
o * sx a—f s1+s2 *—* s2+s_ ^—* • • •

.

Dabei ist d^s^) = (s^O), än(sn,s"n+1) = (sn+1,0), n = 1,2,3

s" é B . Da nach Voraussetzung d : S-—»S1 ei« Monomorphismus

ist, gilt dasselbe auch für f = j,d : S-—>ÏÏn.
O JL O O 1

Bemerkung 2. Ist «reine exakte Folge, in der nur k Glieder + 0

sind, also

o „ so , Si , > skIÏ ,o,

so kann auch die injektive Erweiterung «r als eine exakte

Folge mit bur k von Null verschiedenen Gliedern gewählt wer¬

den, z.B.

-» S, * S, +S0 f s0+s^—» »S,. o+S,.-^ » S,
1

r

"1T"2 "2T"3 "k-2T"k-l uk-l

Als spezielle différentielle Folgen interessieren uns im Fol¬

genden besonders die "Paare". Jedem Homomorphismus et eH(A,,AJ

kennen wir eine (.bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmte)

exakte Folge
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zuordnen. Unter einem Paar«* wollen wir entweder eine solche

exakte Folge mit höchstens 4 von 0 verschiedenen Gliedern oder

auch nur den eine solche Folge definierenden Homomorphismis

« c H(A,,A„) verstehen. Im zweiten Fall müssen wir uns aber

bewusst sein, dass wir hier stets die zum Homomorphismus «

gehörige exakte Folge mitberücksichtigen wollen. Ist z.B. das

Paar •* im Paar «'enthalten (•* c <*'), so bedeutet dies: A. c kl,

A„ c AI, •* ist die Restriktion von »('auf A,
, woraus A_ c A'

2 2 1' oo

folgt; weiter muss aber auch A, c Ai sein (d.h. dass der indu¬

zierte Homomorphismus des Cokerns von <* in den Cokern von <*'

ein Monomorphismus sein muss). Die Begriffe monomorph, epi-

morph, äquivalent,..., die im Folgenden für "Paare" verwendet

werden, sind also immer im Sinne der Kategorie der differenti-

ellen Folgen zu verstehen.

Ist * ein Monomorphismus von A-, in Ap, so sind im "Paar" <*

nur 3 Glieder von 0 verschieden:

0 'A,—-—<- Ap »-A, *-0.

Aus der Bemerkung 2 zu Satz 5•3. folgt, dass als injektive Er¬

weiterung eines Paares * wieder ein Paar gewählt werden kann, z.B.

Ä : 0 » 1-^ » Ä^Ig » Ä"2+A", » I, > 0.

Ein wichtiger Spezialfall einer differentiellen Folge ist die

injektive Auflösung eines Moduls A, d.h. die exakte Folge

->Tk> »^A

wo die z"A injektive Erweiterungen der Suspensionen Z"k sind;
die Abbildungen sind in naheliegender Weise definiert.

bind f und g zwei Homomorphismen von einer differentiellen

Folge <r in eine andere -r, dann ist die i-Homotopie von f und

g gleich definiert wie für Moduln:

f und g t H(<r,r) heissen i-homotop (f -r g), falls sich f - g

auf jede différentielle Folge e-'j <r erweitern lässt.

Kine Abbildung f eines Paares ct in eine différentielle Folge r

ist i-homotop zu ü, wenn sich f auf jedes Paar at' j a. erweitern

lässt. hs genügt dafür sogar, dass sich « auf ein injektives

Paar «;« erweitern lässt (siehe Satz 2.1.),
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Die Klassen i-homotoper Abbildungen in H(?,r) bilden eine Gruppe

ï(r,T) = H('»T)/jW,r) ,

wobei j die Einbettung von <r in eine injektive Erweiterung r

bedeutet. n(<r,v) ist 0, wenn mindestens eine der Folgen er, p- in¬

jektiv ist. Ist it(<r,r) = 0 für jedes T, dann ist <r injektiv; ist

n(<r,t) = 0 für jedes <r, dann ist T injektiv.

Zwei différentielle Folgen <r und t heissen i-äquivalent oder

vom gleichen i-Typ ( <rj t), wenn zwei Homomorphismen f 6 H(<r,r)

und g é H(T,<r) existieren, so dass gf •?• 1 und fg? 1 ist. Ent¬

sprechend dem Satz 3.1. haben wir nun

Satz 5.4. Damit 0~?O, ist notwendig und hinreichend, dass o~

injektiv ist.

Beweis: Ist (7-^0, dann wählen wir f = 0: <r—»0 und g = 0:0—*°~.

gf -r 1 bedeutet, dass die identische Abbildung von er auf sich

i-homotop zu 0 ist (da ja gf = 0 ist), und daraus folgt leicht,

dass o* injektiv sein muss. Ist andererseits <r injektiv, so

lässt sich die identische Abbildung r—*<r auf jedes er'i er

erweitern, also ist 1 q- 0 und daraus folgt, dass irr 0 ist.

Satz 5.5. n("",f) ist nur vom i-Typ von <r und v abhängig.

Dieser Satz entspricht dem Satz 3.3. und kann entsprechend

bewiesen werden.

Die Einbettung eines Moduls A in eine injektive Erweiterung A"

definiert ein Paar c

0 >A f I *Zk »0.

Für solche spezielle Paare, die im folgenden eine wichtige

Rolle spielen werden, gilt

Satz 5.6. Wenn A ^ B, dann sind die Paare i: A »I und

t': B » B i-äquivalent.

Beweis: Im Diagramm

0 » A —-—» Ï —£—* ZA » 0

0 »B —»B —*—»ZB *0

{'
.

Is'
.

I».
-9 A ——» A—£->TA-
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sind fi.fp und f3 i-Aequivalenzen (f, nach Satz 4.2.). Es gilt

also h = g„f„ - 1
n n n

0, n = 1,2,3.

Wir wollen zeigen, dass der Homomorphismus f é H(<r,T), der

aus der Folge der 3 Homomorphismen ^»fo undf3 besteht, eine

i-Aequivalenz (in der Kategorie der .raare) ist. Dazu ersetzen

wir vorerst den Homomorphismus h durch einen einfacheren h' *r

7> 0

Da h, 'y 0 ist, können wir diesen Homomorphismus über A erwei¬

tern: h, = h'll. Wir setzen:

h> = h. h'ji
=0,

hi,
=

h,
- £h^, h^ = hy"1

~

"1

"

"1*
~ v' "2

"

"2

(Siehe Beweis von Satz 4.2.)

Da h£ auf a die Nullabbildung ist, induziert sie eine Abbil¬

dung von 2fA in Ä", die wir mit h!} bezeichnen wollen: ph5 = hi.

Sie kann über den injektiven Modul TA" JZA. erweitert werden:

h^ = hgi;1.

Nun können wir h1 : L 1 l über ein injektives Paar T

Ï : 0 9- Ä ——* Ï+ FI —f—* TÄ * 0 erweitern:

0 ->A A- -*IA- -*0

u
-*0

-^> A -> A ->IA -*0

Die Abbildungen sind die folgenden:
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7(ä) = (ä,0), p(ä,ä1) = älf ?(ä) = (ä.ijp a), k^a.äj) = Egta^
k, = p Es, wobei ä (I und ä^ t ZA.

Durch leichte Rechnung ZBigt man, dass das Diagramm kommutativ

ist, dass also h' wirklich auf X 0 L erweitert werden kann.

Daraus folgf aber h' 7h 7- 0, d.h. f ist eine i-Aequivalenz

oder t 7- l' .

In der Konstruktion einer "injektiven Auflösung von A" kommen

die Abbildungen lQ: Zn'1A »Z""A, n = 1,2,3,••• vor. Diese

Abbildungen und die entsprechende Auflösung sind abhängig von

den benutzten injektiven Erweiterungen. Aus Satz 4.2. und dem

eben bewiesenen Satz 5.6. folgt aber

Satz 5.7. Die Paare i und l', die zu zwei verschiedenen "in¬

jektiven Auflösungen" von A gehören, sind i-äquiva-

lent.

6. Relative Homotoplegruppen.

Es sei t die Einbettung von Z""1A in eine injektive i-rweite-

-^-^-»Bg-
->B, -* 0 ein be-rung Z"-"A und/3 : 0 »BQ —^ —,

„2
,

^

liebiges Paar. Wir betrachten die injektive Homotopiegruppe

it(in,/3). Nach den Sätzen 5-Ç- und 5.J?. ist diese Gruppe unab¬

hängig von der gewählten injektiven Auflösung von A, wir dür¬

fen sie deshalb mit n (k,ß) bezeichnen. Sie heisst die n-te

relative injektive Homotopiegruppe von A in das Paar ß :

itn(A,/3) = i(in,/3), n = l,2,3,"- .

1st ft'= 0: 0 >-B2, so ist nn(A,/}') 3 nn(A,B2). Das folgt

leicht aus dem untenstehenden Diagramm:

(„: 0-

f

ß': 0

~>-Z"'A

0

*Z""k-

Ln-1
f
n

->B„ ->B„

-*0

fl' 2
'

"2

Ebenso leicht sieht man, dass für ß* = 0: B—

Gruppen ÏF (A,ßM) und *n_i(A>B0) isomorph sind.

-»0.

-»0 die beiden
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7. Injektive Homotopiesequenz.

Einem Modul A und einem Paar/9 : B, -»B« können wir unter

Benützung der relativen injektiven Homotopiegruppen folgende

in.lektive Homotopiesequenz vony3 zuordnen:

J : W-U.B. ) ^T (A,Bp)-^F (A,/?) -^k , (A,B, )—* '*„(A,Bp)

Die einzelnen Homomorphismen von Z". sind folgendermassen defi¬

niert :

1.) ft* ist der durch ß : B, -»Bp induzierte Homomorphismus.

2.) g sei der durch untenstehendes Diagramm gegebene Homomor¬

phismus von fî
'

: 0 * Bp in ß :

„
fl'

-

*

ft-

ß:

Da « (A,/3*) = ¥(A,Bp) ist, ersetzen wir ü; (A,Bp) durch n (A,/}')
und können J als den durch g induzierten Homomorphismus g# de¬

finieren.

3.) Es ist ^n(A,/3) = n (fn»/3), wobei iQ die Einbettung von Z""Ä

in Z"'A ist. d ordnet jedem f t H(ln,/?) jene "Komponente" f,

zu, die Z""*A in B, abbildet, wobei f durch folgendes Diagramm

gegeben ist:

fo=° f,

-*Z 'A-

/3: B-, -» B„

->z"a-

f3

—*B„-

-*0

->0.

Satz 7.1. Die injektive Homotopiesequenz Z. ist exakt.

Der Beweis dieses Satzes wurde in allgemeineren Rahmen von

H. Kleisli [2] durchgeführt und soll hier nicht wiederholt

werden.
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Da wir im Kapitel III auch die projektive Homotopiesequenz

eines Paares <*: A, >Ap benötigen, wollen wir sie hier der

Vollständigkeit halber angeben:

Zp: 2Ln(A2'B) 2«(A1>B) 2n( »B) ^n-l(A2'B) 2E0(A1,B).

Die projektiven relativen Homotopiegruppen und die Homomorphis¬

men in der obigen Sequenz sind dabei dual zu jenen im "injektiven

Fall" definiert.

Aus der Exaktheit der injektiven Homotopiesequenz folgt

Satz 7.2. Istß: B, »Bp eine i-Aequivalenz, dann ist

*nU,/3) = 0.

Beweis: Alle /3# sind Isomorphismen.

Speziell ist also ü(A,l) = 0, wenn 1 die identische Abbildung

in irgend einem Modul B bedeutet.

Nun betrachten wir die beiden Homomorphismen h zwischen den

Paaren /3": B »0 und/3: B, »Bp bzw. k zwischen ß0 : B >B,

und ß' : 0 »Bp, die durch die beiden folgenden Diagramme

gegeben sind:

Im zweiten Diagramm ist Bi = Coim/3 S Im (i und jp/3'"=/3.
h und k induzieren die Homomorphismen

V- *n-l(A'V

k*: *n(A,/3„)-

•tn(A,/3) und

-^.itn(A,B2), n = 1,2,3,--« .

Bezeichnen wir mit ~lßs den Homomorphismus von n (kt ßc) in

it ,(A,B ), der in der injektiven Homotopiesequenz 21; a von

ß : B >-B, vorkommt, so gilt
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Satz 7.3. Es ist h#c^+ Jk# = 0.

Der obige zusammengesetzte Homomorphismus ist eine Abbildung

von n (A, ft0) in n (k,ß). Zum Beweis des Satzes betrachten wir

das Diagramm

lr

in dem nach Konstruktion /3Qf = fjin und ß"'*i = f2pn i8** We£en

B{ S Im/3 = Ker/3,. gilt /32J2 = 0. Der Homomorphismus g: ß >ß
induziert den betrachteten Homomorphismus h#3^ + Jk», indem er

jedem f = (f^f^fj,) t H( i„,/3J ein gf = (ß^/fc^J^) é H(ln,y3)
zuordnet. Wir zeigen, dass gf j 0 ist, indem wir diesen Homo¬

morphismus auf ein Paar T„ i i„ erweitern:

Die Abbildungen in obigem Diagramm sind folgendermassen defi¬

niert:

"n^n-l5 = (5n-l^0)' ^A-l'^ = 5n» ~Ä-l)=(*n-l' WxÄi-l* '

^n-l^J =^flan-l« *n-lé r"1A, Sn e ZÄA.

Damit wird hT^ä,^) = h(än_1, '-n+1Pnän_1J = ßt^^, so dass h

wirklich eine Erweiterung vonßf-, ist.
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Bass das Biagramm kommutativ ist, rechnet man leicht nach. Es

ist also wirklich gf ^ 0, d.h. dass jedes f t H(ln»/?0J durch

g in die Klasse der 0-homotopen Abbildungen von HÜ ,/3) abge¬

bildet wird. Damit ist der oatz bewiesen.

8. Faserung.

Ein Homomorphismus f e H(A,B) heisst eine i-Faserung, wenn

jeder Homomorphismus 1 von einem injektiven Modul I in B über

f fautorisiert werden kann:

7

-*B

?=fg.

Satz 8.1. Wenn ß eine i-Paserung ist, dann sind die in Abschnitt

7 definierten Homomorphismen h* und k* Isomorphismen.

beweis: h: fl" *ß induziert nicht nur den Homomorphismus

n*: *n^'^o^ *^n(A»/3)» sondern auch einen Homomorphismus

b.;: H(Z"-,A,B0) *üUn,ß), und zwar ist für fQ e H(Z"'A,B0)
h;(f0) = f'= (/3ofo,0,0) é H(ln,/3).
a.) h» ist epimorph, d.h. (f-,,f2,f,) ^h^f ). Wir können

urltf2,f>) « H{Ln,(i) vereinfachen:

Ba fi eine i-Paserung ist, existiert ein Homomorphismus g:Z"fÀ.—»B,,
so dass f2 =^g ist. In diesem Pali ist f5pn =^2f2 = ^2^e ~ °»

d.h. f, = 0, da ja pn epimorph ist.

Nun setzen wir

fi = fl "

eLn> *2=*z-fa= 0, f} = f3 = 0.

Es ist f '
. (fj[,0,0) f f.
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Da ßf[ = ß^ - ßgLn =ßix - f2ln = 0, ist Im fj c Ker ß = BQ,
wir können also f = f-j setzen und haben hj(f) = (f-{,0,0) T

(f..,f2,f,). Jedes f t H(in,/3) ist also i-homotop zum Bild eines

fo t H(£"-A,B0).

b.) h* ist monomorph, d.h. aus h|(f ) y 0 folgt f > 0: Da

h;(f0) = r_= (/30f0,0,0) T o.ist auch ßofQ^ 0 oder ft0fQ = gtn,
wo g 6 H(r" 1A,B, ). Da die zweite Komponente von f' Hull ist,

muss auch/3 g = 0 sein oder Im g c Ker ß = Im ß = B
, so dass

g auch als eine .Erweiterung von f :Z" *A HB auf den injekti-

ven Modul Z" 'A aufgefasst werden kann. Daraus folgt aber die

Behauptung f j- 0.

Aus a.) und b.) zusammen folgt, dass h# ein Isomorphismus ist.

k induziert wie h einen Homomorphismus kj: H(t ,ß ) >H(Z"A,Bp),
und zwar ist für f = (f^f^fjj,) t H(in,/30) k;(f) = J2f£ = f2
mit f2 fc H(Z"A,B2) und f2 6 H(Z"A,B2). (siehe Seite 15).

a.) k» ist epimorph, d.h. zu f2 existiert ein f = (f ,f,,f'),

so dass k^(f) = j2f2 ->- fg ist. Wir betrachten folgendes Diagramm:

, . 0 »r'-'A—'-^-»Z^A——->Z"A '0

fo fl f2^,B2
,% : 0 , B0

^
» B1

£
> B2 - v .

f„p kann über ß fautorisiert werden,da ß eine i-ïaserung ist:

f2pn =ß f1 = ^2^ fl* ^ pn ePimorPn ist» Sil'fc Im f2 = Im f2pn =

Im ßt-^ (. Im ß = B2, so dass wir f2 = jgfi setzen dürfen, wobei

t2 e H(Z"A,B2). Es ist also J2f2Pn = i2ii'"tl oder J2(f^pn-/3-f1)=0.
Da j2 monomorph ist, haben wir f?Pn = ß'"t-\- Wegen ß"^2.Ln =

f2Pni.n = 0 bildet t-^-a den Wodul £"~'A in den Ker*i von /3'" »
<i»h-

in B ab. Wir dürfen also (zur Vereinfachung der Schreibweise)

f = fil- setzen, es existiert also ein f = (f ,f,,fi), so dass

kj>(f) = j2f2 = f2 ist.

b.) k# ist monomorph, d.h. aus k^f^f^.f£) = ;j2f' j 0 folgt

<Vfl'f2> i°J
Im nachfolgenden Diagramm ist nach Voraussetzung j2*? T ^» d,k*

es existiert ein f2 t H(f*A,B2), so dass 32f2 = *2Ln+list* T>&

ß eine i-I'aserung ist, existiert weiter ein g é H(Z*À,B,), für

das f2 =/?g gilt. Es ist ßfx = i2^ix = f2tn+1pn = hrgtn+1Pn.jj;r„
Aus dieser Gleichungskette folgt i2ß'"(t1 - «ln+lpn^ = ° sowie

j2(f^ - /^*S'-n+j)pn = 0 und da j2 ein Monomorphismus und p2 ein
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Epimorphismus ist, gilt P"\tx - g'n+1Pn) = 0 bzw. f£ - /5*g«.n+1 = 0:

Nun setzen wir fg = f£ - /Tgin+1 = 0, fJ = ^ -

gtn+1Pn, fQ = fQ
Es ist f" = (f£,f£,0) -> f = (f^f^fJp und wir zeigen, dass

f" ~ 0. Dazu betrachten wir das Diagramm

Wenn wir fi(an_i • *„) = ^ï(aii-l^ setzen, so ist das Diagramm

kommutativ, da wegen /î'"f£ = 0 die Beziehung Im f" c Ker ff" = B

gilt; fï vermittelt somit auch eine Abbildung von 2T"'A in B

(Vi - fl> d es ist .VW = *ï'n = flln "

«'n+lVn = flLn =

ßofo - VS» ^ao ßo{t'iLn ~ 'S* = °* Wegen Ker fto - ° fo1«*

daraus f" = fV i. . Es ist also f-rf" r 0 und somit k# monomorph.

a.) und b.) zusammen ergeben wieder, dass k# ein Isomorphismus

ist.

Wenn ß eine i-Faserung ist, dann enthält die injektive Homoto-

piesequenz von ß keine relativen Homotopiegruppen mehr, sondern

nur noch absolute:

.ïn(A,Bi)-^n(A,B2)^iîîa_1U,B0)-^în_1(AfB1)- ^0(A,B2)

9. Transgression.

Neben der injektiven HomotopiesequenzZ- von ß wollen wir auch

diejenige von ß9 betrachten:
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Ä,. J/>. -

^•••••-ïn(A'Bo)J^'tn(A'Bl)i^n(A'A^Vl(A'Bo)^--^VA'B]

Diese Folge können wir durch das folgende Diagramm in Z;„ ab¬

bilden:

Z:

'Po'

r;
• • . -

^^»^»^^•«l^^^^^Vl^^o»
m m en

^n+1(A,/?)-^U^n(A,B1)^^ïïn(A,B2)-2^un(Ayî)
Satz 9.1. An den Stellen [T] und QD ist das obige Diagramm

kommutativ, an der Stelle Q ist es antikommutativ.

Beweis:

Stelle |T): Wenn iQ t %(A»B0) ist, dann ist /30*(f0) =/^0f0t
it (A,B-). (f ist ein Repräsentant aus der betreffenden Homo-

topieklasse).

Andererseits ist h#(fQ) = {ßQto,0,0) è ^^(A,^) (siehe Beweis

zu Satz 8.1.) und^h*(f0) = ^(/50f0»0,0) = /30fQ. Also ist

ß0* = "ab¬
stelle [2]: Für fx é iin(A,B1) ist^?»^) = (3^.
Jn wird durch folgendes Diagramm gegeben (siehe Abschnitt 7):

Nach der Definition von k#(im Beweis von Satz 8.1.) ist

k^Cf^/T^) - J2/Î"fl =,/3fl» s0 d*38/** = Mf30 ist.

Stelle Q]: Nach Satz 7.3. ist h»"^ + J/jk* = 0, also

h*ö/?, = -J/?k*.

Eine Abbildung von nn(A,B2) in ^n_i(AfB0) (Die *«A. kein Homo¬

morphismus ist, da sie nicht einwertig ist) kann nach dem Dia¬

gramm am Anfang dieses Abschnittes auf zwei Arten definiert

werden, nämlich als

-In
T =

h»^
oder <V„k* •
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Satz 9.2. Die beiden Abbildungen T und f haben denselben

Definitions- und Bildbereich.

Beweis:

1.) Gleicher Definitionsbereich bedeutet, dass Im k# = Ja (Im h»)
ist.

a.) «fydm k») = -h^^it^A,^)) c Im h», d.f.

Im k# c J"ä (Im h#).

b.) Es sei f2 t 7Ïn(A,B2) so, dass J^lfj) = h#(fQ) ist,

fo é V-l^'-V' d,h# f2 é J/î1(Iin h*)' ^a1 ist 3/ïJ/î(f2^ =

tyh#(f0) B (l0*(*0) = °- Da-2T,ys exakt ist» folgt daraus

*o " Wf>» f « *n(A'/V'
Weiter ist ty(f2) = h,(fQ) = h»ô/?„(f) ^k^ff) oder

J/j(f2 + k*(f)) = °- Wir setzen f£ = f
2

+ k*(f), also 3fi{t^) = 0.

Wegen der Exaktheit von Z(ß folgt f£ = /?»(£.,_) = k^J/?,^),
also f2 = f^ -k*(f) = k^J^,^) - f) oder

J« (Im h#) c Im k#.

Aus a.) und b.) folgt nun

JA (Im h#) = Im k#.

2.) Um die Gleichheit der Bildbereiche von T und T' zu beweisen,

haben wir zu zeigen, dass Im cV = h» (Im J») ist.

a.) h#(Im ^c) = Jßk«(.nnU,ß0)) C Im Jß, d.f.

Im 3/]0 C h^Clrn J^,).
b.) Es sei fQ 6 iC^Im <Lj), d.h. h*(fQ) = Jß(t2). Dann ist

0 = ^ J/î(f2) = fyh#(f0) . /30«(f0), d.h. fQ 6 Ker^Q# = Im ^
oder h» (Im J«) C Im ~bßc und mit a. ) zu¬

sammen Im "à* = h* (Im Jyj).

Eine Abbildung von wn(A,B2) in *n_i(A>B0) heisst Transgression.

Satz 9.3. Ist h#( oder k#) ein Isomorphismus, dann ist die

Transgression T = -T' ein Homomorphismus von

Än(A,B2) in wn_1(A,B0).
Beweis: Ist h# ein Isomorphismus, dann ist nach einem bekannten

Satz ("5-Lemma", angewendet auf das Diagramm auf S. 20 oben,

siehe [4], s. 5) auch k# ein Isomorphismus und umgekehrt.
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Damit sind auch h» und k* Isomorphismen, also T = h# J/j
und T' = "èU0k» Homomorphismen. Weiter folgfaus

h*fyö = -J/)k», dass h^fy = - 3/3,kj1 oder

T = -1" ist.

Die Bedingung des Satzes 9-3. ist z.B. erfüllt, wenn/? eine

i-Faserung 1st. In diesem Fall enthält nicht nur die injektive

Homotopiesequenz von ß, sondern auch diejenige von ßa ausschliess¬

lich absolute Homotopiegruppen. Das Diagramm aa Anfang dieses

Abschnitts hat dann folgende (restait:

r' :• ^unU,B0)-^«n(A,B1)-^îrn(A,B2)^ùin_1(A,B0)-

P>*^ (**.-= />;vA-

;p
. ^n(A,Bo) -l^n^A.B^ -ü^VA,B2) *^V-l^'V >

Die beiden Folgen T/„ und Z,* enthalten somit dieselben Homo¬

topiegruppen und unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen
—1 *\ —1

des einen Homomorphismus, da h# Ja =-cJßk1t ist.
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Kapitel II

Homotopie in der Kategorie der differentiellen Folgen.

1. Doppelfol^en.

Eine Doppelfolge § ist eine différentielle Folge von differen¬

tiellen Folgen, also eine Folge

d„ dT d?
0 , ^ 2—fl 1^f2 2-^...,

in der die j£, différentielle Folgen sind und die d. Homomor¬

phismen zwischen diesen differentiellen Folgen, so dass di+idj=°
ist für i = 0,1,2,>" .

Die Definitionen und Sätze für Doppelfolgen entsprechen genau

jenen für gewöhnliche différentielle Folgen im Abschnitt 5 von

Kapitel I, so dass wir hier nur die wichtigsten Definitionen

anführen und zu den Sätzen keine Beweise geben. Diese erhält

man aus den entsprechenden Beweisen in 1.5., indem man dort

die Moduln durch différentielle Folgen ersetzt.

Eine Doppelfolge heisst exakt an der Stelle i. wenn Im d.
,

=

Ker dj ist, sie heisst exakt, wenn sie an jeder Stelle

i = 0,1,2,»•• exakt ist.

Eine Doppelfolge y heisst in.iektiv. wenn für eine beliebige

Doppelfolge $ jeder beliebige Homomorphismus ft H(f ,T) über

jede Doppelfolge §' i $ erweitert werden kann.

Satz 1.1.In einer injektiven Doppelfolge T"sind alle diffe¬

rentiellen Folgen f. injektiv.

Satz 1.2. Eine exakte Doppelfolge y, in der alle differentiel¬

len Folgen >f; injektiv sind, ist eine injektive

Doppelfolge.

Satz 1.5. (Einbettungssatz) Jede Doppelfolge § kann in eine

injektive Doppelfolge eingebettet werden.
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Zu diesem Satz gelten die entsprechenden Bemerkungen wie bei

Satz 1.5.3. 1st insbesondere $ ein Paar, d.h. eine exakte

Doppelfolge mit höchstens 4 von will verschiedenen differen-

tiellen Polgen if: , so kann man als injektive Erweiterung eben¬

falls ein .faar von dlfferentiellen Polgen wählen.

Zwei Homomorphismen f und g t ÏÏ.{§,Y) heissen i-homotop (f ? g)t

falls sich f - g über jede Doppelfolge & 3 3 erweitern lässt.

Die Klassen i-homotoper Homomorphismen in H($,Y) bilden die

in.iektive homotopiegruppe

**.Y> - H(*•"*%*<^tyj,
wobei j die Einbettung von j5 in eine injektive Erweiterung $

bedeutet.

^wei Doppelfolgen j> und "^heissen i-äquivalent oder vom gleichen

i-Typ (£ q! ~f), wenn zwei Homomorphismen f 6 ti(£ ,"¥) und

g t H("£% <j ) existieren, so dass gf -r 1 und fg r 1 ist.

Satz 1.4. Damit Ç
~

0, ist notwendig und hinreichend, dass §
injektiv ist.

Satz 1.5. n( $ , "f) ist nur vom i-Typ von § und Tabhängig.

Satz 1.6. Wenn die beiden dlfferentiellen Folgen f und ^

i-äquivalent sind, dann sind die Paare

J : 0 » if » j? >Z f »0

und

T'
-

J : 0 » Y -^
» f ,Zf *

°

i-äquivalent.

Dabei soll J wiederum sowohl den Homomorphismus von f in /"
als auch das durch diesen Homomorphismus induzierte Paar be¬

zeichnen.
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Mit Hilfe der Suspension Zf = ^/<f und ihrer Iterierten Z /

können wir die Paare

in: o ,r~y »F7 *z"f '°> n = 1.2,3,...

bilden und damit eine in.lektive Auflösung von$ d.h. eine

exakte Doppelfolge

0 . (f *f ,Tf >Yf »•.

Die Paare I und die damit konstruierte injektive Auflösung

von <f sind abhängig von den benützten injektiven Erweiterungen.

Wie für différentielle Polgen gilt aber

Satz 1.7. Zwei Paare Jn und I' von differentiellen Polgen,

die zu zwei verschiedenen injektiven Auflösungen

von f gehören, sind i-äquivalent.

Die Suspension Z"o/ einer differentiellen Folge « benützen wir

noch zur Definition der n-ten injektiven Homotopiegruppe von

<* in eine différentielle Folge ß:

ün(o(,p = ï(Z"o(,/3), n = 0,l,2,--..

Diese Gruppe ist wie in der Kategorie der Moduln durch die

i-Typen von oi und ß eindeutig bestimmt (vergl. Seite 5).

Wegen Satz 1.3. können wir auch für eine Doppelfolge $ die Sus¬

pensionen Z"§ bilden. Ist Yeine weitere Doppelfolge, so defi¬

nieren wir die n-te injektive Homotopiegruppe von $ in T als

*n(#,T) =i(Z"l,T), n = 0,1,2,•••.

2. Relative Homotopiegruppen.

Eine différentielle Folge <* ergibt die Paare

In: 0 »Z«* *JV *£""* » 0
, n = 1,2,3'-',

wobei wegen Satz 1.7. I? Z In ist. Bezeichnen wir mit § das

Paar
c i i

0 ,jf , (3 1
, f *ji , O,

dann können wir wegen Satz 1.5- die n-te relative in.iektive

Homotopiegruppe von * in das Paar 9 folgendermassen definieren:

*„(*.#) = ü(In,$) = *n_xtfi»#)» n = 1,2,3,••••

Ist $0 = 0: 0 «j9', dann ist

îTn(«i0) «ün(c«,^) = *(Z«,/3').
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FUr das Folgende ist jener Spezialfall von S^e»,!) besondere

wichtig, in dem für at das Paar

l^ 0 *A—-—»Â »XA »0

und für (l bzw. ß' die Paare

ß

fi : 0 » B0 > B±—- » B2 B5 » 0

bzw.

(i'\ 0 »B0 * B|
fi

)B^ »B£ »0

gewählt werden. Wegen den Sätzen 1.5.7.» L.6. und 1.5. ist

dann *„(']>?) = *(In»!?) unabhängig von der verwendeten Auf¬

lösung von A, sodass wir dafür îîn+1(A,f) schreiben dürfen.

Es ist also

*nU,$) ^n_i('i»f) - *dn_i»*) - *n-2(Il'^' n = 2»5,4,"-.

Diese Gruppe ist durch das auf Seite 27 stehende Diagramm ge¬

geben. In diesem Diagramm ist Z i* Z*"*A + Z*"'A und die

Abbildungen-sind folgendermassen definiert (siehe auch Satz

1.7.3.; für die das Paar Z"~\-y definierende Abbildung schreiben

wir l__j» denn nach Satz 1.5.7. ist Z'i.t ln-i^:

~n-l(Sn-2) " (*n-2'0)« Jn-l(V2'Vl> = Sn-1'

"A-A^ « ^n^'^Pn-l^)' Pn-A-2»5n-l> = ln*n-lV2 " S-l

Im Diagramm auf Seite 27 betrachten wir neben der Abbildung

I: ß » ß' auch die transponierte Abbildung j>: if, * <fx

und das zugehörige Paar.

Satz 2.1. Es ist %nU,i) = *n(A,f), n = 2,3,4,•••.

Beweis: Bezeichnen wir mit I'
.

das Paar
i ,

-
>7'

-,,
n-1

wo *~"

ln-l 'ln-l'

80

ist ^(In_i»^) = *(In_i»$)» da beide Gruppen durch dasselbe

Diagramm gegeben werden. Nach den Sätzen 1.5.7. und 1.6. ist

aber I_ •. t I'-, und somit nach Satz 1.5.
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3. In.jektive Homotopiesequenz. Trlpelfolge.

Wie in der Kategorie der Moduln können wir einer differentiellen

Folge o* und einem Paar $ : /3 » /3 die exakte in.lektive Homo¬

topiesequenz

Z;(: •«n(*,|9)-^'n(«»/3')-L«n(««»#)-^^l.i^ »/»)— »*o(a,»/,,)

zuordnen. Die Abbildungen §*, F und D sind analog wie jene in

1.7. definiert und auch die Exaktheit der Sequenz folgt aus der

dort genannten Arbeit.

Betrachten wir wieder den im vorhergehenden Abschnitt erwähnten

Spezialfall, in dem a durch das Paar (^ A »Ï ersetzt wird

und A bzw. ß' beliebige Paare sind. Wegen Satz 1.5.7. ist dann

it ((,,/}) = %+t_(a»/3)> so dass aus der obigen injektiven Homoto¬

piesequenz die folgende wird:

Z;'r '*n+i(A./?) —«n+itAV'')—»*n4*.#)—»*n(A,/»)-^ » ^U,/?').

Satz 5.1. Ist ß = 1: B s»B, dann ist w^A,^) 3 nn+1(A,/?')
für n = 1,2,3,••-.

Beweis: Nach Satz 1.7.2. ist iï(A,l) = 0 und da Z • jexakt ist,

folgt daraus die Behauptung.

Nun betrachten wir das (unvollständige) Diagramm

B1 i

Aus den Sätzen 2.1. und 3.1. folgt

und da ß = f^ß is't> wird aus der injektiven Homotopiesequenz

in diesem speziellen Fall die exakte Tripelfolge

•••^*n+1(A^)-»*n+1(A.^)-,*nfl(A,iP2)-^n(A^)-*...-,»l(A,jf'2
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Wir wollen diese Tripelfolge zum Beweis eines Satzes benutzen,

der in unseren Problemkreis gehört:

Die beiden Abbildungen ß und ß' von B, in Bp seien i-homotop.

Das bedeutet nun nicht, dass die entsprechenden Paare i-äqui-

valent sind. Ist z.B. ß : B >B" die Einbettung von B in eine

injektive Erweiterung B, so ist ß'T'O, aber das Paar

ß: 0 >B
P >B~ >ZB »0

ist nach den Sätzen 1.5.4. und 1.5.1. nicht i-äquivalent zu 0,

da nicht alle Moduln injektiv sind. Hingegen gilt

Satz 3.2. Sind ß und ß' 6 H(BltB2) und ist ß
'

\ß\ dann ist

«B(A,/J) S*n(A,y3').
Beweis: Da /= ß - ß' TO ist, kann/'Über die injektive Er¬

weiterung B, von B, fautorisiert werden:

^

B, »B21
j,

2

/=«<•

Zur klareren Formulierung der folgenden Ueberlegungen benützen

wir neben B-, noch einen Modul B.J ^ B, und wollen ß als Abbil¬

dung von Bi in Bp auffassen. Dabei bezeichnen wir die Elemente

von B.J je nach Bedarf mit V oder wie jene von B, mit b.

Wir bilden nun B, und Bj^ in die direkte Summe Z = B\ + B-j ab,

und zwar durch die Einbettungen

j(b) = (b,b) und j'(b«) = (0,V).

(hier haben wir zur Vereinfachung t(b) = b gesetzt).

Nach Satz 1.3.2. ist Z^B, und j bzw. j' sind i-Aequivalenzen,

was man leicht sieht, wenn man für beide Einbettungen die Ab¬

bildung k: Z »Bx bzw. Z »-B| definiert als k(b,b') = b'.

Es ist also nach Satz 1.7.2. wn(A,j) = in(A,j') = 0.

Die Abbildung f: Z »B2 sei gegeben durch

f(b,b') = g(b) +/9»(V).
Es ist

fj(b) = f(b,b) = g(b) +/3'(b) = ß(h) - ^'(b) + /?'(b) =/3(b),

da g(b) = /?(b) - ^'(b^wenn b e B., ist,
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fj'(b) . f(0,b) = /?'(b),
wir haben also ß und ß' über Z fautorisiert.

Aus der Exaktheit der Tripelfolge

r«n(A,3) rnn{k,tj) -ïïn(A,f) »ï^U.J) >••

erhalten wir

*nU,/?) = ïn(A,fj) 2?n(A,f),
da ja nn(A,j) = 0 ist. Ebenso beweist man, dass

Kn(A,/?') ttîn(A,f)

ist. Da beide Homotopiegruppen n(A,/3) und *n(A,/?') isomorph

zu n (A,f) sind, ist Satz 3.2. bewiesen. Der Isomorphismus

zwischen den beiden in diesem Satz vorkommenden Homotopiegruppen

ist jedoch von der gewählten Abbildung f abhängig.
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Kapitel III.

Transponierte Uomotopiegruppen.

1. Voraussetzungen.

In diesem Kapitel wollen wir einige Resultate zusammenstellen,

die man unter der Voraussetzung erhält, dass die Begriffe

"injektiv" und "projektiv" zusammenfallen, d.h. dass

w(A,B) = ii(A,B) = n(A,B)

ist. Unter dieser Voraussetzung gilt dann auch

n(IA,B) = *(A,ZB)

und

*nU,B) = EjA.B) = 7in(A,B).

Diese Voraussetzung ist z.B. erfüllt, wenn der den Moduln zu¬

grundeliegende Ring A eine Frobenius-Algebra ist [5].

Aus der injektiven Homotoplesequenz von 1.7. wird nun die Folge

(1) wn(A,B1) **n(A,B2) *KnU,/l) »*n_1(A,B1)-* *it0(A,B2)

und aus der projektiven Homotoplesequenz erhalten wir

(2)'«'—*nn(A2,B) »KjjU^B)-—»*n(«,B) »^^(A^.B)—* m^A^B).

In der Kategorie der differentiellen Folgen haben wir nach

II.3. entsprechend

(3) >%n(<*,ßx) »wnK/?2) =>*n(*,#) "lln-l^>h)~> '^ob'fe)

und

(4) >*n(«2t/9) »V*!»/9* **tS$>P '1tn-\(^2*P)~^ »V*!»/^'
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In (3) bedeutet $ einen Homomorphismus von/?, in ß^ und in

(4) ist f'ein solcher vonofj in^.

Im Folgenden bezeichne i(A) die Einbettung von A in eine injek-

tive Erweiterung A" und p(B) den Epimorphismus eines projektiven

Moduls B auf B. Nach den Sätzen 1.4.2. und 1.5.7. sowie ihren

dualen gilt nun für die entsprechenden Paare

i(ZA)^Zi(A) bzw. p(flB) |iJp(B),
i(Z"A) ^ I"i(A) bzw. p(-Q."B) ^iTp(B).

(Zi(A) ist die Suspension des Paares i(A), d.h. das Paar /wa)
und 2L"i(A) wird durch n-malige Iteration dieses Prozesses er¬

halten) .

Ist ß ein beliebiges Paar, so folgt wegen Satz 1.5.5. aus den

obigen Aequivalenzen, dass

n^UUM) S nn(A^?), und wenn*

ein Paar ist, dass % ,(«,p(B)) = n («,B) ist.

(siehe auch Seite 28).

Setzen wir in der Folge (l) für ß die Abbildung p(B) ein, so

erhalten wir

>nn(A,B) *nn(A,B) »nn(A,p(B) ) »«n.iU.B) »• • •

und da *n(A,B) = 0 ist,gilt

nn(A,B) ^nn(A,p(B)).

Ebenso folgt aus der Folge (2) für « = i(A), dass

nn(A,B) ^itn(i(A),B) ist.

Wenn wir in (3) für f den Epimorphismus p(/?):./? »ß einsetzen,

so ergibt sich analog wie oben

und aus (4) für ^ = i(<x ) : a » 5

nn(<*,<?) = nn(i(<x),/?).
Diese Resultate fassen wir zusammen im
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Satz 1.1. Es ist *n(A,B) «nn(i(A),B) 2 un(A,p(B))
und *n(<*V?) S «n(i(*)»/î> = «nUtP^))«

Bezeichnen wir noch mit ilnJ(A) die durch n-malige Iteration

aus i(A) erhaltene Abbildung, also

i(2)(A) =i(i(A)): 1(A) »TUT. ••'

,(n)<iin;(A) « i(l{B-1)U)): i(n_l)(A) iU-i;(A),

so können wir die Ordnung der n-ten Homotopiegruppe w (A,B)

folgendermassen reduzieren:

*n(A'B) S *n(i(A)'B) S «n.!(iU),p(B)) S ^(i^U) ,p(B) ) S

*n-l(i(2)(A)'P(2)(B)) S — S«0(i(n)(A),p(n)(B)).

Allerdings haben wir diese Reduktion der Ordnung dadurch er¬

kauft, dass wir in entsprechend höhere Kategorien gekommen

sind.

Satz 1.2. Es ist wn(A,B) S it^UU) ,p(B)) = ••• = n0(i(n)(A),p(n)(B))

2. Definition der transponierten Homotopiegruppe.

In der Folge (4) wollen wir speziell

i(A,): iL und

setzen.«2 = i(A2): A2 »1"2

f ist dann durch das folgende Diagramm gegeben (wir schreiben

nicht mehr immer die vollständigen Paare an):

-*A„

KA^
r

i(A2)

Damit wird aus (4) die Folge (4'), wobei von nun an in diesem

Kapitel ß immer ein Paar B-, <-Bp bedeuten soll:
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(41) .«^(Ag./?)^^^^^)-,«^^'^)-,«^^^)-. .^(Ij,

Wie in der Kategorie der Moduln gilt auch hier in der Katego¬

rie der differentiellen Folgen, dass *n( $',/#) s *n_i(^»pO?))
ist (siehe Seite 32) und die letztgenannte Homotoplegruppe

ist durch folgendes Diagramm gegeben:

a A

(W

y i,

Darin bezeichnen:

$ = <'«*;

i(ix) den Homomorphismus « » <* und p(/?) den Homomorphismus

/3 —»/? .

Die zu diesen Homomorphismen transponierten Abbildungen sind

ÏU): 1(1^) >i(A2) und p(/3): p(B1) *p(B2),

wobei i(«) = g ist. Es gilt also

*n-l(^''p(/?)) " Vl(ï(t()'P(/î,) " *n_l(i(e()»'P^))-
Diese Gruppe, die (bis auf Isomorphismen) nur von <x und ß
abhangt, bezeichnen wir mit îi (<x,/5) und nennen sie die

n-te transponierte Homotopiegruppe von <x in ft . Es ist also

*nK/?) = *n( £',/?), n = 1,2,3,---.

Mit dieser Bezeichnung wird aus der Folge (4') die Folge

(5) • • • ->WW^W^^n^—VV/7)- L(A1(/Î).
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Aus der Folge (3) wird in entsprechender Weise die Folge

(6) '>*n+l(('<'Bl)—^n+l^'V—'V'*'/9)~>V*'B1)~' »it1(«f,B1)<

Die Folgen (1), (2), (5) und (6) sind nun sehr eng miteinander

verbunden, was durch das folgende Wetz zum Ausdruck kommt:

(1) (1) (6) (1)

(5) »WW* ",n+l(Al'/?) 'V*'/9* '*n(W>—**•

(2) »VW 'VW 'V*'V %-l(W-^

(2) ,iin(A2,B2) »VW **n(«,B2) **n_l(W~

(5) 'VV/^ »VV/^ >în-l(<X'/?) >nn-l(A2'/?)

Ist ß = 1: B »- B, dann wird aus der Folge (6) die speziel¬

le Folge

>*n+1(*.B) ^^^n+i^'5) >V(°<»1) -^ V0<'B)—* ' * '

und da diese exakt ist, erhalten wir

Satz 2.1. Es ist *n(o<,l) = 0 für n = 1,2,3»"*.
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3. Tripelfol<te.

Mit Hilfe der transponierten Homotopiegruppen können wir die

nachstehende exakte Folge aufstellen:

(7) m^I«(,|J) *\^) »V'/J »V-l** *fi} ' **l(e<

in der § das Paar ß in das Paar /? abbildet. Nach der Befiniti-

on der transponierten Homotopiegruppen ist diese Polge (7)

nämlich die untenstehende injektive Homotopiesequenz in der

Kategorie der Doppelfolgen:

(7. ) , *B_1Ûl«) ,p(/J)) » V.j.UC«) ,P<^')) **!!_!(£(«*) d*>)

—*1tn-2(îu)»pVî))—» >*0(ï(°o,py?')).
Die Gruppe * i(iU)iJt) ist dabei durch eine Abbildung des

Diagramms I auf Seite 37 in das Diagramm II auf Seite 38 gege¬

ben, wobei Moduln, die in den beiden Diagrammen an entsprechen¬

den Stellen stehen, so ineinander abgebildet werden, dass das

ganze kommutatlv wird. (Die beiden Diagramme sind insofern nicht

vollständig, als die Nullen am Anfang und Ende eines Paares

nicht überall angefügt wurden).

Im Diagramm I fuhren wir nun folgende Abbildungen von Paaren,

bzw. die entsprechenden .paare von Paaren ein:

i(£* lo< ): 2" o< •> 1 <x (kommt zweimal vor)

î'(r*'\rf):i(Z',",A1) .i(r"'A2) (kommt zweimal vor)

i(Z""z</ ): Z""o< » Z. \n (in der hinteren Fläche des

stärker ausgezogenen Würfels)

i'(Z""*e< ): Z 'ei y T." \c (in der unteren Fläche des

stärker ausgezogenen Würfels)

T-(r^):i'(Z*^) >iXZ*1i2)
Die Abbildung i'(2"**lA.) entspricht dabei der auf Seite 26

definierten Abbildung ln ,.

Das Diagramm I vermittelt nun folgende Abbildungen von einem

Paar von Paaren auf ein anderes:
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-KT"1* )

^r%)

-i'(r^)
n = 2,3,4,

1^1*): Ml*) ri'(Z'"i()

Dabei ergeben sich die beiden ersten Homomorphismen durch die¬

selbe Abbildung von vorn nach hinten Im Diagramm I, so dass

W-o W«)

ist; die beiden letzten Homomorphismen erhält man durch dieselbe

Abbildung von oben nach unten, so dass auch hier

ïn-l^^n-lW
gilt. Aus den Sätzen 1.5.7. und II.1.6. folgt weiter, dass

'-n-l(*) T ^-l^ und W"> T ^-i^) ist.

Im Diagramm II haben wir die Abbildungen

->/5

* fx p<&>

»P(/fl. &

tl—

-ft'

-*fl>.

V(f2)'

P(/Î): ü

Es ist fa pty»)-
Mit diesen Bezeichnungen haben wir

Satz 3.1. Mit den oben eingeführten Bezeichnungen ist

wn(«,$) = it^C«,^), n = 2,3,4...

Beweis: Nach Definition gilt

i^K/j = mÎ^-l (<*),#*) und

*nK$) = itCl^oO.J*).
Weiter ist *(ï ,lot),^) = nil^^M,$*), da beide Gruppen

durch dieselbe Abbildung vom Diagramm I in das Diagramm II

gegeben sind. Aus T^W j ï^let) folgt rcU^tf), &)
~

w(I ,(o<),^»), da auch in der Kategorie der differentiellen

Polgen von Doppelfolgen die Homotopiegruppen nur vom I-'xyp

dieser Folgen abhängig sind. Damit ist der Satz bewiesen.
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Satz 3.2. Ist im Diagramm II ß= 1: B-^ »-B., dann ist

«^(«i/j') -«'n(o<,^')t n - 2,3,4

iJeweis: Nach Satz 2.1. ist n (/x,l) - 0 und daraus folgt die

Behauptung m.H. der Exaktheit der Folge (7).

Pur <fx = 1 ist ß' = f2ß und wegen der Sätze 3.1. und 3.2. gilt

dann

*>,$) = *n(*'l> = ^KfV' n = 2,3,4....

In diesem Pali wird aus der Folge (7) die Tripelfolge

(8) wn(*./ft «nfa./^ ' *iP *f£ » *n-l^»*)~' **o(c< '

in der im Gegensatz zu der Tripelfolge in II.3. an der ersten

Stelle in den Homotopiegruppen statt des Moduls A das Paar «

steht.

üxa den Sätzen 2.1., 3.1. und 3.2. gehören die folgenden dualen

Sätze :

Satz 3.3. Es ist \^,/i) = 0 für n = 1,2,3,

Satz 3.4. Im Diagramm

bedeute $ ifa * *f 2 die ZVL$lc< > <*' transponierte Abbildung.

Dann ist *n($',(!) *\<<i'f)>
Satz 3.5. Ist im Diagramm von Satz 3.4. Ai = AI, d.h. <*"'= 1,

dann ist *n( £',/*) SS^ay?).

Ist nun d>2 = 1, dann ist «=<*'$ und wir erhalten die Tripel-

folge
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Cohomotopiegruppen.

In diesem Anhang werden wir zuerst die Cohomotopiegruppe defi¬

nieren und dann zeigen, dass die Cohomotopiesequenz, die man

einem Monomorphismus o( zuordnen kann, nur unter bestimmten

Voraussetzungen exakt ist.

Unter der n-ten in.iektiven Cohomotopiegruppe tTVa.B) von A in

g_ verstehen wir die Abelsche Gruppe

^(A,B) = n(A,ZnB) = H(A'rB)/j,H(I>Z'.B), n = 0,1,2,••-,

wobei j die Einbettung von A in eine injektive Erweiterung A

und i* den dadurch induzierten Homomorphismus von HCÄjZ^B) in

H(A,I"B) bedeuten.

Wie die Homotopiegruppe it (A,B) ist auch die Cohomotopiegruppe

Tt^A.B) unabhängig von der benützten Auflösung von B und durch

die i-Typen von A und B eindeutig bestimmt.

Das durch den Monomorphismus a: A-, »A„ definierte Paar

<x: 0 »Ax ^—»A2 ~»A5 >0

gibt Anlass zu der injektiven Cohomotopiesequenz C:

ï0(A3,B)^..-^in(A3,B)^ïïn(A2,B)^?1(A1,B)-^in+1(A5,B)— ••

oi* und ß* sind die durch « und ß induzierten Homomorphismen,

7) ist folgendermassen gegeben: Im Diagramm

ß

fl f2 f3

0 »r"B -^-»Z"B ^h.2"""B » 0

sei der Homomorphismus f-^: A^ ~>Z"B gegeben; dann

kann i f, über A2 erweitert werden, da ZT"B injektiv ist:fpe< = ON»
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f,erhält man durch Uebergang zum Quotienten. Es ist "J (f,) = f~.

iilach Satz 1.4.1. ist ~è unabhängig von der Erweiterung f„.

Satz 1. Die Cohomotopiesequenz C ist differentiell.

Beweis:

a) Imß*c K.er<x*: Es sei fg: A2 ä>Z"B so,dass f
2

e Im/3",
d.h. f2 = f,/3, dann ist f2o< = f,/3«= 0, also ist f2 e Ker*'

bj Im<x*C KerD : Es sei f-^: A-^ >2"B so, dass t^ e In/,
d.h. f, = f2<*. Wir betrachten das folgende Diagramm

ß

Darin setzen wir f2 = inf2: A2 »2T" B. Beim Uebergang zum

Quotienten wird £"B auf 0 abgebildet, d.h. es ist f, = 0 oder

nach der Definition von 3 : *ù f, = 0, also f, 6- Ker ^
.

c) Imî c Ker/3*: Ist f,: A, »r""B im Bild von 1)
,
dann hat

man f, aus dem untenstehenden Diagramm erhalten:

ft

-*Z"B

— A2

->Z."B

-» A, —

3

f,

-*Z""B

-? 0

-^0.

In diesem Diagramm kann f-/î: A2 » Z""B überr'B faktori-

siert werden, denn es ist ja f,ß = P_fp' Also ist f,/3 o- 0

und somit f, 6- Ker/3**.

Satz 2. Die Cohomotopiesequenz C ist bei ^(ApjB), n = 0,1,2,'

exakt.

Beweis: Wir zeigen, dass Kerot*c Im/3** ist. Es sei also

f~: A2 »Z"B so, dass f2 & Ker o<*, dann ist f„ c* 7Û, Wir

betrachten das Diagramm
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Die Abbildung«» f, = fgx: A, » X"B kann über A„ erweitert

werden (Die Einbettung von A, in Xp i3* durch j2« gegeben):

fl = t2<* ~ *2320( oder ^f2 " ^2^2^ = 0#

Nun ersetzen wir f2 durch f£ = f2 - ^2^2 ï f2' dann ls'fc f?* = °'

tl ist also die Nullabbildung auf A, c Ap. Deshalb induziert

f2 eine Abbildung f5 von k^ = A2/A in Z"B, so dass f2 = f,,i

oder f2 £ fx'Jist. Es ist also f2 fc Im ß* , d.h. Ker «" c Im<?'.

Nach Satz 1 ist auch Im/3* c Ker «*, sodass aus der eben bewie¬

senen Inklusion die Beziehung Im,/?* = Ker«* folgt; damit haben

wir Satz 2 bewiesen.

An den beiden anderen Stellen ist die Cohomotopiesequenz nur

"modulo Suspension" exakt, d.h. nur unter der Voraussetzung,

dass 5T(rX^Y) = ü(X,Y) ist für gewisse Moduln X und Y. Insbe¬

sondere sollen wegen ^(XjY) '= i11 (X,ZY) die Isomorphismen

ü^X.Y) S ^n+1(ZTX,Y) für die in Frage stehenden Moduln gelten.

Zum Beweis der Exaktheit der Cohomotopiesequenz "modulo Suspen¬

sion" benötigen wir zwei -tiüfssätze:

Nach i^atz 1.5.3. können wir das Paar x:

0- -» A, -*A„ ->0

in das injektive Paar 5 :

0 >
Ä -*I„

1 '"2

einbetten, in dem Ä2 = A\ + Ä, ist

» A, -*0
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j, und j, sind die Einbettungen von A, in S, bzw. A, in Ä*_.

j, kann über A„ erweitert werden: j, = ha. Es ist ;)„ = ( h,j^)4
wun kann nach Satz 1.3.4.a der Epimorphismus ß zerlegt werden

in einen Monomorphismus /3, und eine i-Aequivalenz ß^\

A2 —<-i—> M '-±-* A,, p-ßtf,V

Dabei ist M = Ä2 + A, = Ax + I_ + A, und die Abbildungen /?,
und /32 sind folgendermassen definiert:

/3xta2) = (h^a2),ô3/3(a2),/3ca2)), /^(ä^ä^.a^ =

&y

Später brauchen wir noch/3i(a,) = (0,j,a_,a ): A, »M, wo¬

bei ß2ß'2 = 1 und ß2ß2 £ 1 ist.

Hilfssatz 5. Mit den Bezeichnungen des Textes ist

7" M/ ££ v.A =

/^u2) T ZAr

Beweis: Wir betrachten das folgende Diagramm:

0 0

Ausser den bereits definierten Abbildungen haben wir in diesem

Diagramm noch die folgenden:
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f^äx; = (alf0,0), g^a1(ä3,a3) = (&y&^), i^{&^) = (j3(a3),a3).

p, , pi und pi bedeuten je den Uebergang zum Quotienten:

p1(ä1) = ä^mod d1(A1)) = ^äj+a^aj^ 6 A^,

p^(älfä5,a3) = (ä1,ä3,a3)(mod ^Î1U2))»

p3(ä3,a3) = (ä3,a3)(mod j? ( A? )) = ä"3 - j^,

letzteres, da 3+ ?/y U )
° ^3 und ^.a-jhmod J3(A3)) =

(ä3-33a3,0)(mod j^A^)) ist.

? und g sind die durch f und g in den Quotienten induzierten

Homomorphismen :

f(a±) - (a^O.OMmod^Ug)), a^ = ä-^mod j^A^)

g[(ä1,ä3,a3)lmod^1(A2))] = (ä3,a3)(mod i^(Aj)) = ä"3 - 2-f-y

a) Das Diagramm ist kommutativ:

fd1(a1) = (j1(a1),0,0)

ß^ia^) = (hoiia^) ,3^(0^)ß«(&1)) = (31(a1),0,0)
d.h. DD ist kommutativ.

g/?1(a2) = g(h(a2),jy3(a2),/3(a2)) = ( J3/?(a2),^(a2))

33/3(a2) = (jyî(a2),/3(a2))
d.h. O ist kommutativ.

fp-^a^) = ftä^mod ^(A-^)] = (ê^,0,0)(mod ß^^))

p^ä^) = p^^.0,0) = (ä1,0,0)(mod^1U2))
d.h. O ist kommutativ.

gP2(ä1fä5,a3) = g[iä1,ä3,a3)lmod/31(A2);] = a"3 - j3a3

P3g^ä1,ä3,a3) = p3(ä3,a3) = &^
- j3a?

d.h. 13] ist kommutativ.

b) Die Zeilen des Diagramms sind exakt: Das ist für die erste

und zweite Zeile nach Voraussetzung bzw. Konstruktion der Fall

und somit nur für die dritte Zeile zu beweisen:
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Da gf(a.p = gUaJ.O.oKmod^^))] = (O,0)(mod j}U3)), ist

Im f C Ker g.

Nun sei ^»ËL.a^Hmod/S ^Ag)) ê Ker "g, also

g[(51,ä5,a5)(mod Û-^K^) \ = a"5 - j^ = 0, d.h.

ä, = ;Ua, = JW?a2, da /? ein Epimorphismus ist. Es ist also

(ä'1,ä3,a3)(mod/?1(A2)) = (ä^ j^?(a2) ,/?(a2))(mod/31(A2) ) =

(ä1 - h(a2),0,0)(mod/31U2)) = î\.{*x - h(a2))(mod j.^))], d.h.

Ker g c Im f.

Die beiden Inklusionen ergeben zusammen die Behauptung

Im f = Ker g.

c) A ist direkte Summe: A = ZA, + 1^:
Neben f[ä1(mod d1(A1))] = (ä-^O^Hmod/^Ag) ) betrachten wir

die "inverse" Abbildung f-1[(ä1,ä,,a,)(mod/^jAg))] = ä^mod J^i^))
Es ist f^ftä-^mod ^(A^)] = ä1(mod j^A^), d.h. f-1f = 1.

Also ist ZA, direkter Summand von A. Wegen der Exaktheit der

letzten Zeile unseres Diagramms ist somit

A = Z"A, + Ï, oder A j Z"A,,

womit der Hilfssatz 3 bewiesen ist.

Mt der Folge

0 ,a2
^

,
K-^Ul »0

bilden wir die entsprechende Cohomotopiesequenz C:

•••—^Ina,ß)-^'^llM,B)-^^(A2,B)i.?1+1(A,B) »••-.

Diese ist nach Satz 2 bei itn(M,B), n = 0,1,2,-•• exakt.

Hilfssatz 4. Wenn ü^IA^B) S ip"1^^) ist für n = l,2,3,"«f

dann sind die beiden Cohomotopiesequenzen C und

C isomorph.(bis auf ein Vorzeichen, welches im

Beweis präzisiert wird).
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Beweis: Aus dem Diagramm

-* Ai

4

->A.

-> A„
fi

-* A, •H>0

-»TA, -» 0

gewinnen wir die Abbildung h': A3 »2TA, und daraus h'*:

THrA^B)- »îPUjfB). Es ist

h'(a3) =(ly3"1(a3))(mod d1(A1)), wo/T1^) = [&2/ß a2 = aj} ist.

Nun betrachten wir das folgende Diagramm :

ri(ï,B)-^.«n(M,B)-^.«n(A2,B)-?U?l+1(ïtB) »...

#* El * 133 r'UA.ß)

i ik

Die senkrechten Abbildungen sind Isomorphismen; k nach Vor¬

aussetzung, f* und ßk*t da f und /3i i-Aequivalenzen sind.

Der Isomorphismus k ist folgendermassen gegeben: Nach Voraus¬

setzung existiert zu ti: Z"A, * 2T*B ein kommutatives Diagramm

PtlA^B)

-»A, -^—» !,-£—ta. -^0

f, f.

-, I'-B »Z'B -f 0

und es ist klfj) •= f,. Kann man zu eine« gegebenen f-j verschie¬

dene solche Diagramme konstruieren, so liegen die so erhaltenen

verschiedenen f, in der-selben Homotopieklasse, da ja nach

Voraussetzung k ein Isomorphismus ist.
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Wir haben noch zu beweisen, dass das Diagramm, welches C in

C abbildet, kommutativ ist (an einer Stelle ist es antikommu-

tativ).

(XI fh'(a3) = f[(h/3-1(a3))(mod J1(A1))] = (h/S-1^) ,0,0) (mod/^(A^

P^/Î^a3) = p£(0,j^a3),a3) = (0, j3(a3) ,a3) (mod /91U2)) =

(-h/?-1(a3),0,0)(mod/?1U2))
d.h.lXI ist antikommutativ.

CS] Es sei f-[ 6 itn(ZA1,B), dann ist kif{) = fr Dl^) = f?
ist durch das Diagramm auf Seite 41 gegeben. Der Homomorphis¬

mus (f, ,fp,f,) é H(<*, Ln) kann über das Paar

'!•
0 -* A, -»I,

P,
tZA, •vO

faktorisiert werden:

?2 sei eine Erweiterung von f2: f2 = JLh. Da f2o< = /f. und

Jj^ = hrt ist, haben wir f2o< = ?2h<* = f^j-^ = ^f^, sodass f"2
eine Erweiterung von / f, auf Ä, ist. f' erhalten wir durch

Quotientenbildung. Die Homomorphismen (f,,f2,fi), welche eine

Abbildung vom Paar j^ in das Paar / vermitteln, machen das

entsprechende Diagramm kommutativ, sodass sie wirklich eine

Faktorisierung von (f,,f2,f,) über ;j, ergeben.

Da in der Definition von k auch f\ eine Erweiterung von t f,

auf Ä1 ist, gilt nach Satz 1.4.1., dass f' -r f' ist, somit auch

f3h' 7 fih'* Es ist also ^k^fi) = f3 = f3h' T fih' oder

}k(fj) h,#(f{).
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E] Es ist ßtf = j^x ï/?!» d.h. ß*ßf = ß*.

m Es sei f2 £ ^(ApjB). 9 wird durch folgendes Diagramm

definiert :

-> A2 M » A -»0

f.

• r*B »Z"**B -*0.

Es ist alsoV(f2)= f"2 und f*(f2) = f"2f.
Ein f, = k(f2?) können wir folgendermassen erhalten:

Aus der Kommutativität der oberen und unteren Hälfte des obigen

Diagramms folgt die Kommutativität des ganzen Diagramms, nach

der Bemerkung bei der Definition von k kann f, = e<f2 als Re¬

präsentant der durch k(fif) bestimmten Homotopieklasse in

HCAj^.r'B) benützt werden. Also gilt

kf»3'(f2) =o(*U2) oder k?*8' = «*.

Damit ist der Hilfssatz 4 bewiesen.

Aus der Exaktheit der Sequenz C bei ^(MjB) folgt nun unter

der Voraussetzung von Hilfssatz 4 die Exaktheit der Sequenz C

bei 7tn(A5,B).
Wird die Voraussetzung von Hilfssatz 4 so erweitert, dass auch

iïn"1U2»-B) = i^lZTAg.B) ist, dann folgt aus der Exaktheit von

C bei iPlA-jB) die Exaktheit der Sequenz C* an der entsprechen¬

den Stelle, d.h. bei % IA,B) und wegen der Isomorphie der bei¬

den Sequenzen ist dann auch C bei 7tn(A, ,ü) exakt.



-50-

Satz 5. Die Cohomotopiesequenz C 1st überall exakt, wenn

ü(IX,ZY) 3 ü(X,Y) ist für X = Ax und X = Ag Bowie

für Y = Z"B, n = 0,1,2,---.

Zum Schluss wollen wir noch beweisen, dass ein Epimorphisanis

von der exakten Sequenz

(1) 0-*Ext°(A3,B)—» >Extn(A5,â—'Extn(A2,B)—Ext^A-^B)—^Exlf'Uj,

([4] p.107 und p.85) auf die Cohomotopiesequenz C existiert.

Dazu beweisen wir zuerst die bekannte Tatsache, dass

Extn(A,B) . H(A'Z"B)/pS_iH(A>r-B)
ist. Aus der injektiven Auflösung

d„ di —

d9

(2) 0 >B 2-»B ^ZB ^Z7! »•••

von B erhält man die différentielle Folge

(3) 0 >H(A,B) —Si H(A,B) -^H(A,ZB) -^UhU.Z*!) • •.

Nach Definition ist

»Hmi - K"[H<Â'frB,—K(A'f,^,VI.[H(A,r-B)_H(A,CT)].

n*

Die Homomorphismen in (2) und die dadurch induzierten Homo¬

morphismen in (3) erhalten wir durch folgende Ueberlegung:

Die beiden Paare

tn: 0 »Z"B -^r^i
K

,Z""B »0 und

0'<~
"* *

Tt *•!•* ^~
** ' *

t» Part .-^n*-l-n r\

_n+i
»2_ B »Z. B >Z B » 0

definieren zusammen d ,
= (n+-iPn: Z"B iZ *"B.
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Es sei nun fn& H(A,Z"B), dann ist

fn+l = W<V = dn+lfn = 'n+lVn * H<A'Z B>"

Damit fn & Ker dn+1» ist, muss in+iPnfn = ° sein:

-»z"B —!^-*z:""b—^» r*"B.

Es ist Ker pQ = Z1"B, Ker t
+1

= 0, d.h., damit fQ é Ker dn+1#
ist, muss Im f c £"B sein, also ist

Ker dn+1# =(A,rB).

^n-l
* lnpn-lxn-l c iUI V'

A /t-?r"'B -*2-—B
<--. ,jZ'b -»£"B

Da Im i m r B ist, haben wir

Im V = pn_i*H(A-2:""B)-

Also ist wirklich Extn(A,B) = HlA»Z"B)/ hU,?^).

Satz 6. Die Abbildung gn: Extn(A,B) »S^U.B) ist ein

Epimorphismus.

Beweis: Es ist

Ext*U,B) = H(Afrt)/^^u^r_) ^

5"U.B)-«A.r"B>/(SH(Ifrt).
Ein f f H(A,Z"B) kann sowohl als Repräsentant einer Restklasse

fn t Extn(A,B) als auch einer Restklasse f£ t i?\A,B) aufgefasst

werden. Es ist nun £n(fn) = f£-

Nun sei fJ^Ot ü*\A,B). Es existiert ein f
n
^ 0 fc ExtntA,B),

so dass gjAtL) = f^ ist. Es sei nämlich f ein Repräsentant

von f". Wäre das diesem f entsprechende f* = 0, dann könnte

f über x*"*B faktorisiert werden:
n
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n-1

Es wäre also f„ = p„ -,?_ und f_ könnte dann seinerseits auf
_

n tl n n

A erweitert werden: f"n = ht, also fn = Pn-1ht, d.h. f r 0

oder f" = 0, was unserer Annahme widerspricht.

Aus t>atz 6 folgt nun sofort ein Epimorphismus g der Sequenz (l)

auf die Cohomotopiesequenz C:

ß

—Extn(A3>B) -^-^Extn(A2,B) -SUExtn(A1>B) -^Extn+1(A3fB)-^ • •

m e2 m gx Q3

j=n+l/-^(A,,B) ^(A-.B) >ÏP(A,,B) _*;rn+-L(A, B) >••

Das Diagramm ist kommutativ. Bei CD und|~2~l ist das klar, bei

Llj werden d und o durch dasselbe Diagramm

-*A.
1"

fl

-*r"B

->A
,3

-»A -»0

>Z"B ——Z""B ->0

erzeugt.
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