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Vorwort

Die vorliegende Arbeit basiert auf einer Untersuchung von

B, Eckmamn und P.J. Hilton [1]. Dort wird - analog zum Vorgehen
in der Topologie - fir Homomorphismen zwischen Moduln ein Homo-
topiebegriff definiert. Dieser Begriff samt verschiedenen daraus
resultierenden Folgerungen lisst sich auf beliebige Abelsche
Kategorien verallgemeinern (vergleiche H. Kleisli [2]). Im
folgenden soll nun diese Homotopletheorie in zwei speziellen
exakten Kategorien ganz explizit entwickelt werden, nidmlich in
der Kategorie der Moduln iiber einem Ring, welche schon in [1]
andeutungsweise behandelt wurde, und in der Kategorie der Paare
von Moduln, wobei wir hier unter einem "Paar" eine durch einen
Homomorphismus definierte spezielle differentielle Folge von
Moduln verstehen.

Im Kapitel I werden zundchst Definitionen und Sitze aus [1]
zusammengestellt; fiir einige Resultate wird ein vollsténdiger
Beweis gegeben. Dabel werden die Satze iber differentielle Fol-
gen ausfithrlich behandelt (§5), da wir sie zur Definition der
relativen Homotopiegruppen bendtigen. Dann geben wir die injek-
tive (und projektive) Homotopiesequenz eines Paares an; die
Exaktheit dieser Sequenz wird hier nicht bewiesen, wir verwei-
sen beziiglich des Beweises auf [2]. Nach einem Abschnitt iiber
das algebraische Analogon zum Begriff der "Faserung" wird im
letzten Teil dieses Kapitels eine Abbildung betrachtet, die den
verschiedenen Aspekten der sogenannten Transgression entspricht.

Im Kapitel II werden allgemeine Sdtze liber Doppelfolgen zusam-
mengestellt und sodann, in der Kategorie der differentiellen
Folgen, die relativen Homotopiegruppen definiert. Eine beson-
dere Rolle spielt dabei das "Transponieren" einer Abbildung
eines Paares in ein anderes Paar; daraus kann unter anderem
die exakte Homotopiesequenz eines Tripels (d.h. einer Zusammen-
setzung zweier Homomorphismen) gewonnen werden. Auch die so er-
haltene Tripelsequenz ist das algebraische Analagon eines be-
kannten Satzes der Topologie.



Das Kapitel III untersucht einige Resultate, die man unter der
Voraussetzung erhdlt, dass der injektive und der projektive Ho-
motopiebegriff zusammenfallen. Dies tritt ein filir spezielle
Arten von Ringen, welche den Moduln zugrunde gelegt werden [5].
In diesem Falle ist es mdglich, auch in der Kategorie der Paare
eine Tripelsequenz aufzustellen, wobei aber nicht die gewdhnli-
chen Homotopiegruppen verwendet werden konnen, sondern die
"transponierten" (twisted homotopy groups).

In einem Anhang werden die Cohomotopiegruppen (im injektiven
Fall) untersucht, welche den gleichbenannten Gruppen in der
Topologie dhnlich sind. Die injektive Cohomotopiesequenz wird
hier nicht fiir ein beliebiges Paar, sondern fiir einen Monomor-
phismus betrachtet. Sie ist im allgemeinen nicht exakt, sondern
nur exakt "bis auf Suspension", eine Aussage, deren genaue Be-
deutung im Anhang prézisiert wird.
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Kapitel I.

Homotopie in der Kategorie der Moduln.

1. Grundlegende Bezeichnungen und Definitionen.

In diesem und den beiden folgenden Abschnitten werden einige
Definitionen und Sdétze zusammengestellt, die wir in der vor-
liegenden Arbeit stdndig beniitzen. Da diese Sdtze bereits be-
kannt 8ind, fithren wir die Beweise nur susnahmsweise durch
und verweisen im iibrigen auf die Literatur.

A sei ein Ring mit Einselement. Wir betrachten linksseitige
Moduln tiber dem Ring A. Sind A und B zwei solche Moduln, so
bezeichnen wir mit H(A,B) die Abelsche Gruppe der A -Homomor-
phismen von A nach B. Einen Homomorphismus f ¢ H(A,B) nennen
wir auch Abbildung von A in bzw. auf B.

Ein Modul B heisst injektiv, wenn jeder Homomorphismus f von
irgend einem Modul A nach B auf jeden Modul A' > A erweitert
werden kann, d.h. wenn zu f und dem Monomorphismus i:A—— A'
ein g e H(A',B) existiert, so dass f = gi ist. Das driicken wir
durch folgendes Diagramm aus:

0-——>A-—L>A'
f%’/g

Satz 1.1. Jeder Modul B kann in einen injektiven Modul B ein-
gebettet werden, d.h. es existiert ein Monomorphismus
j:B——>F (siehe [3] oder [4]).

Ein Modul A heisst projektiv, wenn zu irgend einem Homomorphis-
mus f:A ——>B und jedem Epimorphismus h':B'-——B ein Homomor-
phismus g':A—->B' existiert, so dass f = h'g' ist:

b
B'TB —'70
Satz 1.2. Jeder Modul A ist Quotient eines projektiven Moduls

A, d.h. es existiert ein Epimorphismus h: A—4A = é/A ,
wobel Ao den Kern der Abbildung h bedeutet [4]. °
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2. i-homotope und p-homotope Abbild en in H(A,B).

Zwei Abbildungen f und g ¢ H(A,B) heissen i-homotop (f T g),
falls sich £ - g auf jeden Modul A' > A erweitern lidsst.

Satz 2.1.Damit £ T 0, ist notwendig und hinreichend, dass f
auf einen beliebigen injektiven Modul X > A erweitert
werden kann.

Zwei Abbildungen f und g heissen p-homotop (f 1 g), falls
f - g sich Uber jeden Epimorphismus h' irgend eines Moduls
B' auf B faktorisieren lésst: f - g = h'k, wo k:A——B',

Satz 2.2. Damit £ ? 0, ist notwendig und hinreichend, dass f
sich iiber einen Epimorphismus h eines projektiven
Moduls B auf B faktorisieren ldsst.

Die Beziehungen 7 und 1 zwischen den Abbildungen in H(4,B)
8ind Aequivalenzrelationen und die entsprechenden Homotopie-
klassen bilden die Elemente der injektiven bzw. projektiven

Homotopiegruppen

7(a,B) = B(

A,B
)/;j*H(I,B) bzw.

x(4,B) = H(4

B
)/h*H(A,Q),

wobei j die Einbettung von 4 in eine injektive Erweiterung X
und h die Abbildung von B auf B bedeuten. Die Abbildungen j*
bzw. h, sind die durch j bzw. h induzierten Homomorphismen
H(X,B) —>H(A,B) und H(A,B) —>H(4A,B).

5ind £ ¢ H(A,B) und g¢H(B,C) und ist £ T Ooderg 7 O,
dann ist auch gf - 0. Jedes k ¢ H(A,A') induziert deshald
eine Abbildung k* von m(A',B) in w(A,B) und jedes 1 € H(B,B')
eine Abbildung 1, von %(4,B) in w(A,B'). Daher ist T(4,B) ein
in A kontmvarianter, in B kovarianter Funktor.

Satz 2.3. Wenn A injektiv ist, dann ist mW(A,B) = O fiir jedes B

und umgekehrt; falls B injektiv ist, dann ist ®(A,B)
= 0 fir jedes A und umgekehrt.

Piir die projektiven Homotopiegruppen %(A,B) gelten die ent-
sprechenden Sitze.



3. Homotopietyp.

Die Abbildung f € H(A,A') heisst injektive Homotopiedguivalenz

(i-Aequivalenz), falls eine Abbildung g ¢ H(A',A) existiert, so

dass gf und fg i-homotop zu den identischen Abbildungen in A

bzw., A' sind. In diesem Fall nennt man die Moduln A und A!

i-gquvalent oder vom gleichen i-Typ. (A*i AY),

Die entsprechende Definition gilt fir die projektive Homotopie-

dquivalenz (p-Aequivalenz) und p-diquivalente Moduln 4 und A'.

(Moduln vom gleichen p-Typ, A% A').

Satz 3.1, Damit A’f 0, ist notwendig und hinreichend, dass A
injektiv ist.

Satz 3.2, Wenn A'? A' und B ? B', dann ist A + B ? A' + B',

Satz 3.3, Wenn ein additiver Funktor F(A) fiir jeden injektiven
Modul A Null ist, dann induziert jede i-Aequivalenz
gzwischen A und A' einen Isomorphismus zwischen F(A4)
und f(A'). (Zur Definition eines additiven Punktors
siehe [4], S.19)

Den Beweis filhren wir fiir einen kovarianten Funktor F(A): Es

seien f: A—> A' und g: A'~——> A die i-Aequivalenzen zwischen

A und A', so dass gf T 1und tg 7 1. Dann ist h = gf - 1oy 0.

Ist J die Einbettung von A in eine injektive Erweiterung A, so

existiert ein Homomorphismus h, so dass h = hj. h induziert

einen Homomorphismus h,: F(A)—F(A). Die Faktorisierung

hy = Bydy: F(A)—?ETF(I)-ﬁ:’F(A) zeigt, dass h, = 0, da ja

F(E) = 0 ist. Also gilt (gf - 1), = g,fy - 1, = O oder

8«fy = 1, = 1. Entsprechend beweist man, dass f,g, = 1 ist,

das bedeutet aber F(A) = F(A').

Satz 3.3. sagt mit anderen Worten, dass unter den gemachten
Voraussetzungen F(A) nur vom i-Typ von A abhingig ist. Dies
trifft z.B. fir n(4,B) zu.

Zu den S#tzen 3.1. bis 3.3. gelten die analogen Sdtze fiir die
p-Aequivalenz.

Satz 3.4, Jeder Homomorphismus f € H(4,B) kann faktorisiert
werden in a) einen Monomorphismus und eine anschlies-
sende i-Aegivalenz, b) eine p-Aequivalenz und einen
anschliessenden Epimorphismus.
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Bevweis von a): Es sei j ein Monomorphismus von A in eine injek-
tive Erweiterung X. Wir bilden A in die direkte Summe X + B ab
durch f£'(a) = (j(a),f(a)), a € A, Diese Summe A + B wird in B
abgebildet durch f"(a,b) = b. Die Abbildung f' ist ein Mono-
morphismus und f" eine 1l-Aequivalenz, da nach Satz 3.2.
A+ BY B ist.

Die Abbildungen fiir den Fall b) werden in dualer Weise kon-
struiert.

4. Suspension.

Unter einer_ Suspension ZA eines Moduls A verstehen wir den
Quotienten /A einer injektiven Erweiterung X von A, Verschie-
dene injektive Erweiterungen von A ergeben verschiedene Suspen-
sionen, die aber alle denselben i-Typ haben. Das zeigen die
folgenden Ueberlegungen:
Es sei f ein Homomorphismus von A nach A', j die Einbettung von
A in eine injektive Erweiterung &, j' diejenige von A' in eine
injektive Erweiterung 4':

f

A———A"

31 . ln'

Ir—— 7

Die Abbildung j'f € H(A,E') kann zu einer Abbildung T € H(X,X')
erweltert werden und induziert somit eine Abbildung T von
/A in ZA' = /A" Es gilt nun der

Hilfssatz 4.1. T und g seien zwei verschiedene Erweiterungen
von j'f € H(A,A') auf den injektiven Modul Z.
Dann sind die induzierten Homomorphismen ?o
und Eo von ZA in ZA' i-homotop.

Beweis: h = g - T ist 0 auf A; wir erhalten also eine Abbildung
von A in &', die wir ebenfalls mit nh bezeichnen wollen. Ist

p die Abbildung von A' auf ZA', so ist Ho = ph eine Abbildung
zwischen den Suspensionen ZA und ZA', Da diese Abbildung iiber
X' faktorisiert ist, gilt nach Satz 2.1. hy 7 0 oder ?O T Eo.
Die durch verschiedene f erhaltenen ?o liegen also alle in der-
selben Homotopieklasse, die durch f: A—>A' eindeutig bestimmt
ist. Wir wollen in Zukunft diese verschiedenen T nicht mehr
unterscheiden und schreiben dafiir einfach Zf: XA——34',
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Satz 4.2. Ist £ ¢ H(A,A') eine i-Aequivalenz, so ist Zf eben-
falls eine i-Aequivalenz.

Beweis: Es existiért eine Abbildung g ¢ H(A',A), so dass gf'iﬂl
ist, denn ist h = gf - 1 7 0, wir kémmen h also auf X erweitern:

A—1 XL

hl/lﬁ |zh h=h'j.

A——R——74

J P

Nun ersetzen wir h durch die Abbildung h" = h - h'j = 0; es ist
h" I/h. Damit des Disgramm kommutativ bleibt, miissen wir h er-
setzen durch h" = I ~ jh', wihrend Fh unverdndert bleibt. Nun
ist h" auf A die Nullabbildung. Wie bei Hilfssatz 4.1. folgt
daraus Zh ;'O oder Zglf ;’1. Analog beweist man, dass 7f’g T1
ist. Zf ist also eine i-iequivalenz und danmit ZA “I'[A'.

Bemerkung: Satz 4.2. bedeutet, dass Suspensionen, die durch
verschiedene injektive dMrweiterungen von A erhalten werden,
i-8quivalent sind, da man in diesem Fall fiir f die identische
Abbildung nehmen kann.

Durch n-malige Iteration erhalten wir die Suspension X"A und
bilden mit ihrer Hilfe die injektive Homotopiegruppe 7n(Z"A,B).
Diese ist unabhéngig von dem beniitzten injektiven Erweiterungen
und somit durch die beiden Moduln A und B (sogar durch ihre
i-Typen) eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen sie als die n-te
injektive Homotopiegruppe EA(A,B) von A in B:

'En(A,B) = n(Z"A,B), n=0,1,2,... .
Im dualen (projektiven) Fall bezeichnen wir mit .0B den Kern
des Epimorphismus h eines Projektiven Moduls B auf B. Dual zu
Satz 4.2. beweist man, dass der p-Typ von .aB nur vom p-Typ
von B abhingig ist. Wir konnen deshaldb die n-te projektive
Homotopiegruppe gn(A,B) definieren als

En(A’B) = n(4,0B), n=0,1,2,... .

Zu jedem Satz im "injektiven Fall" kann man einen entsprechenden
Satz im "projektiven Fall" formulieren und beweisen. Man hat
dazu bloss die entsprechenden Begriffe und Operationen durch
ihre "dualen" zu ersetzen. Wir werden uns deshalb im weiteren
auf den "injektiven Fall" beschrinken. Nur im Kapitel III wer-
den wir auch die "projektiven" Sidtze benttigen und ohne speziel-
le Beweise beniitzen.
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5. Differentielle Folgen.

Eine Folge &
d° 4, d2
0 ~5; - 8= §, 5> -

von Moduln Si und von Homomorphismen di heisst differentiell,
wenn die Zusammensetzung von zwei aufeinanderfolgenden Homo-
morphismen O ist, d.h. wenn didi—l =0 ist fiir i = 1,200,
Die PFolge ¢~ heisst exakt an der Stelle i, wenn Im di—l = Ker di
ist, sie heisst exakt, wenn sie an jeder Stelle i = 0,1,2,+°¢
exakt ist.

Ein Homomorphismus f einer differentiellen Folge ¢ in eine
differentielle Folge T ist eine Folge von Homomorphismen fi
von Si in Ti’ so dass das nachstehende Diagramm kommutativ ist,
d.h, dass fidi-l = di-lfi-l fir i = 1,2,3,+-- gilt:

d

d d
. . o . 1 2
a : O 'bo Sl 82
1 f Jfo ,fl . 1f2 '
q! d
) . o 1 2 _,...
T ¢ O v’lo le "TZ .

Diese Homomorphismen f von ¢ in T bilden eine Abelsche Gruppe
H(o,T). £ = O bedeutet, dass alle fi = 0 sind. f heisst mono-
morph (epimorph, isomorph), wenn alle f, Monomorphismen (Epi-
morphismen, Isomorphismen) sind. Diese Festsetzungen stehen

mit den iiblichen kategorietheoretischen Begriffen in Einklang.

Eine differentielle Folge T heisst injektiv, wenn fiir eine be-
liebige differentielle ¥Folge ¢ jeder Homomorphismus £ & H(o,T)
auf jede differentielle Folge ¢ '> 0 erweitert werden kann.

Satz 5.1. In einer injektiven differentiellen Folge T sind
alle Ti injektiv.

Beweis: Es sei fi ein Homomorphismus von einem beliebigen Modul
S in Ti. Mit diesem Homomorphismus konnen wir eine Abbildung f
der speziellen differentiellen Folge

41 %=1

g: *r—>0—"—>3 — 3 0

in T konstruieren, indem wir f; , = d;f; setzen (a'i € H(Ti’Ti+l))
und fn = 0 widhlen fiir n £ i,i+l. Da nach Voraussetzung T injek-
tiv ist, kann f auf eine beliebige Folge &'> ¢ erweitert werden,
wobei wir fiir unsere Zwecke speziell die Folge
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1 1o
di-l " di 1 -

gt een 0 Q — eoe

wdhlen, in der S' > S ist. Wir erhalten also das folgende Dia-
gramm:

f‘[\v ‘T\,‘o i;'s&sv e — —
A L L

B A i S A

d:

>S5 > ) e

Durch die Erweiterung f' von f erhalten wir auch eine Erweite~
rung fi von fi auf S'. Da S' > § beliebig gewshlt werden kann,
folgt daraus, dass Ti injektiv ist.

Die Umkehrung von Satz 5.1. gilt nicht, denn es gibt differen-
tielle Folgen, die aus lauter injektiven Moduln bestehen und
die trotzdem keine injektiven Folgen sind. Hingegen gilt

Satz 5.2. Eine exakte Folge 7, in der alle Moduln Ti injektiv
sind, ist eine injektive Folge.

Beweis: Da T exakt ist und alle 'I.‘i injektiv sind, ist To direkter
Summand von T ([4] S.10), wir schreiben deshalbd T, =T, + Ty
Eer Homomorphismus 31: T)—>1T, ist O auf T, das Bild von
dl ist isomorph zu Ti und direkter Summand von T2, 80 dass wir
T2 = Ti + Té schreiben diirfen. Dieselben Ueberlegungen zeigen,
dass allgemein Tn = Tﬁ-l + Tﬁ ist, und zwar fir n = 0,1,2,+--,
wenn wir zur Vereinheitlichung der Schreibweise T:l = 0 und
Té = To setzen. Dii Folge T hit dann die_Gestalt

d da

0 —— 11 47! —L5n1ans lﬁmimé

4,

> o o0

Es ist En(t;l_l,t;l) = (t;l,o) fir n = 0,1,2,+++, wobei t! ¢ T!.

Nun betrachten wir einen Homomorphismus f einer beliebigen
differentiellen Folge ¢ in T:

d d a

- S 0 l 2 oo
s: 0 So Sl S, >

£ £, £, f,
T: 0—“"Tl1+Tc', 3 ﬁ’féﬂ'i :’l‘i+Té — > ..,
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Es ist f (Sn) = (tﬁ—lgtﬁ)' Setzen wir fﬂ(sn) = (tﬁ_l,o) und
f"(s ) = (0, t'), so ist f A + fp. Betten wir ¢ in eine
differentlelle Folge ¢'> o* ein, so konnen wir f iiber S' er-
weitern, da ja Tn injektiv ist. Diese Erweiterung kdnnen wir
so konstruieren, dass daraus eine Erweiterung von f iiber o'

resultiert, d.h. dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

fuen
7:,"' n—l > Sp e
N o \ %
* . —3 t .
fl e R SpiT
/9 l 9"-1 l l%
T: oD 4T e T' +T'—~—:—-9 T'+T‘ .
n-2 n-l / ’,.
gnsei also eine Erweiterung vonfn iber Sﬁ, so dass
fn = gnjn ist. Gleich wie fn kdnnen wir auch &, in eine Summe
- ' [I— t 5
8y = 8&n * gg zerlegen, und zwar so, dass fn = &pdy und

f" = g"j ist. Dabei wollen wir zur Vereinfachung der Schreib-
welse d1e Bezeichnungen f’ und g' bzw. f" und g" auch als Ab-
bildungen von S, und Sﬂ in die Komponenten T -1 bzw. Tﬁ von Tn
auffassen (wobei Tﬁ auch Komponente von T
z.B. £} ,4 = f} schreiben kdnnen).

Die Zerlegung von g, in eine Summe kOonnen wir nun folgender-
massen konstruieren: Fir g' wihlen wir eine beliebige Erwei-
terung von f', so dass f' = gﬁjn ist fiir n = 0,1,2,... (gé = 0),
und setzen gg ldﬁ’ n=0,1,2,... . Dann ist

n+l ist, sodass wir

g’ n+
8ndn = 8n1%909n = Bnerdnnfn = Tnadn = Ine
also ist gﬁ wirklich eine Erweiterung von fﬁ. Weiter ist
Ehgn =4 nén * Engﬂ =0 +gp und
8n1%n = Ene1%n * &na1dn = &y * Eny2dnadn = &ne
Also ist das Diagramm kommutativ. Die Folge der Homomorphismen
g, bildet somit einen Homomorphismus g von ¢’ in 7. Damit
haben wir f iiber o' erweitert: f = gj, T ist also eine injek-
tive Folge.

Bemerkung: Wenn wir fir Tll einen beliebigen injektiven Modul
# O wdhlen, wobei dann auch f # 0 und g, eine beliebige Er-
weiterung von fé ist, so bleibt das Diagramm trotzdem kommu-
tativ, da Tll durch d0 auf O abgebildet wird. T ist also auch
in diesem Fall injektiv, aber an der Stelle O nicht mehr exakt.
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Aus dieser Bemerkung folgt, dass man auch Satz 5.2. nicht um-
kehren kann, denn es gibt injektive Folgen, die nicht exakt
sind.

Satz 5.3. (Einbettungssatz) Jede differentielle Folge ¢~ kann
in eine injektive Folge & eingebettet werden.

Beweis: Es sei jn die Einbettung von S, in eine injektive Er-
weiterung in’ dann ist die Folge

3 L L
F: 0 —— 545,25 45,215,452

nach der Bemerkung zu Satz 5.2. eine injektive Folge. Die Homo-
morphismen fn von Sn in §n + §n +1 sind folgendermassen defi-
niert: £ = (J,,3,,,4,), wihrend fiir die d die Definition

von Satz 5.2, gilt. Damit bildet die Folge der fn, n=20,1,2,...
eine Einbettung £ von O in die injektive differentielle Folge & ..

Bemerkung 1. Ist die Folge o exakt, dann kdnnen wir fir die

injektive Erweiterung & ebenfalls eine exakte Folge wihlen,
z.8. die Folge

_ 1 L __ 3

0O—— Sl > S]_-&S2 —> Sz+S3 P o,

]_).a'bei ist EO(E]_) = (.51,0)’ an(sn’-s-n+1) = (gn_',lro)r n=1,2,3,.0.,
B, € 'Sn. Da nach Voraussetzung doz So_—’ Sl eim Monomorphismus

ist, gilt dasselbe auch fiir fo = ;jldo: So—,Sl.

Bemerkung 2. Ist 0 eine exakte Folge, in der nur k Glieder # O
sind, also

0 — So-—’ Sl——b d Sk-l »0,

80 kann auch die injektive Erweiterung & als eine exakte
Folge mit hur k von Null verschiedenen Gliedern gewdhlt wer-
den, z.B.

0 :Sl > Sl+ 2

—— 5,45 .-+ —F

o+53 k-2*tS 7 S5 0.

Als spezielle differentielle Folgen interessieren uns im Fol-
genden besonders die "Paare". Jedem Homomorphismus e eH(Al,Az)
kénnen wir eine(bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmte)
exakte Folge

0 —— Ao "A'l A2 > A3-——~—> 0
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zuordnen. Unter einem Paar« wollen wir entweder eine solche
exakte Folge mit hdchstens 4 von O verschiedenen Gliedern oder
auch nur den eine solche Folge definierenden Homomorphismus

o € H(Al,Az) verstehen., Im zweiten Fall miissen wir uns aber
bewusst sein, dass wir hier stets die zum Homomorphismus o
gehorige exakte Folge mitberiicksichtigen wollen. Ist z,.B., das
Paar « im Paar «'enthalten (= ¢ «'), so bedeutet dies: A) ¢ AL,
A, ¢ A}, = ist die Restriktion von «' auf Ay, woraus A ¢ A}
folgt; weiter muss aber auch A3 < Aé sein (d.h. dass der indu-
zierte Homomorphismus des Cokerns von « in den Cokern von &'
ein Monomorphismus sein muss). Die Begriffe monomorph, epi-
morph, #dquivalent,..., die im Folgenden fiir "Paare" verwendet
werden, sind also immer im Sinne der Kategorie der differenti-
ellen Folgen zu verstehen.

Ist «x ein Monomorphismus von Al in A2, 80 sind im "Paar" «

nur 3 Glieder von O verschieden:

(=3
0 A v»A2 A

o.

3

Aus der Bemerkung 2 zu Satz 5.3. folgt, dass als injektive Er-
weiterung eines Paares « wieder ein Paar gewthlt werden kann, z.B.

x: O > A

1 ; A1+I2 A2+K3 X 0.

3

Ein wichtiger Spezialfall einer differentiellen Folge ist die
injektive Aufldsung eines Moduls 4, d.h. die exakte Folge

0 A Iy 7 Zk see,

wo die z"A injektive Erweiterungen der Suspensionen Z”A sind;
die s4bbildungen sind in naheliegender Weise definiert.

5ind f und g zwei Homomorphismen von einer differentiellen
Folge o in eine andere 7, dann ist die i-Homotopie von f und
g gleich definiert wie fiir Moduln:

f und g ¢ H(o,T) heissen i-homotop (f I—g), falls sich £ - g
auf jede differentielle Folge o> ¢ ervweitern lasst.

Bine Abbildung f eines Paares o in eine differentielle Folge
ist i-homotop zu O, wenn sich £ auf jedes Paar «' > & erweitern
lidsst. ks geniigt dafiir sogar, dass sich a auf ein injektives
Paar &) o erweitern ldsst (siehe Satz 2.1.).
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Die Klassen i-homotoper Abbildungen in H(7,T) bilden eine Gruppe

n(ey1) = H(”T)/j*ﬁ(in) )

wobei j die Einbettung von ¢ in eine injektive Erweiterung &
bedeutet. n(r,r) ist 0, wenn mindestens eine der Folgen ¢, 7 in-
jektiv ist. Ist m(sr,7r) = O fir jedes 7, dann ist ¢ injektiv; ist
n(r,t) = O fir jedes ¢, dann ist T injektiv.

Zwei differentielle Folgen ¢ und T heissen i-#guivalent oder
vom gleichen i-Typ (V'i‘-‘ T), wenn zwei Homomorphismen f & H(s,t)
und g ¢ H(T,s) existieren, so dass gf T 1lund fg ¢ 1 ist. Ent-
sprechend dem Satz 3.1. haben wir nun

Satz 5.4. Damit o 'f 0, ist notwendig und hinreichend, dass o
injektiv ist.

Beweis: Ist o";.’_ 0, dann wdhlen wir f = 0: 00— Q und g = 0:0— 0,

gt 1 1 bedeutet, dass die identische Abbildung von ¢ auf sich

i-homotop zu O ist (da ja gf = O ist), und daraus folgt leicht,

dass o injektiv sein muss. Ist andererseits ¢ injektiv, so

ldsst sich die identische Abbildung &—>¢ auf jedes o’'> o

erweitern, also ist 1 T 0 und daraus folgt, dass a—? 0 ist.

Batz 5.5. n(o,t) ist nur vom i-Typ von ¢ und 7- abhiingig.

Dieser Satz entspricht dem Satz 3.3. und kann entsprechend
bewiesen werden.

Die Einbettung eines Moduls A in eine injektive Erweiterung X
definiert ein Paar «:

0 —»A » & » ZA 0.

Fiir solche spezielle Paare, die im folgenden eine wichtige
Rolle spielen werden, gilt

Satz 5.6. Wenn A ¥ B, dann sind die Paare (: A—— X und
¢: B—— B i-dquivalent.

Beweis: Im Diagramm

t P

0 > A v'i' ‘ZIA >0
f‘l fl " f

0 1% ¢ ji Ly 50
l.’t Y. 9

0 P (RN, G 'ILA’ >0
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sind f,,f, und f, i-Aequivalenzen (f3 nach Satz 4.2.). Es gilt
also hn = gnfn -1 T 0, n=1,2,3.

Wir wollen zeigen, dass der Homomorphismus f ¢ H{o-,T), der

aus der Folge der 3 Homomorphismen fl,f2 undf3 besteht, eine
i-Aequivalenz (in der Kategorie der raare) ist. Dazu ersetzen
wir vorerst den Homomorphismus h durch einen einfacheren h' T h:

0 —»a—* 0 E—t 5z 3 0
'ul G lh,
0 s A—t > T—L 1 5 0

Da hl =1 0 ist, kénnen wir diesen Homomorphismus iiber A erwei-
tern: h1 = hi'.t. Wir setzen:

o ‘hll

1! h: = ha.

h!=h; -hir =0, hy=h y = hy

17 1 2

(Siehe Beweis von Satz 4.2.)

Da hé auf A die Nullabbildung ist, induziert sie eine Abbil-
dung von XA in A, die wir mit hj bezeichnen wollen: phj = hi.
Sie kann iiber den injektiven Modul TX )ZA erweitert werden:

nt

CA—5 A&

,,l h_'2' h" = E'"' "
& 2 = Bol4

X

Nun konnen wir h': L — ( iiber ein injektives Paar [

1: 0 ——= X ——» I+ 5% ;rZ’_A >0 erweitern:
0 sp—L > T—L ¥ >0
SN AN RN
0 » & ——— T+FX > Fh >0
s LA LA
0 oAt ST —f yra— 50

Die Abbildungen sind die folgenden:



~13-

i(a) = (a,0), S(E_,_El) = El,_f"(E): (8,1y0 8), k,(a,a,) = Ry(a,)
ks = p Yy, wobei a & X und ay ¢ ZA.

Durch leichte Rechnung zeigt man, dass das Diagramm kommutativ
ist, dass also h' wirklich auf T > L erweitert werden kann.
Daraus folgt aber h' 7B 70, d.h. f ist eine i-Aequivalenz
oder 7 AN

In der Konstruktion einer "injektiven Auflésung von A" kommen
die Abbildungen (,: X"7"A ——»5>"A, n =1,2,%,+++ vor. Diese
Abbildungen und die entsprechende Auflosung sind abhiéngig von
den bentitzten injektiven Erweiterungen. Aus Satz 4.2. und dem
eben bewiesenen Satz 5.6. folgt aber

Satz 5.7. Die Paare ln und Lr':’ die zu zwei verschiedenen "in-
jektiven Auflosungen" von A gehoren, sind i-Hquiva-

lent.

6. Relative Homotopiegruppen.

Es sei i, die Einbettung von 3" A in eine injektive Erweite-
rungZTlundp: 0 ——3B; »B, 8 »B,—>B;— 0 ein be-
liebiges Paar. Wir betrachten die injektive Homotopiegruppe
®((,sA). Nach den Sitzen 5.4. und 5.F. ist diese Gruppe unab-
hiingig von der gewdhlten injektiven Aufldsung von A, wir diir-
fen sie deshald mit %, (A,3) bezeichnen. Sie heisst die p-te

relative injektive Homotopiegruppe von A in das FPaar @:

En(A!ﬁ) = E(ln,ﬁ)a n=1,2,3," .

Ist _/3': 0: 0——B,, 80 ist Fn(A,p') = 7, (4,B,). Das folgt
leicht aus dem untenstehenden Diagramm:

L, ==

iyt 0—Z""A »Z " A Z"A o
£ 0 £, £,
i » Y -
f 0 0 —35—B; > B, 0.

Ebenso leicht sieht man, dass fir ("= O: B,——0 die beiden
Gruppen En(A,p") und 'En_l(A,Bo) isomorph sind.
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7. Injektive Homotopiesequenz.

Einem Modul A und einem Paarf : By——>B, konnen wir unter
Beniitzung der relativen injektiven Homotopiegruppen folgende

injektive Homotopiesequenz von/ zuordnen:
- Be = —- YR -
coe T, (4,B)) LT (4,B,) LT (4,0) T (4,B))— .- - —T_(4,B,)
Die einzelnen Homomorphismen von 2 i sind folgendermassen defi-
niert:
1.) '/3¢ ist der durchfj: Bl—————»B2 induzierte Homomorphismus.

2.) g sei der durch untenstehendes Dimgramm gegebene Homomor-
phismus von f3': 0——B, in f:

A’ 1

A 0 —0 »B, >B, 0
gl 0 [o 1 A
A By % ¥B) ——>B;—— Bs 0.

Da 'En(A,_ﬂ‘) 2 il(A,Ba) ist, ersetzen wir 'En(A,Bz) durch En(A,ﬁ')
und k&nnen J als den durch g induzierten Homomorphismus g, de-
finieren.

3,) Es ist En(A,ﬂ) =7 (ln,/i), wobei i  die Einbettung von Z7h
in £" A ist. 9 ordnet jedem f ¢ H(L,,#) jene "Komponente" £,
zu, die Z"7A in Bl abbildet, wobei f durch folgendes Diagramm
gegeben ist:

(i 0 ———Z A" T »Z A ——— 0
t £=0 |f; [fz lf3
p: B B~ B, > B, >0.

Satz_7.1. Die injektive Homotopiesequenz Zi ist exakt.

Der Beweis dieses Satzes wurde in allgemeinerem Rahmen von
H. Kleisli [2] durchgefiihrt und soll hier nicht wiederholt
werden.
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Da wir im Kapitel III auch die projektive Homotopiesegquenz
eines Paares o : Al——>A2 benttigen, wollen wir sie hier der

Vollstiéndigkeit

se— En(Az’B)_——lt‘n(Al’B) h‘—"_t,n( 4B) — E,n_l(Az »B)-

Die projektiven relativen Homotopiegruppen und die Homomorphis-
men in der obigen Sequenz sind dabei dual zu jenen im "injektiven

Fall" definiert.
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halber angeben:

Aug der Exaktheit der injektiven Homotopiesequenz folgt

Satz 7.2. Istf3: B,—B, eine i-Aequivalenz, dann ist
TTn(A,F) = 0,

Beweis: Alle {3* s8ind Isomorphismen.
Speziell ist also '-En(.ﬂ.,l) = 0, wenn 1 die identische Abbildung

in irgend einem Modul B bedeutet.

Nun betrachten wir die beiden Homomorphismen h zwischen den
Paaren f": B—0 und/ﬁ: B,—B, bzw. k zwischen ﬂ,,: B,~—B,;

und ﬂ': O——oBz, die durch die beiden folgenden Diagramme

gegeben sind:

1 &

At 0O —~ 3B, B, F_ 0 0 0
lh jl l/i lo Io

: B—" B 2 B 0
p: © ~Bs By 2 By—

. ﬂo 14”'
A: 0 B »B, B} 0 —~0
1 A i . S
EY 0 B, B, >0 —0,

Im zweiten Diagramm ist Bé = Coimpf3

ne

h und k induzieren die Homomorphismen

h*: En-l(A'BO) ’—‘";n(‘k’p)

ks

Imf und j,p"= ﬁ

und

in(A’ﬂp)—“——*in(Asz)t n=1,2,3,° .

Bezeichnen wir mit Jj, den Homomorphismus von T, (4,/3,) in

En_l(A,Bo), der in der injektiven Homotopiesequenz Z"-/,o von

B} Bo—~> Bl vorkommt, so gilt

P p— EO(A].’B)'



-]b-

Satz 7.3. Es ist b, 0 + Jk, = O.
Der obige zusammengesetzte Homomorphismus ist eine Abbildung
von n (A, /3,) in En(A,ﬁ). Zum Beweis des Satzes betrachten wir

das Diagramm
SET _ Pn

(,; 0 O QUG Sy »Z"A >0
1
¥ ﬂ{ i
B, p
B 0 ~B; ~B) »B} >0
yj [(gg [/3 j’ﬁ‘jl
B, s Y 5
A: By = B, By >0

in dem nach Konstruktion .ﬂofo = fy1, und ﬂ”'fl = f'zpn ist. Wegen
B} S Imf = Kerfl, gilt 53, = O. Der Homomorphismus g: Bo—F
induziert den betrachteten Homomorphismus h,Dﬂu + Jk,, indem er
jedem £ = (£.,%y,£5) « H((,, ) ein gf = (B £,,B%;,B,3,%5) € B¢, )
zuordnet. Wir zeigen, dass gf 1 0 ist, indem wir diesen Homo-
morphismus auf ein Paar (,> i, erweitern:

R PG s L S o pm—
.j lh s ‘l n'u
" Beto B, B foo
9f 0 Z‘ A I MIA > Zh >0
3 3 4 B,
(3: By B — B, > By >0 .

Die Abbildungen in obigem Diagramm sind folgendermassen defi-

niert:

th(ay ) = (8,.1+0), pn(an-l’an) = 8p» lr'x(an--l)=(an-1’"n+lpnan-l)’
h(a, _y.8,)) =Bt s B ¢ Z™A, 8 ¢ Z"A.

Damit wird hTp(a, ;) = h(a),_ysip g Ppan 4) = ftia, 1, so dass h
wirklich eine Erweiterung von ﬁfl ist.
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Dass das Diagramm kommtetiv ist, rechnet man leicht nach. Es
ist also wirklich gf 3’ 0, d.h. dass jedes f ¢ H(Ln,ﬂo) durch
& in die Klasse der O-homotopen abbildungen von H(¢ n,ﬁ) abge-
bildet wird. Damit ist der oatz bewiesen.

8. Faserung.

Ein Homomorphismus f & H(A,B) heisst eine i-Faserung, wenn
jeder Homomorphismus T von einem injektiven Modul X in B iiber
£ faktorisiert werden kann:

ry
V 1? f = fg.
B

Satz 8.1. Wenn {3 eine i-Faserung ist, dann sind die in Abschnitt
T definierten Homomorphismen h, und k, Isomorphismen.

Beweis: h: {3"-———) ﬁ induziert nicht nur den Homomorphismus
h,: 'En(A,Bo)———’?fn(A,({), sondern auch einen Homomorphismus
hy: H(Z"”A,Bo)——-’H( ln,p), und zwar ist fiir foé H(Z""A,Bo)
h;(fo) =f'= (pofoyoyo) € H(lnop)-

a.) hy, ist epimorph, d.h. (fl,fz,f3) 7 hy(£,). Wir ktnnen
(fl,fz,fB) € H(L,,3) vereinfachen:

e In a7 Pa ”
;,: O >Z "% »Z7A »Z°A——>0
b d l Jfl 4 l £2 l f3
B BO ” ;Bl 3 > BZTB3__*°

Da /3 eine i-Faserung ist, existiert ein Homomorphismus g:Z‘ 'l—vBl,
8o dass f, =g ist. In diesem Fall ist 5P, =,1, =3, = 0,
d.h. f3 = 0, da ja Pp epimorph ist.
Nun setzen wir

£ =1, -&, fh=1,-Pe=0, £3 = £5 = 0.
Es ist £' = (fi,o,o) 7Tt



-18~

Da ff] = Bf, - flgL, =%y - £50,, =0, ist Im £} ¢ Ker # = B,
wir konnen also f, = f] setzen und haben h;(fo) = (fi,0,0) T
(fl,f2,f3). Jedes f ¢ H(i,,8) ist also i-homotop zum Bild eines

¢ H(Z"'a,B,).

b.) h, ist monomorph, d.h. aus h;(fo) T O folgt £, 3 0: Da
h'(f ) =1 = (3 0105 0) 7 T O,ist auch Bofo’I'O oder pofo = 8y,
wo g ¢ H(Z 2, By ) Da die zweite Komponente von f£' ¥ull ist,
muss auch/f3g = 0 sein oder Im g c Ker 3 = Im /30 = Bo, so dass
g auch als eine Erweiterung von f 27 A—~——>B auf den injekti-
ven Modul Z" A aufgefasst werden kann. Daraus folgt aber die

Behauptung fo Py 0.
Aus a.) und b.) zusammen folgt, dass h, ein Isomorphismus ist.

k induziert wie h einen Homomorphismus kj: H(( ,/3 ) —H(Z"A, BZ)’
und zwar ist fir £ = (£ ,£,,£3) « H(. ,A,) k'(f) = J,fh = £,
mit £ ¢ H(Z"A,B)) und f2 ¢ H(Z"A,B,). (siehe Seite 15).

a.) k, ist epimorph, d.h. zu f, existiert ein f = (fo’fl’fé)’

so dass ki(f) = JZfé'T f2 ist. Wir betrachten folgendes Diagramm:
Pa

t,: O ZTA 2T Z°A 0
&
£ £, £, é/,,Bz
Wi K J’
. 3 f :
4 0 BB — B} —~ 0 .

f2pn kann iiber 4 faktorisiert werden,da p eine i-Faserung ist:
f2pn =pf = jeﬂ”fl. Da Py epimorph ist, gilt Im f2 = Im f2pn =
Im 8 ¢ Imf3 2 BY, so dass wir £, = j,f) setzen diirfen, wobei
f5 ¢ H(Z"4,B)). Es ist also j,fip, = jop"f) oder j,(£)p;-f°f))=0.
Da j, monomorph ist, haben wir fépn = ﬂ“fl. Wegen ﬁ“fltn =
fip,t, = O bildet fyi  den Modul Z"7'A in den Kern von fi*, d.h.

in B, ab. Wir diirfen also (zur Vereinfachung der Schreibweise)

f flt setzen, es existiert also ein f = (fo’fl’fé)’ so dass
k'(f) szé = f, ist.

b.) k, ist monomorph, d.h. aus k;(fo,fl,fé) = J,f; 7 O folgt

(f 1,fé) T 0s

Im nachfolgenden Diagramm ist nach Voraussetzung 32 27 0, d.h,

es existiert ein f2 ¢ H(Z™A BZ)’ so dass j,f) = f2 ns1ist. Do

B eine i-Faserung ist, existiert weiter ein g ¢ H(Z"A,B ), fir

das f =g gilt. Es ist ﬂf =j ﬂ fl = f21n+1p = 32/5 gln+1p BJIJ’ Pa
Aus dleser Gleichungskette folgt Jzﬁ"(f - gLn+1pn) = 0 sowie

Jo(£s - ﬂ 8in+1)Pp = O und da Jp ein Monomorphismus und p, ein
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24 - [Eipy = O

=0, ] = £ - Bip Py T = %

Nun setzen wir fg = fé - A8l
Es ist f" = (fg,fi‘_,o) TE= (fo"fl’fé) und wir zeigen, dass
" T 0. Dazu betrachten wir das Diagramm

L: O S ) G ) Po 5574 >0

n+l

n ~
N Y

1 Tyt O PZUA T T A =7 A 0
/A A A

Bo: © B, B B o .

Wenn wir T,(a,_;,8,) = fj(a, ;) setzen, so ist das Diagramm
kommutativ, da wegen 3" f} = 0 die Beziehung Im fj ¢ Ker "= B
gilt; fi‘_ vermittelt somit auch eine Abbildung von X" A in Bo
(Bf] = £]) und es ist A Y, = £Jiy = Tylp = BlygPply = £L, =
BoTo = Bofyr 8ls0 Bo(fyiy - fg) = 0. Wegen Ker # = 0 folgt
daraus fg = f:'itn. Es ist also £ 7 ™ Py 0 und somit k, monomorph.
a.) und b.) zusammen ergeben wieder, dass k, ein Isomorphismus
ist.

Wenn f3 eine i-Faserung ist, dann enthidlt die injektive Homoto-
piesequenz von ﬁ keine relativen Homotopiegruppen mehr, sondern
nur noch absolute:

H LR Sihend

- Ba — ] - f -
Z, :‘---—>nn(A,B1)—*-;nn(A,Bz)r-l'—"—J»nn_l(A,Bo)ﬁﬂn_l(A,Bl)-—7~'-———>1t°(A,B2)

9, Tranggression.

Neben der injektiven Homotopiesequenz Z; p von ﬁ wollen wir auch
diejenige von /30 betrachten:
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T om0, ) o (a,8) 5% (4, JU,T (4,8 )T (A,B)

Diese Folge konnen wir durch das folgende Diagramm in Z}ﬁ ab-
bilden:

?

tees—T (4,B) &-’En(A,Bl)—]’-’f—ain(A,ﬁo )T (8,B)—> -
h* 1 EZ] k-l» m h*
sese T _b[’__,_ _ﬁ"_;_ JLq_ —_— e
Tt ——>1rn+1(A,/) n,(4,B,) n.(4,B,) nn(A,ﬁ) .

Zip

v

Satz 9.1. An den Stellen und [2] ist das obige Diagramm
kommutativ, an der Stelle [3] ist es antikommutativ.

Beweis:

Stelle [1): Wenn f_ ¢ 'in(A,Bo) ist, dann ist 3 ,(f,) = A £ ¢
nn(A,Bl). (fo ist ein Reprédsentant aus der betreffenden Homo-
topieklasse).

Andererseits ist h*(fo) = (pofo,0,0) ¢ ih+1(A,ﬁ) (siehe Beweis
zu Satz 8.1,) und 'bﬂh*(fo) = b/, (,£510,0) =, £ . Also ist
/'?o* = Bﬂh*' -

Stelle [2]: Fir £ € nn(A,Bl) iet/3*(f1) = 3£,

Jﬂo wird durch folgendes Diagramm gegeben (siehe Abschnitt 7):

ln >Z»-1A Ip~

0——7""A

Z"A 0

ln:
[4
pl: 0 o1 B, ? B 50
v
g | ' [’
fo: O 3:% L > By i >BJ >0.

Nach der Definition von k,(im Beweis von Satz 8.1.) ist

ke (0,%,,"8)) = §,0") =1, so dass fi, = k,Jp, ist.

Stelle [3]: Nach Satz 7.3. ist b0 + Jﬁk* = 0, also

h* bﬂo = -Jﬂk*.

Eine Abbildung von 7 (4,By) in 7w, _,(A,B ) (Die i.A. kein Homo-
morphismus ist, da sie nicht einwertig ist) kann nach dem Dia-
gramm am Anfang dieses Abschnittes auf zwei Arten definiert
werden, ndmlich als

T = 13l oder  T' = Vpkil.
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Satz 9.2. Die beiden Abbildungen T und T' haben denselben
Definitions- und Bildbereich.

Beweis:
1.) Gleicher Definitionsbereich bedeutet, dass Im k, = JEI(Im hy)
ist.
a.) J(Im k) = “hy0p, (7o (4,/3,)) ¢ Im by, d.f.
In k, ¢ 5 (In b,).

b.) Es sel £, ¢ % (4,B,) so, gass Jp(£,) = hy(£)) ist,
f, ¢ nn_l(A,Bo), d.h, £, ¢ JE (Im n,). Dann ist agJﬁ(fz) =
Dﬂh*(fo) = o*(fo) = 0. Da‘Z}p exskt ist, folgt daraus
fO = bﬂo(f)v f ¢ Eﬁ(Atﬂo)'
Weiter ist Jp(f,) = he(£,) = b, dp,(F) ==Jpky(£) oder
Jg(f5 + ky(£)) = O. Wir sebzen £} = £, + k,(f), also Ja(ty) = 0.
Wegen der Exektheit von Z'¢s folgt f4 = ﬂ*(fl) = ¥, ,(21),
also £, = £} —ky(f) =k (Jp,(£)) - £) oder
' J_',;l(Im h,) ¢ Im k,.
Aus a.) und b.) folgt mun

SHIm by) = In k,.

2.) Unm die Gleichheit der Bildbereiche von T und T' zu beweisen,
haben wir zu zeigen, dass Im Dﬂc = h;l(Im Jp) ist.

a.) h,(In ch) = Jﬂk*(;t'n(A,/}O)) ¢ Im Jg, d.f.

In dp, ¢ By (Im J5).
b.) Es sel £, ¢ h3'(Im Jp), d.h. he(f,) = Jp(£,). Dann ist
0 = Y dp(ty) = dahe(f,) = Bou(2,), dhe 2, € Ker 3, = In Jp,
oder h;l(Im Jﬁ) ¢ Im bﬁc und mit a.) zu-
sammen Im Bﬁp = h;I(Im qﬁ).
Eine Abbildung von ;n(A;Bz) in iﬁ-l(A’Bo) heisst Transgression. .

Satz 9.%. Ist h,( oder k,) ein Isomorphismus, dann ist die
Transgression T = -T' ein Homomorphismus von
En(A,BZ) in En_l(A,Bo).

Beweis: Ist h, ein Isomorphismus, dann ist nach einem bekannten
Satz ("5-Lemma", angewendet auf das Diagramm auf S. 20 oben,
siehe [4], 8. 5) auch k, ein Isomorphismus und umgekehrt.
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Damit sind auch h*1 und k*l Isomorphismen, also T = h*lqa
und T' ?ﬂ k* Homomorphismen. Weiter folgtaus

h, ¥, = -Jpk,, dass h* dp = - @%k* oder
T = _T' isto

Die Bedingung des Satzes 9.3, ist z.B. erfiillt, wenn ﬁ eine
i-Faserung ist. In diesem Fall enthdlt nicht nur die injektive
Homotopiesequenz von /3 , sondern auch diejenige von /39 ausschliess-
lich absolute Homotopiegruppen. Das Diagramm am Anfang dieses
Abschnitts hat dann folgende Gestalt:

2—,'/" «—>T (4,8 ) lox 5 N Lu e e (A,Bz)gﬂv—lg»in_l(A,Bo)———»
1 1 1 1

Zipse »— 7w (A,B )= Lon 5 n(4sBy)—=> L3 a\As Bz)Mun 1(4,B)) —>--

Die beiden Folgen /p, und Z,n/, enthalten somit dieselben Homo-

topiegruppen und unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen
des einen Homomorphismus, da h:lJ(; =-Dﬁok;1 ist.
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Kapitel II

Homotopie in der Kategorie der differentiellen Folgen.

1. Doppelfolgen.

Eine Doppelfolge f ist eine differentielle Folge von differen-
tiellen Folgen, also eine Folge

d d
o . 1 2
0 a"fo "’1 ’fg *tCy

in der die fi differentielle Folgen sind und die di Homomor -
phismen zwischen diesen differentiellen Folgen, so dass d1+1d1=°
ist fir 1 = 0,1,2,¢+¢ .

Die Definitionen und S&tze fiir Doppelfolgen entsprechen genau
Jenen fiir gewthnliche differentielle Folgen im Abschnitt 5 von
Kapitel I, so dass wir hier nur die wichtigsten Definitionen
anfiihren und zu den S&tzen keine Beweise geben. Diese erhilt
man aus den entsprechenden Beweisen in I.5., indem man dort
die Moduln durch differentielle Folgen ersetzt.

Eine Doppelfolge heisst exakt an der Stelle i, wenn Im di—
Ker di ist, sie heisst gxakt, wenn sie an jeder Stelle
i=20,1,2,+¢+ exakt ist.

1.—..

Eine Doppelfolge ¥ heisst injektiv, wenn fiir eine beliebige
Doppelfolge § jeder beliebige Homomorphismus fe H(f,IU {iber
jede Doppelfolge §') § erweitert werden kann.

Satz l.1.In einer injektiven Doppelfolge Y  sind alle diffe-
rentiellen Folgen Y; injektiv.

Satz 1.2. Eine exakte Doppelfolge?y’, in der alle differentiel-
len Folgen y, injektiv sind, ist eine injektive
Doppelfolge.

Satz 1.3. (Einbettungssatz) Jede Doppelfolge 5 kann in eine
in jektive Doppelfolge eingebettet werden.
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Zu diesem Satz gelten die entsprechenden bemerkungen wie bei
Satz L.5.3. 1st insbesondere fein Paar, d.h. eine exakte
Doppelfolge mit hdchstens 4 von null verschiedenen differen-
tiellen Folgen ¢, , so kann man als injektive Erweiterung eben-
falls ein raar von differentiellen Folgen wihlen.

Zwei Homomorphismen f und g ¢ H(f Y helssen i-homotop (f 1" &),
falls sich £ - g iiber jede Doppelfolge g é erweitern lésst.

Die Klassen i-homotoper Homomorphismen in H(¢,Y‘) bilden die
injektive Homotopiegruppe

W =Y § s

wobei j die Einbettung von § in eine injektive Erweiterung f
bedeutet.

swei Doppelfolgen é und Y heissen i-squivalent oder vom gleichen
i-Typ (@ = ), wenn zwei Homomorphismen f & H(§ ,Y) und
g ¢ H(, é’) existieren, so dass gf 71 und fg T 1 ist.

Satz 1.4, Damit @ ’T" 0, ist notwendig und hinreichend, dass Q
injektiv ist.
satz 1.5. ®(§ , ) ist nur vom i-Typ von @ und Y abhingig.

Satz 1.6. Wenn die beiden differentiellen Folgen ¢ und ¢
i-dquivalent sind, dann sind die Paare

I:0 > z > »ZY—— 0
und

I"o——o vy —I’—-'F —Z¢ — 0
i-#quivalent.

Dabei soll I wiederum sowohl den Homomorphismus von ¢ in }7
als auch das durch diesen Homomorphismus induzierte Paar be-
zeichnen.
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Mit Hilfe der Suspension 3 /’ = ‘f/(/z und ihrer Iterierten 2 ﬁf

kénnen wir die Paare ‘
n-r -—hT, “

In2 0 ,Z f ﬁf f‘_‘——’zy—‘—qor n=1,2,3,°¢"
bilden und damit eine injektive Aufldgung vony, d.h. eine
exakte Doppelfolge

0 > + ¢ 27 2y — e,
Die Paare ] n und die damit konstruierte injektive Aufldsung
von § sind abhéngig von den bentitzten injektiven Erweiterungen.
Wie fiir differentielle Folgen gilt aber

Satz 1.7. Zwei Paare I und 1) von differentiellen Folgen,
die zu zwei verschiedenen injektiven Aufldsungen
von ¢ gehtren, sind i-dquivalent.

Die Suspension 2w einer differentiellen Folge o beniitzen wir
noch zur Definition der n-ten injektiven Homotopiegruppe von
% in eine differentielle Folge (3:

Tletsf) = TZ %), n=0,1,2,---.

Diese Gruppe ist wie in der Kategorie der Moduln durch die
i-Typen von & und 8 eindeutig bestimmt (vergl. Seite 5).

Wegen Satz 1.3. kénnen wir auch fiir eine Doppelfolge é die Sus-
pensionen Z"@ bilden. Ist Yeine weitere Doppelfolge, so defi-
nieren wir die n-te injektive Homotopiegruppe von $ in Y als

En(é!n =E(Z"6,Y), n = 0,1,2,"'.
2., Relative Homotopiegruppen.
Eine differentielle Folge «# ergibt die Paare

In: ° 2, :‘1 72*;(' » 2% » 0, n=1,2,3"",

wobei wegen Satz 1.7. I ‘_-'):mr ist. Bezeichnen wir mit @ das
n I 1l

Paar '] . ﬁ‘ 7/9,, , 0,

(-]
0 — — /3
dann kénnen wir wegen Satz 1.5. die n-te relative injektive
Homotopiegruppe von X in das Paar folgendermassen definieren:

T 8) = T8 =%, 1 (1;,8), n=1,2,3--.

Ist § = 0: 0——f', dann ist
T ,d) 2T, = T(Zw,pr).
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Fiir das Folgende ist jener Spezialfall von = (d ,f) besonders

wichtig, in dem fiir ¢ das Paar
l.' -

Lyt 0 —r A »A +J A — 0
und fir f3 bzw. ﬂ' die Paare
f: 0 By — By £ By B3 » 0
bzw. '
p: o » B} » B] A » BS »By — 0

gewéhlt werden. Wegen den Sdtzen I.5.7., 1l.6. und 1.5. ist
dann . (tl,f) = n(]n,f) unabhéingig von der verwendeten Auf-
l6sung von A, sodass wir dafiir n l(A $) schreiben dtirfen.
Es ist also

En(AJ) = En—l(ll’é) = E(In_lvé) = ;n_g(llyé)v n=2,5,4,"",

Diese Gruppe ist durch das auf Selte 27 stehende Diagramm ge-
geben. In diesem Diegramm ist Z A= T + Z"7A und die
Abbildungen. sind folgendermassen definiert (siehe auch Satz
1.7.%.; fir die das Paar X" ty definierende Abbildung schreiben
wir Loy, denn.nach Satz I.5.7. ist 27 1? L)t

"n-l(an-Z) = (an—2’0)’ pn-l(an-Z’an-l) = 8p1
tpo1(8pp) = (B 2+ lyPno1®n2)s Ppa (B 008y ) = LyP a8y o -
Im Diagramm auf Seite 27 betrachten wir neben der Abbildung
§: f———— f' auch die transponierte Abbildung §: f, ——
und das zugehdrige Paar.

Satz 2.1. Bs ist % (A,§) = % (4,8), n = 2,3,4,--.

Beweis: Bezeichnen wir mit I . das Paar i ——— 1)} 4, 80
ist ’T(In-l") = ‘n—(II'l_l,Q), da beide Gruppen durch dasselbe
Dingramm gegeben werden. Nach den Sdtzen I.5.7. und 1.6. ist
aber In-—l ? Ir'l-l und somit nach Satz 1.5.

T8 27 (a,9).
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3. Injektive Homotopiesequenz, Tripelfolge.

Wie in der Kategorie der Moduln kénnen wir einer differentiellen
Folge o und einem Paar @:p-————» ﬁ'die exakte injektive Homo-
topieseguenz

Ziger s — g7, ) 5 0 LT ) T (o )

zuordnen. Die Abbildungen é&, F und D sind analog wie jene in
I.7. definiert und auch die Exaktheit der Sequenz folgt aus der
dort genannten Arbeit.

Betrachten wir wieder den im vorhergehenden Abschnitt erwihnten
Spezialfall, in dem « durch das Paar (; A—— X ersetzt wird
und ﬂ bzw, p' beliebige Paare sind. Wegen Satz I.5.7. ist dann
EA(tﬂﬁ) 2 E£+1(A,p), so dass aus der obigen injektiven Homoto-
piesequenz die folgende wird:

Z_‘.;‘:’ . '—’En-c-l(ﬁ"ﬁ)—'En+1(A’ﬂ’)_’Ery(1A’§)__’En(A’ﬂ)_’ s> E:L(A,/}l)n

Satz 3.1. Ist § = 1: B——>B, dann ist Em('A,f) ) ?Eml(A,p')
filr n = 1,2,3,°*°,

Beweis: Nach Satz 1.7.2. ist T (A4,1) = O und da Z:-iexak't ist,
folgt daraus die Behauptung.

Nun betrachten wir das (unvollsténdige) Diagramm

Bl~——l——=>13:L 1

g 1/9' ]

Aus den Sitzen 2.1. und 3.1l. folgt

m,(4,8) 2 (4,0) EF (A,0),)

und da {81= fzﬂ ist, wird aus der injektiven Homotopiesequenz
in diesem speziellen Fall die exakte Tripelfolge

"'__"h+l(AUﬂ)_—’xn+1(A’yaﬂ)~_’ii+1(k’¢%)—‘?ih(Avﬂ)__’"'__’ii(A'¢%
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Wir wollen diese ZTripelfolge zum Beweis eines Satzes beniitzen,
‘der in unseren Problemkreis gehort:

Die beiden Abbildungen f und /?'von B, in B, seien i-homotop.
Das bedeutet nun nicht, dass die entsprechenden Paare i-dgui-~
valent sind. Ist z.B. f: B——>F die Einbettung von B in eine
injektive Erweiterung B, so ist f7 O, aber das Paar

V4

ﬂ: 0——>B YL > ——>FB—0

ist nach den SHtzen 1.5.4. und I.5.1. nicht i-#dquivalent zu 0,
da nicht alle Moduln injektiv sind. Hingegen gilt

Satz 3.2. Sind  und 8’ & H(B,,b,) und ist ﬂf;p', dann ist
Ea(a,8) 2w (4,47,

Beweis: Da_/= ﬁ-— ﬂ' T 0 ist, kann yiiber die injektive Er-

weiterung Bl von Bl faktorisiert werden:

N e

Bl——}‘——, 32
Zur klareren rormulierung der folgenden Ueberlegungen beniitzen
wir neben By noch einen Modul Bi g B1 und wollen ﬂ'als Abbil-
dung von Bi in 32 auffassen. Dabel bezeichnen wir die Elemente
von Bi Je nach Bedarf mit b' oder wie jene von Bl mit b.

Wir bilden nun B, und B} in die direkte Summe Z = ﬁl + By ab,
und zwar durch die Einbettungen

J(®) = (v,b)  und §'(») = (0,b').
(hier haben wir zur Vereinfachung ({(b) = b gesetzt).
Nach Satz I.3.2. ist ZSf'Bl und j bzw. j' sind i-Aequivalenzen,
was man leicht sieht, wenn man fiir beide Einbettungen die Ab-
bildung k: 2 ——B; bzw. Z—+B] definiert als k(b,b') = b'.
Es ist also nach Setz I.7.2. % (A,j) =7 (4,3') = O.

Die Abbildung f: Z-———*B2 sei gegeben durch

2(%,b') = g(b) + '(v').
Es ist

£3(b) = 2(b,b) = g(d) +['(b) = i(b) - A (D) + p'(b) =LA (D),
da g(v) = fA(v) - f'(b) wemn b e B, ist,
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£3'(b) = £(0,b) = f!(v),
wir haben also # und (7' tiber Z faktorisiert.
Aus der Exaktheit der Tripelfolge

cese —-n‘fn(A’J)——-?En(ﬁ,fj)*’En(Apf)——’En_l("J)—’ cee

erhalten wir
En(Av/g) = ;n(Aofj) e ;l-n(A,f),

da ja m (A,3) = O ist. Ebenso beweist man, dass

Ta(A,00) ® T (4,2)

ist. Da beide Homotopiegruppen En(A,p) und Ei(i,ﬂ‘) isomorph

zu Ei(A,f) gind, ist Satz 3.2. bewiesen. Der Isomorphismus
zwischen den beiden in diesem Satz vorkommenden Homotopiegruppen
ist jedoch von der gewidhlten Abbildung f abhéngig.
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Kapitel III.

Transponierte Homotopiegruppen.

1. Yoraussetzungen.

In diesem Kapitel wollen wir einige Resultate zusammenstellen,
die man unter der Voraussetzung erhdlt, dass die Begriffe
"injektiv" und "projektiv" 2zusammenfallen, d.h. dass

%(A,B) = n(A,B) = n(A,B)
ist. Unter dieser Voraussetzung gilt dann auch

#(XA,B) = =n(A,ZB)
und
En(A,B) = 5, (4,B) = n (4,B).

Diese Voraussetzung ist z.B. erfiillt, wenn der den Moduln zu-
grundeliegende Ring A eine Frobenius~Algebdbra ist [5].

Aus der injektiven Homotopiesequenz von I.7. wird nun die Folge

(1)...__,nn(A,Bl)___*un(A,BZ)__—aun(Aqe)«——»nn_l(A,Bl)——,..._—+n°(A,B2)

und aus der projektiven Homotopiesequenz erhalten wir

(2) . oo———mn(Az,B)—>‘nn(Al’B)-——-—-"ln(o(,B)——-’ﬂn_l(Az ,B)—-——a . .._'“O(Al ,B) .

In der Kategorie der differentiellen Folgen haben wir nach
1I1.3. entsprechend

(3)"'"9“n(“#gl)*"_’“n(dﬁez)_'“"n(“'f)__—’“n-l(“’ﬁ&)‘—’""_’“oéxﬁéé)
und

(4)e° __,'n(a(z 'ﬁ) __._,ln(a(l ,ﬁ)——»ﬁn(P‘,/))—’un_l(dzy/] ) ——ﬂto (0(1 ,/9) .
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In (3) bedeutet § einen Homomorphismus von,@l 1n.ﬁ£ und in
(4) ist § ein solcher von « in .

Im Folgenden bezeichne i(A) die Einbettung von A in eine injek-
tive Erweiterung X und p(B) den Epimorphismus eines projektiven
Moduls B auf B. Nach den Sétzen I.4.2. und I.5.7. sowie ihren
dualen gilt nun fiir die entsprechenden Paare

i(za) § 21(4) bzw. p(aB) %’-Qp(B),
i(Z°A) 3 271(4) bzw. p(Q'B) $ "p(B).
(Zi(A) ist die Suspension des Paares i(A), d.h. das Paar i(K}/i(A)

und 7"i(A) wird durch n-malige Iteration dieses Prozesses er-
halten).

Ist /3 ein beliebiges Paar, so folgt wegen Satz I.5.5. aus den
obigen Aequivalenzen, dass

m, 2 (1))

ne

®.(4,8), und wenn

"

ein Paar ist, dass un_l(a,p(B)) anx,B) ist.
(siehe auch Seite 28).

Setzen wir in der Folge (1) fﬁr,ﬁ die Abbildung p(B) ein, so
erhalten wir

+s—>n (4,B)—>n, (A,B)—n (4,p(B))—>=__,(4,B) —>---

und da nn(A,Q) = 0 ist,gilt
n,(4,B) €= (4,p(B)).

Ebenso folgt aus der Folge (2) fir x = i(4), dass
nn(A,B) < un(i(A),B) ist.

Wenn wir in (3) fir ¢ den Epimorphismus p(ﬁ):,ﬁ'—————ﬁﬁ einsetzen,
80 ergibt sich analog wie oben

”n(‘x 1/3) 2 “n(“rp(ﬂ))
und aus (4) fir §J= i) ot —— 3

n(xy3) = = (i(x),p3).

Diese Resultate fassen wir zusammen im



3%
Satg 1.1. Es ist x_(4,B) ¥ = (1(4),B) = =, (4,p(B))
und ‘ln(ﬂ( 1(3) 2 'n(i(“) '/3) ﬂn(dyp(ﬁ)).

Bezeichnen wir noch mit i(n)(A) die durch n-malige Iteration
aus i(A) erhaltene Abbildung, also

[14

1@ ) = 1(4(A)): 1(A) —— AT, -
i) e 11D )y, 1@V 70TTy),

80 kénnen wir die Ordnung der n-ten Homotopiegruppe nn(A,B)
folgendermassen reduzieren:

% (4,8) = = (1(A),B) £ = (1(4),p(8)) = =, (12 (a),p(8)) 2

n=-1

2 (1@, @@ 2 oz D), @),

Allerdings haben wir diese Reduktion der Ordnung dadurch er-
kauft, dass wir in entsprechend hthere Kategorien gekommen
sind.

Sats 1.2. s ist % (4,8) T x__ (1(4),p(8) T - 2 x (1 (a),p(™)(3))

2. Definition der transponierten Homotopiegruppe.
In der Folge (4) wollen wir speziell
oy = 1(4)): Aj— i und
%, = 1(4,): Az——-’Iz setzen.

f : ist dann durch das folgende Diagramm gegeben (wir schreiben
nicht mehr immer die vollsténdigen Paare an):

1(:.1) % i(Az)

5, ——F,

Damit wird aus (4) die Folge (4'), wobei von nun an in diesem
Kapitel 3 immer ein Paar Bl——>32 bedeuten soll:
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(470w (A B) sy o (Bg ) om (B, B (Ayy ) — - s —rmy (A, ).

Wie in der Kategorie der Moduln gilt auch hier in der Katego-
rie der differentiellen Folgen, dass nn( f' ,/f) e “n-l( @",p([;’))
ist (siehe Seite 32) und die letztgenannte Homotopiegruppe
ist durch folgendes Diagramm gegeben:

p(p)
8 —?

(8,
Bl ———————B. plB)

Vi

ST e
A)

i) { i(A,
“ ~ /////32 *
® L ———k,

«(A.)==~—-=-==—->¢(A )

= ¢W
Darin bezeichnen:

i(x) den Homomorphismus o« ———» & und p(f) den Homomorphismus

sg—F

Die zu diesen Homomorphismen transponierten Abbildungen sind

L(x): 1(a) ——1(Ay)  wnd  B(2): p(By)—— p(B,),
-~ )

wobei i(x) = ¢ ist. Es gilt also

g (8 = m (T6),(8) = = (1) (M),

n-1

Diese Gruppe, die (bis auf Isomorphismen) nur von « und f?
abhingt, bezeichnen wir mit = (u p) und nennen sie die

n~-te_ transponierte Homotopleggggpe von o iJl@ Es ist also
~ !
nn(‘x"/)) ’—'ﬂn(f,ﬁ)’ n=1,2,3,¢--.

Nit dieser Bezeichnung wird aus der Folge (4') die Folge

(5) .e ._,1[n+1(A2,I/§)——s1tn+1(Al,/}’)—’%(n(d,(g)——ﬂn(Azgﬁ)——, Py p—— Wl(Al ﬁ).
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Aus der Folge (3) wird in entsprechender Weise die Folge

(6)eee _,un+1(o(,Bl)ﬁun‘_l(o(,BZ)—-:?:‘n(-x,‘/?)ﬂnn(o( ,Bl)———; cre—my (O(,Bl) .

Die Folgen (1), (2), (5) und (6) sind nun sehr eng miteinander
verbunden, was durch das folgende Netz zum Ausdruck kommt:

(1) (1) (6) (1)
| L |

(5)+ “9“n+1(A29f') __"‘ni-l(Al’ﬁ) —‘—’in(‘x v[") “*“’ﬂn(Az s/}) e

l ,

b
_1(A2,Bl)——). .o

(2) coe _’un(Az)Bl) _“""nn(Al ’Bl)——:“n(‘x )Bl) _'—mn

| |

(2)+.. ———)ﬂn(Az,Bz)——-;‘!n(Al,Bz)—u-—-rﬂ:n(O(,Bz)-——’ﬂn_l(Az,Ba)*—" e

v

(1) sy (Ay ) —+

(5) e =y (hpy p) ——— 7y (Ay ) —— % )

<
et «

eve
XYY

Ist = 1: B—— B, dann wird aus der Folge (6) die speziel-
le Folge

s (0 B) o (,B) —— T (1) —> mp (¢ B) e

und da diese exakt ist, erhalten wir

Satz 2.1. Es ist % (x,1) = O fiir n = 1,2,3,---.
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3. Iripelfolge.

Mit Hilfe der transponierten Homotopiegruppen kinnen wir die
nachstehende exakte Folge aufstellen:

(7)-- ._,’fn(d,/;)——-;?fn(a,/;‘) ———.%'n(ot’i)——-);n_l@‘ W)= —.fi(ah

in der § das Paar f} in das Paar (' abbildet. Nach der Befiniti-
on der transponierten Homotopiegruppen ist dieme Polge (7)
némlich die untenstehende injektive Homotopiesequenz in der
Kategorie der Doppelfolgen:

(1) e — = (Tie), () — 7, (1) ,p(f)) — % _y (1), F0)
— 1y o (1) 2 () — -+ — 1 (16 ,piM).

Die Gruppe nn_l('{u), §«) ist dabei durch eine Abbildung des
Diagramms I auf Seite 37 in das Diagramm II auf Seite 38 gege-
ben, wobei Moduln, die in den beiden Diagrammen an entsprechen-
den Stellen stehen, so ineinander abgebildet werden, dass das
ganze kommutativ wird. (Die beiden Diagramme sind insofern nicht
vollsténdig, als die Nullen am Anfang und Ende eines Paares
nicht iiberall angefiigt wurden).

Im Diagramm I fithren wir nun folgende Abbildungen von Paaren,
bzw. die entsprechenden raare von Paaren ein:

1E%): Ik » T« (kommt zweimal vor)

(T« ):i(Z""Al)——oi(f"‘Az) (kommt zweimal vor)

1(07%%): T —— 2" ( in der hinteren Fliche des

stirker ausgezogenen Wiirfels)
H(I™2):4(Eh) —>13"7y)

1I(TT%): Iy ——s Z“‘E( (in der unteren Fliche des

stirker asusgezogenen Wiirfels)
1(E%) (2 "Al)——»i'(z""nz)
Die Abbildung 1'(2"‘"A1) entspricht dabei der auf Seite 26

definierten Abbildung (j ,.

Das Diagramm I vermittelt nun folgende Abbildungen von einem
Paar von Paaren auf ein anderes:
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Py o )

Ipq@): 127 ) ——1(Z
T @) T %) —— T Tx)
It (T ) —— 1 (T
Y;l_l(d): T %) ——T(T7%)

n= 2,3,4,...

Dabei ergeben sich die beiden ersten Homomorphismen durch die-
selbe Abbildung von vorn nach hinten im Diagramm I, so dass

Iy =T ()

ist; die beiden letzten Homomorphismen erhilt man durch dieselbe
Abbildung von oben nach unten, so dass auch hier

) =T
gilt. Aus den SHtzen I.5.7. und II.1l.6. folgt weiter, dass
o~ 4 ~ T R
I,q@) T Ip4) und I, T Ip 4(=) ist.

Im Diagramm II haben wir die Abbildungen

P Ryt
p(p): f—— p(f): ' ——
A fH—— p(fp): dy — 5

Bs ist §,: p(f) —— p(f), 5,: p(¢,) —>p(¢,).
Mit diesen Bezeichnungen haben wir

Tty §) =y 1 (1), 80 = x(T__; ) ,de).
Satz _3.1. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen ist

T8 T R (0, n=2,34... .

Beweis: Nach Definition gilt
%y 8) = mT @), de)  und
T = 2@ (), 6,)

Weiter ist 1;(1 l\nx) Q;) = 1:(I l(o() fx») da beide Gruppen
durch dieselbe Abbild\mg vom Diagra.mm Iin da.s Diagramm II1
gegeben sind. Aus I 1(oL) ~ T _1(®) folgt n(In_l(a() 40 <
n(I l(d) f,.), da auch in der Kategorie der differentiellen
Folgen von Doppelfolgen die Homotopiegruppen nur vom i-1yp
dieser Folgen abhingig sind. Damit ist der Satz bewiesen.
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Satz_3.2. Ist im Diagramm II /)= 1: Bl——-——¢Bl, dann ist
Fplenf) =T, F), n=2,3,4,... .

Beweis: Nach Satz 2.1, ist ’En(«,l) = 0 und daraus folgt die
Behauptung m.H. der kExaktheit der Folge (7).

Pdr ¢, =1 ist /3’ = f’zﬁ und wegen der Sdtze 3.1. und 3.2. gilt

dann -
Tp(sf) T (o) = Fplufy), 1= 2,3,4...0

In diesem Fall wird aus der Folge (7) die Tripelfolge
(8)s-- ——’?"n("‘,/” _*;n("(vfz/”_’%’nw r¢2)_'? ;n_l(“ﬁ)’—’ e '_"‘o("‘:

in der im Gegensatz zu der Tripelfolge in II.3. an der ersten
Stelle in den Homotopiegruppen statt des Moduls A das Paar «
steht.

su den Sdtzen 2.1., 3.1l. und 3.2. gehtren die folgenden dualen
Sdtze:

Satz 3.3. Es ist ?:’n(l,/s) =0 firn=1,2,%5,... .

Satz %.4. Im Diagramm Al—i—oai
« l la’
=04

bedeute f':fl————u/z die zu f’: o ——» o' transponierte Abbildung.
Dann ist 'i'n(f',(}) g'i'n(i',p).

Satz 3.5. Iet im Diagrs.m' von Satz 3.4. Af = A}, d.h. oL'=1,
damn ist X, (§,B) ¥ T (x,2).

Ist nun ¢, = 1, dann ist « = d'% und wir erhalten die Tripel-
folge

(9) 2+~ (el yf )R ' ) = Ry P 1) W) —> - oy (ol
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Anhang.

Cohomotopiegruppen.

In diesem Anhang werden wir zuerst die Cohomotopiegruppe defi-
nieren und dann zeigen, dass die Cohomotopiesequenz, die man
einem Monomorphismus ~ zuordnen kann, nur unter bestimmten
Voraussetzungen exakt ist.

Unter der n-ten injektiven Cohomotopiegruppe EngA,Bl von A in
B verstehen wir die Abelsche Gruppe

- ” H(A,Z"B
*(4,B) = ®(A,Z"B) = (4, )/j*H(K,Z"B)’ n=0,1,2,-,
wobei j die Einbettung von A in eine injektive Erweiterung X
und j* den dadurch induzierten Homomorphismus von H(X,Z"B) in
H(A,Z"B) bedeuten.

Wie die Homotopiegruppe En(A,B) ist auch die Cohomotopiegruppe
En(A,B) unabhiingig von der beniitzten Auflésung von B und durch
die i-Typen von A und B eindeutig bestimmt.

Das durch den Monomorphismus «x: Al————eAz definierte Paar

o R R
x: O 447A1 A2 A3 >0

gibt Anlass zu der injektiven Cohomotopiesequenz C:
- 3
'n;o(A B)_,...——;n (AB’B)ﬁ‘[[ (AZ,B)—rn (A19B)—91l +1(A3,B)_'""

o* und ﬁ* gsind die durch x und # induzierten Homomorphismen,
7 ist folgendermassen gegeben: Im Diagramm

5 x A
0 A A, A, ——0

LT

0 —T"B 25578 5B —— 0
sel der Homomorphismus fy: Al—————722 B gegeben, dann

kann fl iiber A erweitert werden, da 7B injektiv ist: fzd = tnfl.
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fgerhilt man durch Uebergang zum Quotienten. Es ist (1’1) = f3.
Nach Satz I.4.1. ist? unabhéngig von der Erweiterung f2.

Satz 1. Die Cohomotopiesequenz C ist differentiell.

Beweis:

a) Imp* ¢ Ker«”: Es sei fy: A,—>Z"B so,dass £, ¢ Im /5",
d.h. £, = f3ﬂ, dann ist foa= f3ﬁo<= 0, also ist f, ¢ Kero® .,

b) Ima*c Ker0: Es sei fy: Aj——Z"B so, dass £; € Imo*,
d.h. fl = féq. Wir betrachten das folgende Diagramm

B

o

0 'Al A2 > A3 0
"11 fl' [f‘, lfy

0 "B 3 »Z"B r > Z "B -» 0.

Darin setzen wir f2 = Lnfé: A2——’2:" B. Beim Uebergang zum
Quotienten wird ¥”B auf O abgebildet, d.h. es ist f3 = 0 oder
nach der Definition vond: 0 f; = 0, also f; € Ker 2.

c) Im? ¢ Kerp™: Ist £ A3—7):""B im 8il1d von 9, dann hat
man f3 aus dem untenstehenden Diagramm erhalten:

x B
0 — A A, — Ay — 0
lﬁ [ﬂ [ﬂ
0 »Z"B >Z"B >»Z™B »0.
('ﬂ Pﬂ

In diesem Diagramm kann f3/i: Ay— Z™B iiber Z"B faktori-
giert werden, denn es ist ja f3[:\ = pnfz. Also ist f3/3 ’{ 0
und semit f5 € Ker A%,

Satz 2. Die Cohomotopiesequenz C ist bei ?(AZ,B), n=0,1,2,°°°
exakt.

Beweis: Wir zeigen, dass Ker «™¢ Imﬂ" ist. Es sei also
f,: A,——Z"B so, dass f, € Ker a%*, dann ist fyo 7 O. Wir
betrachten das Diagramm



< 7
0 > Ay A, PAs +0
m{ \ !t if,
i, ; >Z"B ——Z"B

Die Abbildunges f; = fyx: Aj——> 7 "B kann iiber Kz erweitert
werden (Die Einbettung von Ay in 32 ist durch j,o gegeben) :

£ = f0 = Tix oder (£, - Tpjy)« = 0.

Nun ersetzen wir f2 durch fé =1, - 232 1 fz, dann ist féa = 0,
fé ist also die Nullabbildung auf Al 4 A2. Deshalb induziert

£} eine Abbildung £ von A = %2/, "in Z"B, so dass f3 = £,
oder £, T f,0ist. Es ist also £, ¢ Imf*, d.h. Kera® ¢ InS”.

Nach Satz 1 ist auch Im3% ¢ Ker «, sodass aus der eben bewie-
senen Inklusion die Beziehung Im,/?* = Ker «* folgt; damit haben
wir Satz 2 bewiesen.

An den beiden anderen Stellen ist die Cohomotopiesequenz nur
"modulo Suspension" exakt, d.h. nur unter der Voraussetzung,
dass T(ZXZY) = 7(X,Y) ist fir gewisse Moduln X und Y. Insbe-
sondere sollen wegen n(X,Y) £ ﬁ_n_l(X,ZY) die Isomorphismen

T(X,Y) © 7% (zX,Y) fir die in Frage stehenden Moduln gelten.

Zum Beweis der bxaktheit der Cohomotopiesequenz "modulo Suspen-
sion" bendtigen wir zwei Hilfssitze:

Nach Satz I.5.3. konnen wir das Paar X:
x A

00— Al—————’AZ——'-—’A3—‘-—>O
in das injektive Paar &:
- ; V- -
0 — K| I2 —— &y ——0
einbetten, in dem A2 = Al + A3 ist:
00—t —2 4 —L sa — 0
1 2 3
) hoo4 b

0 Kl 2 I1+Iz 3 ﬁIB >0 .
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j; und j3 sind die Einbettungen von 4, in Kl bzw. A3 in X,.

j, kenn tber A, erweitert werden: j, = hd. Es ist i = ( h’J'Sﬂ)'
Nun kann nach Satz 1.3.4.a der Epimorphismus ﬂ zerlegt werden
in einen Monomorphismus 3, und eine i-Aequivalenz ﬂ.:

3, A
Ay —H—M 2 hgy = ok

Dabei ist M = &, + Az = &) + K; + A; und die Abbildungen f;

und ﬂz 8ind folgendermassen definiert:

/31(32) = (h(az)’j3/3(32))/§(a2))’ ﬂ2(31953’33) = 83.

Spéter brauchen wir noch,ﬁé(as) = (0,33a3,a3): Ay ——>M, wo-
bei 3,85 =1 und 3B, 7 1 ist.

Hilfssatz 3. Mit den Bezeichnungen des Textes ist
~ M o
A= / = JA..
Ay, 1 1

Beweis: Wir betrachten das folgende Diagramm:

0 0] 0
l e J‘ ﬂ,[ 5
0 ’Al A2 ,A3 > 0
i ol @ 1,;
b .
O-—————axl 4 > M &4

o
L
(
LA
b
W
v
o

Augser den bereits definierten Abbildungen haben wir in diesem
Diagramm noch die folgenden:
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£(8;) = (8),0,0), &\8),85,85) = (85,85), J4(as) = (iz(a5),a5).
Py pé und p% bedeuten je den Uebergang zum Quotienten:

py(8)) = & (mod 3;(4)) = [ +e/a) € A ],

p5(8;,85,85) = (ay,85,85)(mod Brl45)),

py(Ess85) = (B5,85)(mod §5 (A5 ) = 85 - js8s,

A -

E; und (33,33)\m0d jé(A3)) =

n

letzteres, da x3+A3/33(A3)
(E3~j3a3,0)(mod jé(A3)) ist.

¥ und g sind die durch f und g in den Quotienten induzierten
Homomorphismen:

F(ay) = (2],0,0)(mod A,(4,)), af =3 imod j;(4;))
gl(a},85,85) (mod f§,(4))] = (25,85)(mod j4(A5)) = 35 ~ jzos.
a) Das Diagramm ist kommutativ:

£3,(8y) = (3;(a9),0,0)

Bin(ey) = (hd(al),33ﬂd(al){3«(al)) = (J,(29),0,0)
d.h. [1] ist kommtativ.

gh(a,) = a(h(a,y),3-8(2,),8(2,)) = (358(a,),A(25))
13f(a,) = (358(ay),f(a,))

d.h, [2] ist kommutativ.
£p,(3;)) = £la; (moa 3;(4)))) = (5,,0,0)(mod f;1Ay))
p52(8;) = pj(ay,0,0) = (),0,0)(mod 3, (4,))

d.h. [3] ist kommutativ.
Epy(ay ray,85) = Bl1E),85,85)(m0d 3, (4,))] = 85 - jzas
P38\31733733) = P%(E3’a3) = E3 - 3333

d.h. [4] ist kommutativ.

b) Die Zeilen des Diagramms sind exakt: Das ist fiir die erste
und zweite Zeile nach Voraussetzung bzw. Konstruktion der Fall
und somit nur fiir die dritte Zeile zu beweisen:
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Da gf(ai) = g[(aioovo)\mOdﬂl(Az))] = (0,0)(mod Jé\A3))’ iat
Im £ C Ker &.

Nun sei \51,53,a3)(mod/8l(A2)) ¢ Ker g, also

g[(zly-a-3’a3)(m°dﬂl(‘\2)).’ = E3 - 339'3 = 0, d.h.

33 = J485 = oflay, da ﬂ ein Epimorphismus ist. Es ist also

(8),85,85) (mod 1 (45)) = (8),340(a,),4(a))) (mod 3, (4;)) =
Ker g ¢ Im f.

Die beiden Inklusionen ergeben zusammen die Behauptung
In f = Ker .

¢) X ist direkte Summe: A = ZA, + I

Neben f[El(mod 31 (4] = iEle,g)(mod/?l(Az)) betracften wir

die "inverse" Abbildung £~ [(al,a3,a3)(modﬂ1(A2))] = &, mod jl(Al))
Es 1st F1E[E)(mod 3)(A)))] = §;(mod §;(4))), d.n. 17 < 1.

Also ist ZAl direkter Summand von A. Wegen der Exaktheit der
letzten “eile unseres Diagramms ist somit

A=7a +I3 oder AT 2,
vomit der Hilfssatz 3 bewiesen ist.

Mit der Folge

]
0 4L A

» LM X 50

bilden wir die entsprechende Cohomotopiesequenz C':
=05 .\ A" ar Vol gy
R (Asb)‘_L—’En(MsB)“‘"?(Az’B)‘—‘—’;n (4,B)—>+-,

Diese ist nach Satz 2 bei ®W'(M,B), n = 0,1,2,++« exakt,

uilfssatz 4. Wenn T%(ZA;,B) = ®271(A;,B) ist fir n = 1,2,3,--+,
denn sind die beiden Cohomotopiesequenzen C und
C' isomorph. (bis auf ein Vorzeichen, welches im
Beweis prizisiert wird).
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Beweis: Aus dem Diagramm
A

« >
0— A, —% a4, > Ay >0
0—-—-———>A1—Ta Al o ,ZAl » O

gewinnen wir die Abbildung h': A3———a251 und daraus h'#*:
T ZA)B)—— T (Ag,B). Es ist
h'(az) =(48~ (a5))(mod 3;(4))), wo S (ag) = {a,/pa, = 8} ist.

Nun betrachten wir das folgende Diagramm:

Craeee ——;E"(I,B)—i'. 72(M,B) —ﬂ’:?{“(az,B)L (R, B)— ...
7| |7
G2 V) B A 3 B @ %48
kl [23\\\\\‘ lk

Ciee -—>En"1(A1,B)—b—>;fn(A3,B) F—»E“(Az,s) —“‘—-;?‘(11,13)——» oo

Die senkrechten abbildungen sind Isomorphismen; k nach Vor-
aussetzung, £* una ﬂé*, da ¥ und ﬁé i-Aequivalenzen sind.

Der Isomorphismus k ist folgendermassen gegeben: Nach Voraus-
getzung existiert zu fi: 211-———>sz ein kommutatives Diagramm

Ia P

0 > Ay ? Kl Tay 0
f,l i f.l
0 2 T*'B » 3 "B »Z"B -0
‘n Fnl

und es ist k(fi) = fl. Kann man zu einem gegebenen fi verschie-~
dene solche Diagramme konsiruieren, so liegen die so erhaltenen
verschiedenen fl in der-selben Homotopieklasse, da ja nach
Voraussetzung k ein Isomorphismus ist.
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Wir haben noch zu bevweisen, dass das Diagramm, welches C' in

C abbildet, kommutativ ist (an einer Stelle ist es antikommu-

tativ).

@D #h'(ay) = T8~ (a5) ) (mod §1(4)))] = (w7 (a5),0,0) (mod A, (4,)
péﬂé\aB) = Pé(0s33\33),9~3) = (0,33(33),33)(180(1 /gl(Az)) =

(-18™(85),0,0) (mod A, (4,))
d.h.[T] ist antikommutativ.
(2) Es sei f] ¢ T'(ZA),B), damn ist kif]) = £;. (f)) = £5

ist durch das Diagramm auf Seite 41 gegeben. Der Homomorphis-
ms (fl’fZ’fB) ¢ H(e, (,) kann lber das Paar

ipr O ST R TN 50

faktorisiert werden:

0 Al — A

N

1 I -

Vavaay:

0 —X"'B »Z" B —» 7"B ——— 0

Cn "

h

fz sei eine Erweiterung von f£,: f, = ?Zh. Da fyot = ( f; und
J; = ha ist, haben wir f,« = ?Zhd = ?231 = L,f,, sodass Tz
eine Erweiterung von ( f, auf Kl ist. £, erhalten wir durch
Quotientenbildung. Die Homomorphismen (fl’TZ’fé)’ welche eine
Abbildung vom Paar jl in das Paar ln vermitteln, machen das
entsprechende Diagramm kommutativ, sodass sie wirklich eine
Faktorisierung von (fl’fZ’fB) ber j, ergeben.

Da in der Definition von k auch fi eine Erweiterung von ‘nfl
auf Il ist, gilt nach Satz I.4.1., dass fi 7 f] ist, somit auch

f%h' 7 fih'. Es ist also 'bk(fi) =f5 = f%h' 7 fih' oder

Vx(2]) = n'*(e]).
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(3] s 1ot B30 = fiofisfy T Bys Qobe p¥B3* = f1-

[(Z] Es sei 12 € in(Az,B). 3’ wird durch folgendes Diagramm
definiert: )

0 > A, R S QU
0—— '8 —— FB——Z"™"B ——0.

Es ist also'b(fz)- fé und f*(fz) fzf.
Ein £, = k(fzf) konnen wir folgendermassen erhalten:

‘

Jo N
0 - Ay > K —"Za >0
| ,1 ]

0 — A, »M > 0

l -~
AT B!
0——F"B—" 3778 F. > Z"'B 70

Aus der Kommutativitdt der oberen und unteren Hilfte des obigen
Diagramms folgt die Kommutativitdt des ganzen Diagramms. wnach
der semerkung bei der Definition von k kann fl ==df2 als Re-
présentant der durch k(féf) bestimmten Homotopieklasse in
H(A,,Z"B) beniitzt werden. Also gilt

kf*‘b'(fz) = *(f,) oder kE*y = x*,
Damit ist der Hilfssatz 4 bewiesen.

Aus der Exaktheit der Sequenz C' bei TW°(M,B) folgt nun unter
der Voraussetzung von Hilfssatz 4 die Exaktheit der Sequenz C
bei 7" (A5,B).

Wird die Voraussetzung von Hilfssatz 4 so erweitert, dass auch
_n'l\Az,b) 2 —n(le,B) ist, dann folgt aus der Exaktheit von

C bein \A3,B) die Exaktheit der Sequenz C' an der entsprechen-
den Stelle, d.h. bei n (A B) und wegen der Isomorphie der bei-
den Sequenzen ist dann auch C bei ™ (Al,b) exakt.
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Satz 5. Die Cohomotopiesequenz C ist {iberall exakt, wenn
7(XX,7Y) = n(X,Y) ist fir X = A, und X = 4, sowie
fir Y = ZB, n = 0,1,2,¢°°.

Zum Schluss wollen wir noch beweisen, dass ein Epimorphismus
von der exakiten Sequenz

(1) 0 -—eExt°(A3,B) — —aExtn(A3,3 ———'Extn(A2,B) —+Ext“(A1,B)——>Ex1!"‘(A3,

([4] p.107 und p.85) auf die Cohomotopiesequenz C existiert.
Dazu beweisen wir zuerst die bekannte Tatsache, dass
n - H(4,2"B)
Ext (A,B) / H(A Z-n 'B)
ist. Aus der injektiven Aufldsung
d 4, d2

(2) 0——B—28 —=>7B —=5-»378

von B erhdlt man die differentielle Folge

(3) 0——H(A, B)———»H(A B) —rH(A,ZB) ———rH(A ZIB) ——=eee,

Nach Definition ist

Ext"(4,B) = Ker[H(AZ"B)_—”’H(‘e"zMB)J/Im[H(A,z 5" 78)—H(A,278) )"

- Ker dn+1*/1m q
n*

Die Homomorphismen in (2) und die dadurch induzierten Homo-
morphismen in (3) erhalten wir durch folgende Ueberlegung:
Die beiden Paare

L s 0 b3 — L7 P rmp 0 und

in+1' 0 ZnuB bnre ZnHB Pors anB 0

R — . “ o Arf -
definieren zusammen d ., = tn+lpn.Z' —2 '8,
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Es sei nun f ¢ H(A,Z"B), dann ist

"f’
T4 = Gnawlfy) = Ay = Ly Pefy & BA,Z77B).

Damit fn 6 Ker d ist, muss ln41P f = 0 sein:

n+1% nn

Cusy

A—tfo 55 P rern s T8,

Es ist Ker Py = Z"B, Ker Lpel = 0, d.h,, damit fn ¢ Ker dn+1*
ist, muss Im £ ¢ L"B sein, also ist

Ker 4

n+1* =(4,Z"B).

Nun sei £, =a f , = (P 1%, 1 € Imdp,:

A f-'-v '?ZT.—'B Pnr-s 2T"B 4_,2_;'—3“.
Da Im () = "B ist, haben wir
Imd_y = p,_ ¥H(4, 7 B).

n _ H(A4,Z"B) e
Also ist wirklich Ext (4,B) = /pn_l*H(A,Z 3).

Satz 6. Die Abbildung g,: Ext 2(A,B)— »72(A,B) ist ein
Epimorphismus.

Beweis: Es ist

n H(A,Z"B) -
Ext'(4,B) = T /Pn.l*H(A,Z""B) und

H(A,I"B) _
®(4,B) = /L;H(A,Z"B).
Ein £ ¢ H(A,Z"B) kann sowohl als Reprasentant einer Restklasse
1" ¢ Extn(A B) als auch einer Restklasse ty € =%(A,B) aufgefasst
werden. Es ist nun gn(f') fp.

Nun sei £1 # O € T°(4,B). Bs existiert ein £} # O ¢ Ext"(4,B),
so dass gnur'x) = £} ist. Es sei némlich f ein Reprisentant
von f;‘l. VWire das diesem fn entsprechende fl; = 0, dann kdnnte
fn iiber > *'B faktorisiert werden:
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b 75

¢ / by n-1

A “_f_"—’Z"B
n

Es wdre also fn = pn:lfn und fn konnte dann seinerseits auf

X erweitert werden: £ = ht, also f, = p  ,h¢, dob, £ 70
oder f;‘l = 0, was unserer Annahme widerspricht.

Aus Satz 6 folgt nun sofort ein Epimorphismus g der Sequenz (1)
guf die Cohomotopiesequenz C:

" * p)
<+ —Ext"(Ay,B) —Ext™(4,,B) ~*— Ext™(4, ,B) —i—aExt“"l(AS,B)—,- .o
[g3 le e @ s
cor—7(Ag,B) —>TP(A,,B) — T (A,,B) ———72* (4, B)—....
p) i 2 <% 1 2 3,
Das Diagramm ist kommutativ. Bei und[Z] ist das klar, bei
[3] werden 0 und ¢ durch dasselbe Diagramm

0——~—+A1-——D<—-—>A2 3 — A >0

kT

0 —_"’Z”B _l_)an _p—""z“"

]

B ——0

erzeugt.



[1]

[2]

(3]

[4]

(5]
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Eidg. Technischen Hochschule in Ziirich und legte im Frithjahr
1954 die Diplompriifung sls Mathematiker ab. Nach dem Studium
unterrichtete ich wdhrend zwei Jahren an der Evang. Lehranstalt
in Schiers Mathematik und Physik, darauf wdahrend dreieinhalbd
Jahren am Freien Gymnasium in Ziirich und wéhrend weiterer zwei
Jahre an der Kantonsschule Solothurn Mathematik. Seit dem
Herbst 1961 bin ich als Mathematiklehrer an der Aarg. Kantons-
schule in Aarau tatig.

Ich méchte an dieser Stelle allen meinen Lehrern, insbesondere
Jenen an der Kantonsschule in Aarau und den Herren Professoren
der ETH, deren Vorlesungen und Uebungen ich besuchte, meinen
Dank fiir die Forderung aussprechen, die ich durch sie erfahren
durfte. Ganz besonders dankbar bin ich Herrn Prof. Dr. B. Eck-
mann. Ohne seine Unterstiitzung und Geduld widre es mir nicht
mdglich gewesen, die vorliegende Arbeit neben meiner vollen
beruflichen Tétigkeit auszufiihren.



