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11.2. Drehinhomogene Bezugsfunktionen

Satz 2 gab die Gestalt A=/*I®0 als notwendige Bedingung fur die

konstante Inhomogenität einer drehinhomogenen Bezugsfunktion. Nach

Satz 3 ist diese auch hinreichend (vgl. obigen Spezialfall 2). Zu¬

sammen mit Satz 4 und der Bedingung (5.42) ergibt sich sogar

Satz 6: Es gibt (unendlich viele) drehinhomogene Bezugsfunktionen

mit der konstanten Inhomogenität A=mI«0 (7.21), und lo¬

kal ist jede Bezugsfunktion mit der konstanten Inhomogeni¬

tät (7.21) drehinhomogen. Es gibt keine krummlinig dreh¬

inhomogenen Bezugsfunktionen mit konstanter Inhomogenität.

12. Kontrollierbare Konfigurationen

und Deformationen

Unter einer kontrollierbaren Konfiguration 1( eines Korpers ver¬

stehen wir eine Gleichgewichtskonfiguration bei verschwindenden

Raumkraften, d.h. eine Konfiguration, fur die das zugehörige Span¬

nungstensorfeld Ty der Gleichgewichtsbedingung

d IV^ Ty = 0 (12 I)

genügt. (Eine solche kann durch Oberflachenkrafte allein aufrecht¬

erhalten werden.) Eine Deformation f heisst kontrollierbar, wenn

sie von der Form ^ _ X ° V mit kontrollierbaren Konfigurationen

"k , \ ist.

Ist YH eine Menge von Materialfunktionen M eines Korpers % , so

heisst eine Konfiguration bzw. Deformation von % universell kon¬

trollierbar fur Wf oder kurz ^-kontrollierbar, wenn sie fur alle

M e T>*C möglich und kontrollierbar ist (vgl. Petroski - Carlson(9)

und Wang (8)).

Hier soll die Menge g der Materialfunktionen diskutiert werden,

welche einen Korper K. zu materiell uniformen, inkompressiblen,

elastischen und isotropen Festkörpern machen, die eine unverzerrte

uniforme Bezugsfunktion B mit der konstanten ebenen Inhomogenität

(7.12) zulassen, nach Satz 4' also eben inhomogen geschichtet sind

(vgl. (1), §§ 54, 56-58; Wang (8)). Für diese ist
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5B(F ) = I det F | - I (F I ) (12 1)

RB(F ) = Tk (p) + d(p)I (Fe u, (12.3)

Tv(p) Spannungstensor in p in einer Konfiguration It mit vlt(p) B (p)"'
d (p)unbestimmter hydrostatischer Druck-vgl. (1), § 30 - og=#-).
Nach Satz 4 und dem zweiten Teil von dessen Beweis ist B lokal

von der Form

B = LvA =

mit

P'=

«z

5 cosIZ -it-sin TZ

-^sinTZ cos TZ

el

1 0 -«x
-^ty ,

(9 I3)2

0 l v x - ix y
0 0 1

Pvlc

(t=V/^), A~(X,y,Z), (» 9),

1<=(x^,z) = LA (9 i<0

(vgl. (9.17)). Wir fragen nach den Bedingungen für <x,u.,v
)

unter

denen die Konfigurationen A bzw.lt ^-kontrollierbar sind.

Die zu allen Materialfunktionen Me| gehörigen relativen Hespons-

funktionen RB - vgl. (3.11;, (4.3;, (4.6; - haben bekanntlich

die (iestalt

RB(F) = MspE^pÉ'îE + h_, (spE,sPE) E ;t = FFT; :i2.*

Ç

(vgl.(l), (49.5)). -riine Konfiguration Y ist nach (12.1-4) also ge¬

nau dann ^-kontrollierbar, wenn

I det (vit ff') 1=1 (12. 5)

ist und für beliebige Punktionen h? (<; = l,-l) ein Druckfeld

dt : K -R existiert, das der Differentialgleichung

V^d,, = divv £hç(sp E, spE~'

genügt.

Wegen L'£' = L'C œ I und L-L(Z) (vgl. (8.9)) ist jeder materiel¬

le Körper (K,M) mit M ig von Wangs Typ 3 (vgl. (8), (1.8) und An¬

hang 4, sowie (1), (23.5)), so dass sich Wangs vergleichende Be¬

trachtungen von homogenen und eben inhomogen geschichteten Körpern

auf unsere durch S? definierte speziellere Menge von Körpern anwen-

(E= vltB- (VkB")') Ol 6)
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den lassen. Insbesondere ist die Konfiguration \ |? -kontrollier¬

bar, wenn sie nur möglich ist, was wegen det L'= eiaZ und (12.5)

genau dann zutrifft, wenn « verschwindet, d.h. wenn die Inhomoge¬

nität A symmetrisch ist. Das zugehörige, durch (12.6) geforderte

Druckfeld hat die Form d^ = dA(Zj (Wang (8), (2.12)).

Wann ist auch die Konfiguration Je ^ -kontrollierbar? Für diese

ist
-I -1 -r

PPT = + («x yiy) -(«X-tyuy)(vx -Ky)
I + (vx - a.y)

-(«x+^y)
vu - ix y

, (12.7)

E-PP o

l

«x + My

V x •+ ay

I + (ocx +/•*•/) + ( vx - «y)

(12.8)

sp E = sp Ë = 5 (- («x + Ay)2 + (v* - «y) (IÄ-9)

Bezeichnet man die analog zu (5.8-9) definierten partiellen Ab¬

leitungen bezüglich It durch ein Komma, so ist die Gleichung (12.6)

wegen (12.9) gleichwertig mit

d;k» Lh?(spE,sPE)EL,m+ ZUvaOhjjUpE^pEJE.LupE),,,

Damit die Integrabilitätsbedingung

;ki
d ik = 0

(i2. io;

(I2.IIJ

für beliebige Funktionen h„ erfüllt ist, müssen insbesondere die

beim Einsetzen von (12.7-10) in (12.11) auftretenden Koeffizienten

- E Im^mk
und

von

Efcm (*PE),m tsp E)j( - Elm UpE)Jlrl(ipE)jk

(12.12)

C12.- 13;

h, (sp E, sp E) bzw. (d.+ dtj'h.lspE^pE)

verschwinden. Die erste Bedingung mit (k,l)=(l,2) führt auf o< (w.+-v) = 0

und die zweite, mit (k,l)=(2,3) und « ( u.+v) = 0
,
auf ex = uT {ju- v) = 0.

Um zu zeigen, dass die für die if -Kontrollierbarkeit von V. notwen¬

digen Bedingungen

ex = juv {/jl-v) =0 (12 I»)
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auch hinreichen, kann man direkt das Verschwinden sämtlicher Ko¬

effizienten nachprüfen. Zweckmässiger vereinfacht man aber zuerst

(12.10) mittels (12.14) und bildet erst dann die gemischten Ab¬

leitungen:

d;i = -h, (spE, spE ) ju-vx + 1 £ (3,+a2)h? (sp-E, sp E) v1x
t

dj2 = -h, (sp E, sp Ê') uvy + 2 L (o,+ô2)hç (spE; sp Ë ) «2y,

dj3 = 0.

} (I2.'5)

Damit lässt sich (12.11) mühelos verifizieren. Die Differential¬

gleichungen (12.15) zeigen auch, dass man wie zu erwarten mit ei-
A

nem "ebenen" Druckfeld d^ = d^fx^yj auskommt.

Wegen det P =1 lassen sich die angestellten Betrachtungen mit

Satz 4 zusammenfassen in

Satz 8: Ist ^ die Menge der Materialfunktionen, die einen Körper

zu materiell uniformen, inkompressiblen, elastischen und

isotropen Festkörpern machen, die eine unverzerrte uni¬

forme Bezugsfunktion B mit konstanter ebener Inhomogeni¬

tät A = Ä® 0 (7.12) zulassen, so sind die durch Satz 4

und (9.13) ausgezeichneten Konfigurationen A und It(lokal)

genau dann ^-kontrollierbar, wenn A symmetrisch (oc = o)

bzw. axial (« = u.v = 0) oder eine uniforme Dilatation

( <x = ju-v = 0 ) ist. Die durch "k = LX (9.14) beschriebe¬

nen Deformationen "k. « X' und X » 1c"' sind also genau dann

% -kontrollierbar, wenn A axial oder eine uniforme Dila¬

tation ist (vgl. (10.2-3)). Die für das Gleichgewicht nö¬

tigen Druckfelder haben die Form

dl = d* (Z)
, dk = d^x.y).

Wang (8) hat gezeigt, dass einige altbekannte, für homogene, in-

kompressible und isotrope Körper universell kontrollierbare De¬

formationen ((1), §§ 54-56) auch universell kontrollierbar sind

für gewisse inhomogen geschichtete Körper aus demselben Material.

Im Anschluss daran hat er die Vermutung geäussert, dass es Defor¬

mationen gibt, die für gewisse inhomogene Körper universell kon¬

trollierbar sind, aber nicht für die entsprechenden homogenen Kör¬

per aus demselben Material. Satz 8 liefert ein Beispiel dafür:
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Satz 9: Bezeichnen ¥h und |, die Mengen der durch (12.2-4) mit

B = vA bzw. B « LvA L = 7«Z
o

;
A=(X,Y/Z)

definierten Materialfunktionen, die einen Korper zu m-

kompressiblen, eistischen, isotropen, homogenen bzw. in¬

homogen geschichteten Korpern mit der axialen Inhomogeni¬

tät [/" °1® 0 machen, so ist die durch lc = L A definierte

Deformation 1c ° Â !?,-kontrollierbar, aber nicht ^-kon¬
trollierbar.

Beweis: Zunächst sind £h und £, sicher verschieden - sogar dis¬

junct; denn hatten sie nur eine Materialfunktion gemeinsam, so

waren vA und B beides unverzerrte uniforme Bezugsfunktionen eines

isotropen Festkörpers, so dass nach Nolls Satz 10 mit Rv^ auch Rg
verschwinden wurde, im Widerspruch zu (7.17) mit u + v - « = 0. (Dies

gilt nicht fur den Fall a = /x-v = o, weil dann nach den durch (4.9)

und (4.10) ausgedruckten Sätzen mit B auch vA = L B eine unver¬

zerrte uniforme Bezugsfunktion eines isotropen Festkörpers ist.) -

Wegen Satz 8 genügt es zu zeigen, dass 1t nicht gj,-kontrollierbar
ist. Nach (9.15) ist

also

E = FFr =

F - 7V (v\)

+ /ui(yi + z1)

I

0

0

-/IZ
I

7*z
i

0

0

0

I

sp E- -ît/uMy'+z2

Wieder muss der Koeffizient (12.13) verschwinden, was die Bedin¬

gung lc = 0 liefert.//




