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1. EINFUHRUNG

1.1 Begriff und Bedeutung einer Phasenfunktion

Eine stetige Funktion f(x) definiert auf dem Intervall -1sx<1 wollen wir
durch ein Polynom Pn(x) von vorgegebenem Héchstgrad n so approximieren,

dass die maximale Abweichung
max |f(x) - Pn(x) |, -1lsxs1,
so klein als moglich wird.

Das eben formulierte Problem ist unter dem Namen Tschebyscheff'sches
Approximationsproblem bekannt. Wir wollen Pn(x) das optimale Approxi -
mationspolynom und die Differenz f(x) - P,(x) die optimale Fehlerfunktion

nennen.

Es empfiehlt sich, noch die Variable ¢ gegeben durch x = cos P einzufih-
ren, die vorliufig zwischen 0 und M variieren soll. Ein moglicher Lo-
sungsweg fiir das Tschebyscheff'sche Approximationsproblem besteht nun
darin, eine stetige reelle Phasenfunktion £ ,(¢) und eine Amplitude A n

zu finden, so dass flir 00 < ¢< T, also -1<x <1

f(cos P)-P (cos ¥) = hncos [(n+1)€+én(f)] (1.1)
und
£, (0) = £ (W) =0 (1.2)
gilt.
Satz 1.1. Ist fiir ein bestimmtes A n und £n(t’) (1.1)und(1.2) befriedigt, so
ist Pp(x) das optimale Approximationspolynom.
Beweis: Aus (1.1) folgt fiir 0 <e <
|Pp(cos €) - f(cos €)] < |Ap| |
das heisst, |>‘n| ist eine obere Grenze fiir den Approximationsfehler.
Der Approximationsfehler erreicht aber den Betrag I)\ nl auch wirklich,

némlich an allen sogenannten kritischen Punkten, wo

lcos[(n+1)f+£n(’e)]l = 1 oder



(m+1)e + € (e) = jT

fiir ganzzahliges j wird, Da (n+1) € + & (€) auf dem Intervall 0 S ¢ ST
stetig ist und auf Grund von (1. 2) zwischen 0 und (n+1)W variiert, gibt es
far jedes j zwischen 0 und n+1 (Grenzen eingeschlossen) mindestens einen
solchen kritischen Punkt. Jedenfalls existiert eine Folge von Punkten ¥ j*,
i - . * *
j=0, 1, ..., n+1 mit ¥ i+1 >€j , So dass

n+l)e¥+ & (e¥) = jT

(n+1) it éq ( J) i
ist. Dem kénnen wir nach (1.1) eine Folge von Punkten x;‘ = cos Y;‘,

. Uk *
= + . .
i 0, 1, ,n+l  mit xJ+1<xJ und

fxf) - P (xF) = (1) A
o) - P () = (1)) A
zuordnen. Diese n+2 Punkte x;‘ auf dem Intervall [-1, +1] bilden eine

Tschebyscheff'sche Alternante, da an ihnen der maximale Betrag des Ap-

proximationsfehlers mit alternierendem Vorzeichen angenommen wird.

Nach dem Tschebyscheff'schen Satz ([1], s.57) ist aber das Polynom vom
Héchstgrad n, das auf dem Intervall [— 1, +1] am wenigsten von einer ge-
gebenen stetigen Funktion f(x) abweicht, eindeutig dadurch charakteri-
siert, dass die Anzahl der aufeinander folgenden kritischen Punkte im In-
tervall, an denen die Differenz f(x) - Pn(x) mit wechselndem Vorzeichen

den Wert Ay, =max |f(x) - P,(x)| annimmt, nicht kleiner ist als n+2.
-1<€xg1
Damit ist die Behauptung von Satz 1.1 bewiesen.

Am einfachsten bestimmt man die Koeffizienten des gesuchten Polynoms
P, (cos€) aus den Werten der Phase an den Tschebyscheff'schen Abszis-

sen oder Kardinalpunkten
fj = jT/(m+1), j = 0,1, ..., n+1, (1.3)
wo wegen (1.1)

(- 1) f(cos €)= (-19P_(cos €) + hcos € (), (1.4)
§=0,1,..., n+1,

gilt, Zuerst leiten wir eine Beziehung zwischen )‘n und den Phasenwerten

her. Wir eliminieren Pn(cos ¥) in (1.4), indem wir die Formel iiber



alle j mit den Trapezgewichten p.,

]
Py = Ppyg = 13 Pp =2, 3 =152 ... 0,

summieren. Wir beachten dabei, dass Pn(cose) nur vom Grade n und

nicht n+1 ist und somit wegen Formel (5. 29) im Anhang *)

n+l j
p. (-1Y P _(cose.) =0
j=0 J n J

wird. Diese Summation ergibt

n+1 .
> (-1) P; f(cos ?j)

Ay = % i=0 — (1.5)
1+ > cos En(ej)

i=1

Mit diesem )\n bestimmt sich Pn(cos v) fir komplexes v = € +iw aus
(1. 4) und der trigonometrischen Interpolationsformel (5. 26)
gin (n+1)v sin v

Pn(cos v) = ————
2 (n+1)

n+1 j
pj[(-l) f{cos tj) - )\ncos En(

Z (e (1.6)

i = cos €. -cos v .
j=0 j

Wir stellen also fest, dass es geniigt, die Phasenwerte an den Kardinal-
punkten zu kennen, um )‘n’ Pn(cos ¥€), und schliesslich En(f) auf dem

restlichen Intervall berechnen zu konnen.

An dieser Stelle ist eine Bemerkung iiber die Existenzfrage von ﬁn(e) an-
gezeigt. Nicht fiir jedes f(x) und n gibt es eine Phase En(t), die (1.1)
und zugleich (1. 2) erfiillt. Zum Beispiel sind nicht iiberall die Intervalls-
grenzen -1 und +1 auch Alternantenpunkte. Der folgende Abschnitt dieses
Kapitels ist der Behandlung von Existenzfragen gewidmet. Es wird sich

dort zeigen, dass unter bestimmten in der Praxis wenig einschrinkenden

*) Im Anhang ist zu Referenzzwecken ein kleines Lexikon von trigonome-

trischen Interpolationsformeln zusammengestellt.



Voraussetzungen fir Funktionen f(z), z = x + iy, die in einer komplexen
Umgebung der Strecke -1 <x<+ 1 analytisch sind, eine Phasenfunktion
Sn (v), v = € + iw in einem komplexen, die €-Achse enthaltenden Strei-

fen existiert (Satz 1.2 des nichsten Abschnitts).

Die Phasenfunktion En(e) ist von E. Stiefel ([2], [3]) eingefiihrt worden.

Sie erweist sich nicht nur, wie bereits angedeutet, als wertvolles Werk-
zeug zur Losung des Tschebyscheff'schen Approximationsproblems, sondern
ist auch selbst von grossem theoretischem Interesse. Analysen ergeben nim-
lich, dass fiir gewisse analytische Funktionen f (z} die en(e) mit wachsen-
dem Approximationsgrad n gegen eine Grenzphase £ (€) streben, die iber-
dies oft in geschlossener Form berechenbar ist. Die Kenntnis einer solchen
Grenzphase erméglicht weit schiarfere Aussagen iiber das asymptotische Ver-
halten der Tschebyscheff'schen Alternante als die von Bernstein ([4], s. 1181f)

angegebenen.

Die Untersuchungen iiber die Phasenfunktion En (€) in dieser Arbeit verlau-

fen in zwei Richtungen:

I. Theoretische Aussagen iiber die Grenzphase &(e) in einfachen Fillen

(2. Kapitel).
a) Ganze Funktionen.

b) Analytische Funktionen, die auf der Konvergenzellipse der Tschebyscheff'-
schen Reihenentwicklung nur eine einzige Singularitét in Form eines einfa-

chen Pols auf der reellen Achse haben.

Es wird vermutet, dass auch entsprechende Aussagen fiir kompliziertere
meromorphe Funktionen méoglich sind, doch ist die Analyse mit den angege-

benen Methoden wahrscheinlich schwierig durchzufiihren.

II. Untersuchung der Konvergenz eines Iterationsverfahrens zur Bestim-
mung der Phasenfunktion. Der Iterationszyklus l4duft schematisch skizziert

wie folgt ab:

Es werden an den n+2 Tschebyscheff-Abszissen Ausgangswerte fiir die Pha-

se geschidtzt, Durch Einsetzen in (1.5) und (1.6) wird dann eine erste Nihe-



rung fiir A, und eine auch im Komplexen giiltige Naherungsformel fiir
Pn(cos v) berechnet. Alsdann gewinnt man aus der Grundgleichung (1.1)
eine Niherungsphase e, (v) auf einer geschlossenen komplexen Kurve,
welche die Strecke 0 € ¢ €T umliuft., Durch die trigonometrische Cauchy!'-
sche Integralformel bekommt man neue verbesserte Phasenwerte an den

Tschebyscheff-Abszissen. Damit ist die Iterationsschleife geschlossen.

Es wird gezeigt, dass der Iterationsprozess fiir schwache Phasen konver-
giert. Das Gelingen der Iteration ist im Kern darauf zuriickzufithren, dass
die Ndherungsphase und die korrekte Phase verschiedene funktionentheore-
tische Eigenschaften besitzen, und dass sich dieser Unterschied vorteilhaft
auf den Prozess auswirkt, Eine genaue Kenntnis dieser Eigenschaften ist
fiir die Beweisfiihrung unerlisslich. Das ganze 3. Kapitel ist der Erfor-
schung der komplizierten Struktur der Niherungsphase gewidmet. Das

4, Kapitel enthilt den eigentlichen Konvergenzbeweis und am Schluss noch
Ergebnisse von numerischen Experimenten, die die Leistungsfihigkeit des

Verfahrens bezeugen.

Andere Iterationsverfahren zur Bestimmung von Sn(‘e), die nur im Reellen

arbeiten ([2], [3]) werden in dieser Arbeit nicht beriihrt.

1.2, Die Existenz der Phasenfunktion

Es geht hier darum, die im vorigen Abschnitt aufgeworfene Frage nach der
Existenz der Phasenfunktion 8n (€) zu diskutieren. Wir beschrinken uns
dabei auf den Fall, der im Hauptteil dieser Arbeit besonders interessieren
wird. Wir setzen voraus, dass die optimale Fehlerfunktion, die nach dem
Tschebyscheff'schen Satz (siehe letzten Abschnitt) immer existiert, soge-
nannte Normalform aufweise, das heisst die folgenden drei Eigenschaften

besitze:

1. Die Zahl der Punkte, wo |f(x) - P (x)] maximal wird, betrigt genau

n+2. Wir bezeichnen sie mit x;.“ , 3j=0,1, ..., n+l, wobei x;‘_'_l < x;.“

gelte.



2. X:+1 und x: liegen auf den Intervallsgrenzen -1 und +1.

3. ad; [f(x) - Pn (x)] besitzt im Grundintervall nur einfache Nullstellen,
verschwindet an den kritischen Punkten im Innern des Grundintervalls und

nur dort.

Im € -Koordinatensystem verschwindet d_%- [f(cos €) - Pn (cos € )] wegen

H(_i"é cos € = gin € = 0 zusitzlich an den kritischen Punkten € : = 0 und

* e
e’n+1 U

fallen. Die dritte Normalformbedingung lautet hier also: di! [f(cos 14 )-Pn(cos € )]

, die mit den Grenzen des transformierten Intervalls zusammen-

hat an sdmtlichen kritischen Punkten ¢ * eine einfache Nullstelle und ist

sonst iiberall im Intervall 0 € € <M von Null verschieden.

Die zweite Normalformbedingung und der Tschebyscheff'sche Satz besagen,
dass unter den genannten Voraussetzungen die durch die Randbedingungen
(1.2) vorgegebenen Werte von En(f) der Grundgleichung (1. 1) geniigen. Zwi-
schen den Grenzen ist nach (1.1) formal noch mehrdeutig. Auf Grund der

ersten Normalformbedingung ist jedoch die Eindeutigkeitsnormierung
iT<n+1)e+ Efe) G+ T fur
* b A
{j$($€j+1; i=0,1, ..., ntl (1.7)
notwendig und hinreichend fiir die Stetigkeit der Phase auf dem geschlosse-
nen Grundintervall 0 £ € ST Ayf diese Weise steigt (n+1) € +&,(€) zwi-
schen je zwei kritischen Punkten um den Wert M an, total um den Wert

(n+1)W, was nur durch (1.7) realisierbar ist. Der Anstieg ist librigens we-

gen der dritten Normalformbedingung strikte monoton.

Bisher ist Sn(t) nur fir 0 € € ¢ T definiert worden. Fiir die wiinschens-
werte Erweiterung des Definitionsbereichs auf die ganze € -Achse machen
wir davon Gebrauch, dass der Kosinus eine gerade Funktion mit der Periode
2T ist. Wir definieren Sn(f) ausserhalb des Grundintervalls als ungerade

Funktion mit der Periode 2%, indem wir

£ (-e) = -€ (€),

" (1.8)
g (e+2T) = En(e)

ansetzen. Die Giiltigkeit von (1.1) bleibt damit fiir alle reellen € bestehen



und dank (1.2) wird En(f) auf der ganzen € -Achse stetig. Natiirlich
bleibt (n+1)€ + En(t) auch ausserhalb des Grundintervalls iiberall mo-

noton.

Ist f(z), 2z = x+ iy, holomorph im Innern einer Ellipse mit Brennpunkten
-1 und +1 und der Halbachsensumme R>1, so liegt es nahe, die Phasen-
funktion auch fiir komplexe v, v =€ + iw einzufithren. Vorerst muss man
sich jedoch vergewissern, dass sich En(‘E) auch analytisch ins Komplexe
fortsetzen ldsst. Auf Grund der Voraussetzungen ilber f(z) wird die Funk-
tion h{v) = )\n'l[f {cos v) - Pn (cos v)] holomorph auf dem horizontalen
Streifen {w| < In R. Demnach sind die einzig méglichen Singularititen von
8n (v) = -(n+1)v + arc cos h{v) in diesem Streifen die Verzweigungspunkte
von arc cos h(v), das heisst die Stellen hz(v) =1. Auf dem reellen Inter-
vall 0 £ € €T treffen wir diese Situation an allen kritischen Punkten und
nur dort an. Die Tatsache, dass hz(v) -1 im Rechteck {lwl <1n R,|el<T}
als nicht konstante analytische Funktion nur endlich viele Nullstellen haben
kann, fordert die Existenz eines Streifens S = {le < § , > 0}, auf dem
En (v) ausser eventuell an den kritischen Punkten keine Verzweigungspunkte
besitzt. Es wird sich gpidter erweisen, dass die Verzweigungspunkte f;‘
von besonderem Typus sind. Die Riemann'sche Fliche von arc cos h(v)
teilt sich dort zwar in zwei Blétter auf, die aber nur im Punkt selbst mit-
einander verbunden sind. Beide eindeutige Zweige von arc cos h(v), die
entstehen, lassen sich in eine Potenzreihe um den Punkt € * entwickeln.
Die Situation entspricht etwa der von (v2) 1/2 im Punkte v =0, Fiir uns
wird nur der Zweig, der auf der reellen Achse mit dem dort schon definier-
ten En(e) identisch ist, von Bedeutung sein. Der andere kann vollstindig
losgetrennt und deshalb ignoriert werden. Diese Tatsachen verifizieren wir

im Beweis des nachstehenden Satzes.

Satz 1.2. Ist f(z) in einem ellipsenférmigen Gebiet mit Brennpunkten

-1 und +i1 holomorph, und besitzt fiir einen gegebenen Approximationsgrad
n die Fehlerfunktion f(z) - Pn(z) Normalform, dann existiert eine Phasen-
funktion En(v), die in einem Streifen S = {v:jwli< 6,8 > 0} analytisch ist

und die Beziehungen



f(cos v) = Pn (cos v) + N, cos [(n+1)v + Sn (v)],
Z = cOs V, v = €+iw,
und
£n (xkT) = 0

fiir alle ganzzahligen k erfiillt. Dieses En(v) ist reell auf der € -Achse,
ungerade und hat die Periode 2T. Ueberdies ist £n (v) auf den vertikalen

Strecken € =kT,tw| < § rein imagindr.

Nehmen wir die Aussage am Schluss vorweg. Sie folgt aus En (kT + iw) =
En(-kTT +iw) = - En (kM - iw) und der auf den Schwarz'schen Spiegelungs-
prinzip beruhenden Relation En(fr) = _E:(V) Das Hauptproblem besteht
nun noch in der Konstruktion der Potenzreihendarstellung von En (v) in den
kritischen Punkten. ¢ ¥, j=0,1,..., ntl, An diesen Stellen ist

h(e*) = (- 1)j h' (ff) = 0, und wegen der zweiten Normalformbedingung
h"(e ) # 0, sign h"(!*f ) = (-l)j”. Wir erhalten daraus die Darstellung
h2 (v) -1 = (v -e;‘)z 1311 (v), mit b (e¥)> 0, die wir in die Identitit
arc cos h(v) = -ilog[h(v) £ (h%(v) -1)1/2] einsetzen. Man beachte hier,
dass wegen (1. 3) nicht notwendigerweise der Hauptwert des Logarithmus zu
nehmen ist, sondern der Wert, fiir den arc cos h(‘e;) = -ilog h(!;:) =
wird. Man erkennt sofort, dass das Argument des Logarithmus nie ver-
schwindet, und daher die Verzweigungspunkte des arc cos einzig von den
Verzweigungspunkten der Wurzel herrithren. Die beiden Zweige der Wurzel
sind aber in der Umgebung der kritischen Punkte analytisch, da

(h2 (v) - 1) 1/2 . i (v-'e ) (h (v)) 1/2 gilt, und (h (v))l/2 wegen

h (t ) # 0 in eine Potenzre1he um ¢ ¥ j entwickelbar ist. Damit ist nach-
gew1esen, dass beide méglichen Zweige von arc cos h(v} und die entspre-
chenden En (v) auch in der Umgebung der kritischen Punkte analytische
Funktionen sind. Wir entscheiden uns nun fiir den Zweig, fiir den der Aus-
druck (n+l)e+ Sn(%) = arc cos h(®¢) auf der ¢ -Achse monoton wichst.
Die Darstellung der Phasenfunktion in der Nachbarschaft der € *, die sich
aus dieser Forderung ergibt, lautet E (v) = ~(p+l)}v+jT - i 1og (- 1)J h(v)+

+ i (v-ei) (h1 (v))l/2 ), wobei der Realtell der Wurzel positiv ist, und

der Imaginirteil des Logarithmus zwischen - W und M liegt. Somit ist



En (v) in jedem Punkt des Streifens S in eine Potenzreihe entwickelbar

und demzufolge im ganzen Streifen analytisch.

1.3. Beispiele von Phasenfunktionen

Der einfachste Fall ist die Approximation eines Polynoms {n+1)-ten Grades
durch ein solches vom Héchstgrad n. Schreibt man das Polynom (n+1)-ten

Grades als Summe von Tschebyscheff- Polynomen (Theorie siehe [5])

n+l

Pn+1 (cos €) = kE_O a, cos ke, an+1f 0,

so erkennt man bei Beachtung des Tschebyscheff'schen Satzes

Pn(cos e) =% ak cos k¢ als das optimale Approximationspolynom. Bringt
man ferner die Fehlerfunktion am_1 cos (n+1)€ mit Formeln (1.1) ff. in Be-
ziehung, zeigt sich, dass in diesem speziellen Beispiel A = 41 und

£(e) =0 ist,

Ein weiteres nicht so triviales Beispiel hat Achieser in [1], s. 58 ff. und
Bernstein in [4], s.120 beschrieben. Es handelt sich um die Funktion
fix) = (a-x)-l, wobei a > 1 angenommen sei, Der Fall a< -1 wiirde

vollkommen analog behandelt. Setzen wir entsprechend (1.1)
(a - cos ve)'1 = Pn(cos e) +/\n cos [(n+1)'€+ E(e)], (1.9)

dann bekommen wir aus der angefiihrten Literatur mit
O<y = a- (az- 1) 1/2 o 1 die Relationen
1-2ycos e +72cos 2e

cos E(¢) 5 )
1-2ycose +vy

2vsin e (1 - ycos ¢)
sin £(¢€) 3 ; (1.10)
1-2vycos ¢ +7

+ -
A =47n2(1-72)2
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Im Hinblick auf spédtere Kapitel lohnt es sich, die Formeln hier etwas zu
diskutieren. Sehr bemerkenswert ist, dass £ (¢) vom Approximationsgrad

n unabhingig ist. Im iibrigen seien noch folgende Tatsachen festgehalten:
1. Die Randbedingungen £(0) = £(W) = 0 sind befriedigt.
2. £(e) ist positivfir O0<e<T .

3. cos £(¢) nimmt nie den Wert -1 an. Also ist £(®) immer kleiner
als M. Daraus sowie aus (1.3), (1.7) folgern wir nachstehende Lagebezie-

hung zwischen kritischen Punkten und Kardinalpunkten:

%
ej-1 s€) <¢j. (1.11)

4. Durch Differenziation von (1. 10) stossen wir auf die Formeln

dg(e) d sin () 1 2y (cos e - 7)
de de cosg(e) 1-2ycose +12
9 9 (1.12)
d7g(e) 2y (1 - )sine
de? ~

(1-2ycose + 72)2

Integrieren wir §£'(¢), so gewinnen wir dazu einen expliziten Ausdruck fiir

£(e)
<
£(e) =°f £'(8) de = -'€+2arctg[—%—% tglg-]. (1.13)

Da die Nenner in Formeln (1. 12) fiir reelle € nicht verschwinden, bleiben
£'(¢) und ¢g'"(€) beschrinkt. Es gibt also 2 Konstanten M1(7) und
Mz(y), so dass

1£'(e)1 < Ml('y) )
IE"(e) < My(y) (1.14)

im Reellen erfiillt ist.

5. Nach (1.1), (1.7) gilt fiir jedes n und jedes jsn

*

(n+1) e,y -e¥) - [ECeg,) - €] = T .

Wenden wir in unserem Beispiel den Mittelwertsatz und (1. 14) an, so folgt

fiir zwei benachbarte kritische Punkte
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[n+1+M1(7)]|€ ;‘_1 - \g;‘l =27,

(1.15)
# * (n+1) T
@+l [ey4y €5 | B 577 +M, (1)
wobei Ml(y) fest und endlich ist, die kritischen Punkte aber auch von n
beeinflusst werden. Man beobachtet, dass der Wert auf der rechten Seite

von (1.15) fiir n—+ o gegen M strebt.

2. ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER PHASEN-
FUNKTION

Die in Abschnitt 1. 3 zitierten Beispiele, wo die Phasenfunktion in geschlos-
sener Form bekannt ist, und daher das optimale Approximationspolynom
exakt berechnet werden kann, stellen Ausnahmefélle dar. Normalerweise
ist man auf numerische Berechnungsmethoden angewiesen, die nur approxi-
mative Lésungen liefern. Bernstein ist es immerhin gelungen, fiir viele
analytische Funktionen Aussagen iiber das Verhalten der Tschebyscheff'-
schen Abweichung )\* )zu machen, wenn der Grad des Approximationspoly-

noms gegen unendlich strebt. Seine Resultate hat er in (4] verstfentlicht.

In diesem Kapitel wird liber &hnliche asymptotische Untersuchungen fiir die
Phasenfunktion berichtet. Sie blieben nicht ohne Erfolg, doch erwiesen sich
die Betrachtungen fiir £ (€) als unvergleichbar schwieriger als die fiir A ,

weshalb man die Analyse auf gewisse einfache Funktionsklassen beschriankte.

s’
) In diesem Kapitel wird, wo sich aus dem Zusammenhang keine Zweifel
ergeben, auf das Indizieren von A und £ (¢) verzichtet.
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2.1. Ganze Funktionen von Ordnung kleiner oder

gleich 1

In[6), s. 8ff., ist die Ordnung einer ganzen Funktion folgendermassen de-
finiert; Ist M(r) = max|f(z)| im Kreise |z| <r, so ist die Ordnung ¢
von f(z) gleich
- log log M(r)
-

Wie im Titel vermerkt, beschrinken wir uns hier auf Funktionen mit pst.
Zu dieser Klasse gehdren unter anderem alle Funktionen von exponentiellem
Typ mit eZ als wichtigstem Vertreter. Wir behaupten, dass fiir die Koeffi-

zienten a der Tschebyscheff'schen Entwicklung
o

f(z) = Z a Tn(z) . Tn(z) = cos[n- arc cos z] (2.1)

n=0

dieser Funktionen fiir jedes beliebig kleine positive &
lim [|a [-n“"s)“]l/“ =0 (2.2)
n
n-» oo

gilt.

Zur Bestétigung von (2. 2) bediirfen wir einer Beziehung zwischen den a
und M(r). Aus [4], 8. 111ff., erfahren wir, dass

lan|<zM-R'“ (2.3)

gilt, mit M als Maximum von |f(z)| auf der Ellipse E_ mit den Brenn-

R
punkten -1 und +1 und der Halbachsensumme R. Ist r die grosse
Halbachse, so folgt wegen r <R und M(r) zM aus (2. 3) CAES M(r) - r

oder
log M(r) > nlog r + log (|an|/2). (2. 4)

Nehmen wir einmal an, dass (2. 2) falsch, also
Lim sup (ja | nll-8 )n)l/n >0 sei. Als Folge gibe es notwendigerweise
einen Wert d und eine unendliche Folge #  von ganzen Zahlen ny,

k=1, 2, ..., so dass fiir nkc,}"

g | m 1 = a7
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also
log (|ank|/2) 20, [(6 - 1) log ny_+log d]- log 2

gelten wiirde. Nun gilt Formel (2. 4) fiir jedes n und jedes r. Setzen wir

die letzte Formel fir r, = nk(l -6/2) in (2. 4) ein, so folgt fiir k=1, 2, ...00

-1
log M(r,) > (1-6/2) [ )

—_s—log re + log d]—log 2

Tk 2

oder fiir geniigend grosse k

log log M(r, ) L1 log [6/2 log r, +logd + 0(1)]
log e 1-86/2 log r
Da rk—>°° flir k—=o0, wird
log log M(rk) 1

lim > s

k o0 log r, 1-6/2
und daher

log log M(r) 1
lim sup > >1 ,
T +oce logr 1-6/2

im Widerspruch zu unserer Voraussetzung Q § 1. Daraus folgt die Rich-

tigkeit von (2. 2).
Aus diesem Grenzwertgesetz kann man weiter schliessen, dass es eine un-
endliche Folge A2 von ganzen Zahlen gibt, so dass falls ne 2

n+s+l (n+1)( - olne)

-(1-4)s

< (n+2) (2.5)

i = (n+s+1)(1-6)(n+s+1)
n+1

fiir jedes positive ganzzahlige s erfiillt ist. Andernfalls kénnte man nim-
lich eine ganze Zahl ng anfiihren, so dass fiir jedes n > n, ein s exi-
stierte, fiir welches Ungleichung (2. 5) nicht befriedigt wére. Es existier-

ten beliebig grosse Zahlen N, fiir die

(1- 6)ng+N+1) (1-8)(ny+1)

|ano+N+1‘(n°+N+1) 2|ano+1‘(n°+1)
wire. Dies bedeutete lim sup [|an| n(l'é)“]l/n = 1, was unvereinbar mit
N e OO0

(2.2) ist.
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Speziell ergeben sich aus (2. 5) fiir jedes noch so kleine §* > 0, falls ne 2

und n so gross ist, dass

&* z(n+2)6[(n+2)1'8 -1]'1 . (2.6)
die Ungleichungen
a 12
B2 o me2) 208 g gyl (2.7)
a
n+l

(o )
Z |an+s| (n+2) -2(1-6)
s=3 <

< 8 @2t (2.8)
1. (n+2)-(1_6)

|an+1‘
Damit ist das Riistzeug fiir den Beweis des Satzes iliber die Asymptotik der

Phasen ganzer Funktionen von héchstens erster Ordnung verfiigbar.

Satz 2.1. Fiir ganze transzendente Funktionen *) £(z) mit Ordnung klei-
ner gleich 1 gibt es eine unendliche Folge #~ von ganzen Zahlen

n, k =1, 2, ...00, so dass die Fehlerfunktionen der optimalen Approxi-
mationspolynome vom Grade n Normalform besitzen. Zudem konvergiert
fir ko0 die Phasenfunktion £, (€) an jedem Punkt auf dem Intervall
[0,'"'] gleichméssig gegen die Nullfunktion. Mit andern Worten, es existiert
zu jedem d >0 eine ganze Zahl N derart, dass |€nk(‘£)J< d,0s5esT,
fiir jedes k > N,

Bemerkung: Bei gewissen Funktionen wie e® kénnen samtliche n zur
Folge 4 gehdren, nur trifft dies nicht {iberall zu., Wird zum Beispiel eine
gerade Funktion durch ein Polynom von geradem Ho6chstgrad optimal appro-
ximiert, so ist die eindeutige Fehlerfunktion aus Symmetriegriinden gerade
und besitzt daher mindestens n+3 kritische Punkte, also keine Normal-
form. Deshalb kénnen bei geraden Funktionen nur ungerade n (bei ungera-

den Funktionen nur gerade n) zur Folge # gehoren.

*) st £ (z) selbst ein Polynom, dann ist der obige Satz inhaltlos, da von
einem gewissen n an das Approximationspolynom identisch mit der

Funktion wird.
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Beweis von Satz 2.1: Wir wihlen ein n aus der Folge 42, das die Bedin-
gungen (2.6) befriedigt. f(cos €¢) schreiben wir als Summe von Approxima-

tionspolynom und Fehlerfunktion
f(cos€) = Pn (cos e) + ) h(€), (2.9)

mit der Amplitude ) und |h(€)[< 1. Die Normalform der Fehlerfunktion
ist zwar noch nicht gesichert, doch wissen wir aus dem Tschebyscheff'-
schen Satz, dass h(¢) an n+2 verschiedenen Stellen in [0,'11'] den Betrag
1 mit alternierendem Vorzeichen annimmt. In leichter Abidnderung der Dar-
stellung (2. 1) schreiben wir mit z = cos ¢

(=)
f(cos ) = Pa(cos €) + E a, cos ke. (2.10)
k =n+1
Das additive Polynom n-ten Grades Pa (cos ¢) hat auf die Form der Feh-

lerfunktion keinerlei Einfluss. Deshalb gilt
oo

A(e) = _S_- akcosk'e = A h(‘€)+Pb(cos e). (2.11)
k =n+1
Dabei ist auch Pb (cos¥) ein n-gradiges Polynom. Aus dieser Formel be-
stimmen wir Schranken fiir die Referenzabweichung ) , die im folgenden

Hilfssatz angefiihrt sind.

Hilfssatz 2.2. Der Betrag der Amplitude Al liegt zwischen

@ 4q](1-8*@+D)™Y) wnd fa, (145 6*@en)h).

Konstruieren wir zuerst die unteren Schranken. An den Kardinalpunkten

ﬂj, j=0,1, ..., ntl, gilt nach (2.11)

oo

. -1 j E =

an+1+an+2 cos jM (n+l) ~ +(-1}) v ay cos k‘€j =
k =n+3

(-1 ale,)

(-1 A h(e,) + (-17 P, (cos €).

Summation iiber alle j mit den Trapezgewichten pj ergibt

n+l1 n+l

. . 0
J - J
A OE {(-1) pj h(fj) = 2(n+1) e 1 + J'_Z;o(-l) pj[ E  cos kej],

k=n+3
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denn einerseits ist
n+l -
E Pl
pj cos = 0,
0
und andererseits folgt aus (5.29) im Anhang

n+1
E i -
2 (-1) pj Pb (cos ‘Cj) 0.

Beriicksichtigen wir schliesslich |h (ch)| < 1 und die auf (2. 8) basierende
Ungleichung
00

I E Q cosk‘ejls 6*»(n+1)-1|

" (2.12)
k =n+3

%1l 3

so folgt |3l > |an+1| (1 Y (n+l)-1), also der erste Teil des Hilfssatzes.

Eine obere Grenze fiir |\| liefert das Maximum des Betrags der Fehler-
funktion von irgendeinem Polynom n-ten Grades, das man als Approxima-
tionspolynom fiir A() auffasst, denn per definitionem ist dieses nicht klei-
ner als das Maximum des Betrags der optimalen Fehlerfunktion. Das Poly-
nom a cos n ¥ erweist sich fiir diese Zwecke als geeignet. Aus (2.12),

n+2
(2.11) folgt

[N < max|a(€) - a cos nef<
<™ N

+2

< max {Iarﬁ-l cos (n+l)e - Zan+ sin (n+1)¢€ sin €|+
e

2

+ 3 a,coske|f. (2.13)
| > o comce

k =n+3
Da die Funktion zwischen den Betragszeichen des ersten Terms in (2.13)
stetig ist, kommen als Extremalwerte nur Abszissen in Frage, an welchen
die Ableitung nach € verschwindet. Die Bedingung dafiir lautet, wie man

durch Ausdifferenzieren feststellt,

2a - sine
tg(nt+l)e = - nt2

2

-1
@ 1 + 20n+2(n+1) cos €
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und ist offenbar auch an den Intervallsgrenzen 0 und T erfiillt, Durch

Einsetzen dieses Ausdrucks gewinnt man die dazugehdrigen Extremalwerte

a cos (n+1) € - 2an+

. + . -
41 sin (n+1)esine

2

2 .2
4an+zsm €

.

die dem Betrage nach vermdge (2. 7) und unter den Annahmen 6% <1 und

= a cos (n+1) '8{1 +
n+1 -1
@ (¢1n_,_1+2¢1n+2 {(n+l) " cos )

n > 2 kleiner sind als

4 a2 2 |@ | =
n+2 n+2 * -1
Ian+1| v u2 e (n+1) 1@ slan+1|{1+46 wh) }
n+l l n+1!

Kombinieren wir dieses Ergebnis mit (2.12) und (2.13), so finden wir auch

die obere Schranke fiir |Al in Hilfssatz 2.2 bestitigt.

Als nédchsten Schritt legen wir Schranken flir das Polynom Pb (cos ¢) in
(2.11) fest.

Hilfssatz 2.3. Der Betrag des in (2. 11) eingefiihrten Polynoms
Pb (cos €) kann fiir reelle € den Wert 19,411 (2486* + (n+1) -1+ 6) nicht

iiberschreiten.

Beweis des Hilfssatzes: An den Kardinalpunkten ¢ j = jT/(n+1),

j=0,1, ..., ntl, hat das Polynom
Pc (cose) = Pb (cos ¢) - a .o COS ne (2.14)
nach (2.11) den Wert
o0
= (.1 E -
Pc(cos \ej) (-1) @ g7 ) cos kfj A h('ej) .
k =n+3

Setzen wir in der Diskussion der Einfachheit halber und ohne Einschrinkung

der Allgemeinheit @ 0 fest. Mit Beriicksichtigung des Hilfssatzes 2. 2

+1
erhalten wir aus obiger Formel

(-l)j Pc (cos 'ej) > a

e (1 -8*m+2)"h) -|Al2 -6 LI §*(n+1)"1 .
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Verteilen wir nun alle j, j =0, 1, ..., n+tl, auf zwei Teilmengen

.‘f={j:(-1)j Pc (cos fj)z 0 }und £ ={j:(-1)j Pc(cos'ej) <0}. Fiir

Pc (cos ¢ ~) als Polynom vom Héchstgrad n wird wegen cn+1 =0 in (5.29)

Z( 1 p, P (cos ) = - > ' p, P (cose) s 126%a ., .

n+l

ZPIP (cose)l Zp IP (cose)l 246*a

/d
Nach (5. 26) und (5. 30) folgt daraus fiir alle

sin(n+1)¢-sine | 246 * ]an+1]
IPc(cos'e)[smax . _<_246*|an+1|.
2(n+1)

e,ej cos ¢ -cos ej
Mit dieser Schranke und (2. 7) ergibt sich aus (2. 14) die Behauptung des

Hilfssatzes 2.3. Dieser sagt im wesentlichen aus, dass fiir eine beliebig
klein vorgegebene Zahl do > 0 ein k, existiert, so dass fiir alle k> k,

das Polynom Pb(cos €) vom Grade n, der Bedingung

0<ex<T, (2.15)

le(cost)ls dolan+1| ’

gentigt.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir den eigentlichen Beweis von Satz 2.1
in die Wege leiten. Nach (2.11) verschwindet die Ableitung der Fehlerfunk-

tion A\ h(e), falls
oo

-a +1(n+1)- sin(n+l) € = E o ksmk'€.+ P (cos€) (2.18)
k =n+2

ist. Zweimaliges Differenzieren von (2.11) liefert ausserdem

2

d
X h''(e) = +1(n+1) cos (n+1) e - _;_ akk cosk€-~—— P, (cose).
k-n+2 ae’ (2.17)
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Dabei ist nach (2.5)

(n+1)Zk lay| = Z o | =<

k =n+2

oo : (n1)(1-8)a+1)
< |an+1|;(n+s+1) (n+s+l)(1-6)(n+s+l) s
(1-6)s (n+1)2 1950 +1]
< e1)” “n+1l Z(n+2) 1- (m+2)l"

Eine obere Schranke fiir die Ableitungen von Pb (cos € ) vermittelt uns der
Bernstein'sche Satz in [7], Vol.II, s.11, der aussagt, dass die Ableitung
eines trigonometrischen Polynoms n-ten Grades d)n(cos €), dessen Be-
trag die Schranke M nicht {iberschreitet, der Ungleichung

|C|)I'1 (cos€)| £ nM geniigt. Nach (2.15) heisst das in unserem Fall

|Pp (cos €)]s m g 12p49) -

' 2
|P‘t; (cosQ)|_<_ n do‘“n+1\ .

Die soeben entwickelten Relationen besagen zusammen, dass fiir eine Er-
filllung von Bedingung (2.16) nur Werte € in Betracht kommen, fir die
1
|sin(n+1)e| <

1-me2)t® ot

gilt. Grob gesagt sind also kritische Punkte von h(¥€) nur in der Nihe
eines der n+2 Kardinalpunkten moglich. Wihlen wir § und d, so klein
und n so gross, dass d; s 1/V2 wird, so kénnen Nullstellen von h'(%)
nur in einem der n+2 durch lcos (n+1) €|> d; gegebenen Intervallen vor-
kommen. Zudem hat h'(®) in jedem dieser Intervalle héchstens eine ein-
zige einfache Nullstelle, denn sonst miisste nach dem Theorem von Rolle
auch h' (@) im selben Intervall einmal verschwinden. Das wiirde aber nach
(2.17) 1

|cos (n+1)€]- 1—:—(n—+2—)1-_—6- d, = |cos (n+1)€] - dy <0

bedingen, was der Definition des Intervalls widerspricht,
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Die gewonnenen Erkenntnisse lassen sich wie folgt resiimieren: X -h'(@)
hat héchstens eine und dazu einfache Nullstelle in jedem der n+2 Intervalle
|cos (n+1) €{> dq, auf der ganzen Strecke IO,"!T] also héchstens n+2 Null-
stellen. Anderseits hat nach dem Tschebyscheff'schen Satz h(€) minde-~
stens n+2 kritische Punkte, wo die Ableitung verschwinden muss. Xh(®¢)
hat demnach genau n+2 kritische Punkte, wobei wegen (2.11) zwei davon
mit Intervallsgrenzen 0 und T zusammenfallen. \ h'(€) hat an den kri-

tischen Punkten nur einfache und sonst gar keine Nullstellen.

Somit hat A h(¥) Normalform. Wir haben nun den ersten Teil von Satz 2.1

bewiesen und sind auch berechtigt, Satz 1.2 zu verwenden, um Formel (2.1)

in
o0
N cos [(n+1) e + 8(‘(’.)] = a ., cos (n+l)e + E akcoske-Pb(cos e),
k =n+2
(2.18)
mit

€ = EM =0

umzuschreiben., Mit Beniitzung von (2. 7), (2.8), (2.15) vereinfachen wir die
rechte Seite zu

-(1-8)

-1
a_,;[cos (n+1) € +d5], |da|s m+2) +6x(n+2) 4 d, < 1.

Speziell folgt fir € =0 wegen Hilfssatz 2.2

A= a, (1+dy),

sign A = sign @ . und

5 6*(n+1)'1 |an

Ix - %+1l< +1l-

Dies substituieren wir in (2. 18) und erhalten
|cos [(n+1)e + €(e)) - cos (n+1)e| <d3, 05 €<, (2.19)
d;<6 &% (n+1)'1 + (n+2)‘(1‘6)+ dg .

Dabei ist dg eine positive Grésse, die man beliebig klein vorgeben kann.

P
Um eine obere Schranke fiir |€(¢)] im Intervall ~e,j- Wg_l;—ly se s €5 + ﬂ?'l’—ﬁf

zu bestimmen, unterscheiden wir zwei Fille.
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Erster Fall: € 3 und € 3" befinden sich auf der gleichen Seite von € . Dann
erkennt man durch Inspektion des Verlaufs der Kosinusfunktion und Beniit-

zung von

{sin x12 2kl /o fir IxisqP/2,
dass

1/2 1/2

l€(€)l carc cos (1-d3) = 2 arc sin (d3/2) 5"IT(d3/2)

Zweiter Fall: Falls € zwischen fj und f’g liegt, ist einerseits
lcos (n+1)€ + E(€)|>1-d,, |(n+1)e + E(e) - j’il‘|5'rv‘(<13/2)l/2 ,

und anderseits

|cos (n+1)e]>1-d3, Jin+1)e - jT|<T (d3/2)1/2 .
Somit folgt
lee) = T2 ay)'/? = 4. (2.20)

Diese Beziehung gilt offenbar auf der ganzen € -Achse. Wie dg kann auch
d beliebig klein gewdhlt werden. Immer ist fiir geniigend grosse k (2.20)
bei jeder optimalen Approximation von f{cos €) durch ein Polynom vom
Grade n) erfiillt. Dies entspricht genau dem zu beweisenden Inhalt von
Satz 2.1.

2.2, Funktionen mit einem einfachen reellen dominan-
ten Pol

In diesem Abschnitt sollen Grenzeigenschaften fiir wachsenden Approxima-

tionsgrad der Phasenfunktion von Funktionen der Form
f(z) = (a-2)"1 +g(z) (2.21)

erforscht werden, Der Wert a sei reell und grosser als 1, und die Funk-
tion g(z) sei holomorph im Innern einer Ellipse ER mit der Halbachsen-
summe R>a+(a2-1) 12 2 1, Brennpunkten -1 und +1 und somit einer

grossen Halbachse > a.
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Der Spezialfall g(z) = 0 ist in Abschnitt 1. 2 bereits diskutiert worden.
Dort hat es sich unter anderem herausgestellt, dass £(%€) unabhingig vom
Approximationsgrad n ist. Dieses Resultat wollen wir nun ausbauen, in-
dem wir zeigen, dass auch die additive Funktion g(z) fiir grosse n kei-
nen wesentlichen Einfluss auf die Phasenfunktion hat, sondern fiir alle Funk-

tionen der Art (2.21) die Phase asymptotisch durch (1.13) gegeben ist.

Satz 2.4. Es existiert eine ganze Zahl N, so dass flir alle n >N dié
optimale Fehlerfunktion, die sich aus der Approximation einer Funktion
von Typus (2. 21) durch ein Polynom n-ten Grades ergibt, Normalform be-
sitzt. Es existiert fiir diese n eine stetige Phasenfunktion én (€) und ein

Wert A n’ die die Grundgleichung

f(cos €) = Pn(cos !)+)\ncos [(n+1)!+ En(‘e)], (1.1)

€ (0 =¢ (M =0, (1.2)
befriedigen. Ueberdies gilt gleichmissig fiir alle e in[O,'ll_]

i = = }fl

1im € (8) = E(e) = -e+2arctg [{L g e/2], (2.22)

das heisst, die Grenzphase ist dieselbe wie fiir 1/(a- z).

Den Beweis von Satz 2.4, der den wesentlichen Inhalt dieses Abschnitts dar-
stellt, realisieren wir schrittweise. Wir approximieren zuerst g(cos @)

optimal durch ein Polynom n-ten Grades Pb (cos ®) und bekommen
g(cose) = P (cos€)+1, h (€), |hs(e)|s1, (2.23)
mit 1, als Amplitude. Sei ausserdem
(a-cos e)>l = Pa (cos @) +/\n cos[(n+1) € + E(‘t)] , (2.24)

so gilt mit irgend einem Polynom p(n) festen Grades in n

p(n). 1,
lim ——— =

n-=00 A
n

0

Nach [4], s. 111{f. ist ndmlichmit M = ré'xax lg(z)]
R
(-]
g(cose) = E q coske , |ak|52 M/Rk, (2.25)
o
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1,1 < E lex]| = =1 (2. 26)

=n+1 R (R 1)

Zusammen mit (1. 10) hat dies

1pn) 1| P (1-v)H? 2mR [p(0)]
lim ———— < lim = Hm  —— =
n-=o00 An n-=o00 An 4 Y R-1 n-=00 (,7 R)n+1

(2.27)

zur Folge, da y R = constant > 1, und eine Exponentialfunktion schneller

gegen unendlich strebt als irgend ein Polynom.

Nun besagen (2. 21) bis (2, 24), dass \ n h(e) = f(cos ) - P, (cos €)
die Fehlerfunktion der optimalen Approximation von
Ap cos [(n+1)e + £(€)) + 1 hy(R) ist. Wir definieren daher das Polynom
n-ten Grades Pc {(cos ) durch

Ancos [(n+1)e + E(€)]+ 1 hy(€) =A h(e)+P (cose).  (2.28)
Wegen | A n- Anl < |1y| bekommen wir an den n+2 kritischen Punkten 'Q;.*
von cos [(n+1)e + 8(’9)]

J ‘=
(-1) P (cos ei.*)z/\n - Pl - l)‘nlz -2, §%0,1,..., n+1,(2. 29)

Wir versuchen, eine Schranke des Betrags von P (cos €) auf der ganzen

€ -Achse zu gewinnen, indem wir in Analogie zum Anhang (5. 25)

n+1 S(Y)
Pc(cosf) = E B S P, (cos‘ea"),
i= t.
i=0 j
—
sj(‘e) = || (cos @ - cose¥), (2. 30)
ktj
j=0,1,..., ntl,
—
t, = |] (cose* - cosex),
J ktj J k

ansetzen. Da PC {(cos ¢ ) vom Grade n ist, und daher der Koeffizient von

cosn+1'€ verschwindet, gilt

ntl p (cos® %) ntl (-1)j P (cos e ¥)

S e l.S e L,

ic0 70 't
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Verteilen wir alle j, j=0,1,..., n+tl, auf zwei Teilmengen 7 und FAR

wobei # alle j mit (-1) P, (cosfj.*) 20, £
fasse, dann bewirkt (2.29)

die verbleibenden j um-

(-1) P_ (cos € %) (-1 P, (cos € %) o+l g
z____._l.._ = - _._____Lsgl]_nl lt -
7 |tJI 7 ltJl j=0 ]
0+l P (cos e ¥)) ntl 4
Z < 1 410" Z —_

70 141 L

Schliesslich folgt aus (2. 30)

n+1

|Pc (cos € ¥)| max |s. (€]
P, (cos ®)|< max Is (el E SR s4(n+2)llnl*14—l—
ie i=0 |t3| m}n 151

(2.31)

Leider sagt der Ausdruck rechts vorderhand noch nicht viel aus, da wir

iiber max |sj (€)] und min Ity noch keine Information besitzen.

Wir versuchen zuerst eine Schranke fiir den Zihler herzuleiten. Sei fiir ein

gegebenes festes € 1 ein Wert fiir k mit der Eigenschaft, dass fiir alle

in Frage kommenden k |cos®@ - cos® 1*(‘! > |cos € - cos!’fl gilt, so liegt

€ jedenfalls zwischen ¥ * 1 und ¢ f+1 Kraft dieser Erkenntnisse und

(1.11) folgern wir aus (2.30) fir 1 # 0 *)
n+l

. jcos ¢ - 1| HolcosE - cos ¢ i
Il Icose - cosey |<
k#

ISJ-(Q)I < .

|cos ¢ - cos el_lllcose -cos ¢ 1|.

Vergleichen wir den Koeffizienten von ¢n+1 (cos *ej) in Formeln (5. 25) und
{5.26), so finden wir die Identitét

*) Eigentlich miisste der Fall 1 = 0 speziell untersucht werden. Man

sieht aber leicht, dass sich dann der Formalismus vereinfacht und noch

wesentlich giinstigere Resultate als (2.32) erzeugt.
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atl
k|=|0 (cos ¢ - cos!k) (-l)J P
= = - 4 sin ¢ sin(n+1) € =
Il (cos ¥, - cos e, 2(n+1)
k#j ]
(-1) p,
= —1 [cos(n+2)f - cosn {].
4 (n+1)

Beachten wir ferner, dass beidseits des Gleichheitszeichens der gleiche
Hochstkoeffizient auftreten muss, und dass der Héchstkoeffizient von

cos (n+2) € gleich 2n+1 ist, kénnen wir noch weiter separieren

ntt
|| (cos € - cos 'ek) = .27 gin ¢ - sin(n+l) ¢ ,
k=0
(2.32)
n+1 .
Il (cos €j -cos¥,) = (-1} (nt+1) p.-1 Zl'n
K* j J

Damit wird

|sine| |sin(n+1)¢]

l-n
Is;(0)] <2 |

|cos ¢ - cos ¢ |cos e - cose

1-1I 1

Da der obige Ausdruck symmetrisch in ¢ 1 und €7,y ist, beschrénken wir
uns auf den Fall |€ -¢;_ jlzle -¢;] ., also |€-¢;_yiz ('T/Z)(n+1)'1 .

Daraus ergibt sich

1
|cos € - cos €y (|2 1- cos il = ZSinz T z 5
2(n+1) 4(n+1) 2 (n+1)
Mit (5. 30) angewandt auf j =1 folgt schliesslich
max [s; (el = 2> @)’ . (2.33)

’

Bliebe noch die untere Grenze fiir den Nenner min} tj| in (2.31) zu bestim-
men. Der dritte Ausdruck in (2. 30) muss zu diesem Zwecke je nach dem
Wert von j verschiedenartig behandelt werden. Wir setzen vorliufig

2 < j £ (n+1)/2 voraus und schreiben tj in (2.30) als
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’cj (cos‘e*-cos‘e* )(cos!?-cosg ).
-2 n+1
. cose* -cos€*): || (cos€*-cosex) .
|=I ( y k) k=lj|+2( ] ‘Qk)

Wir schitzen diese vier Faktoren separat ab. Fiir n+1 > 3M1(1)/('H'- 3)

wird nach (1.11) und (1. 15)

* ¥ *
[cos €% - cos ¥ I=2|sin'e'7 €)=l gjn 0+ eyt |
J -1 2 2
3 2§-3 6 a 2j-3
> 2 gin « sin N> = (n+1)"" sin
2(n+1) 2 (n+1) i 2(n+1)

und entsprechend

lcose*J‘- cos!J_'_1 (n+1)':l m-z—-(-lm‘l'l'
Ebenfalls infolge (1.11) wird
-2 n
|=| jcos ‘e]._l - cosekl _|J|+1|cos~ej - cosek|
Setzen wir noch
j+k-1 jtk+1
cos !j-l - cos Qk = (c:os'cj - COS8 Qk+1) - sin 2 (a1 in 2(at1)

und die zweite Formel von (2. 32) ein, so ergibt sich

Jl'ﬂ'stJs‘T

) 5 2(n+1) 2 (n+1)
1t.] 2 JL[klcosQJ cos € |( ) (n+1) (cos € ;- 1) (cos € +1)
(2.34)
o j-1 2j-3
2 27 (o2 (ue1) ) 2 w1 ' *" 2l I B (22 er)
= 0y sin2 40 T

n+1l
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denn das Minimum des trigonometrischen Ausdrucks wird fiir j=2 ange-

nommen. Fir j=1 vereinfacht sich der ganze Formalismus zu

n+l
* o - *x|e 11 -
1t = |cos‘¢£j 1| |cos€’i‘ cos‘€2| k|=|3 |cos e ¥ cos‘eitl z
3 27" (n+1) o f3V )
> 4sin? F— az“(,{—_\) )L,
2(n+l) sin“[T /(n+1)] I
und schliesslich erhilt man fir j=0
n_+1 2 3 1-n
It] =11-cose¥| ] |1-cosQi‘(‘|asi.n—-(n+1)2’ =
° k=2 2(n+1)

2
z z'n(%) (m+1)"!
(2. 34) steht somit fiir alle j < (n+1)/2. Analoge Berechnungen wéren nun
fir j > (n+1)/2 vorzunehmen. (1.11) lisst aber vermuten, dass die Ver-
héltnisse in diesem Bereich eher glinstiger liegen. In der Tat bewahrheitet
sich diese Mutmassung, wenn die Analyse durchgefiihrt wird. An dieser
Stelle sei auf den detaillierten Bericht verzichtet, der keine neuen Gedan-
ken enthalt. Setzen wir
minity) = 277 (3/1)? (ne1)”!

zusammen mit (2. 33) in (2. 31) ein, so nehmen wir eine Ungleichung der Art
|P (cos )| < pln) - 1|

wahr. Dabei ist p(n) ein gewisses Polynom in n. Wegen des Bernstein'~-
schen Satzes (vgl. [7], Vol.II, s.11) gilt obige Darstellung mit einem andern
Polynom auch fiir die 1. und 2. Ableitung von P, (cos ®). Aus (2.27) erken-

nen wir nun das wichtige Gesetz

IPc(i) (cos )|
A

Il -= 00 n

=0, i=0,1,2, (2. 35)

Nehmen wir nun den eigentlichen Beweis von Satz 2. 4 in Angriff. (2.23),
(2.24), (2.28) zeigen, dass h(¢) eine stetige Funktion in cos € ist. Dem-

nach muss h'(€) an einem kritischen Punkt verschwinden, was laut (2. 28)
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/\n-adT cos [(n+1) e+ E('e)] + 1n h'g (e) - Pé {cos€) = 0 (2. 36)

bedeutet. Daneben ergibt zweimaliges Ableiten von (2. 28)

42
A . n'(e) = A m cos [(n+1)‘€+£(€)] + ln h; (e) - Pg (cose)=0.

n
(2.37)

oo
Nach (2. 23) und (2. 25) ist ln hg(‘e) = Pd (cos ¢) + k=Zn+1 a cos k € mit
[ak| < M/Rk, wobei fiir das Polynom n-ten Grades Pj(cos €¢) die Unglei-
chung IPd (cos e)| <2 1) besteht. Ableiten nach € ergibt

o0

1 h'(€) = P'(cos¥) - E a.ksinke,
ng d k=n+1

[oed

2
L, ho(e) = Pj(cos €) - E a k“cos ke .
g d -
k=n+1

Mit Unterstiitzung des kurz nach Formel(2.17) genannten Bernstein'schen

Satzes und (2. 26) konstruieren wir folgende Schranken

-(n+1+k) <

A

o [~ ]
|1 h'(€)] £2nl +§ la |k52n1'+2ME (n+1+k)R
ng Do K n =0

-1
t 1 - [
2n 1n +1n [n+1+(R 1) ] < p(n) ln ,

A

-(n+1+k) <

IA

[+ <]
2n? L +2M - E +1+k)° R

|1 n"(e)}
noe k=0

< 2021 41 [@+1)? + (2043) R-1) 1 +2(R-1)72] ¢ p)1! .

Diese Ergebnisse und (2. 27) bekunden, dass fiir alle €

(i)
L h (el
lim —2& =9, i=1,02, (2. 38)
n -=oo An

Die Grenzwertgesetze (2. 35) und (2. 38) und Ungleichung (1. 14) gestatten uns
die Feststellung, dass fiir jedes beliebig kleine d* > 0 ein N(d*) existiert,

derart dass fiir n > N(d*) an einer Nullstelle von h'(¥®) aus (2. 36)
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Tjgé— cos [(n+1)e + E(’e)” =

= In+1+E'(€)] - sin [(n+1) € + E(Q)[< d*(n+1+My(y) ) ,

sin |(n+1) € + (¢)| < d*
folgt. Nullstellen von h' (%) koénnen fiir grosse n also nur in der Néhe
der kritischen Punkte € >3f von /\n cos [(n+1) e + E(f)] auftreten. Auch
ist in jedem der n+1 Bereiche sin |[(n+1)€ + £(¥¢)| < d* von einem ge-

wissen n an hdchstens eine einzige Nullstelle von h'(®) mdglich, denn

nach (1.14), (2.35), (2.37) und (2. 38) sowie

42
W cos [(n+1) €+ E(’e)] =

- [m+1+ €4@)} % cos [m+1) € + € (€)] - £"(¢) sin [(n+1) € + € (0)]

hat h''(e) in diesen Bereichen fiir grosse n keine Nullstellen. Dies bedeu-
tet, dass h(¥¢) im Intervall [0 ,"ﬂ'] einerseits héchstens n+2 Nullstellen
der Ableitung, also hochstens n+2 kritische Punkte haben kann, anderseits
aber wegen des Tschebyscheff'schen Satzes mindestens n+2 solche besitzt.
h(€) hat demnach genau n+2 kritische Punkte. Dort und nur dort ver-
schwindet h'(®€) und zwar mit einfacher Nullstelle. Da {iberdies h(®) eine

Funktion von cos ¢ ist, sind auch die Intervallsgrenzen kritisch.

Alle Normalformbedingungen sind damit verifiziert und die Darstellungen
h(®) = cos [(n+1) e+ €y (‘E)] in {2.22) nach Satz 1.2 begriindet. Schliess-
lich folgt aus (2.28) und | A n”- /\nl < |1n| fiir alle €

2| lnl + IPC (cos ®)|

|cos [(n+1) € + £ (€)] - cos [(+1) e + £ (®)]| = n
n

wobei die rechte Seite fiir grosse n vermége (2.27) und (2. 35) beliebig
klein, sagen wir kleiner als d* , wird. Die gleichen Ueberlegungen wie

am Schluss von Abschnitt 2.1 bringen uns die Erkenntnis, dass fiir alle €
lEce)-€_(els T (2an¥2 = a

wird, sofern n z N(d) ist. Damit ist der Beweis von Satz 2. 4 abgeschlossen.
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Es ist zu vermuten, dass auch fiir analytische Funktionen mit endlich vie-
len reellen oder komplexen Polen auf der Konvergenzellipse ihrer Tsche-
byscheff'schen Reihenentwicklung eine Grenzphase existiert. Die Frage, ob
allgemeinere Aussagen als die in Satz 2.4 vorgetragenen gemacht werden

kénnen, ist aber im Moment noch unbeantwortet.

"
3. DIE THEORIE DER NAHERUNGSWEISE OPTIMALEN
FEHLERFUNKTION BEI SCHWACHEN PHASEN

3.1. Einfiihrende Bemerkungen

Dieses Kapitel schafft vor allem die notwendigen Grundlagen fiir den Kon-
vergenzbeweis eines Iterationsverfahrens, das fiir eine bestimmte Funktion
das optimale Approximationspolynom von gegebenem Grad n und die Pha-
senfunktion ermitteln soll. Wir nehmen grundsétzlich an, die optimale, zum
Approximationsgrad n gehorige Fehlerfunktion habe Normalform, so dass

gemaiss Satz 1.2 der Ansatz

f(cosv) = P, (cosv)+ A cos [(n+1) v+ € (v)] s

) = E(M =0 (3.1)
als Grundgleichung méglich ist. *)

Schon in der Einfiihrung wurde vermerkt, dass es im Prinzip geniigt, die

Phasenwerte
EJ. = £(T/to+1)), j=1,2, ...,

an den Kardinalpunkten zu kennen, um Pn (cosv), A und £ (v) zu bestim-

men und damit das Tschebyscheff'sche Approximationsproblem zu lésen.

*) Da n die Rolle einer gegebenen konstanten Grésse spielen wird, erlau-
ben wir uns kiinftig, der Einfachheit halber auf den Index n der Phasen-

funktion zu verzichten.
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Die Bestimmung dieser diskreten Phasenwerte ist auch das Ziel des Itera-
tionsverfahrens, das im nichsten Kapitel behandelt wird. Ein Interations-
verfahren beginnt naturgeméss immer mit einer geschitzten Ndherungs-
1lésung, die dann sukzessive verbessert wird. In unserm Fall handelt es
sich um die geschétzten Phasenwerte ej an den Kardinalpunkten. Aus ih-
nen berechnen wir mit Hilfe von (1.5), (1.6) eine erste Ndherung fiir die

Amplitude A und das optimale Polynom P, (cos v).

Die Eigenschaften dieser fast optimalen Approximationspolynome und der
zugehorigen Fehlerfunktionen sind vorderhand noch wenig bekannt, und
sollen deshalb in diesem Kapitel eingehend studiert werden. Im besonderen
wird interessieren, ob und unter welchen Umsténden fiir fast optimale Poly-
nomapproximationen Beziehungen der Art (3.1) existieren, und ob es eine
analytische Ndherungsphase e (v) gibt, die an den Kardinalpunkten die
Werte ej annimmt. Die kommenden Analysen werden zeigen, dass sich

in vielen Fillen wirklich eine solche Funktion e (v) berechnen lisst, und

dazu tiber wichtige Eigenschaften dieser Funktion Information verschaffen.

Durch Anwendung einer komplexen Iterationsformel gewinnen wir aus e (v)
verbesserte Phasenwerte an den Kardinalpunkten, mit denen wir den Itera-
tionszyklus wieder von vorne beginnen kénnen. Das detaillierte Studium des

Verfahrens ist Gegenstand des 4. Kapitels.

Angenommen, es seien n Niherungswerte ej fiir die Phase in den innern
Kardinalpunkten gegeben, die sich von den korrekten Werten um die Phasen-

fehler gj unterscheiden, also

. =E.+ 9.,
b i qJ
€ = €y = Eo = £n+1 =0, (3.2)

Definieren wir

n n
Z(cosej-cos e.) 2> wsin(E,+8./2)sin (3;/2)
6 A = j=l ! = j=l ’ ’

Il n
1+ E cos e; 1+Z cos (. +9.) (3.3)
i1 31 P
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und ein Polynom (cos v) vom Héchstgrad n+l, das an den Kardinal-
5

punkten die Werte
Q, (cos €)) = (1)) [-2sin(3,/2) sin(€; +8,/2) + 6 cos (¢, +3,)],
j =0,1, ..., ntl, (3. 4)
annimmt, so kénnen wir folgendes aussagen:

1) Tatsichlich ist das Polynom (cos v) hochstens vom Grade n, wie
yIl .

man sich durch Einsetzen von (3. 3) und (3. 4) in (5. 29) leicht vergewissert,

2) Konstruiert man aus den Phasenwerten € und (5. 26) das Approxima-
tionspolynom ¢n (cos v) fiir f(cos v), das an den n+2 Kardinalpunkten

ej den Beziehungen

(-1)j f(cos !J.) = (-1)j (I) (cos 'ej) + A(1+6)\)cos €y (3.5)

geniigt, so lidsst sich dieses Polynom schreiben als
¢n (cos v} = Pn (cos v) - )\ Qn (cos v} . (3.86)

Die Distanz ) Qn {cos v) zwischen d)n (cos v) und dem optimalen Approxi-
mationspolynom ist auf die Ungenauigkeit der gegebenen Phasenwerte €j
zuriickzufithren. In der Tat wird auch ¢n (cos v) = Pn (cos v), falls alle

Q j verschwinden. Daher wird die Phasenfunktion genau dann optimal, wenn

P = max |9j| (P = grosses Rho) (3.7)
J
gleich Null ist.

In der Folge werden wir uns auf Félle sehr schwacher Phasen beschrin-

ken und voraussetzen, dass e (v) im Streifen
s = { v: 1wl < (1/2) @r1)-1)
analytisch sei und

1€(v)l< 0.2 im Streifen S,
(n+1)|£j|50.08, j=1,2, ..., n, (3.8)
n+l) P = (n+1)m?x|gj; < 0.04

j

gelte, Ebenso sehen wir vom trivialen Fall einer Approximation durch eine

Konstante ab und nehmen n > 1 an. Aus (3. 8) folgt unmittelbar
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C = max|(£j+9j/2)gj| < 0.1 P/(n+1), (3.9)
i

sowie mit (3.4) und (3.5)

16 A\l =C,
lQn(COS‘fj)IS 2C, j=0,1, ..., ntl ., (3.10)

Die Ungleichungen (3.8) bis (3.10) werden in den kommenden Ausfithrungen
ausnahmslos als giiltig vorausgesetzt, auch dort, wo wir nicht speziell auf

sie verweisen,

Auf Grund der Interpolationsformel (5. 26) kombiniert mit (5. 30) gilt fiir
reelle ¥

IQn(cos'QH <4(+1)C <0.4P, (3.11)

(3.6) und (3.11) machen deutlich, dass die Distanz zwischen der optimalen
Approximation von f(cos ¢) durch Pn(cos € ) und der Approximation
durch Cbn (cos €) mit dem Wert P charakterisiert werden kann. In dieser
Sicht betrachten wir eine Approximation als je besser, desto kleiner das zu-
gehérige P ist.

3.2. Sdtze iiber die Fehlerfunktion

Im Fall einer ndherungsweise optimalen Approximation durch ¢n (cos v)
filhren wir in Analogie zu (1.1) eine Fehlerfunktion h(v) ein, und zwar durch

die Gleichung
f(cos v) = (bn(cos v)+ A (1+86\)h(v). (3.12)

Im Spezialfall P = 0 wird h(v) = cos [(n+1)v +§ (V)] , A =0 und

d)n (cos v) = Pn (cos v). Ist aber P von 0 verschieden, so wird zwar h(v)
im Approximationsintervall [O, "IT] vermutlich immer noch oszillieren, aber
an den Extremalstellen, die wir auch hier kritische Punkte nennen, wird der
Betrag von h(v) nicht mehr genau eins, sondern je nachdem etwas grosser
oder kleiner sein. Die Schreibweise der Fehlerfunktion h(v) als Kosinus-

funktion ist aus diesem Grunde nicht mehr ohne weiteres gestattet. Durch



34

die nun kommenden Analysen wollen wir uns genauere Kenntnisse liber das
Verhalten von h(v) aneignen, die uns spéter wertvolle Dienste leisten

werden.

Wir sagen, h(v) habe Normalform, sofern

1) h(e) genau n+2 kritische Punkte 'Q*JE im Intervall [O,TI'] besitzt,
2) die Stellen 0 und M kritische Punkte sind,

3) die Ableitung von h(%) nur an den kritischen Punkten verschwindet und

dort nur eine einfache Nullstelle hat.

Aus den Definitionsgleichungen von Pn(cos v), (bn (cos v) und h(v) geht

hervor, dass an den Kardinalpunkten € j

h(e,) = cos [m+1)e ;+e], §=0,1,..., 04, (3.13)
gilt, und h(v) allgemein durch

h(v) = (14801 {cos [(n+1) v + € (v)] - Q_(cos v)} (3.14)
gegeben ist, Dazu gilt

Satz 3.1. Unter den Bedingungen (3. 8) hat die Fehlerfunktion h(v} Nor-

malform.
Als Vorbereitung zum Beweis stellen wir fest, dass wegen (3. 10) und (5. 28)

die Koeffizienten @ der Tschebyscheff'schen Entwicklung

n
Q(cos ) = Zak cos ke (3.15)
)
der Ungleichung
lg I < 4C (3.16)

geniligen. Bei zweimaligem Ableiten von (3.15) nach € bemerkt man dazu

2 m+1)? C,

n
]Ql'q(cos‘e)ls_ 4C%k

(3.17)

n
1Q! (cos @)] = 4c% K - ysme)dc.
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Auch fiir die Ableitungen von £ (¥€) auf der reellen Achse kénnen Schranken
angegeben werden., Der Kreis K(¢) mit Mittelpunkt € und Radius
(T/2)(n+1)"! befindet sich ganz im Streifen S (siche (3.8)). Mit der
Cauchy-Integralformel

v! £ (v) dv
E(V)(Q) ) "o % v +1
2 i K(€) (v-¢)

und (3. 8) folgt fiir reelle €
v
1€ ()l = 0.2v (2 (t1)T). (3.18)
Aus (3.14) ergibt sich fiir eine Nullstelle von h'(®)

' (cos )
sin [(n+1) € + € (¢)] = —Q—n—-e-—(—-
n+l + €' ()

sowie
(1+8X)h"(€) = [n+1+£' ()] cos [(nt1) e + € ()] +
+ £'(@) sin [(n+1) @ + € (@) + Q' (cos €) .

Interpretiert man die erhaltenen Beziehungen im Licht von (3. 8), (3.17)

und (3.18), so findet man, dass Nullstellen nur im Bereich
sin |(n+1) € + £ (€)] < 2 (n+1) C / (1- 0.4/T), (3.19)

also in der N#he der kritischen Punkte von cos [(n+1) e+ (e)] auftreten
kénnen, und in jenem Bereich das Vorzeichen von h''(®) nicht wechseln
kann. In jedem der n+2 Bereiche (3.19) hat es als Stetigkeitsgriinden min-
destens eine, nach dem Theorem von Rolle aber samt Vielfachheiten héch-
stens eine Nullstelle von h'(¥) . Schliesslich verschwindet h'(€) bei 0
und T wegen Q'(cos €) = 0. Damit sind alle Normalformbedingungen von
h(¢) sichergestellt und Satz 3.1 bewiesen.

Wir betonen nochmals, dass h{¥) n+2 kritische Punkte 'Q"JE besitzt, fir
die
Qxlm (cos € %)
sin [(n+1)ex + E(e#)] = ———L, j=0,1,..., n+l, (3.20)
. J n+1+ €' (e%)



36

ist. Wie wir bald sehen werden, sind zudem die auferlegten Schranken
(3.8) derart, dass in jedem Intervall 'QJ.- @/2)n+1)1 << !j +(’!l'/2)(n+1)"1
und zwar ziemlich zentral, ein solcher kritischer Punkt liegt. Der Um-
stand, dass fiir P = 0 die Fehlerfunktion optimal oder

h(v) = cos [(n+1) v+ € (v)] wird, motiviert gemeinsam mit (3.13) den
Ansatz h(v) = cos [(n+1) v + e(v)] . Mit ihm ist die Einfiihrung einer
nicht optimalen Phasenfunktion e (v) verkniipft, von der aber im Gegen-
satz zum optimalen Grenzfall £ (v) nicht erwartet werden darf, dass sie
im ganzen Streifen S analytisch sei. Das Zusammenfallen der kritischen
Punkte € *Jf mit den Verzweigungspunkten von arc cos h(v), auf dem der
Beweis von Satz 1.1 sich aufbaut, ist hier ndmlich nicht mehr garantiert.
Um diese Verzweigungspunkte, die man in der Ndhe der € § vermutet,
genau zu lokalisieren und so die unentbehrliche Basis zur Einfiihrung von
e(v) zu schaffen, werden wir zunichst auf das genaue Verhalten von h(v)

in der Nachbarschaft der kritischen Punkte eingehen.
Zu dem Zwecke arbeiten wir grundsétzlich im Quadrat
5, = {v: e - ¢l < (T/2)- @+, T s (T/2) @+1)7}
und fithren die neue bequemere Variable
Av = v-'ej (3.21)
ein,
Wir entwickeln nun einige quantitative Angaben iliber die Lage der kritischen

Punkte ¢ ’33 , und schitzen als erstes die Grésse von (n+1)[A !’gl ab. Aus
(3.17), (3.18), (3.19) und (3. 20) gewinnt man

|(n+1)Ae>§+ & (vs.‘)l < 2.35(n+1)C,
1€ (‘Q*JE)-EJ.IS (0. 4/m) (n+1)lA'e>§I ,

was zusammengefasst

(m+1)laes s [lsjn +2.35 (n+1)C]'1T/('T- 0.4) = 0.05 (3.22)
ergibt. Obige Beziehung, sowie

|(nt1) A€t + € (€2 - (-1 Q, (cos € %)/[n+1+€' (e1)]| 50.05 (+1) C,

= [} 2 1"
E(tg} ej+e ('E"JE)A'C’;-(A'C? /2) €' (9),
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mit 6 zwischen *ej und € ’J%, beniitzen wir zur Aufstellung der Relationen
+1+E'(ex)] Aex = -¢.+D,,
[n (e J)] j 81 1
= 1y @ % ' ek
D, = (-1) Qn(costj)/[n+1+e (tj)] +4, . (3.23)
[4;] = 0.05 (n+1) C +0.0034 IEjI .

Dieses Resultat kann wie folgt ausgelegt werden: In erster Anndherung ist
A!*j ~ - Ej/ [n+i+¢ ('Q*Js)], und zwar ist die Uebereinstimmung umso bes-
ser, je kleiner einerseits C und anderseits Ej ist. Leider ist aber der

Wert weder fiir Ej = 0, noch fiir C = 0 korrekt.

Als nichstes betrachten wir den Wert h(¢*). Es ist zu erwarten, dass er
wegen der Bedingungen (3. 8) in die Gegend von (-1)j zu liegen kommt. Da
vor allem der Betrag und das Vorzeichen des Unterschieds von Bedeutung

ist, fihren wir die Funktion
ho(av) = (1+8%) [0 h(w - 1] (3. 24)

ein, Unter Beriicksichtigung von (3. 4) und (3. 14) bekommen wir explizit
hy(A) = - 2sin (9,/2): sin (€, +9,/2) - 2sin” £ [(n+1) Av + € (v)] +
J
+(-1) {Qn {cos (‘CJ.+AV)] - Qn [cos ‘Qj]}+
-2 64 smzé(sjwj). (3. 25)

Machen wir dazu Gebrauch von (3.8), (3.17) und (3.19), so ergibt sich fiir
hj (A€ ”JE) der einfache Ausdruck
h, (A€*%) = -9 .+ .2+-1jA'€’°E ' (cose*)+D,, 3.26
; aey) €9,/ + (1) aes Q) (cosen) +D,,  (3.26)
wobei der Restterm D2 durch
2 2
ID,! < 3.1 (n+1)" € +0.018 (0+1) CIE 1 (3.27)

begrenzt ist. Mit Hilfe von (3.8), (3.17) und (3. 22) kénnen wir aus (3. 26)

noch die Ungleichung
|hj (A‘E*;&)ls 1.22C (3.28)

gewinnen.
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Normalerweise wird in (3. 26) der Term - gj (ej + 9j/2) iiberwiegen, und
das Vorzeichen von hj (A'Q’E) dem von -gj (gj + gj/2) entsprechen. Von
(3. 24) aus betrachtet bedeutet dies, dass vermutlich der Betrag h (f*JE) der
Fehlerfunktion grosser als 1 wird, wenn e, dem Betrage nach zu klein
5 IR(eNI>1 er-
warten lisst. Dies steht im Einklang mit der Anschauung, braucht sich

gewidhlt wurde, und umgekehrt eine zu grosse Wahl von e

aber besonders fiir | g 3 |]<< P nicht unbedingt zu realisieren.

Als nichsten Schritt entwickeln wir die Funktion hj (A v) in eine Potenz-
reihe um den Punkt ¢ ’35 . Mit (vgl. (3.15))

.rlQ(V) = Q (cos v) - Qn(cos‘e*Jf) - (V—Q’SS)QI‘l(cos \e’§)+
+ %(V-Q*JE)ZQ;(COS‘Q’? -
=§ak {si.nk'e*j[k(v-‘c’g)-sink(v-e*ls)]+
+cos ke % [cos k(v-es) - 142k (v~£=§)2]},

und (3. 20) liasst sich (3. 25) umformen in

hj av) hj (a ‘Q*JS) +

+

%o(;r -e%)” {cos [@+1) Mgt + £ (€9)]" + (-1 Q) (cos €4} +
- m j
At i A " cos [(n+1) aex+ g (en]™ + 1) 2.

m=3 :

Diesen Ausdruck versuchen wir zu vereinfachen. Fiir den Faktor von

(v- 'e*Ji)z/2 machen wir den Ansatz
cos [(n+1) A‘e*JS + € (!"JS)]" + (-1)j Q;]' (cos ‘{”Jf) =

= - (1+D3)[n+1+8' ('UJS)]2 .

Fiihren wir die Differentiation des Kosinus aus, bekommen wir mit (3.17)

und (3. 18) fiir die reelle Zahl D3 die Schranke

|D3I < 2.3 (n+1)C .
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Zum Schluss schitzen wir noch die beiden letzten Terme im Ausdruck fiir
hj (A v) ab und beschrénken uns dabei auf das Gebiet
={v: (n+1)|v-'€"JS|<0.2}. (3. 29)
Mit dieser Annahme und (3. 16) erhalten wir
4 3
an(v)l = 0.2 C (n+1) |v-€’§ i

Die Ableitungen von mehr als vierter Ordnung von cos [(n+1) Q + £(Q)]
schidtzen wir mit der Cauchyformel fitr den Kreis K (\e*) mit Mittelpunkt
‘€* und Radius (T/2) (n+1)

m! cos [(n+1) v + § (v)]

cos [ (n+1)€3.* + £ ('c’;s)](m) = —_— dv

. m+1
2T i K('{"Jf) (v-*e>§)

ab und erhalten in Tj

|cos [(m+1) e+ € (vg)](m)l = Ch (T/2 +0.2) [2 (@+1)/T] " m! ,
(v- Q*)m

‘ E ———1— cos [(n+1)A'€* + E('e*)](m)‘ <0.117 (n+1)3|v-€’35|3

Fiir den Term mit der dritten Ableitung ergibt Ausdifferenzieren und Be-

niitzung von (3.19)

|v-€>§l3/6  |cos [(m+1) A€y +£(v*j)](3)( < 0.1 (+1)® |v.w513 ,

so dass zusammengefasst fiir (n+1) v -v,*JE | & 0.2 resultiert

1 2 2
Bi(Av) = hy(ae}) -5 (14Dy) [n+1+8/(e)] (v-er)" +

+ D, (av) @) (voex)’ (3. 30)

ID,| < 4.6 - 1072
[D4 (Av)| s 0.22,
[g" (t*)] £ 0.13 (n+l1) .

Dabei ist D3 immer reell, und h (Av) sowie D (A v) sind selbstversta.nd-

lich auf der ¢ -Achse reell. Abgesehen vom Restterm D4(Av)(n+1) (v- ‘C*)
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sind auch fiir rein imagindre V—Q*JE alle Summanden in (3. 30) reell, so
dass allfdllige komplexe Nullstellen von hj (A v) nahe bei der vertikalen

Achse Re (v- Q’;) = 0 zu erwarten sind.

Die Nullstellen von h,(A v) sind nach (3. 24) Verzweigungspunkte von
arc cos h(v) und [hz(v) - 1] 12 . Es soll nun gezeigt werden, dass es in
jedem Quadrat Sj samt Vielfachheiten genau zwei Nullstellen von hz(v) -1

gibt, die sich liberdies in Tj befinden. Als Einleitung beweisen wir

Satz 3.2. In jedem Quadrat Sj hat hz(v) - 1 samt Vielfachheiten genau

zwel Nullstellen, an denen auch hj (A v) verschwindet.
Beweis: Prinzipiell kann hj (A v) nach (3.24) fir hz(v)- 1 =0 die Werte
0 und -2 (1+ &X\) annehmen. Im zweiten Fall wire nach (3. 25)
cos? 3 [(m+1) Av + € (v)] = sin (8;/2) - sin (€, +9,/2) +
21 . i
- 6X cos” 5 (8, +9,) [(-1) /2, [cos (e;+av)] - @ [cose ]} .
Mit (3.9), (3.10), (3.15) und (3. 16) sowie

lQn [cos (wej +Aav)]- Qn(cos fj)ls

n
2> @, sink (‘°-j + Av/2) - sin k(Av/2)| (3.31)
1

und
(n+1) 1A v} sT /V2, (n+1) jwis T/2

miisste an einer solchen Stelle
|cos2% [m+1) Av + E ()] s 0.009

sein, was auf Grund unserer Voraussetzungen iiber § (v) innerhalb Sj aus-
geschlossen ist,

. - 2 1/2 . s
An einem Verzweigungspunkt von [h (v) - 1] in Sj muss somit jeden-

falls hj {Av) = 0 gelten. Schreiben wir in Uebereinstimmung mit (3. 25)
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h.{(Av) = a(Av)+b(Av),

J .21

a(Av) = -2sin 3 [(n+1) Av +E(V)] , (3.32)
b(Av) = -2sin(3,/2)sin (€, +9,/2) - 2 &) sm%(s].+ 3+

+ (<1)] {Qn [cos (~ej +4v)] - Q [cos Qj]} .

Trégt man den Annahmen (3. 8) sowie (3.9), (3.10), (3.31) Rechnung, so
stellt man leicht fest, dass auf dem Rand von Sj iiberall |a (Av)|z|b(Av)]
ist. Ueberdies sind a (Av) und b (Av) im Innern von Sj analytische
Funktionen, so dass kraft des Satzes von Rouché (siehe [8]) die Zahl der
Nullstellen von a (Av) gleich der von a (Av)+b (Av) = hj (Av) ist. Wei-
terhin hat fiir eine (doppelte) Nullstelle von a (Av) (n+l)Av+E(v) =2kT
zu gelten, wobei in Sj nur der Wert k = 0 in Frage kommt. Diese Bedin-
gung erfiillt sicher der j-te kritische Punkt der optimalen Fehlerfunktion
cos [(n+1) v + € (v)], der nach (3.22)in Sj liegt. In der Tat ist dies
auch die einzige Nullstelle von a(A v), denn wegen (3.18) kann

(n+1) Av + £ (v) weder an zwei verschiedenen Punkten von Sj vers¢hwin-

den noch irgendwo in Sj eine doppelte Nullstelle besitzen.

a(Av) und hj (A v) haben somit genau zwei Nullstellen in Sj und

Satz 3.2 ist bewiesen. Detailliertere Aussagen iiber die Nullstellen enthdlt
Satz 3.3. Die beiden Nullstellen von hj (Av) in Sj befinden sich im

Innern des Kreises Tj = {v: (n+1) IV-’Q*Jfl < 0.2}

Beweis: Wiederum verwenden wir die in (3. 32) angegebenen Funktionen.
Nach (3.18), (3.19) folgt fir die Nullstelle A€ von a(A®)

sin| (n+1) ({’§-'€)+ E(‘C"Jf) -€(¢)ls 2(n+l)C/(1-0.4/T),

(a+1) [ €%-€ 1< T (a+1) C/(1- 0.4/T)%,
die sich somit in Tj befindet. Andererseits schliesst man mit
(n+1)Av + £ (v) = (p+1)(v-e%) + [(n+1)aes + E (e4)] + E (V) - € (€

und (3. 8), (3.18), (3.19), (3.22),dass auf jedem Punkt des Kreises
(n+t1) v - Q’EI = 0,2, das heisst auf der Peripherie von Tj

la(AvM >1Db (Av)l gilt, und daher laut dem Satz von Rouché hj (Av) in
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Tj wie a (Av) genau zwei Nullstellen besitzt. Dies entspricht dem Inhalt

von Satz 3. 3.

Sitze 3.2 und 3.3 vermitteln die Erkenntnis, dass die einzig denkbaren
Verzweigungspunkte von [h2 (v)- 1] 1/2 im Streifen S Nullstellen von

hj (Av) sind und nur in den kreisférmigen Gebieten Tj auftreten konnen.
Zudem ist ihre Anzahl pro Tj genau zwei. Nebenbei sind die Nullstellen

von hg(Av) und h .4 (Av) doppelt und befinden sich in den Punkten 0 und .

Zur genaueren Ortsbestimmung der Nullstellen kénnen wir nun, da wir uns
in Tj befinden, mit Formel (3. 30) operieren. Als erstes kénnen wir das
Existenzgebiet der Nullstellen noch weiter reduzieren, indem wir die aus

(3. 30) abgeleitete notwendige Bedingung
112 2 2 %12
(1+Dg) [n+1+E'(‘€4JS)] Iv-e%1” - 2l hj(aei) - 0.2|D,J (n+1) |v-e3| <0

mit Riicksicht auf (3.18) und (3. 28) auswerten. Es geht schliesslich hervor,

dass Nullstellen von hj (Av) nur im Kreis

112

(n+1)|v-*e’°JS| =1.84C = 0,059 (3.33)

anzutreffen sind. Ausserdem gestattet (3. 30) eine Klassierung der Nullstellen.

Es kénnen ndmlich folgende Konfigurationen auftreten:

1) Fiir hj (A€*%x) > 0 erhalten wir zwei reelle Nullstellen A‘C? und A'ek;
mit ae? < Aeb .

J ]
2) Fiir hj (Ae*j) < 0 erhalten wir zwei konjugiert komplexe Nullstellen

. = r i . V. = r_i . i . .
AvJ A‘Cj+1mJ und AvJ A'eJ le mltqu>0

3) Ist hj (A'e*JE) =0, so haben wir offenbar eine doppelte Nullstelle bei
A!*JS . Wegen der Normalform von h(%) tritt dieser Fall immer fiir j.= 0

und j =n+l auf.

Fiir den Fall komplexer Nullstellen sind noch zuséitzliche Kenntnisse iiber

ihre Lage relativ zu ‘e*j erwiinscht. Die Funktion
k: (Av) = h, (A€*) - 1 (1+D,) [n+1+g'(~e>%s)]2 (v-‘€>=s)2 (3. 34)
J i o2 3 i i

verschwindet bei negativem hj (AQ*J&) an den Orten wj = Q?Sf + i\pj und



43

Wjsex - iy, mit
L | -2h (aex) 12
¢, = [n+1+g (e9)]” (—J—-—L) (3.35)
J ! 1+D
3

Fir vj erhélt man aus (3. 30)
RN
v.-¢% = (l1+a i,
J ¢ J ( ) J
wobei der komplexe Wert a die Gleichung

a _ 2D, (Avj)(n+1)3(v-’€’§)

2
a+l  (1+Dg) [n+1+¢" ('e?)]
erfiillt und als Folge innerhalb der Schranken
ja] = 0.605 (n+1) |vj -~e=°]5 | < 0.0358

liegt (vergl. Fig. 1b). Demnach ist wj - '2’35 =i q)j eine erste Niherung
fiir vj - ‘e’g , und der Imaginérteil von vj = (’35 erweist sich als wesentlich

grosser als der Realieil. Weitere numerische Analysen liefern zusitzlich

lat . al
q)J !

[V - Wyl =

< Jw, - eX|=
3 Re(1+a)¥2 41 1,08 3 9

< 0, 303 (n+1 W'--Ql v.-¢ l < 0,0186 w,-eXx|,

Ueberdies findet man aus (3.18), (3.30), dass fiir die Punkte vj und wj
und daher auch fiir alle Punkte ihrer Verbindungsstrecke die Ungleichungen

121 [- by (ae%) 12 (n+1) Iv-¢%] £ 1.66 [- by (ae)] 12 (3 37)

anwendbar sind. Wichtig ist, dass diese Verbindungsstrecke ganz im Be-

reich (3. 33) liegt.
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3.3. Die Fehlerfunktion in trigonometrischer

Darstellung
Mit dem bereits vorgeschlagenen Ansatz
h(v) = cos [(n+l) v + e(v)] (3. 38)
schreiben wir (3.12) und (3.13) um in
f(cos v) = (bn (cos v) + A (1+6X) cos [(n+1) v + e(v)] s (3.39)
e(0) = e(m) = 0,
e(e.) = £€.+9. , i = 1,2, ..., n,
( J) EJ j i
und gewinnen so mit (1. 1) und (1. 2) vergleichbare Beziehungen. Das Argu-
ment des Kosinus, das durch (3. 38) noch nicht eindeutig definiert wurde,
bestimmt man zweckméssig so, dass fiir P> 0 e(v) gegen £ (v) strebt.
In Analogie zu (1.7) setzen wir deshalb an Punkten der ¢ -Achse, die zwi~

schen den kritischen Punkten '€>§ und '€3*+
gilt

1 liegen, und fiir die 1h(e)ls 1

iT s (n+l) e +e(€) s (j+1)T , j=0,1,...,n, (3. 40)

fest. Ausserhalb des Grundintervalls [0,7] denkt man sich e(%®) als un-
gerade Funktion mit Periode 2T fortgesetzt. Mit dieser Normierung ist
im vorliufigen Definitionsbereich die Funktion e(¢) stetig, und wegen der
Normalform von h(%) wird (n+1) € + e (€) monoton ansteigend. (3.39) in
Verbindung mit (3. 40) verlangen an den Kardinalpunkten, die nicht selbst

kritische Punkte sind,
sign e]. = sign (-A‘eﬁj) . (3.41)

Diese Folgerung macht uns deutlich, dass das Vorzeichen von ej und so-
mit die Werte @ j sich eigentlich erst bei bekannter Lage der kritischen

Punkte eindeutig aus cos ej ergeben.

Als nédchstes wollen wir uns iiber die Verhéltnisse in der Umgebung der kri-

tischen Punkte und der Verzweigungspunkte Klarheit schaffen.

Im Fall reeller Verzweigungspunkte ist auf dem offenen Intervall (v_?, 04 ?)
|cos [(n+1) e + e(v.)]l > 1 und e(e¢) daher komplex. Ferner gilt an den
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Verzweigungspunkten wegen (3. 40)

lim [m+1)e + e(e)] - im oy

[(n+1)e+e(e)] = 5T,
‘Q"’C?_o € - j+0

was im Einklang mit h(@;.i) = h(‘e?) = (-1)‘] steht, Indem wir fir Punkte in
[e ;“ e ;’] den aus (3. 36) verfiigharen Zweig

(n+1)e +e(e) = jT ¥iar Ch[(-l)j h(e)] (3. 42)

wihlen, setzen wir e(¢) auf das ganze Intervall [(j _l)_‘T_f__ (i +l)i]stetig
’ g 2'n+1’ 2'n+1

fort. Wie man aber sieht, ist der Imaginérteil in (3. 42) zweideutig. Um Ab-
hilfe zu schaffen, schneiden wir die v-Ebene lings der Strecke[¢ ?, e ;)]
auf und erzeugen auf diese Weise einen horizontalen Schlitz I‘J , der auf
der Riemann'schen Fliche von arc cos h(v) eine geschlossene Kurve bil-
det. Das Vorzeichen des Imaginérteils ist am obern Ufer des Schlitzes po-

sitiv und am untern Ufer negativ, wie folgende Ueberlegungen zeigen.

h(v) ist eine analytische Funktion, die wegen ihrer Normalform bei € ?
(und € ;f)) nicht verschwindende Ableitungen besitzt. Daher sind in einer Um-
gebung N(t?) des Verzweigungspunkts ’C? an sdmtlichen nicht reellen v
auch h(v) und (n+l) v + e(v) = arc cos h(v) nicht reell. Soll e{(v) in
N(%?) analytisch sein, muss in allen Punkten von N(¥¢ ?) in der obern bzw.
untern Halbebene der Imaginiirteil von (n+1)v + e(v) das selbe Vorzeichen
besitzen. Nun ist aber fiir ‘€<‘eja (n+1) € + e(¢) monoton wachsend, was
anzeigt, dass es Argumente v der obern Halbebene und in N(eja) gibt,

fir die (n+l)v + e(v) positiven Imaginérteil hat. Demnach hat an allen nicht
reellen Punkten von N(‘Cja) , die in der obern Halbebene liegen mit Ein-
schluss derer am obern Ufer von Tj , (n+l)v + e(v) positiven Imaginér-
teil. Aus entsprechendem Grunde besitzt (n+1)v + e(v) an Punkten des un-
tern Schlitzufers negativen Imaginérteil. Ausserhalb der € -Achse hat

arc cos h(v) keine Verzweigungspunkte mehr. Wir kénnen deshalb im obern
und im untern Teil von Sj je einen analytischen eindeutigen Zweig von

e(v) = arc cos h(v) - {n+1)v nennen, der auf der Strecke der ¢ -Achse die
dort schon vorgegebenen Werte annimmt. Die Zweige lassen sich zusam-
menheften und die so entstandene Funktion e(v) ist analytisch im ganzen

durch 13 aufgeschlitzten Quadrat Sj .
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Im Falle von konjugiert komplexen Verzweigungspunkten in S. haben wir

J
nach (3. 40) am kritischen Punkt

.clhn_.‘e;‘-o[(nﬂ) €+ e('C)] = jT - arc cos [(-l)j h (‘”JE)]’

lim [(n+1) €+ e(%)] = jT +arc cos[(-])j h ('e*f)], (3.43)

e "’e’;+o J
wobei der Hauptwert des arc cos gemeint ist. Dies weist auf eine Unstetig-
keit von e(¢) bei ~e,=§ in Form eines Sprunges vom Betrage
2 arc cos h('e*) hin, fiir die sich die Verzweigungspunkte verantwortlich
zeigen. An den Verzweigungspunkten selbst ist h(_) = h (v) = (- 1)J und
als Wert (n+1)vJ + e(vJ) kommt nur jT in Frage, denn einerseits befin-
den sich wj und vj, Vj im Gebiet Tj und anderseits fordern Formeln

(3.24), (3.30) und (3. 38), dass in ganz Tj
njae)] = 21+6x) |sm-—[(n+1)Av+e(v)]|2 < 0.029

gilt. Aus Stetigkeitsgriinden muss dann (n+1)vj +e (vj) = (n+1)Vj + e (w'/'j) =

gelten. Um ausserhalb der Verzweigungspunkte Eindeutigkeit von e (v)

a) Reeller Schlitz, hj (ae *JE) >0 b) Komplexer Schlitz, hj (A !’g) <0

Fig. 1

herzustellen, miissen wir das Gebiet entlang einer Kurve, die vj und Vj
verbindet, aufschlitzen. Den Schlitz r} legen wir in diesem Fall entlang
dem Streckenzug vJ - wJ - 'vV] - VJ an (siehe Fig. 1). Von den zwei ein-
deutigen analytischen Zweigen e (v) = T arc cos h(v) - (n+1)v wihlen wir
den aus, der mit (3. 43) vertrédglich ist, und auch mit den schon definierten

Werten auf der ¢ -Achse iibereinstimmt.
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Die Probleme des dritten Falls, wo die beiden Verzweigungspunkte zusam-
menfallen, sind in Abschnitt 1.2 bereits behandelt worden. Hier ist die
komplexe Funktion e (v), die auf dem reellen Abschnitt den vorgeschrie-
benen Verlauf e(%) hat, in ganz S.'i analytisch, Diese Situation haben wir

tibrigens sicherlich fiir j =0 und j = n+l.

Somit verfiigen wir in jedem der n+l aufgeschlitzten Quadrate Sj - FJ
iber eine analytische Funktion e(v) als eindeutigen Zweig von

arc cos h(v) - (n+l1)v. Wir beobachten dazu, dass der Punkt

€= (j +—;-) m (n+1)'l sowohl Randpunkt von Sj als auch von Sj+1 ist, und
die in Sj und Sj+1 definierten e(v) dort den selben Wert annehmen. Da
h'(v) dort nicht verschwindet, kénnen wir eine Potenzreihenentwicklung von
e(v) ansetzen, diein S und Sj+1 mit der dort vorgéngig definierten Funk-
tion identisch ist, Das versichert uns der Méglichkeit, die in Sj - 13' gege-
benen Funktionen e(v) in die rechts und links liegenden Nachbarsgebiete
analytisch so fortzusetzen, dass sie in die dort definierten Zweige iibergehen.

Diese Erkenntnisse finden ihren Ausdruck in

Satz 3.4. R sei das Rechteck {v =R +iw:0se=sT,lws (’l'l'/2)/(n+1)}
und die l}, j=1, 2, ..., n, die in Fig. 1 dargestellten Schlitze (die die
Nullstellen von hj (Av) miteinander verbinden). Dann existiert unter den
Voraussetzungen (3. 8)

Ew) s 0.2 fir 1wl s(T/2)@+1)!,

(n+1) '|g].1 <0.08, j=1,...,n,

(n+1) P = (n+1) max 'ej - £jl < 0.04,
J

n
eine Funktion e(v), analytisch im Innern des Gebiets R - U [ und auf

dem Rande von R, die in den Kardinalpunkten vorgegebene Werte
elj T/ (nt1) = ej , 3J=1,2, ..., n, annimmt und eine der Grundgleichung
(1.1), (1. 2) verwandte Beziehung

f(cos v) = (I)n (cos v} + A {1+ 6)) cos [(n+1)v + e (v)] (3.39)
mit den Randbedingungen

e(0) = e(M =0
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erfiillt, Das Polynom d)n (cos v) und der Ausdruck A (1+ é)) sind am
Anfang dieses Kapitels in (3. 2) bis (3.6) und (1.5) definiert worden. Die

Schlitze G liegen vollstdndig in den. durch (3. 33) definierten Bereichen

n+1) [v- t"JSI < 0.059

Dieses e(v) kann als Approximation fiir die optimale Phase angesehen

werden.

4. EIN ITERATIVES VERFAHREN ZUR BERECHNUNG
DER PHASENFUNKTION UND DES OPTIMALEN
APPROXIMATIONSPOLYNOMS

4.1. Erlduterung des Verfahrens

Die Aufgabe ist, fiir eine gegebene Funktion f(cos v}, v = € +iw, die
analytisch ist in einem Gebiet, das die Strecke -1 < cos v s 1 enthdlt,
ein Polynom Pn (cos v) vom Hochstgrad n, eine Amplitude A und eine
Phase § (v) zu bestimmen, welche der Grundgleichung

f(cos v) = P_{cos v) + A cos [(n+l)v + € (v)],

n
(3.1)

E(@) = g(m =0,

geniigen. Pn(cos v) und €(v) sollen fiir reelle v ebenfalls reellwertig

sein.

Wihlt man an den Kardinalpunkten 'CJ. =jT/(m+1), j=1, 2, ..., n, irgend-
welche Anfangswerte ey fiir die Phase, kann man durch Anwendung von
(1.5), (1.6), indem man die ej an die Stelle der £ (tj) substituiert, leicht
eine erste Ndherung fiir A und P, (cos v) bekommen. Die gewonnenen
Ausdriicke kann man dann ihrerseits wieder in (3. 1) einsetzen, um eine Ap-

proximation e(v) von € (v) in einem ganzen komplexen Gebiet zu erhalten.
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Nun stellt sich das Problem, eine Methode zu entwickeln, um daraus in den
Besitz von besseren Ndherungswerten der Phase an den Kardinalpunkten zu
gelangen, mit denen die Iteration von neuem gestartet werden kann. Wir su-
chen hier, durch den Gebrauch einer komplexen Integrationsformel zum
Ziel zu kommen. Folgende Ueberlegungen motivieren die Anstrengungen in

gerade dieser scheinbar etwas ausgefallenen Richtung.

Vergleichen wir die Eigenschaften der optimalen Phasenfunktion § (‘€)

(siehe Abschnitt 1. 2) mit denen der allgemeinen Phasenfunktion e (v) (siehe
Abschnitt 3. 3), so fidllt als grundsitzlicher Unterschied auf, dass £ (v) im
ganzen Rechteck R = {v:O SesT,lws ('T|'/2)(n+1)'1} analytisch ist,
wogegen bei e(v) im Rechteck zuerst gewisse Schlitze I; (Fig. 1) anzu-
bringen sind. Als Konsequenz sind gewisse Darstellungen von Funktionswer-
ten durch komplexe Umlaufsintegrale Giber den Rand eines einfach zusammen-
hingenden Gebiets filr £ (v) korrekt, fiir e(v) dagegen nicht anwendbar,
weil sie Holomorphitdt der Funktion im umlaufenen Gebiet verlangen. Das
einfachste Beispiel dafiir ist wohl die Cauchy'sche Integralformel. Im Fall
von e(v) sind noch Zusatzterme nétig, die das Vorhandensein der Schlitze
!'Jf beriicksichtigen. Ohne diese Zusatzterme wiirde man natiirlich einen fal-
schen Funktionswert erhalten. Es ist aber denkbar, dass dieser falsche
Wert fir e(¢) in einem Punkte ¥ einem Phasenwert entspricht, der niher
beim optimalen Phasenwert & (¢) liegt als der korrekte. Dann wire die er-
haltene Information fiir uns dusserst wertvoll. Falls es n#rnlich Integrations-
formeln gibt, wo sich dieses Phinomen systematisch einstellt, kénnten wir
durch fortgesetzte Anwendung der ''falschen'' Integrationsformel die optimale
Phasenfunktion, und damit auch das optimale Approximationspolynom iterativ
ermitteln. Nach Konvergenz der Iteration wiirde dann wegen e(v) = £ (v)

auch die urspriinglich falsche Integrationsformel korrekt.

Es zeigt sich, dass es tatséchlich Integrationsformeln gibt, mit denen das
skizzierte Vorgehen zum Ziel fithrt. Das Beispiel, an Hand dessen wir den
Gedanken durchexerzierten, ist die trigonometrische Cauchy'sche Integral-

formel:

Enthalte das Rechteck R alle Punkte v mit 0 s € s ,lwl < N . Ist

g(v) in ganz R analytisch und V, €in Punkt im Innern von R, so gilt
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sin v, sin § (v)dv
sin §(v ) = , (4.1)
27 i COSV_-COsSV
r o

wobei I der Rand von R ist. Diese Formel kann mit Hilfe des Residuen-
satzes (siehe [9)) sofort verifiziert werden. Ersetzen wir § (v) durch e(v),
von dem wir annehmen, dass es im mit den Schlitzen f; versehenen R
analytisch sei, so lautet die zu (4.1) analoge Formel fiir einen Punkt v,

im Innern der aufgeschlitzten Fliche R' = R - 0 [;
j=1

sinv_ sine(v)dv n sin e(v) dv
gine(v ) = - _—_—
)
i=1

2Ti cosv_-cosv cos v - cosv

i (4.2)

Diese Formel legen wir unserem Iterationsverfahren zu Grunde.

Der Algorithmus

Zu Beginn seien eine Funktion f(cos v), analytisch in einem Gebiet der
komplexen Zahlenebene, das die reelle Strecke -1 scos v =1 enthilt, ein
Approximationsgrad n, sowie Nidherungswerte ej fiair Ej ,3=1,2, ..., n
an den Kardinalpunkten gegeben. Dies sei die Ausgangslage unserer Iteration,
deren Schleifen sich aus Teilschritten zusammensetzen, die wir nun einzeln

erliutern werden.

1. Wir berechnen den Ausdruck A = A (1+§) nach der aus (1.5) und (3.3)
folgenden Formel
n+1

_;_ (-1)j p. f{cos ¢.)
A= 1 3%0 i : (4.3)
- _2' . .

n
1 +Z cos e.
=1 !

Darin sind

?;j = jT/(n+1), j =0,1, ..., ntl,
die Kardinalpunkte und

Po " Ppep =15 P72, 3°L2 ..,m,
die Trapezgewichte.
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2. Nach Vorschrift

- Rt
¢n (cos 'f.j) f(cos 'e].) (-1 A cos e

die wir aus (3. 5) entnehmen, bestimmen wir an den Kardinalpunkten den
Wert (I)n {cos 'ej) des Polynoms n-ten Grades in cos v. Diese Funktions-
werte bestimmen das Polynom (bn (cos v) eindeutig. Formel (5. 26) liefert
den Wert fiir jedes beliebige Argument v, insbesondere fiir solche auf dem
Rand " des Rechtecks R (Fig. 2).

3. Wir berechnen an den Kardinalpunkten einen neuen Wert nach der aus
(4. 2) abgeleiteten Formel
sin ¢ . sin e(v)dv
5 v)

sin (neues e.) = s (4.4)
J 2Ti cos?.j-cosv

i=12,...,n.

Das Integral ermitteln wir mit Hilfe einer numerischen Quadraturformel,
auf die wir noch zu sprechen kommen, und die e(v) berechnen wir durch

Auflésen von

f(cos v) = d)n (cos v) + A cos [(n+1)v + e(v)]. (3.39)

4. Mit den neuen Phasenwerten starten wir wieder bei Schritt 1 und schlies-
sen damit die Schleife., Mit der Rechnung fahren wir so lange fort, bis sich
séimtliche neu berechneten Phasenwerte ej von den vorhergehenden um we-

niger als einen vorgegebenen Toleranzbetrag unterscheiden.

Im letztern Fall betrachten wir die Iteration als erfolgreich und brechen
die Rechnung ab. Die ej akzeptiert man als die optimalen Phasenwerte
gj, ¢n(cos v) als das gesuchte optimale Approximationspolynom
P_(cosv) und A als die Amplitude A

Bei Schritt 3 tauchen noch Detailfragen auf, welche die praktische Berech-
nung des Integrals betreffen. Der Weg [ setzt sich aus je zwei horizontal

L, zusammen

und zwei vertikal verlaufenen Strecken L L2’ L3, 4

1’
(siehe Fig. 2).
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w L R
aQ 3/
/ Lo
0 22! :li]l €2 23 m e
1 i
L, 1 G M3
-0 —
Ly
Fig. 2

Betrachten wir zuerst das Wegstiick L Laut den Ergebnissen in Ab-

schnitt 3. 3 ist unser e(v) auch links v?)n L4 noch analytisch und dazu un-
gerade. Dem zu Folge ist der ganze Integrand in (4. 4) ungerade, und der
Anteil des Integrals iiber diese Strecke verschwindet. Nebenbei ist dort
e(v) rein imagindr, und das Vorzeichen von Im [(n+1)v + e (v)] entspricht,
da (n+1)€ +e(®) auf der ¢ -Achse monoton wéachst, dem Vorzeichen von
w . Analog verhilt es sich mit L2 . e(v) hat die Periode 2T, woraus
man e(T+v)=e(-T +v)=-e (T -v) folgert. Damit ist e(v) auch auf
L2 rein imagindr, und der Integrand in (4. 4) wird antisymmetrisch beziig-
lich des Punkts W. Deswegen verschwindet auch der Beitrag iiber L2 .
Weitere Vereinfachungen ergeben sich daraus, dass e(®) stiickweise reell
ist. Nach dem Schwarz'schen Spieglungsprinzip (siehe [9], s.373) wird

e (V) = €vJ, so dass man schliesslich bei der Formel
¢ (v) d H (¢-in)
sin € . sin e(v)dv sine, sine (e-1
J = . J/jm{ de
2Wi cosij-cosv m cos'ej-cos (e-in)
0

" (4. 5)

ankommt. Damit ist das komplexe Umlaufsintegral auf ein gewshnliches re-

elles Integral zuriickgefiihrt.
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Die Mehrdeutigkeit von e(v) = arc cos h(v) - (n+1} v bietet noch ein Pro-
blem fiir die Berechnung von sin e(v) . Da wir uns nur {ir den Sinus von
e (v) interessieren, kommt es uns immerhin auf einen additiven Term

plus minus 2 k W nicht an. Der Kosinus ist aber eine gerade Funktion,
weshalb man prinzipiell immer die Wahl zwischen einem Wert von

arc cos h(v) mit positivem und einem mit negativem Imaginirteil hat. Wir
entscheiden uns bei Argumenten auf L1 fir den negativen Imaginérteil,
und zwar aus folgender Ueberlegung: Ist 2 = (T/2) (n+1)"1 , und sind die
Bedingungen (3. 8) erfiillt, stellt man mit Hilfe von (3. 14) bis (3.16) fest,
dass iiberall auf L1 |h(v)] > 1 gilt, und daher {n+l)v + e(v) = arc cos h(v)
nirgends reell ist. Aus Stetigkeitsgriinden muss das Vorzeichen des Imagi-
nirteils konstant sein, und wie wir wissen, ist es fir v = -i(T/2) (n+1)“1

negativ.

Als Quadraturmethode eignet sich fiir periodische Integranden nach {10] die
Trapezregel am besten. Wir integrieren zwar nur liber das halbe Periodizi-
titsintervall, was aber keine Rolle spielt, denn der Integrand rechts in (4.5)

ist eine gerade Funktion von ¢ .

4.2, Der Konvergenzsatz fiir schwache Phasen

Satz 4.1. Das im vorigen Abschnitt prédsentierte Iterationsverfahren zur
Konstruktion der optimalen Phasenfunktion konvergiert gegen die richtige

Losung, falls die Voraussetzungen

I (v) & 0.2 im Streifen S = {v :jwl < ('ll'/Z)(n+l)-1}'
(n+1) 1,1 % 0.08, (3.8)
(n+1) P = (n+l) max |ej - £j| < 0.04,

3

-1
gelten, 2 = (T/2)(n+1) gewdhlt wird, und die numerische Integration von

(4. 5) geniigend prizis ausgefiihrt wird.
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Beweis: Setzen wir

sin'CJ. sin e (v) dv j=12,...,n,

L, = , (4. 6)
J 2Ti cosej—cosv k=1,2, ..., n,

Mk

und nehmen wir vorlédufig an, dass der Integrand auf dem Rand von R'
keine Pole besitzt, also A'qu # 0, so beschreibt sich nach (4. 2) der Zu-
sammenhang zwischen den alten und den neuen nach Vorschrift (4. 4) berech-

neten Phasenwerten ej durch

n
sin (neues e.) = sin (altes e.) + I. ,
( ) (altes e + 5 1y
oder laut (3. 2)
n
sin (¢, +neues Q.) = sin (§.+9.)+ I.. . 4.7
3 g (€, + 9 % i (4.7)

Dadurch offenbaren sich die Werte der Schlitzintegrale Ijk fiir die neuen
Phasenfehler ¢ j als ausschlaggebend. Es ist somit unumgiénglich, diese
wenigstens niherungsweise zu bestimmen, In (4.6) f4llt immerhin auf, dass
der Nenner cos (j - cos v entscheidenden Einfluss auf die Gréssenordnung
der Schlitzintegrale hat, und dass dieser auf Grund der Ergebnisse im

3. Kapitel fiir j=k weitaus am kleinsten ist. In Wiirdigung dieser Tatsache
werden wir nur Ijj moéglichst genau anndhern und uns bei den librigen Ijk
mit Abschétzungen der Gréssenordnung begniigen. Dabei arbeiten wir durch-

wegs mit den Voraussetzungen (3. 8).

Abschédtzung von Ijk fir j*k

Untersuchen wir zuerst die Situation bei zwei reellen Verzweigungspunkten,
wo auch der Schlitz im Reellen verlduft. Zu dem Zweck formen wir den Aus-
druck (4. 6) etwas um. Mit e+(‘e) als Phasenwert am obern und e_(¢) als

Phasenwert am untern Schlitzufer wird



55

€b
isin¥€, k sin e+('€) - sin e_(¢)
. S de
jk 2% a cos ~e_J. -cos ¥
€
k

Dazu liefert (3. 42) fiir den Zihler

2cos[jT - (n+1) €] sin[i Ar Ch h(€)]=
1/2

sin e+(’€) - sin e_(%)

21 cos (n+1) ae-[n’(¢) - 1]

wag wir in obige Formel substituieren. Es resultiert dabei fiir reelle

Schlitzintegrale
eb .
sine J cos (n+1) A [n2(e) - 1712
L, = — de . (4.8)
J T cos¢ - cos ¥,
e? )
J

Um dieses Integral fiir j#k abzuschiizen, brauchen wir den

Hilfssatz 4.2. In einem Punkt v auf dem Schlitz [-k , seier reell

oder komplex, gilt fiir j#k

sin e, 8
< — (n+1) . (4.9)
cose, - cos v 15

Beweis: Auf Grund von (3.22), (3.28), (3.33) und (3.37) gilt an all diesen
Punkten

|-<a-\ej|z3(n+1)'1 =6 , v=e+tiw.

Nehmen wir zuerst den Fall j =1; dann ist € > ~ej ,und mit Wirkung des

Mittelwertsatzes

lcos e, - cos v| = cos €, - cos (€1+6) z 3 (n-i-l)'1 sin‘e1 .

Fir 1 < j < (n+l1)/2 ergibt die zusétzliche Beriicksichtigung des linearen
Glieds der Taylorentwicklung

|cos€j—cosv| gcos(fj-é)-cos'ej zésin?,j-éz/z
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und
2
cos¥.-cos vV é 5 15 1
26-———z2-6z— @),
sin ¢, 2sine, 8 8
3 2
da

sine, = sin[2T/(n+1)]z 4/(a+1) .

Analoge Resultate folgen aus Symmetriegriinden auch fiir j > (n+1)/2 .

Durch Einsetzen verifiziert man die Behauptung (4. 9) des Hilfssatzes.
Damit kénnen wir die gesuchten Schranken fiir (4.8) ermitteln.

a

i1, | = (8/15 T)(n+1)[h2(‘e=§) S 1] () - e

ik ) (4.10)

ausgewertet mit Beniitzung von (3. 24), (3. 28) und (3. 33) ergibt

|Ijk| < C (4.11)

fiir j*k und reelle Schlitze.

Eine dhnliche Schranke existiert auch fiir komplexe Schlitzintegrale. Erin~
nern wir uns, dass wir den Schlitz 1; entlang dem Streckenzug

v~ wk-—‘€ Ve Yy angebracht haben, welcher symmetrisch beziig-
lich der ¥ -Achse liegt. Sei e+(v) der Wert der Phase am rechten Ufer
und e_(v) der am linken Ufer des Schlitzes, so bekommen wir unter Be-

riicksichtigung von e (V) = €(v, als erste Vereinfachung von (4. 6)

A%
sin ¢, sin e+(v) - sin e_(v)
I, = —m dv
Jk T cos€.-cosvVv
Ly i
3

wobei Lk der Streckenzug € k_’ W™ Ve ist. Aus (3.38) und (3. 43) ver-
schafft man sich ferner die Relation (n+l) Av + e_(v) = - (n+1) Av - e+(v) ,

die ihrerseits
sin e+(v) -sine_(v) = 2sin [(n+1) Av + e+(v)]-cos (n+1) Av =

= 2 cos (n+l) AV-[I - hz(v)] 12
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zur Folge hat. Dabei ist das Vorzeichen der Wurzel bei v=1¢ 5 positiv.

Durch Substitution dieser Identitdt erh&lt man

v

k
2 sine, cos (n+1) Av 1 - hz(v)] 12
Iy - ——,“_——1 Im dv. (4.12)
Ly cos \ej - cos v
€K

Die direkteste Abschédtzungsformel fir le j # k ergibt sich aus (4.12)

kl ’
mit Beniitzung von Hilfssatz 4.2 als

|1J.k| < (16/15T) (n+1) {,vk - WL+ -ei«;|}-

* max|cos (n+l) Av{max |1 - hz(v)ll/2 . (4.13)
Ly Ly

Man kann sofort weiter vereinfachen, da mit (3. 28), (3.36) und (3. 37)

-1 172
- X
lvk Wl +[wk »ek| < 1.83(n+l) ~ C
wird, und,fir |[Im {(n+1) Av}| s 0.059, |cos (n+1) Av| kleiner als 1.002
ist. Dazu werden wir zeigen, dass auf Lk |1-h2(v)l < |1 - h2('€‘§)l gilt.
Die eben ermittelten Schranken ergeben zusammen mit (3. 24) und (3. 28)

wie im reellen Fall
Iljkt <= C, (4.14)

Zum Nachweis von {1 - hz(v)l < |1 - hz(ei.*)l auf 1. iberpriifen wir zu-

erst die Situation auf der Strecke ['esk s wj] . Hier l:s‘c v - e;.k rein ima-
gindr und daher der zweite Term in (3. 30) positiv. Auf Grund der Definition
von kj (Av) und wj ist die Summe der beiden ersten Terme negativ und
nicht kleiner als hj (A‘C}k) . Daneben tiberwiegt im Giltigkeitsbereich der
Formel (3.30) der Betrag des zweiten Terms gegeniiber dem des dritten
Terms. Auf Grund all dieser Beobachtungen gilt auf der Strecke [%3? , wj]
Ihj (av)| < lhj (ae 3* )| . Damit ist aus der von (3. 24) abgeleite-
ten Beziehung
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h, (Av)

146

hiw) -1 = 2+

h, (Av)
1 } (4.15)

1+6A

ersichtlich, dass die verwendete Ungleichung auf [Qj*, w}.] stimmt. Fir

die v auf [VJ. , wj] bekommen wir aus (3.30), (3.34) und kj (ij) =

h,(av) - %(1+D3)[n+1+ s-(ei,*)]z (v-w) (v oy - 2€5) +

+ D4(Av)(n+1)3 (v-‘egk)3
Dabei finden die in (3. 30), (3.34) und (3. 36) angegebenen Schranken Anwen-
dung. Mit ihrer Beriicksichtigung folgt

3/2

th.(Av)I = 3.05|hj(A‘€3:‘*)| fir ve [wj, vj] . (4.16)

Wegen der Klemhe1t von |h (A e ¥)| (siehe (3.28)) gilt auch fiir diese v
|1-h (v)| < 1- h (‘€ %) . Damlt 1st die Herleitung von (4. 14) gerechtfertigt.
(4.11) gemeinsam mit (4. 14) liefern so die Abschitzung

> L s@-1HC. (4.17)
j¥k

Berechnung von Ijj flir reellen Schlitz f;

Im reellen Fall haben wir nach (4. 8) die Formel

b
€.
sine, ' cos (n+1) A [n?(e) - 1]"2
-1 de (4.18)
3 T COS¢ - cose.
e? i

i
zu verarbeiten. Da der dusserst komplizierte Integrand einer exakten Be-
handlung allzu grosse Hindernisse in den Weg stellt, streben wir zum vorn-
herein nur eine Approximation des Integrals durch einen méglichst einfachen
Ausdruck an. Dies soll schrittweise geschehen. Als erstes beweisen wir

einen Hilfssatz, der uns erlauben wird, den Integranden stark zu verein-

fachen.



59

Hilfssatz 4.3. Fir einen Punkt v auf dem Schlitz r‘; , seier reell

oder komplex, gilt

cos (n+t1) Av ' sin ¥ . 1

+ — | = (n+1)/3. (4.19)
cOosS VvV - COS Qj Av

Beweis des Hilfsatzes: Zuerst konstatieren wir, dass vermége (3. 22) und

(3.33) alle v auf [;
(n+1) 1AV < 0.109 (4. 20)

erfiillen. In dieser Zone gelten die Ungleichungen
. 3 2 3
|sin Av - Av{ = [Av|® [/ [6 (1-1AavI®)] = 0.17 |AvI®,
I1-cos (n+1) Av| = 0.51 (n+1)% 1avi®,

2|sin2 Av/2 - cotg\ejl s ZShzlAv /2|/sin'€ < 0.251|Av|2(n+1) ,

1=
die wir in
cos (n+l1) Av * sin ¢, 1
d 4 — =
cOS V - COS ‘Cj Av

Av[cos (n+1) Av - 1] - (sin Av - Av) - 2 sinz(Av/Z)cotg '€j

Av [sin Av + 2 sinz(Av/Z)- cotg ~ej]

verwenden und dadurch (4. 19) bestitigen.

Damit kehren wir wieder zu (4. 18) zuriick und schreiben
e b

3 2 1/2
h -
/ [-———-———(\e) 2 de + F0

Ae

3l -

I..
3
[ a
i
Fiir das Restglied Fo bekommen wir dank (4.19) mit

e D o @y 2 1/2
IF_| =[n+1)/3 n](eJ. -e) [ (ex) - 1]
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eine dhnliche Schranke wie in (4. 10) fir | Ijk" Ein Vergleich der Zahlen-
faktoren ergibt IFOI = 0.62C .

Wir gestatten uns noch eine weitere Vereinfachung des Ausdrucks fir I_. ,

indem wir

b
Ae!
I (2 n (ae)"?
= o ——J-—-____
L, = -(1+8)/T — dae+F_

ansetzen und aus (3. 28), (4.15) 18] £ 0.001 erhalten. Als Haupthiirde
bleibt uns noch die Berechnung des Integrals. Da sich der Integrand immer
noch nicht exakt verarbeiten l4sst, und wir zudem die Integrationsgrenzen
nur approximativ kennen, handelt es sich hier um eine ziemlich delikate
Prozedur. Besondere Aufmerksamkeit verdienen die Fille, wo einer der
Verzweigungspunkte in die Ndhe des Kardinalpunkts 'CJ. gelangt oder gar
mit ihm zusammenfillt, denn der Integrand besitzt dort eine Singularitét.
Wir fiihren die eigentlichen Berechnungen aus Darstellungsgriinden im An-

hang durch und notieren uns hier lediglich das Ergebnis (5. 6):

b
A€,
1 / J r2n, (aenY?
— —JL —— dae=9 +F, , |F 150.67P.
T At U 1
ae?
]
Daraus folgt fiir den reellen Schlitz
Ijj = -9j+F, |F|l s 0.68P +0.62C . (4.21)

Berechnung von Ijj fiir komplexen Schlitz [“j
Fiir komplexe Schlitze gilt es, den aus (4.12) entnommenen Ausdruck

Vs

J
2sine, cos (n+1) Av-[l - hz(v)] 12
Ijj = —d dv
L L cos ‘e‘j -cosv
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auszuwerten. Als ersten Schritt vereinfachen wir mit Hilfssatz 4. 3 und
(4.13) und (4.14) zu

mit

. 2, .1/2
IF | < [2 (n+1)/3 n]{wj-wjl + |wj-ej.-~|} [1-h (fj»)] / < 0.62C.

Auch der unbedeutende Anteil am Integral von der Strecke [Vj s wj] soll
in den Restterm aufgenommen werden. Auf dieser Strecke ist verméoge

(3.36) und (3. 37)

Im (Av) 2 |v -~e3.f~| - |vj-wj| = 1.17 [-hJ.(A€3,f~)]1/2 (n+1)‘1 s
und wegen (4.15) und (4. 16)

11 - 02w < 2.56 Ih, (A'€39<)|3/4

Somit ist mit (3. 28), (3.29), (3.35) und (3. 36)

v

J 2 1/2
2 [1-h (v)]/ 1a
— ———  dv|gl.4|v.-w.l(n+1)|h (A€¥)| ' <0.28C,
[} Av J J J J
w1
J
und
W.
) I - n? 2
I, = — Im —_———————  dv+F,, (4.22)
33 T Av 1
ex
]
IFl < 0.9C.

Angesichts der umsténdlichen Detailuntersuchungen, die zur Auswertung
des Integrals in (4. 22) vonnéten sind, ersparen wir uns diese auf den Anhang.

Als Resultat erhilt man fiir A’ﬁiﬁ + 0 (5.23)
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W

I 11+ 2w Y2
Im ———— dv : -9 +F,,|F,1<0.8P,

Av

A e

]
'€J?‘

und fiir das komplexe Schlitzintegral

Iy = -9;+F, IFl=0.9C+0.86P. (4. 23)

Fassen wir nun (4.7), (4.17) und (4. 22) bzw. (4. 23) zusammen, so resultiert
sin(E,j+neues 9].) = sin(Ej+gj)-9j+F*, (4.24)
|F*] < 0.86P+nC <£0.9P, j=1,...,n.

Dies bewirkt weiter
sin (¢, + neues §.) - sin £ . |

J J J
<|sin E’j (cos gj - 1) +|cos 5,]’ (sin gj - gj)l +F* 0,962 P .

Mit tej + neues gj& < arc sin|sin £j +0.962 P| = 0.07 liefert endlich der

Mittelwertsatz

|sin (€. + neues g.) - sin § .|
J L —3d <o0.95P, (4. 25)

neues 9. <
J cos 0.07

allerdings vorausgesetzt, dass A’Ci}ﬁ von 0 verschieden ist.

Fir A€ J = 0 sind gesonderte leicht modifizierte Ueberlegungen erforder-
lich. Diese Situation kann nur bei komplexen Schlitzen eintreffen, da ja

sin e(*ej) reell ist. Aus (3. 43) entdecken wir, dass wir e(*ej) = ej und
auch § j in diesem Fall noch gar nicht definiert haben, sondern nur iiber
e(‘ej + 0) und e('ej - 0) verfiigen, wobei e(~ej -0)= -e(@j + 0) gilt.
Formel (4.7) kann somit in der bestehenden Form gar nicht angewandt wer-

den. Wir beniitzen an ihrer Stelle

n
sin (Ej + neues gj) = Z Ijk (4. 26)
k=1
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Die nachstehenden Betrachtungen geben Aufschluss @ber die Richtigkeit von
(4. 26), Deformieren wir den Schlitz Fj in die geschlossene Kurve T‘J.' s
indem wir den Kardinalpunkt kreisférmig umgehen (siehe Fig. 3), dann

wird auf Grund des Residuensatzes,

Fig. 3

da sin e(v)/(cos ¥ i cos v) im umlaufenden Gebiet keine. Pole hat (vgl.
Fig. 2 und (4.6)),

sin €. sin e(v) dv sin e(v)dv
_J_{ ) S -
2T i cos ‘ej - CcOosS V cos neJ - cos Vv ik

r P j *k
J

Nun ist aber

J
2Ti

sin €. 7{ sin e (v) dv sin e(v)dv

cos €j - CcOS V 3 2Ti cos € -Ccos v
! HUH
I3

wobei H+ und H_ die Peripherien der zwischen I'! und T. eingeschlosse-

ne Halbkreise sind. Weiter ist nach dem Cauchy'schen Integralsatz

sin € -sin e(v) dv sine (¢. + 0)
% d - é l—dv - Tisine(g+0),

cos‘cj-cosv V-9,

J
H, H,

denn die Differenz der Integranden in der obigen Relation ist auf der rechten

Halbkreisscheibe regulir. Parallele Ueberlegungen fiir die linke Halbkreis-



64

scheibe flihren schliesslich zu

sin € sin e (v) dv 1
j }{ =;[sme(fj+0)+sme('€j-0)]=0-

2Wi COS €. -CcOoSV
HU H_ ]

Dieses Ergebnis vereint mit (4. 4) rechtfertigt (4. 26).

Die Ausfithrungen im Anhang (Formel (5.19)) liefern fiir A%ik =0

d 1/2

9 T - h2(v)]
— |Im ———~ dv|s0.232P,
w I Av Vl

€

e

so dass zusammen mit (4. 17), (4.22) und (4. 26)
sin |E,j + neues 9j| < 0.332P

folgt. Da angesichts (3.23) der Ausnahmefall A'ei* = 0 nur fir

IEJ.I < 2.5 (n+1) C = P/4 auftreten kann, schliessen wir

| neues 9j| <0.25P+arcsin0.332P < 0.6 P .

Infolgedessen ist (4. 25) ohne Ei.nschr:'«inkur;g fiir jedes 93‘ , j=1,2, ...,n,

gliltig. Mit (3.7) gewinnen wir daraus das entscheidende Gesetz

neues P = 0,965 altes P .

"neues P" ist dabei der maximale Phasenfehler der durch die Iterations-
formel (4. 4) vermittelten neuen Phasenwerte ej. Folglich strebt bei Aus-
fiihrung sukzessiver Iterationsschritte P mindestens wie eine geometri-

sche Folge gegen Null. Interpretieren wir dieses Resultat vom Standpunkt

(3.2) aus, so folgt die in Satz 4.1 aufgestellte Behauptung.

Die zugestandenermassen sehr restriktiven Voraussetzungen sind vorwie-
gend beweistechnischer Natur, also sicher nicht bestméglich. Direkte Riick-
schliisse von den strengen Voraussetzungen auf die Leistungsfihigkeit des
Algorithmus wiirden zweifellos seinen Wert unterschitzen. Einige im néch-

sten Abschnitt vorgetragene Beispiele m&gen dies bezeugen. In allen Fillen
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war, obschon die Voraussetzungen in (3. 8) bei weitem nicht erfiillt waren,
das Iterationsverfahren nicht nur erfolgreich, sondern es konvergierte

auch tberraschend gut.

4.3, Numerische Experimente

Die erste Funktion, mit der wir das in Abschnitt 4.1 geschilderte Approxi-

mationsverfahren praktisch ausprobierten, war
-1 _
f(x) = (1.25-x) ', x = cos €.

Dieses Beispiel ist bereits in Abschnitt 1.3 theoretisch behandelt worden.
Die Phasenfunktion existiert hier in geschlossener Form und ist durch
(1.10), respektive (1.13) gegeben. An der Stelle € =T /3 nimmt die Pha-
senfunktion ihren grossten Wert & (T/3) =W/3 an.

Der Grad n des Approximationspolynoms wurde einmal gleich 2 und ein-
mal gleich 5 gewihlt. Dies geschah unter anderem deshalb, weil der Punkt
€ =M/3 fir diese n zum Kardinalpunkt wird. Man startete die Iteration

mit den vollkommen neutralen Niherungswerten
e, =0, 3=1,...,n,

fiir die £ (‘ej) . Das Integral in (4. 4) wurde nach Vorschrift (4. 5) mit
£1= 0.4 berechnet. Das Intervall [0,T] teilte man in 24 gleiche Abschnitte

auf und integrierte mit der Trapezregel.

Das Resultat war dusserst zufriedenstellend. Alle berechneten Phasenwerte
Ej’ j=1, 2, ..., n, sowie die Referenzabweichung ) waren bis auf 5
signifikante Dezimalen korrekt, was der vorgegebenen Toleranz entsprach.
Bei n = 2 benéttigte man 6, bei n = 5 8 Iterationsschritte. Es sei noch spe-
ziell darauf hingewiesen, dass f(x) bei 1.25, also nahe beim Approxima-
tionsintervall einen Pol besitzt, welcher sich fiir das Versagen anderer rein
reeller Iterationsalgorithmen verantwortlich zeigte. Diese konvergierten

aber bei weiter entfernten Singularititen.
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x

Als zweite Funktion wurde f(x) = € approximiert. Im Unterschied zum
ersten Beispiel ist hier die Phasenfunktion unbekannt und kann nur fir
n = 1 exakt bestimmt werden. Abgesehen davon, dass £ =1 gewihlt

wurde, ging man genau gleich vor wie bei (1.25 - x)-L.

Die Iteration konvergierte in allen getesteten Beispielen, nidmlich fiir

n =1, 3, 5. Man brauchte 3 Schritte fir n =1 und 3,und 2 Schritte fiir

n = 5, Der ermittelte Phasenwert fiir n =1 war korrekt. Die andern Re-
sultate sind deshalb vertrauenswiirdig, weil A sehr gut mit den Koeffizien-

ten a der Tschebyscheff-Entwicklung

+1

X o0
& - Z « To (x)
o
iibereinstimmte, wie die untenstehende Resultattabelle zeigt., Fiir die Be-

rechnung der a, siehe zum Beispiel {4], s.116.

n=1 A = 0.27880 a, = 0.27150
sin € ; = 0.31854

n=3 A = 0.55284-10-2 a, = 0.54746- 10-2
sin £, = 0.14622 sin € , = 0. 19655 sin§ , = 0.13319
n=-5 A = 0.45225.10-4 ag = 0.44979-10"%
sin § | = 0.07437 sin £, = 0.12604 sing , = 0.14160
sin € , = 0.11960 sin € = 0.06740

Es fallt auf, dass die Phasenwerte mit steigendem Grad abnehmen. Diese
Beobachtung steht natiirlich im Einklang mit der Aussage in Satz 2.1, Im
Fall der Exponentialfunktion ist es sogar so, dass K3 (¢) fir alle @ mit

wachsendem n asymptotisch gegen 0 strebt,

Die numerischen Experimente wurden in FORTRAN II programmiert und
auf einer IBM 1620 gerechnet, und zwar mit einer Rechengenauigkeit von

8 Dezimalen in Gleitkomma.
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5. ANHANG

5.1, Berechnung der Integrale in Abschnitt 4.2

1) Bei der Behandlung des reellen Integrals Ijj tauchte der Ausdruck

b
AL,
. I (210 (ae)]?
PO —Jd °  dAe (5.1)
] a AL

AL,
J

auf, dessen Bearbeitung dort iibergangen wurde. Dies soll nun nachgeholt
werden. Erinnern wir uns, dass eja und ‘Cjb die Nullstellen von hj(A e)
gsind, und hj(A €) zwischen diesen beiden Abszissen positiv ist. Ausser-
dem liegt der Punkt A€ = 0 sicher nicht im Innern des Integrationsinter-
valls, kann aber moglicherweise mit einem der Endpunkte zusammenfal-
len. Da nach (3.30) hj(Av) in erster Annidherung ein quadratisches Poly-
nom ist, wird uns die folgende, aus der Integraltafel [11] hergeleitete
Formel gute Dienste leisten. Sei

N 2
PZ(A'C) a2A'€ +a1A‘€+a°,

2 2

a, <0, D =a1 -4aoa2z0,

mit den Nullstellen

t, = (-a1+D)/2a2, ty, = (-al-D)/Zaz,

1
so ist
ty 12
1 [2p, (0™ .. { td ]
= —_ = signa, { ——7 -(-2a .
T ae 2ay)¥? °
Y (5.2)

Erwidhnenswert ist, dass diese Formel auch im Grenzfall a, = 0 Guiltig-

keit hat.
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- +
Koénnen wir zwei Polynome P2 (A€) und P2 (A€) angeben, derart dass
im offenen Intervall (A ‘€J.a , A‘ejb)

- +
P,7(8%) = h(ae) = Py(ae)

- - -~ - +, + +,, 0+
ist, so gilt, falls P,"(t;7) = P, (t,7) = P, (t;7) = Py (ty7) = 0,

¢ -
2 -
(2P, (A~e)]1/2
sign A€ ¥ ——————— dA¥€ =signlAe* Y. =<
i A 373
Y
t +
2 1/2
(2 P2+(A€)]/
< sign A€ ¥ —_——  dAe (5.3)
J A Ae
Y

Schreiben wir (3. 30) um in
_ 1 2 2 2
hJ.(A\C) = hj(A’eJ?‘)-E[1+D(‘€)] [n+1+8'(f§‘)} (AQ-A‘CE?‘) s

so wird wegen (3.18) und (3.33) |D(¢)| s 0.02. Wir erhalten daher
Pz_(A ), indem wir D(¥€) = const = 0.02, und P2+(A‘e) , indem wir
D(¥¢) = const = -0.02 setzen. Nach (5. 3) ist daher

t 12

2
[2P2(A~e)]
Y, = /— dae, (5. 4)

Ae
Y
mit
P (A€) = h (Ae¥*) -1(1+D )2[n+1+E'('€’.")]2(A‘€ - A‘e#)z ,
2 j i’ 2 o J ]

wobei wir wissen, dass I'Do_l < 0.02 ist. Angesichts (3.23) und (3. 26) er-

halten wir fir die Koeffizienten

] 1 2 2
8y = =94 (E;+9,/2) -5 (6,- D))" (1+D )"+ D,

[+
n

[n+1+€'(en)] (¢, - D) (14D )%,

[
1

- .;.[n+1+e-(eak)]2 (1 +D°)2 .
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Dabei gilt unter der Annahme

Qj = an mit a >-0.1, |gj|520(n+1)c, (5.5)
auf Grund von (3.17), (3.23) und (3. 27)

|D1| < 0.13[8jl s |D5| =< 2,73 (n+1) C IEJ.I .

Unter den Annahmen (5. 5) liefert Formel (5. 2)

Y.
J

-sign €, {(1+D)1¢;-D,l - [g,(2¢ ;+¢,) +

+ @+ )*(€,-D)” - 2 p 1" -

-sign Ej (1+D0){|8j-Dll - |&j+9j-D1|} +
-sign £ {a+D) 1€5+9,-Dyl - [9(2€ ;+8,) +
2 2 124 _
* (D) (€5-Dy) - 2D, 177}
=(1+D) g, +sign €, B [A+ a2+m)12)-1,
mit
A = (1+D0) IEJ+QJ-D1',
- 2
B = -D_(2+D ) 9; (2 sj+qj)+ 2D, (1+D ) g; - 2D, .
Weiter folgt aus (3.8) und (5. 5)
IA] = 0.98 (0,87 +a)|8j| ,

IBls |€.1{(0.27 +0.05 a)|g | +5.46 (n+1) C} ,
v i
IB[a+(aA2+B)2)go0.65P.

Substituieren wir das in die Formel fiir Yj , gewinnen wir

Y, =g, +F

! |F,l = 0.67P. . (5.86)

1 ’
Sind die Annahmen (5. 5) nicht erfiillt, so ist Formel (3. 30) als Ausgangs-

basgis ungiinstig, da sie dber hj (A€) in der Nihe der Kardinalpunkte zu

wenig Auskunft gibt. Wir entwickeln deshalb eine passendere Formel,
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indem wir (3.25) umformen in

- indl
hj(A‘e) 2(1+ &)) sin 2(iEJ.+'3j)+

i

+(-1) {Qn[cos (~ej+A‘€)] - Q [cos ve_j]}+

-2 sin—;— [(n+1) A~e+e(€)+sj] si.n%[(nﬁ-l) Ae +E(€) - gj] . (5.7)
Elementare Operationen ergeben mit Ej' = 2'(~£j)

j2 sin—;-[(n+1) Ae+E(e)+ gj] sin%[(nﬂ) A€ +E(¢€)- sJ.]+

-glr1rg) 2’ g mrirg)avels

<j2 sm%[(rﬁl) Ae +E(e) +ej] sin%[(nﬂ)me + & (e) - ej]+

_%[(n+1)A€+E(‘€)+Ej] [a+1) Ae +E(Q) - €]+

1 '

+5 1€ (e)- ej- e'j Al |2 (n+1+sj)A~<’.+8(‘<’.)+Ej - e'j A€ .

Formel (5.7) erweist sich als dquivalent mit
1 2 2, ,2
hj(A‘e) = -—2-[1+D3('€)] (n+1+£'j) AC” +

-{1+p (0] £ Dy} mr1r ey e - 5 (14D ) (9,487 L (5.8)

) -1
Dye) = (n+1+EL) " Q (cos 8), 6&[e, e +ae]
Dabei wird kraft unserer Annahmen (3. 8) ff. sowie (3.17), (3.18), (3.22),
(3.32) und (3. 33)
ID | < 0.0025,
o
ID ()} = 7-10°%,
(5.9)
IDy(e)l < 2.3 (n+1) C,

lD3(‘€)I < 0.013 .
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Aus (5. 8) kombiniert mit den Ungleichungen (5. 9) bestimmen wir die Poly-
nome P, (A¢) und P,*(A¢), indem wir D,(¢), Dy(¢) und D,(e)
durch die anwendbaren Schrankenwerte ersetzen. Den Wert Yj koénnen
wir jetzt nach (5. 4) ermitteln. Im wesentlichen hat das Polynom PZ(A‘C)
die Form (5. 8), nur befinden sich anstelle von D1(€), DZ(‘e) und DB(‘Q)

Konstanten Dl’ D2 und D_, die irgendwo innerhalb der Grenzen (5. 9)

3
liegen. Ausserdem sagt uns der Vergleich von (5.1) und (5. 4), dass das
Vorzeichen des Integrals (5.4) dem von A%;.* entspricht. Vermége (5. 3),

(5. 8) sowie (3. 41) hat man Gewissheit liber
si 1+D .+D = -gign A€* = si .+ 8.).
g [(1+D)) €, +D,] graer = sign (£, +9)

Damit ergibt (5.2)

Y.

f - sign[(1+D1) 5j+D2](1 +D3)'1 ](1+D1) 5‘].+D2 |+

*sign (3,+€,) (1+D ) 1Q,+ &1 =

(1+D1)5.+D2
—— % 4 (14D + = +F
- (1+D ) (3,+8€;) = §,+F,,
3
D, -D D
1
L= D 9, (D +— )E +—
] 1+D3 ] 1+D:3

g
1]

Diese Formel soll dann eingesetzt werden, wenn (5. 5) nicht erfiillt ist, das
heisst entweder lajl < 20 (n+1) C oder |5j| > 20 (n+1) C mit gj = a gj s
a 5 -0.1 gilt., Im ersten Fall ist nach (3.9), (5.9)

|F1I < IDOI P +|D0 + (D3-D1)/(1+D3)| 2P +|D2/(1+D3)|,

im zweiten Fall ist wegen sign gj = sign [(1+D1) gj+D2] = gign (sj+ gj)

der Wert a zwischen -0.1 und -1 und daher
|F1I < IDOIP+!Do+(D3-D1)/(1+D3)|10P+|D2/(1+D3)|50.41P.

Dies dokumentiert die Giiltigkeit von Formel(5.6) in allen Féllen, die beim

reellen Schlitzintegral auftreten kénnen.
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2) Bei der Behandlung des komplexen Integrals Ijj wurde die Berechnung

des Ausdrucks

Ww.
i
2 1 - h2(v)]12
Y, == Im / —[-——(V—)l- dv (5.10)
J " Av

€

ibergangen und soll an dieser Stelle nachgeholt werden. In einer vorberei-

tenden Phase definieren wir eine Reihe neuer Funktionen durch die Rela-

tionen
hj (Av) = kj (Av)+gj(Av) ,
k. {(Av) k.(Av)
k(av) = -4 2+-1—0), (5.11)

146 1+6A

1-h%w) = k(av) +g(av),
aus denen sich mit (3. 34), (3.37) und (4.15) die Zusammenhénge

g (®v) = D, (av) 1)’ (v-e ),

g.(av)
- 2+

1+6A 1+68A

hj (Av) + kj (Av)

glav) (5.12)

ergeben. Der Umstand, dass g(Av) in (5.11) gegeniiber k(Av) beson-
ders in der Nidhe des kritischen Punktes schwach ins Gewicht zu fallen

scheint, motiviert den Ansatz

1/2

W, W.
) e, 3 ctav) + gtav)] 2 - [(av)]
[ |
A

dV+—T' Im
\'a
*

E3
e ej (5.13)

in der Absicht, den zweiten Summanden als abzuschitzenden Restterm auf-
zufassen. Als erstes bediirfen wir dazu der aus (3. 28), (3.30) und (3. 34)

folgenden Ungleichungen
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Jglav)] = 2.007 |g. (Av)],
J (5.14)
lk(Av)l = -2 (1+9)kj (Av), 181 < 0.002.

Auf Grund derselben Formel und dazu (3.33) und (3.35) gilt zudem auf Lj
fiir |v-‘€’.°‘| = 0.98|w. -‘€’FI 1k (Av)l 2 lg(Av)l und daher

“k(Av) + g(Av) - [k(aw)] 12 |< |g(Av)) / (5.15)

Den letzten Schritt verifiziert man am besten mit dem Ansatz
g(av) = k(Av) g - &%, ¢ s 1. Aus (3.30), (3.34), (3.35) und (5.14) ge-

winnt man ferner

g(@av)l = 0.07 [-h, ()] (v -w)?’ (uv.)'S

Ik{av)| = 0.08 [-hj (A'e*j)], fir |v - e*l 0. 98|w -e*l

Zusammen mit der Substitution it = v -¢*, WJ. - ‘63" = iq)j erméglichen
die hergeleiteten Ungleichungen die folgende Abschitzung des zweiten Inte-

grals in (5.13)

5 1/2 : [k(Av)]1/2
|Fx| =

— =
w

dv

W.
/J [k(av) + g(av)]

Av
%k
€
0.98¢

CP.
[/ Jig (av)¥? 4 ik (av)+gav) 2 41k a2 ]
—_— dtl =

laex+it| J lae*+it]
0 . 0.98¢9 J

<

Al w

O.SBCPJ
2 /)" at
s q.[-hj(A'e}*)]l/z {0.265/ —d

|A€ ¥+it]
0 J

?;

dt
+ 0.671 ——-——-}
jAe* +it]

0.98 CPj J
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Aus der letzten Formel sind zwei verschiedene Ungleichungen abzuleiten.

Erstens gewinnen wir aus |A€3§< +itlzt
|F*| < 0.112 [-hJ.(A‘C;P‘)]l/z , (5.16)

und zweitens aus IA‘(’.J.* +itl IA'ea.*I sowie (3.35)

12 -hylaed)

|F*| < 0.086 [-hj(A~e3.=<)] ;pj/|A~e3*|so.123

[n+1+ s'(eik)]mesﬂ '

(5.17)
Fir |€;] < 2P wirdnach (3.23), (3.26) und (3.27) lhj(A~e3.=<)|53.12 p2

und somit nach (5. 16)
|F*| = 0.2 P .
Fiir |&j[ < 2P bekommen wir aus denselben Formeln
Ih,(Ae*)| < %m .|[2|E.I+|g .|]+
J J J J J
+2.3 (n+l) C [n+1+€'(€3§‘)] laexl+0.173 @+1) C ¢l

und

[n+1+£'(e3_k)] lA~e3H = 0.87 |ejl.

Aus
| h, (A€*)
VR <1.88 P
[n+1+£'('€3%<)] lAej*l
folgt mit (5.17)
|F*| < 0.231 P .
Somit gilt nach (5.13)
W
j 1/2
2 [ic(aw)]Y
Y, == Im ——— dv+F*, |F*|]<0.231P.
J Ll Av
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Da k(Av) nach (3.34) und (5.11) auf der Strecke [e;? , wj] positiv reell

ist, wird mit der Substitution it = v -‘C.’]P‘ fiir A‘e.’].* 20

.
2aex I [k(@av)]¥?
Y, = L dt + F*
] o ae %24+
¢ j

und schliesslich mit (5.12)

@.
2 A€* ] [- 2k.(Av)]1/2
Y. = ____.L(1+6*) —1-2—-—2—— dt + F¥x | (5.18)
J w AC:}? +1t
0

%] = 0.002, |F*| < 0.231P.

Ist A’ﬁ:].“ = 0, liefert die Substitution it = v -?,3.9‘

P,
i [k(Av)]l/Z

2
Y. == Im —————— dt+ Fx,
oo ¢

0

Das Integral wird hier zwar unendlich, bleibt aber rein reellwertig, sodass

wir einfach

Yj = Fx, |F%|s 0.231P, (5.19)

schreiben kénnen.

Kehren wir nun zu (5. 18) zuriick und beachten, dass wir -2 kj (Av) dank
(3. 34) und (3. 35) in der Form

.. 422
-ij (av) 2hj (A'es.*)(l t /‘PJ. ) (5. 20)

darstellen kénnen. Wir haben noch das Vorzeichen der Wurzel von

-2 kj t{Av) abzukliren. Unser Yj soll ja ein Ndherungsausdruck fir das
Integral Ijj sein, das in exakter Form in (4.12) gegeben ist. An jener
Stelle ist das Vorzeichen von [1 - hz('ei?‘)]l/2 als positiv erkannt worden.

Mit (5.11) kénnen wir daraus schliess en, dass auch [- 2 kj (A‘es.*)]l/z ,
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und allgemein fiir ve [e;“ s wj] [-2 kj (Av)]l/2 positiv ist. Mit dieser
Erkenntnis und der aus der Integraltafel [11] entlehnten Formel

y [az_tz]l/z
/‘ﬁ‘ at = T
b” +t 2

0

1/2
(a2+b2)/ ]
_ 1,

bl

sowie (5,21) und (5. 23) folgern wir

T s « w11/2 -1 2 2:1/2
Y. = ¥l-2h.(Ae* . . ¢ x - * *,
j o ostenaer [2naen] Ty vy rae laexif+F

Mit (3.23), (3.30) und (3. 35) formen wir weiter um =zu
Y. = -sign(g.+ £.)"
J J J

. " 2 1/2
{[- 2h;(3€5) +(¢; - D)) (1+Dy)] - 1¢ - DI (1+Dy) }+F* .
(5.21)
Normalerweise ist sign (9j+ Ej -Dl) = sign (9j+ gj) und mit (3. 23), (3. 26)

Y. = -(1+D,)g.-sign(f,.+Q.)————— + Fx, (5.22)
J 373 ! JA+(A2+B)I/2
wobei
B 1/2
A= (1+D" 19 4 g, - Q- a1,
B = 9;[-Dy(2€;+9)+2(Q+A)(1+Dy)] +2 [Q(E;-Q-4;) - D, ],
Q = (-1 Q) (cose¥)/[n+1+g'(eH)] , 1Q1=2.3 (1) C.

Daraus resultiert die Ungleichung

Q- g, D,

3
IB| = 2 (—ITDJWZ- |Al+1g,11D g+ 24,1 +2ID,1.
3

Fiir |£J.| < 2 P Dbedeutet dies mit (3. 23), (3.26) und (3. 30)

Bl < 0.472 P|A|+0.096 P2,

B
——————— | s 0.626 P .
A+ (a2 +B)12
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Entsprechend wird fiir |£J.| > 2P

|Bl < 0.488 P|A| +0.085 P2, |Al = 0.76 P,

was

B

< 0.600 P
A+ @al+pl?

ergibt. Somit bekommen wir im Normalfall aus (5.18) und (5. 22)

Y. = —9j+F

i |F,|=0.88P. (5.23)

9
Falls, was auch denkbar ist, einmal sign (9j+ Ej - Dl) # sign (gj + Ej) =

= gign (EJ. - Dl) wird, ist der Schritt von (5. 21) nach (5. 22) nicht ausfiihr-
bar. Es ist dann zweckmissig, den ganzen Ausdruck (5.21) als Fehlerterm
aufzufassen und anderseits zu zeigen, dass diese Situation nur fiir verhalt-

nismissig kleine g j entstehen kann. Nach (5.21) kénnen wir ansetzen

Y. = -9j+F2.

J (5.24)

1/2

F -2h,(Ae* + [+0.231 P,
[Fyl s [ J( ‘CJ)] g1

Die Ungleichungen

ej(9j+€j)50,

'DI(SJ 'Dl) 2 0:

. . D} < s
|EJ+QJ| s | 1| < |EJ|

sind Voraussetzungen flir das Auftreten dieses Spezialfalles. Aus (3. 23) und

(3. 26) folgt zudem mit Q = (-1)} Q' (cos e/ [n+1+¢'(ep)]
2
(9. +£.)-0.-2Q [-¢. - - 0.
2qJ(qJ+£J) 93 Q[ gJ+Q+A1] 2D2_0

Fir |g j| 2 0.25P =2 2.5 (n+l)C und |Ql= IAII wird angesichts (3. 23)
und (3. 27) sowie sign (Q + Al) = gign D1 = gign 53‘

- gj2+ 2Q [|qj| -1QI] +0.052 (n+1) C 19,1+ 6.3 m)2c? <o,
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und wegen IQl[lqu- 1Ql] = 9j2/4
|9j' < 0.37TP.

FiirlQll < |A1| verifiziert man leicht, dass die Schranke fir |gj| noch

wesentlich glinstiger herauskommt,

Schliesslich ist noch -2 hj (A‘Qa.k) abzuschédtzen. In Anbetracht der Eigen-

schaften von \?.39‘ als kritischem Punkt wird mit (5.8) und (5.9)

[-2hj(A~e3°<)]1/z s [-2 hJ.(O)]l/z = 1.0025|9j +Eyls 1.0025 |D, | .

Aus (3.23) und |EJ.| < |qj| +|D1I folgt weiter

[-2h;(ae3)] 12 g 0,25 P,

wasg wir in (5. 24) einsetzen. Wir erkennen, dass |F2l < 0.851 P ist, und

(5. 23) alle Fille des komplexen Schlitzintegrals reprisentiert.

5.2. Zusammenstellung trigonometrischer Interpola-

tionsformeln

Dieser Abschnitt enthilt ein kleines Lexikon von trigonometrischen Formeln,
die grosstenteils der Literatur entnommen sind. Sie sind an diversen Stel-

len dieser Arbeit als Referenz angefithrt worden.

Es ist bekannt (vgl. [7], Vol.1I, s.2), dass das Polynom ¢n+1 (cos ¢) vom
Grade n+1 in cos ¢, das an n+2 verschiedenen Punkten Qj im Intervall
0 ses 5 vorgegebene Werte ¢n+1 (cos ej) annimmt, eindeutig ist und

sich in der Form
n+1

G4y (cosE) = jZ:o 7 () G, 4q (cos 8,

(5. 25)
—— cos ¥ -cos 8
Tt = || ————— . =01,

K# cos Bj- cos Qk
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darstellen lidsst. Im Spezialfall dquidistanter Stiitzstellen, die wir als Kar-

dinalpunkte bezeichnet haben, lis st sich ¢n+l (cos €) besonders einfach

als
sin (n+1)¢ sin e atl (-1° p. b,
¢n+1 (cos €) E —_— 3 J s (5. 26)
2 (n+1) i=0 cos ~ej - cos¥

(')J. = ¢n+1 (cos ‘€.j)

augdriicken. Die pj sind die Trapezgewichte mit den Werten P, = 1,

p =
n+l
pj = 2 fiir alle iibrigen j. Die Entwicklung von ¢n+1 (cos ¢) in (5.26) in

eine Summe von Tschebyscheffpolynomen wird uns die Richtigkeit der
Formel bestédtigen und noch zusétzliche wichtige Aufschliis se geben. Mit

ihrer Hilfe werden wir nachweisen, dass ¢n+1 (cos ¢)
1) ein Polynom vom Hochstgrad n+l in cos ¢ ist,

2) an den Kardinalpunkten die richtigen Stiitzwerte annimmt.

Wir bedienen uns dafiir der Identitit

n+l1

., 8in (n+1) € sin ¥ kjm
(-1)'] —_— = E P, cos coske, j=0,1, ...,n+1,

cos ¢ - cos e o n+l (5.27)

die wir verifizieren kénnen, indem wir die Summe rechts komplex schrei-
ben und als geometrische Reihe summieren. Durch Einsetzen in (5. 26) ge-

winnen wir

n+l
¢n+1 (cos ¢) = E akcosk‘e s
k=0
(5.28)
+1 .
P < kjT
ak = — E p. cos q),, k=0,1, ..., n+1 .
2 (n+1) =0 ] n+l J

Damit ist Punkt 1 bereits erledigt. Substituieren wir ¥ = ‘€j in (5. 28), so

wird
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+ +
1 n+1 2 n+l KjT KiT
¢n+1 (cos v.j) = > o) P cos — - cos o ¢i .
i=0 k=0 n
Wegen
ki kKT k(G+i)w k(G-97
cos cos = 5 |cos + cos
n+l n+l n+l n+l

wird die Summe iiber k gleich 2 (n+1) pi- 6ij und somit

n+1

By 08¢~ D 63 0 7 00 3701w
i=0

was auch Punkt 2 beweist.
Aus Formel (5. 28) lisst sich besonders noch der Héchstkoeffizient an+1

als
a = p. (-1)) ¢__ . (cose.)
ot (n1) = J n+l J

angeben. Der entsprechende Koeffizient ¢ 41 VoR cosn+l~e wird, da

cos (n+1) e = T (gos ¢) den Hochstkoeffizienten 2% besitzt, gleich
n+

on-1 n+1
- J
= . (-1 cos¥.). 5.29
nil T T P (-7 &, (cos e) (5. 29)
i=0
Aus (5.27) ergibt sich noch fiir alle reellen € die Ungleichung
sin (n+1) @ sin @
(5. 30)

= 2 (n+l).

cos ‘ej -cos €
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