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Uber die Gestalt der positiv gekriimmten offenen
Flachen im dreidimensionalen Raume

J. J. Stoker
Pittsburgh, Penn.

Einleitung.

1. Der Hadamardsche Satz. Den Ausgangspunkt dieser Arbeit
bildet ein Satz von Hadamard, den man folgendermafen auszu-
sprechen pflegt: Jede singularititenfreie geschlossene Fliche im
dreidimensionalen Raume, deren Kriimmungsmap diberall positiv
ust, ist das topologische Bild einer Kugel, also eine ,,Eifliche”. 1)
Das Ziel ist, ihm einen &hnlichen Satz tber offene Flichen an
die Seite zu stellen; der Hadamardsche Satz selbst wird bei dieser
Gelegenheit noch einmal bewiesen werden.

Um Voraussetzungen und Behauptungen dieser Sitze, auch
des Hadamardschen, klar formulieren zu kénnen, ist es notwendig,
einige Begriffe wie ,,Fliche im Raum” und ,,Singularititen-
freiheit” zu prézisieren.

© 2. Der Begriff der ,,Fliche im Raum” und der ,,Parameter-
fliche”. Zunichst betrachten wir eine in abstracto gegebene topo-
logische Flache &, geschlossen oder offen; jeder ihrer Punkte
besitzt — gemiaf} der topologischen Definition der ,,Fliche” —
eine Umgebung, die dem Innern eines Kreises homdomorph ist.
Auf @ seien in folgender Weise Koordinatensysteme ausgezeich-
net: jeder Punkt hat eine Umgebung, in der wenigstens eines
dieser ausgezeichneten Koordinatensysteme erklirt ist; wo zwei
Koordinatensysteme iibereinandergreifen, ist die durch die Ko-
inzidenz bewirktc Koordinatentransformation zweimal stetig
differenzierbar mit von 0 verschiedener Funktionaldeterminante;
jedes in einem Gebiet von @ erklirte Koordinatensystem, das
durch eine Transformation der eben geschilderten Art aus einem

1) J. HapaMARD: Sur certaines propriétés des trajectoires en dynamique [Journ.
de Math. (5) 3 (1897), 831—387].
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ausgezeichneten System hervorgeht, ist selbst ein ausgezeichnetes
System. An der Gesamthcit dieser ausgezeichneten Koordinaten-
systeme soll niemals etwas gedndert werden. In bezug auf sie ist
der Begriff der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von
Kurven und Funktionen erklart und sinnvoll. Wir nennen @ jetzt
eine ,,zweimal stetig differenzierbare” Fliche.

Auf der zweimal stetig differenzierbaren Fliche @ seien drei
zweimal stetig differenzierbare Funktionen des Ortes gegeben,
die wir als Komponenten eines Vektors r im R® auffassen; die
beiden Ableitungen Ly I, seien immer linear unabhéngig von-
einander; dabei sind u, v Koordinaten in irgend einem zugelas-
senen System; die Voraussetzungen der Differenzierbarkeit und
Unabhingigkeit haben offenbar einen von der speziellen Wahl
des zugelassenen Systems unabhiingigen Sinn. Dieser Vektor 1
bestimmt eine , Fliche im Raume” F = g(®); @ ist ,,Para-
meterfliche” von F. Aus der Stetigkeit und Unabhingigkeit der
I, t, folgt bekanntlich, daB jeder Punkt von @ eine Umgebung
besitzt, die durch  eineindeutig in den R? abgebildet wird, sowie
daB3 F Tangentialebenen besitzt, die stetig von den Beriihrungs-
punkten abhingen. Es wird ausdriicklich nicht verlangt, dal F
das eineindeutige Bild von @ ist; Selbstdurchdringungen und
-berithrungen sind also zugelassen.

Auf F wird in bekannter Weise durch die euklidische Geometric
des R® eine Differentialgeometrie bewirkt; durch Vermittlung der
in der Umgebung jedes Punktes erklirten Umkehrung der Ab-
bildung  1aBt sie sich auf @ iibertragen; so entsteht auf @ eine
regulire Riemannsche Metrik. Fiir je zwei Punkte «, 8 C @ ver-
stehen wir unter g(«, f) die in dieser Metrik gemessene Entfer-
nung, d.h. die untere Grenze der Léngen der Verbindungswege
von a und f; ¢ hat die iiblichen Eigenschaften der Entfernungs-
funktion eines metrischen Raumes 2). Bezeichnen wir fiir je zwei
Punkte a, b C R? die euklidische Entfernung mit r(a, b), so ist
fir @ = g(a), b = r(f) immer o(x, B) =r(a, b).

Fir jede Untersuchung der ,,Differentialgeometrie im GroBen’
offener Fliachen — diese werden im folgenden im Mittelpunkte
stehen — ist es notig, den in Betracht zu ziehenden Flichen eine
Einschrankung aufzuerlegen; hierzu gehen wir jetzt iiber.

3. Die Volistindigkeit einer Fliche. Eine Flache F im Raume
R3, wie wir sie definiert haben, enthalt niemals Punkte, die man

?) Hoer-Rinow, Uber den Begriff der vollstindigen differentialgeometrischen
Fliache [Comm. Math. Helv. 3 (1931), 209—225].
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,,singuldr” nennen kénnte; denn jeder Punkt besitzt ja eine Um-
gebung, deren Differentialgeometrie in jeder Hinsicht regulér ist.
Jedoch kénnen Punkte auftreten, die man als ,,Randpunkte”
bezeichnen kann, womit angedeutet werden soll, da3 sie, ohne
selbst zur Fliche zu gehoren, in einer auf der Fliche gemessenen
endlichen Entfernung von den Punkten der Fliche liegen; genau:
der Punkt p C R3 heifit ,,Randpunkt” von F, wenn es auf @ eine
divergente und beschrinkte Punktfolge o«; mit lim g(«;) = p gibt;
(eine unendliche Punktmenge auf @ heiBt ,,divergent”, wenn sie
keinen Haufungspunkt besitzt, und ,,beschrinkt”, wenn die Ent-
fernungen o ihrer Punkte von einem festen Punkt, auf dessen
Wahl es offenbar nicht ankommt, beschrankt sind). Beispiele
von Randpunkten: F ist eine Halbkugel ohne ihren Randkreis
K, die Parameterfliche @ ist der Ebene homéomorph; dann sind
dic Punkte von K Randpunkte von F; oder: F ist ein einfacher
Kegel, aus dem man die Spitze p entfernt hat, @ ist einem Kreis-
zylinder homdomorph; dann ist p Randpunkt von F.

Die offene Halbkugel und der in seiner Spitze punktierte Kegel
sind nun gerade Flichen, wie wir sie nicht untersuchen wollen;
die Halbkugel nicht, weil sie als echter Teil einer groferen singu-
larititenfreien Flache kein geeignetes Objekt fiir eine Unter-
suchung ,,im GroBen” darstellt; den Kegel nicht, weil durch das
Entfernen der Spitze p die in p vorliegende Singularitit zwar ver-
schwiegen, aber nicht tatsichlich beseitigt wird, so da8 auch der
punktierte Kegel nicht den Namen einer singularitiatenfreien
Fliche verdient. Wir schlieBen solche Fille aus, indem wir das
Auftreten von Randpunkten verbieten. Wir setzen also von jetzt
an voraus: Voraussetzung V: F besitzt keinen Randpunkt.

Die Eigenschaft von F, keinen Randpunkt zu besitzen, kann
man auch als ,,innere”” Eigenschaft der auf @ bewirkten Differen-
tialgeometrie ausdriicken. Man nennt eine mit einer Riemann-
schen Metrik versehene Flache @ ,,vollstindig”’, wenn sie die
folgende Eigenschaft hat: jede beschrinkte Punkimenge von D ist
in @ kompakt.®) Wir behaupten nun: die Voraussetzung V 1ust
gleichbedeutend mit der Voraussetzung der Vollstindigkeit. In der
Tat: wenn @ vollstandig ist, so gibt es auf @ tiberhaupt keine
Punktfolge, die divergent und beschrénkt wire, also besitzt F
keinen Randpunkt; ist andererseits @ nicht vollstandig, so gibt
es eine Punktmenge auf ®, die beschrinkt, aber nicht kompakt

3) Hopr-Rmow, le. Man vergl. auch E. CartaN, Les espaces de Riemana.
p. G4.
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ist, und daher auch eine divergente und beschrinkte Teilfolge
«; dieser Menge; aus der Beschranktheit der g(x,, ;) bei festem
«, ergibt sich auf Grund von o(wy, ;) = 7(t(%), £(x;)), daBl auch
die Folge der r(«;) im R® beschrankt ist, also einen Hiufungs-
punkt p C R3 besitzt, und dieser ist Randpunkt von F.

Somit kann man die Voraussetzung V auch so aussprechen:
Voraussetzung V: @ ist eine vollstandige Fldche.

Die oben angefiihrte, die Vollstandigkeit einer Fliche defi-
nierende Eigenschaft ist mit mehreren anderen KEigenschaften
aquivalent, von denen wir die folgende benutzen werden: Auf
einer vollstandigen Fldche hat jede divergente Linie umendliche
Lénge. *) Wir bemerken noch, dafl jede geschlossene Fliache von
selbst vollstindig ist, da ja auf ihr jede Punktmenge kompakt
ist; die Voraussetzung bedeutet also nur fiir offene Flachen eine
Einschrankung. 5)

4. Asymptotische Punkte und Doppelpunkte. Durch die Vor-
aussetzung V ist nicht ausgeschlossen, daf3 es Punkte p C R? mit
folgender Eigenschaft gibt: es existiert eine divergente (unbe-
schrinkte) Folge a; C @ mit lim r(«;) = p. Einen solchen Punkt
p nennen wir einen ,,asymptotischen” Punkt. Wir werden unten
naheliegende Beispiele vollstandiger Fliachen mit asymptotischen
Punkten angeben. Die Eigenschaft einer Flache, keinen asympto-
tischen Punkt zu besitzen, wollen wir die ,, Eigenschaft V'’ nennen;
sie ist offenbar eine Verschirfung der Vollstindigkeits-Eigen-
schaft V. V'’ 1at sich auch so ausdriicken: jeder in @ divergenten
Folge a; entspricht eine im R® divergente Folge r(«;). Ferner ist
klar: wenn F die Eigenschaft V' besiizt, so ist F eine abgeschlossene
Menge des R3; in der Tat: F habe die Eigenschaft V', und p
sei Haufungspunkt von F; dann gibt es eine Punktfolge «; mit
lim g(«;) = p; infolge V' ist diese Folge «, nicht divergent, sie
besitzt also einen Haufungspunkt o*, und aus der Stetigkeit der
Abbildung folgt p = r(a*) C F. Wihrend wir V ein fiir alle Mal
voraussetzen, betrachten wir V' als spezielle Eigenschaft gewisser

4) Horr-Rinow, l.c., besonders 212. .

®) Die Voraussetzung V ist wohl allen Untersuchungen differentialgeometrischer
Ligenschaften ,,im GroBen” auf offenen Flichen angemessen. So ist z.B. in Hilberts
Satz von der Nichtexistenz singularititenfreier Flichen der Kriimmung —1 im R3
die Singularititenfreiheit so zu verstehen, daB die Flichen die Voraussetzung V
erfilllen. Ferner lassen sich auf allen vollstindigen — aber nicht auf allen unvoll-
stindigen — Flichen je zwei Punkte durch einen kiirzesten Weg verbinden (HopF-
Rinow, 1. c.).
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Flichen; wir verbieten das Auftreten asymptotischer Punkte
nicht. Jede geschlossene Fliche hat die Eigenschaft V',

Ebensowenig verbieten wir das Auftreten von Doppelpunkten,
d.h. von Punkten p = g{a) = z(f) mit « % B. Wenn eine Fliche
F keinen Doppelpunkt besitzt, wenn sie also das eineindeutige
Bild ihrer Parameterfliche @ ist, so sagen wir: F hat die ,, Eigen-
schaft E”. :

5. Beispiele. Wir zeigen jetzt durch Angabe einiger Beispiele,
daBl V' und E keineswegs aus der Voraussetzung V folgen.

Beispiel I: @ sei geschlossen, I habe Doppelpunkte; dann ist
V und sogar V' erfiillt, aber nicht E.

Beispiel II: C sei eine ebene Kurve, die sich beiderseits ins
Unendliche erstreckt und einen Doppelpunkt besitzt (etwa ein
cartesisches Blatt), ' der senkrechte Zylinder iiber C und daher
@ mit der Ebene homéomorph; auch diese offene Fliache hat die
Eigenschaften V und sogar V', aber nicht die Eigenschaft E.

Beispiel III: C sei die in Polarkoordinaten r, ¢ durch r =%

gegebene Spirale, I wieder der senkrechte Zylinder iiber C. Dann
sind V und E, aber nicht V' erfiillt; denn die Punkte auf der
Achse, die im Punkte r = 0 senkrecht auf der Ebene von C steht,
sind asymptotisch.

Beispiel 1V: Wir betrachten die in Zylinderkoordinaten gege-
bene Fliache z::——qv, wobei 0 <<r << 4 o0, — 0 <@ <<+ ©
ist. In vektorieller Schreibweise ist die Flache durch den Vektor
t(r, ) mit den Komponenten (r cos ¢, 7 sin ¢, lr — @) gegeben.

r, ¢ sind ‘also die krummlinigen Koordinaten der Flache. Man
rechnet leicht nach, daf3
1 2 4
R

ist. Daraus folgt: die Fliache ist iiberall singularitétenfrei, da
r £ 0 ist. Die Gauflsche Kriimmung der Fliche ist:
K— — (rz—|—2)r"3 )
(l + r2 + 14) /2
Sie ist somit immer negativ.

DaB K nur von r abhingt, bedeutet: die Flache ist eine Schrau-
benfliche mit der z-Achse als Schraubenachse, deren ,,Erzeu-

genden” die gleichseitigen Hyperbeln z == % — konst. sind; durch

ein Schrauben um die z-Achse geht die Fliche in sich iiber. Die



60 J. J. Stoker. [6]

Schnittkurven der Fliche mit den Ebenen z = konst. sind die

Spiralen r = —_1___ Daraus siecht man: die Fliche hat keine
@ + konst

Doppelpunkte; sie hat also die Eigenschaft E, d.h. sie ist das ein-
eindeutige Bild der durch r > 0 gegebenen Hilfte @ einer Ebene,

. in der r, ¢ cartesische Koordinaten sind.

Diese Fliche hat auch die Eigenschaft V. Dazu ist zu zeigen:
jeder in der Halbebene @ divergenten Kurve entspricht eine un-
endlich lange Kurve auf der Flache. Beweis: Es sei A irgend eine
divergente Kurve in @, L die entsprechende Kurve auf der Fliche.
L ist zunéchst sicher eine auf der Fliche divergente Kurve, wenn
auf ihr |z| oder r (oder beide) unbeschrinkt sind: in diesem
Falle ist L sogar im Raume divergent, also unendlich lang. Es
sei also auf L: |2| < A, r < B. Auf Grund hiervon und der

Fliachendarstellung z = lr — ¢ sieht man leicht: die L entspre-

chende Kurve A ist nur dann in @ divergent, wenn lings ihr
7 — 0 und gleichzeitig ¢ — -+ oo streben. Wir haben zu zeigen,
dass L in diesem Falle unendlich lang ist. Das Linienelement
von L ist nun bekanntlich:

ds® = dr? + r3de® 4 dz?, also ist
1
ds=rdp > s dp =d[log (p+4)];

folglich strebt s — + oo mit ¢ — 4 o0. L ist also unendlich lang.
Damit ist die Eigenschaft V bewiesen.

Die Fliche besitzt die Eigenschaft V' nicht; denn die Punkte
der Z-Achse sind asymptotische Punkte.

Die Beispiele 1I, III, IV zeigen iiberdies — was im Hinblick
auf den weiteren Inhalt der Arbeit bemerkenswert ist —, da
E und V'’ nicht einmal dann aus V folgen, wenn das Vorzeichen
des KriimmungsmaBes von F fest ist; denn in den Beispielen von
II und IIT ist es konstant gleich 0, im Beispiel IV negativ; es
ist natiirlich auch leicht, Flichen anzugeben, die iiberall negativ
gekriimmt sind und éhnlich aussehen wie das Beispiel II, die also
Doppelpunkte besitzen.

6. Der Hauptsatz dieser Arbeit enthilt die Behauptung, daf3
Beispiele, wie wir sie eben betrachtet haben, nicht existieren, falls
wir noch verlangen, daB die Flichen iiberall positiv gekriimmt
sind; er behauptet also: bei Beschrinkung auf Fldchen positiver
Kriimmung sind die Eigenschaften V' und E Folgen der Eigen-
schaft V; ausfiihrlicher: Eine vollstindige, iiberall positiv gekriimmte
Fliche im R besitzt weder asymptotische Punkte noch Doppelpunkte.
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Der Satz, den wir beweisen werden, macht aber, ebenso wie
der Hadamardsche Satz, den er enthilt, noch eine bestimmte
Aussage tiber die topologische Struktur der Flidche; in vollstin-
diger Formulierung lautet er:

Sarz I: Voraussetzungen: 1) @ .ist eine vollstindige Fldche
(Voraussetzung V; mit anderen Worten: F besitzt keinen Rand-
punkt); 2) das Kriimmungsmaf von I ist iiberall positiv.

Behauptungen: 1) @ ist entweder der Kugel oder der Ebene
homdomorph; 2) die durch t vermittelte Abbildung von D ist ein-
eindeuttg (Eigenschaft E; mit anderen Worten: I besitzt keinen
Doppelpunkt); 8) F besitzt keinen asymptotischen Punkt (Eigen-
schaft V'). %)

Da jede geschlossene Flache vollstéandig ist, ist hierin der Hada-
mardsche Satz, den wir in Nr. 1 formuliert haben, enthalten; die
Behauptung 3) ist fir geschlossene Flichen trivial. Die geschlos-
senen Flachen sind also nichts anderes als die ,,Eiflichen’; jede
Eiflache ist bekanntlich die Begrenzung eines beschrinkten kon-
vexen Korpers.

7. Weitere Sdtze iiber die offenen Fldchen I. Wir verstehen
von nun an unter F eine offene, vollstindige, positiv gekriimmie
Fldche. Wir werden zeigen, dal3 sich auch die offenen Flichen I
in dhnlicher — und bei Kenntnis des Satzes I sehr naheliegender —
Weise wie die Eiflichen charakterisieren lassen:

Sarz IV: Jede Fliche F ist die Begrenzung einer unbeschrdinkten
konvexen Menge K.

Damit sind Gestalt und Lage von F im wesentlichen beschrie-
ben; eine andere Beschreibung dieser Flichen, die ebenfalls die
weitere Untersuchung zu einer elementaren Aufgabe macht,
liefert der

Sarz II1: Zu jeder Fliche F ldft sich ein rechtwinkliges x-y-z-
Koordinatensystem im Raume so finden, daf F in der Form
z = f(@, y) dargestellt werden kann, wobei I eine in einem kon-
vexen Gebiet der x-y-Ebene eindeutige Funktion ist; man kann dabei
iiberdies als x-y-Ebene eine geeignete Tangentialebene von I wdhlen.

Ein wichtiges Hilfsmittel beim Beweis der Satze IIT und IV
sowie der Behauptung 8 des Satzes I wird die Untersuchung des

) Die Ergebnisse einer Arbeit von St. Conn-VosseN, Singularititen konvexer
Flichen [Math. Ann. 97 (1927), 377—3886], kommen diesem Satz sehr nahe. Auch
die Beweismethode ist zum Teil der unsrigen nahe verwandt. Jedoch wird keiner
unserer Sitze, abgesehen von dem Hadamardschen, ausdriicklich formuliert.
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sphérischen Bildes von F — in iiblicher Weise durch parallele .
Normalen erkliart — sein. Es gilt der

Satz 11: Die sphdrische Abbildung von F ist eineindeutig; das
spdrische Bild liegt ganz auf einer (offenen) Halbkugel; es ist
sphdrisch konvex.

Hierin ist enthalten:

Satz Ila: Eine Fliche F hat niemals zwei parallele Tangen-
tialebenen.

Da der Flacheninhalt des sphérischen Bildes gleich der ,,Cur-
vatura integra’ der Fliche ist, folgt aus der Tatsache, daB das
sphirische Bild auf einer Halbkugel liegt:

Sarz IIb: Die Curvatura integra einer Fliche F ist stets < 2n7).

Weiter wird sich aus Satz II leicht ergeben:

Sarz Ile: Fiir jede Fliche F gibt es wenigstens eine Richtung
im Raum, die zu keiner Tangente von F parallel ist.

Sarz I1d: Jede Ebene E des Rawmes ist entweder einer Tangen-
tialebene von F parallel — dann ist trivialerweise jede in E liegende
Richtung einer Tangente parallel —, oder sie enthdilt eine Richtung,
die keiner Tangenie parallel ist.

8. FEin Korollar des Satzes I, auf das wir nachher nicht mehr
zuriickkommen werden, ist das folgende: wenn ein positiv ge-
kriimmtes Fldchenstiick Doppelpunkte besitzt, so lift es sich gewiss
nicht zu einer diberall positiv gekriimmten vollstindigen Fliche
erweitern. Ebenso unmittelbar ergibt sich aus dem Satz Ila:
Wenn ein positiv gekriimmtes Fldchenstiick zwei parallele Tangen-
tialebenen besitzt, so lift es sich mie zu einer iiberall positiv ge-
kriommten vollstindig offenen Fliche erweitern.

9. Kurven in der Ebene. Im Kapitel I behandeln wir Sitze
iiber ebene Kurven. Diese Sitze dienen teils als Hilfsmittel bei
den Beweisen der vorstehend formulierten Sitze (Kap. II), teils
sind sie bemerkenswert als Analoga zu den im Vorstehenden
aufgefiihrten Eigenschaften von Flichen. Analoga zu dem Hada-
mardschen und zu unserem Hauptsatz gibt es nicht, wie man
an ganz einfachen Beispielen sieht. Die Eigenschaften V/ und E

?) Dies ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren Satzes von COHN-VOSSEN (Kiirzeste
Wege und Totalkriimmung auf Flichen [Comp. Math. 2 (1985), 69-—122]): D sei eine
mit einer ,,vollstindigen” Riemannschen Differentialgeometrie versehene Fliche und
nicht mit der Kugel homoéomorph; dann ist ihre Curvatura integra — vorausgesetzt, .
daB diese existiert — < 27. Es wird also weder iiber die Einbettung in den Raum
noch iiber das Vorzeichen des KriimmungsmaBes etwas vorausgesetzt.
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lassen sich also nicht aus einer Eigenschaft V folgern; wir machen
sie daher zu ausdriicklichen Voraussetzungen iiber die offene
Kurve K; und zwar verstehen wir unter E die Doppelpunktfrei-
heit von K und unter V' die Eigenschaft von K, sich beiderseits
ins Unendliche der Ebene zu erstrecken. Unter diesen Voraus-
setzungen beweist man leicht Satze, die denen aus Nr. 7 ent-
sprechen.

I. KAPITEL.
Ebene Kurven.

1. Erklirung der Kurven K. Wir betrachten offene Kurven in
der Ebene, die in einem rechtwinkligen a-y-Koordinatensystem
durch stetig differenzierbare Funktionen

(1) o(s), y(s), — 0 <s <+ ©, x'%(s) + y'3(s) #0,

in bezug auf einen Parameter s gegeben sind. Wir setzen immer
voraus, daB sie die Eigenschaft V' haben: sie besitzen keine Rand-
oder asymptotischen Punkte (man vergl. die Einleitung), d.h.
es ist
(2) lim (22 +42?) = lim (2? + y?) = 0.

8—> §—>-— W0
Verstehen wir unter L(s) die Lange der Kurve vom Parameter-
wert 0 bis zum Parameterwert s, so ist, wenn wir Polarkoordinaten
7, ¢ in der iiblichen Weise einfithren

Lis)= [ Vritrigtdet = [ |1'|do = 1(s) = r(0)

b

und da nach (2) lim 7 = lim 7 = o ist, erkennen wir: lim L(s) =
8> 8—>—w §—>w
=1lim L(s) = oo, d.h. die Kurve ist in beiden Richtungen unend-
§—>— .
lich lang; infolgedessen ist es erlaubt, dal wir festsetzen: der in

(1) eingefithrte, von — oo bis 4 oo variierende Parameter s ist
die Bogenliange; genauer: es ist L(s) = | s|.

Weiter setzen wir voraus, da die Kurven frei von Doppel-
punkten sind (Eigenschaft E), d.-h. daB zu verschiedenen Werten
von s immer verschiedene Punkte der Ebene gehoren.

SchlieBlich beschrinken wir uns auf Kurven, die gleichsinnig
gekriimmt sind; um diesen Begriff zu erkléren,fithren wir zunichst
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in der tiblichen Weise eine Tangentenrichtungsfunktion 7(s) ein:
dies ist eine fiir alle s eindeutige und stetige Funktion mit

(8) ;i: = CO0S T, %zsin T3

bekanntlich gibt es eine und, bis auf Addition eines von s unab-
héngigen ganzen Vielfachen von 2z, nur eine Funktion z(s).
Unserer Voraussetzung der gleichsinnigen Kriimmung geben wir
folgende Form:

(4) 7(8y) > 7(8y) flir s3> 8.

Die drei genannten Eigenschaften — die Eigenschaft V', die
Doppelpunktfreiheit und die gleichsinnige Kriimmung — sind
offenbar und bekanntlich unabhéngig von den zugrundegelegten
z-y-Koordinaten. Eine Kurve, welche diese drei Eigenschaften
besitzt, nennen wir im folgenden kurz ,,eine Kurve K.

2. Die Totalkrummung der Kurven K. Infolge der durch (4)
ausgedriickten Monotonitit der Funktion z(s) existieren die Grenz-

werte lim z(s)=1t*und lim z(s)=1—, wobei die Werte v+ = -+ oo
s§—>+® §—>—
und 7~ = — o0 zundchst nicht ausgeschlossen sind; die Differenz

7+ — 7~ nennen wir die Totalkriimmung der Kurve; ebenso ver-
stehen wir unter der Totalkriimmung des durch s; < s <s, be-
stimmten Kurvenbogens die Differenz z(s,) — z(s;). Der Haupt-
satz, aus dem die meisten uns hier interessierenden Eigenschaften
der Kurven leicht folgen werden, lautet:

Satz A: Die Totalkriimmung einer Kurve K ist stets < m.
Dieser Satz ist mit dem folgenden gleichwertig:

Sarz A’: Eine Kurve K besttzt niemals zwei parallele Tangenten.
Die Gleichwertigkeit der beiden Behauptungen (fiir jede gleich-
sinnig gekriimmte Kurve C, ob doppelpunktfrei oder nicht) ist
leicht zu erkennen: wenn namlich C zwei parallele Tangenten
besitzt, etwa in den zu den Parameterwerten s, s, (s, > s;) ge-
hérigen Punkten, so ist 7(s,) — 7(s;) = k# mit ganzem k und im
Hinblick auf (4): k>0, also 7(s;) —7(s;) = ®, und daher
v+ — v~ > a; wenn andererseits C eine Totalkriimmung > x hat,
so gibt es zwei Werte s, s, mit s, > s, und 7(s,) — 7(s;) = @, und
die Tangenten in den zu s, und s, gehérigen Kurvenpunkten sind
parallel.

AuBlerdem kann man dem Satz A auch die folgende Gestalt
geben, in welcher wir ihn beweisen werden:

Satz A": C sei eine Kurve, die 1) die (durch (2) ausgedriickte)
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Eigenschaft V' besitat, 2) gleichsinnig gekriimmt ist, und 3) eine
Totalkrismmung > n besitzt; dann hat C wenigstens einen Doppel-
punkt.

Fiir den Bewets von A'' gehen wir von der bekannten Tatsache
aus, daB die Totalkriimmung einer einfach geschlossenen, stetig
differenzierbaren Kurve gleich -+ 2z ist 8), — einer Tatsache, die
wir auch folgendermaBen ausdriicken konnen: ist die Totalkriim-
mung einer geschlossenen Kurve #+ 27, so besitzt die Kurve wenig-
stens einen Doppelpunkt. (Dabei kann man die ,,geschlossene
Kurve” analog wie die offenen Kurven durch (1) unter Hinzu-
fiigung der Bedingung erkldren, daB z(s) und y(s) die Periode 1
besitzen; die Totalkrimmung ist dann durch 7(s+1) — 7(s) bei
beliebigem s gegeben.) Wir leiten hieraus zunachst zwei Hilfs-
satze her, die sich auf Kurvenbigen beziehen, wobei wir einen
,,Bogen” auch wieder durch (1), jedoch nur fiir ein beschrénktes
und abgeschlossenes s-Intervall, etwa 0=<s=1, erkldren.
Gleichsinnigkeit der Kriimmung wird in den Hilfssatzen nicht
vorausgesetzt.

HivrssaTz 1: Die beiden Endpunkte des Bogens B sollen auf
einer Kreisperipherie K, alle anderen Punkte von B im Innern
von K liegen, und die Totalkriimmung z(1) — 7(0) von B sei
> 27; dann besitzt B wenigstens einen Doppelpunkt.

In der Tat: man zeichne einen doppelpunktfreien Bogen B’
mit den folgenden Eigenschaften: er verbindet den Endpunkt ¢
von B mit dem Anfangspunkt p von B und verlduft im iibrigen
im AuBeren von K; er ist stetig differenzierbar, seine Tangenten-
richtungen in p und ¢ stimmen dort mit denen von B iiberein,
und bei Durchlaufung von B’ in der Richtung q_p> nimmt der
Winkel 7 monoton zu; die Méglichkeit, solche Bégen B’ zu kon-
struieren, liegt auf der Hand. Dann ist B + B’ eine stetig dif-
ferenzierbare geschlossene Kurve mit einer Totalkriimmung
> 27; sie besitzt daher einen Doppelpunkt, und dieser liegt nicht
auf B’; er ist daher Doppelpunkt von B.

HiLrssaTz 2: Anfangs- und Endpunkt p bzw. ¢ von B sollen
auf den Grenzgeraden g, bzw. g, eines Parallelstreifens, alle
anderen Punkte von B im Innern des Steifens liegen, und die
Totalkriimmung von B sei > xr; dann besitzt B wenigstens einen
Doppelpunkt.

8) Beweise dieses ,,Umlaufsatzes” findet man bei A. OstrOwsKi: Beitriige zur
Topologie der orientierten Linienelemente [Comp. Math. 2 (1935), 26—49], sowie bei
H. Hopr: Uber die Drehung der Tangenten und Sehnen ebener Kurven [ibid. 2 (1935),
50-—62].
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Um dies einzusehen, drehe man zunédchst das Koordinaten-
system so, dal3 der Streifen parallel zur y-Achse wird, und da@3
g, rechts von g, liegt (d.h. daB = auf g, groBer ist als auf g );
das Minimum von y auf B sei m. Jetzt verbinde man wieder ¢
mit p durch einen doppelpunktfreien Bogen B’, der B zu einer
iiberall stetig differenzierbaren geschlossenen Kurve erginzt und
iiberdies die folgenden beiden Eigenschaften hat: 7 nimmt niemals
ab, und B’ durchschreitet den Streifen in der Halbebene y < m,
so daB also B’ mit B keinen Punkt auBler p und ¢ gemein hat.
Auch die Existenz solcher Bégen B’ ist evident. Nun besitzt B’
zwei parallele Tangenten, némlich dort, wo die Abszisse z ihr
Minimum und ihr Maximum erreicht; daher hat B’, mit Riick-
sicht auf die Monotonitit von 7, eine Totalkriimmung, die = =
ist. Folglich ist die Totalkriimmung von B + B’ grifler als 2z,
und ebenso wie im Hilfssatz 1 folgt, dall B einen Doppelpunkt
besitzt.

Jetzt kommen wir zum Beweise des Satzes A’" und unter-
scheiden zwei Falle: I) Die Totalkrimmung von C ist > 2x,
II) sie ist =< 2x. Im Falle 1 gibt es bereits einen beschrankten
Teilbogen B, von C mit einer Totalkriimmung > 2z; K sei ein
Kreis, in dessen Innern B, liegt; infolge der Eigenschaft V' von
C gibt es, wenn man C, von B, ausgehend, in positiver bzw.
negativer Richtung durchlauft, je einen ersten Schnittpunkt ¢
bzw. p mit K; die Totalkrimmung des Teilbogens B = pq von C
ist infolge der gleichsinnigen Kriimmung von C gréBer als die
Totalkrimmung von By, also > 2z. B besitzt daher nach dem
Hilfssatz 1 einen Doppelpunkt.

Im Falle IT durchlduft 7, wihrend s von — oo bis 4+ oo wichst,
monoton wachsend ein endliches offenes Intervall von einer Linge
= 27 und > &; nach Drehung des Koordinatensystems diirfen
wir annehmen, dal3 dies das Intervall

— << T <+ ¥, 12'<1*§n,

ist. Dann ist lim cos v = cos t* < 0, also, da nach (8) cos T = a'(s)
§=>-+®
ist,
(5) lim z(s) = — oo.
§—>®
(Man beachte: hier wird V' in der Form benutzt, daf3 die Bogen-
linge s gegen oo strebt.)
Ebenso ergibt sich

lim (—a(—s)) = — oo,
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also

5) lim z(s) = 4+ co.

s—>—®

Es sei nun B, ein Teilbogen von C mit einer Totalkrimmung
> m; g, und g, seien die rechte bzw. die linke Grenzgerade eines
vertikalen Parallelstreifens, der B, im Innern enthalt. Aus (5)
und (5’) ist ersichtlich: durch Verlingerung von B, auf C in
positiver und negativer Richtung kommt man zu einem Teil-
bogen B von C, dessen End- und Anfangspunkt ¢ bzw. p auf
g, bzw. g, liegen, und der im iibrigen im Innern des Streifens liegt.
Infolge der gleichsinnigen Kriimmung von C hat B eine groBere
Totalkriimmung als By; sie ist also > @ Daher erfillt B die
Voraussetzungen des Hilfssatzes 2, und mithin liegt auf B ein
Doppelpunkt.

Damit ist der Satz A’ bewiesen.

3. Folgerungen. Wir betrachten wieder eine Kurve K. Das
offene Intervall, welches v durchliuft, wahrend s von — oo bis
+ oo wichst, ist, wie wir soeben bewiesen haben, nicht linger
als 7; ist es durch T~ << 7 <C 7+ gegeben, so ist also 0 < T+ —7"=Z 7.
Wir kénnen das Koordinatensystem so drehen, daf

(6) — IS <0< <47

. . . - . T
wird; z.B. konnen wir immer erreichen,daf 1~ = — t+,0 < 77 =3

wird. Infolge (6) ist immer cos 7 > 0, also nach (3) z'(s) > 0
und z(s) eine monoton wachsende Funktion von s; daher kénnen
wir @ als Parameter der Kurve K einfiithren, und es wird y = f(z)
eine eindeutige und stetig differenzierbare Funktion von z. f(z)
ist auf einem offenen Intervall - < @ < x* erklirt, wobei

x~ = im z(s), «+ =limz(s) ist, und 2= = — 00, 2t = + ®
§—>—® 8—>+ o
sein kann. f'(z) = tg = nimmt mit wachsendem s, also auch mit

wachsendem @, monoton zu. Da y’(s) = sin 7 fiir s = - o0 gegen

den positiven Grenzwert sin t* strebt, ist imy = lim y = + o;
§—>—® T=>+x~

ebenso ergibt sich lim y = lim y = + co. Fassen wir diese Tat-
8>+ ®© x—>xt

sachen zusammen:

Satz B: Fiir jede Kurve K 1ift sich das rechtwinklige x-y-Koor-
dinatensystem so wéihlen, daf K durch eine Gleichung y = f(x) dar-
gestellt wird; dabei ist f(z) eine eindeutige stetig differenzierbare
Funktion; sie tst auf einem Intervall x— < x < x* erkldrt, wobet
die Werte = = — oo, @+ = 4 oo zugelassen sind; f'(x) nimmt mit
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wachsendem ® monoton zu; y = f(x) strebt fir x — = und fur
x — at gegen -+ oO.

Wir stellen K nach Satz B in der Form y = f(z) dar, und
zwar so, da3 y > 0 ist. Alsdann betrachten wir die unbeschrankte
Punktmenge M, deren Punkte durch die Ungleichung y = f(z)
gegeben sind. Dann gilt

Sarz C: 1) K ist der Rand von M, 2) M ist konvex, 83) M ist
identisch mit der Menge aller Sehnen von K. Durch 8 ist K ohne
Heranziehen einer speziellen Darstellung von K eindeutig be-
stimmt. :

In Kap. II, Nr. 8, beweisen wir einen im Wortlaut identischen
Satz fiir offene Flichen im Raume, aus dessen Beweis der ganz
analoge Beweis des vorliegenden Satzes leicht zu entnehmen ist.
Wir wollen also auf einen Beweis des Satzes C verzichten.

4. Weitere Sitze iiber ebene Kurven. Es wird sich in dieser
Nummer nicht mehr um die Kurven K handeln. Wir wollen die
Forderungen der Vollstindigkeit und Doppelpunktfreiheit fallen
lassen, hingegen die anderen am Anfang dieses Kapitels gemachten
Voraussetzungen, also besonders die der gleichsinnigen Kriim-
mung, aufrecht erhalten. Es handelt sich hier um Satze, die wir
fiir die Beweise der Sitze in Kap. II brauchen.

C sei eine gleichsinnig gekriimmte Kurve in der z-y-Ebene;
sie werde durch den Punkt (0, 0) in die Bégen C,, C, zerlegt;
die x-Achse sei Tangente in diesem Punkt; in seiner Néhe sei
x>0 auf C;, <0 auf C,. Es gilt der Sarz:

Voraussetzungen: 1) y wichst auf jedem der Bégen C; und C,
(wenn man ihn von (0, 0) her durchlauft) monoton gegen den-
selben endlichen Grenzwert y*; 2) C ist unendlich lang.

Behauptung: C hat wenigstens einen Doppelpunkt.

Beweis: Auf C, wichst der Tangentenwinkel 7, der in (0, 0)
den Wert 0 hat, monoton. Aus % = sin 7 und dem monotonen
Wachsen von y folgt sin 7= 0, also
(1) 0= 1= m;
folglich strebt 7 gegen einen Grenzwert * < z, und mithin strebt
cos T von 1 her monoton abnehmend gegen den Wert cos 7.
Wir behaupten, daB3 der Grenzwert 2*, dem sich 2 :f cos tds
néhert, gewil ## + oo ist (— oo bleibt zugelassen).

Ist namlich 7* < %, so ist ctg 7 auf ganz C; stetig und postiv

und nimmt monoton ab; daher ist, wenn 2, die Abszisse, y, die
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Ordinate, 7, den 7-Wert in einem festen, von (0, 0) verschiedenen
Punkt p, von C; bezeichnet,

T = fctgtdyzwo + fctgrdy < @y + (Y—Yy) ctg 7o,
0

Yo
& <+ (¥* — Yo) ctg 7
fiir jeden hinter p, gelegenen Punkt. Ist 7* > g—, so nimmt wegen

dx . . . T .
I = 08T die Abszisse  von dem Punkt an, in dem 7 = 5 Ist,

monoton ab; also strebt sie gewill nicht gegen -+ co.

Damit ist gezeigt: auf C, strebt « nicht gegen + co; und ebenso
folgt: auf C, strebt x micht gegen — oo.

Dies hat sich aus der Voraussetzung 1) ergeben (dabei haben
wir noch nicht beniitzt, daB y auf beiden Bogen gegen denselben
Grenzwert strebt). Nach 2) ist wenigstens einer der beiden Bogen
C, unendlich lang; das treffe etwa fiir C; zu. Aus der Beschrénkt-

heit von y folgt dann, daB3 % = sin v gegen 0, also (mit Riick-
sicht auf (1)) v gegen =, und daher cos v gegen — 1 strebt:

dann folgt aus @ = J cos tds: lime = — oo.
Wir wissen also: es ist ima = — o auf C;, ima # — o
auf C,.

Da nun y auf jedem der Bégen C; monoton gegen y* wichst,
konnen wir die beiden Bogen durch Funktionen

z=fily) bzw. z = fyy)

darstellen, die beide in dem Intervall 0 < y < y* eindeutig und
stetig sind. In der Nahe des Punktes (0, 0) ist

faoly) <0 < fily)s

aus
lim fy(y) # — o, lmf(y) = —
y—>y* y—>y*
folgt
foly) > fi(y)

in der Nihe von y* und daher die Existenz eines Wertes y > 0 mit

fy) = A1),

d.h. eines gemeinsamen Punktes von C, und C,, also eines Doppel-
punktes von C.

Den damit bewiesenen Satz werden wir spéter in den beiden
folgenden #dquivalenten Formen anwenden:
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Sarz D,: y wachse auf jedem der Bigen C, und C, monoton
gegen denselben endlichen Grenzwert y*, und C = C, + C, sei
doppelpunkifrei; dann hat C endliche Linge.

Sarz Dy:  y wachse auf jedem der Bigen C, und C, monoton
gegen denselben Grenzwert y*, wobei y* = oo zugelassen ist; C sei
unendlich lang und doppelpunktfrei; dann ist y* = co.

Zum Schluf3 beweisen wir den

Sarz E: Fir eine geschlossene (gleichsinnig gekriimmie) Kurve
C, die wenigstens einen Doppelpunkt besitst, hat die Totalkriim-
mung einen Betrag = 4. .

Nehmen wir an, der Punkt p sei ein Doppelpunkt der Kurve.
Es sei T eine der Kurventangenten in diesem Punkte. Weil die
Kurve geschlossen ist, gibt es auf derjenigen Kurvenschleife, die
T als Tangente besitzt, einen Punkt p’, der in maximalem Ab-
stand von T liegt. Im Punkte p’ besitzt die Kurvenschleife eine
zu T parallele Tangente. Der Kurvenbogen pp’ hat somit die
Totalkrimmung = 7, wegen der gleichsinnigen Kriimmung. Die
Schleife pp'p hat also erst recht die Totalkriimmung > n. Es
gibt aber mindestens eine andere von pp’p verschiedene Schleife
durch p, die der gleichen Betrachtung unterzogen werden kann.
Die Totalkriimmung der ganzen Kurve ist somit > 27, muB also
= 47 sein, weil die Totalkriimmung einer geschlossenen Kurve
immer ein ganzzahlige Vielfaches von 2 ist.

II. KAPITEL.
Beweise der Hauptsitze.

1. Allgemeines iiber Niveaulinien. ® sei wie in der Einleitung
eine abstrakte Fliche, auf der Koordinatensysteme so erklirt
sind, daB man von zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
auf @ (in bezug auf diese Koordinatensysteme) sprechen kann.
Wir setzen in dieser Nummer @ noch nicht zu einer rdaumlichen
Fliche F in Beziehung; wir benutzen auf @ eine Metrik, deren
»» Vollstandigkeit” aber erst ganz am SchluB eine Rolle spielt.

z sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf @. Ein
Punkt « von @ heilt , kritischer’” Punkt von 2, wenn in ihm

2y =2, =0

ist; andernfalls heiit er ,,gewohnlicher” Punkt; diese Unter-
scheidung ist offenbar unabhiingig von dem speziell herange-
zogenen u-v-System.
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Unter ,,Niveaulinie”” von z verstehen wir eine zusammen-
hingende Kurve, auf der z konstant und die nicht echter Teil
einer Kurve mit derselben Eigenschaft ist. Die Differential-
gleichung der Niveaulinien ist

g du + z,do = 0,

Aus bekannten Existenz- und Eindeutigkeitssitzen fiir gewohn-
liche Differentialgleichungen folgt: durch jeden gewdhnlichen
Punkt geht genau eine Niveaulinie; in der Umgebung jedes ge-
wohnlichen Punktes ist die Gesamtheit der dort befindlichen
Bogen von Niveaulinien das topologische Bild einer Schar paral-
leler Geraden; ist in dem gewdhnlichen Punkt « etwa z, # 0,
so bilden 2, v in der Umgebung von « ein zugelassenes Koordi-
natensystem, woraus ersichtlich ist: auf der einen Seite der durch
« gehenden Niveaulinie hat z groBeren, auf der anderen Seite
kleineren Wert als in o.

A sei eine Niveaulinie, deren simtlichen Haufungspunkte
— also auch samtliche Punkte von A — gewéhnliche Punkte
von g seien. Sie besitzt gewil keinen Doppelpunkt, da ein solcher
ein kritischer Punkt sein miiBte; sie ist also entweder eine einfach
geschlossene oder eine einfach offene Linie; diese zweite Moglich-
keit ist so zu verstehen: A laBt sich auf einen Parameter ¢ mit
— o < t< -+ oo so beziehen, daBl zu verschiedenen t-Werten
immer verschiedene Punkte von A gehéren; wir behaupten aber
sogar: /A ist eine beiderseits in @ divergierende Linie, d.h.: fir
jede Parameterfolge t; mit ¢; — + o besitzt die entsprechende
Punktfolge «(t;) keinen Haufungspunkt in ®. In der Tat: gidbe
es einen Punkt o* mit «(f;) —> «*, so miiBte er infolge der liber
A gemachten Voraussetzung gewohnlicher Punkt sein; in seiner
Umgebung gibe es daher aufler den auf seiner Niveaulinie A*
gelegenen Punkten keine weiteren Punkte, in denen z denselben
Wert z* hitte wie in o¥; ist 2, der Wert von g auf A4, so ist aber
wegen der Stetigkeit von z und wegen «(t;) - o* 12 = z*; folg-
lich ligen die Punkte «(f;) auf A%, und es ware also A* = 4;
da auf /A Parameterwerte und Kurvenpunkte eineindeutig und
beiderseits stetig einander entsprechen, miifiten daher die ¢; gegen
den Parameterwert t*streben, den a*auf Ahat, undnicht gegen +- co.

Damit haben wir erkannt: eine Niveaulinie ist enfweder eine
einfach geschlossene Kurve oder eine beiderseits in @ divergie-
rende, einfach offene Kurve, oder sie besitzt einen Haufungspunkt,
der kritischer Punkt ist. In jedem Fall ist sie natiirlich in allen
ihren gewohnlichen Punkten stetig differenzierbar.
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Im Punkte « liege ein relatives Extremum vor; es bedeutet
fiir das Folgende keine Einschrinkung, wenn wir es als Minimum
und z(«) = 0 annehmen. In der Nihe von « bilden die Niveau-
linien bekanntlich ein System einfach geschlossener Kurven, das
einer Schar konzentrischer Kreise homomorph ist, wobei « dem
Mittelpunkt entspricht, und zwar 1a8t es sich so auf die Kreise
abbilden, da3 den orthogonalen Trajektorien der Niveaulinien
die Radien entsprechen. Eine aus o und solchen Niveaulinien
mit 0 < z < %, gebildete (offene) Umgebung von « nennen wir
2(2;), und 2, nennen wir einen ,,reguldren” Wert. Zu verschiedenen
Niveaulinien in Z(z;) gehéren immer verschiedene z-Werte, da
bei Durchlaufung einer Trajektorie, von « herkommend, 2
monoton wéchst.

Wir behaupten zunichst:

Hivrssatz: Wenn der Rand von X(z,) eine geschlossene und
von kritischen Punkten freie Niveaulinie A enthilt, so gibt es einen
reguldren Wert 2z, > z,.

Beweis: Erstens: die Linie 4 wird in jedem ihrer Punkte g
von der Verlingerung einer Trajektorie aus Z(z,) geschnitten.
Denn da f gewohnlicher Punkt ist, ist in einer Umgebung U
von § die Differentialgleichung der Trajektorien regular; die von
dem in U verlaufenden Bogen von /A ausgehenden Trajektorein
schneiden daher diesen Bogen, treten also in X(z,) ein und sind
somit Verlingerungen von Trajektorien aus X(z,).

Zweitens: in verschiedenen Punkten wird A immer von verschie-
denen Trajektorien geschnitten; denn auf der schneidenden
Trajektorie ist der Schnittpunkt mit A in eindeutiger Weise als
der erste Punkt mit z = 2, charakterisiert.

Drittens: jede Trajektorie aus X(z,) schneidet A. Denn wie wir
soeben sahen, sind die Punkte von 4 in eineindeutiger Weise den
schneidenden Trajektorien zugeordnet; ist nun A, eine Niveau-
linie im Innern von X(z,), so wird, da A, von allen Trajektorien
geschnitten wird, durch Vermittlung der schneidenden Trajek-
torien die Linie 4 in eineindeutiger und — infolge der stetigen
Abhingigkeit der Losungen einer Differentialgleichung von den
Anfangsbedingungen — stetiger Weise auf einen Teil A’, von
A, abgebildet, der zunichst ein echter Teil sein konnte. Da aber
A und 4, einfach geschlossene Kurven sind, ist eine solche ein-
eindeutige Abbildung offenbar nur méglich, wenn A’y = A, ist;
mithin ergibt sich aus der Tatsache, daB 4, von allen Trajektorien
getroffen wird, dasselbe fiir A.

Wir wissen also, daB eine Verlingerung jeder Trajektorie aus
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Z(z,) die Kurve A schneidet und sich ein Stiick iiber /A hinaus
verlangern 1aBt; ferner wissen wir, dall diese Verldngerungen
die ganze Kurve A bedecken; schlieBlich erinnern wir uns daran,
daB jeder Punkt von A gewdshnlicher Punkt von z ist, so daB die
Niveaulinien und ihre Trajektorien in seiner Umgebung regulire
Felder bilden. Daraus ergibt sich leicht — etwa unter Benut-
zung des Heine-Borelschen Satzes — die Existenz eines Wertes
2, >z, mit folgender Eigenschaft: jede Trajektorie aus X(%)
laBt sich iiber A hinaus soweit verlingern, da z monoton
wachsend gegen z, strebt, und daB diese Verlingerungen je
zweier voneinander verschiedener Trajektorien zueinander fremd
bleiben.

Dann hat die Gesamtheit X(z,) der durch diese verlingerten
Trajektorien iiberstrichenen Punkte offenbar die Eigenschaften,
die z, als ,,reguldren” Wert charakterisieren, w.z.b.w.

Unter der ,,reguliren Umgebung” X von « verstehen wir nun
die Vereinigung aller Z(z;) mit reguldren z; z* sei die obere
Grenze der z; man sieht leicht, daB8 z* selbst reguldr, und daB
X = Z(z*) ist.

Von nun an machen wir iiber z die folgenden Voraussetzungen:
1.) 2 besitzt in wenigstens einem Punkte o ein relatives Exiremum,
2.) 2 besitat keine anderen kritischen Punkte als relative Exirema.
Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
daB das Extremum in o« ein Minimum mit 2(«) = 0 ist, so da@3
wir die fritheren Bezeichnungen und Aussagen ungeindert an-
wenden diirfen.

Wir untersuchen X und unterscheiden die folgenden drei Fille,
die alle Moglichkeiten erschopfen: A) X ist die ganze Fliche @;
B) X ist echter Teil von @, und im Rande von X'ist ein kritischer
Punkt von 2z enthalten; C) X ist echter Teil von @, und jeder
Randpunkt von Z ist gewohnlicher Punkt.

FaLL A: Es ist ohne weiteres klar: X = @ 4dst der Ebene
homéomorph; z besitzt keinen weiteren kritischen Punkt als das
Minimum «.

Farr B: Ist o kritischer Punkt auf dem Rande von 2, so hat
zin o den Wert 2%, und da in X immer z < z* ist, liegt in «' ein
(relatives) Maximum vor; auf «’ kénnen wir auch die vorstehen-
den Betrachtungen — mutatis mutandis — anwenden; statt P
werden wir dann X’ schreiben. A sei eine so nahe bei o’ verlau-
fende geschlossende Niveaulinie mit z = 2, daB sie in X eintritt;
dann ist sie notwendigerweise eine der ganz in X verlaufende
Niveaulinien. Es existiert also das Teilgebiet X(z,) der reguléren
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Umgebung 2 von «; es existiert aber auch — wie fiir jedes z in
hinreichender Nihe von z* — eine entsprechend definierte Um-
gebung 27(z;) von o’. In X(z) ist z <z, in 2'(z) ist 3 > 2;;
2(%) und 2'(2,) sind also fremd zueinander. Sie haben aber als
gemeinsamen Rand die Niveaulinie 4. Dasowohl Z(z,) + A als
auch 2’(z;) + A einer abgeschlossenen Kreisscheibe homéomorph
ist, ist daher, wie man unmittelbar sieht, X(z,) + A + 2'(%)
mit einer Kugelfliche homéomorph. @ enthilt aber keine ge-
schlossene Fliche als echten Teil; folglich ist @=X(z,)+ A+ 2"(z,).

Damit haben wir als Ergebnis im Farr B: @ ist der Kugel
homoomorph; z besitzt aufer seinem (absoluten) Minimum in «
und (absoluten) Mazximum in o' keinen weiteren kritischen Punkt;
es ist X = @ — o,

Farr C: f sei ein Randpunkt von X = Z(z*). Er ist gewohn-
licher Punkt, es gibt also durch ihn eine Niveaulinie A. Da X
selbst aus lauter Niveaulinien besteht, muB3 A (infolge der regu-
léren Abhéngigkeit des Losungskurven einer Differentialgleichung
von den Anfangswerten) ganz im Rande von X liegen; alle ihre
Héufungspunkte sind also — nach Definition des Falles C — ge-
wohnliche Punkte. Infolgedessen ist A, wie wir weiter oben fest-
gestellt haben, entweder geschlossen oder divergierend. Sie kann
aber nicht geschlossen sein; denn dies widerspriche nach dem
oben bewiesenen ,,Hilfssatz’’ der Definition von 2* als oberer
Grenze aller reguliren z.

Damit erkennen wir fiir den FavrL C: Der Rand von X besteht
aus offenen, also divergierenden, Niveaulinien. (Darin ist ent-
halten, daBl @ eine offene Fliche ist.) —

Wir wollen fiir den Fall C noch eine besondere Eigenschaft der
Niveaulinien in X feststellen, nachdem wir in @ eine Metrik ein-
gefiihrt haben, die die » Vollstandigkeits-Eigenschaft” V besitzt
(vgl. die Einleitung).

In einer solchen Metrik besitzt die offene und divergierende
Niveaulinie 4, die im Rande von X enthalten ist, unendliche
Linge. Man kann daher, wenn m eine beliebige positive Zahl,
B ein fester Punkt von A ist, auf A von § aus einen Bogen A,
von der Lénge m abtragen. Ist p) eine gegen § konvergierende
Punktfolge aus 2, so miissen — infolge der reguliren Abhingig-
keit der Losungen einer Differentialgleichung von den Anfangs-
bedingungen — die geschlossenen Niveaulinien A%, auf denen
die ) liegen, einfache Bogen enthalten, die gleichmiBig gegen
4, konvergieren; die Langen dieser Bogen streben dann gegen m.
Da m beliebig ist, sind also die Lingen der Niveaulinien in X
unbeschrinkt.
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Da ferner in X immer z < 2*, und da 2* der Wert von z auf dem
Rande von X ist, so kénnen wir im Fall C also zwei Feststellungen
machen, die wir spiter anwenden werden:

Liegt der Fall C vor, so ist einerseits 3 in X beschrinkt, anderer-
seits sind die Langen der Niveaulinien in X — gemessen in einer
,,vollstandigen” Metrik — unbeschrdnkt.

2. Die regulire Umgebung eines Punkies der Fliche F. Fiir
die Voraussetzungen iiber die rdumliche Fliche F sei auf die
Einleitung verwiesen. Wir betrachten einen beliebigen Punkt «
auf @. Der Punkt a = g(«) sei der Bildpunkt von « auf F. Die
Tangentialebene von F in a wird als z-y-Ebene eines z-y-Koor-
dinatensystems gewihlt, und zwar mit dem Ursprung im Punkte a. -
Die Koordinate z der Punkte von F ist eine Ortsfunktion auf @.
Die Niveaulinien dieser Ortsfunktion sind die Bildkurven der in
den Ebenen z = konst. liegenden Schnittkurven von F. z hat
die in Nr. 1 (kurz vor Unterscheidung der Fille A, B, C) formu-
lierten Eigenschaften 1 und 2; ist namlich z,(f) = z,(8) = 0 In
einem Punkt p auf @, dann ist bekanntlich die Ebene 2 = 2,
eine Tangentialebene von F in dem f§ entsprechenden Punkt b
von F, und wegen der positiven Krimmung von F ist im Punkte
f ein relatives Extremum von z vorhanden. Andere kritische
Punkte von z gibt es nicht. Daher existiert die ,,regulire” Um-
gebung” X auf @ mit o als Mittelpunkt. Unter S verstehen wir
das Bild von 2 auf F, d.h. S = g(ZX). S heilt die regulire Um-
gebung von a = b(«) auf F.

Wir zeigen nun: die Abbildung von X auf S ist eineindeutrg. Es
ist zunachst klar, daf Punkten verschiedener Niveaulinien in
J verschiedene Punkte in S zugeordnet sind, weil verschiedenen
Niveaulinien in X verschienene Werte von z zugeordnet sind.
Wenn also verschiedene Punkte «; in 2 einen einzigen Bildpunkt
p in S haben, dann miissen sie auf derselben Niveaulinie A’
liegen, deren Bildkurve L’ in S einen Doppelpunkt in p haben
miite. Wir werden aber zeigen, daB alle Niveaulinien L in S
doppelpunktfrei sind. Das Hilfsmittel dazu ist die Totalkriimmung
der Kurven L in S. Weil die Abbildung von X auf S eindeutig
ist, und die Niveaulinien A in X geschlossen sind, miissen die
Bildkurven L der Niveaulinien auch geschlossen sein. Die Kurven
L sind weiter ebene gleichsinnig gekriimmte Kurven; sie sind ja
ebene Schnittkurven der positiv gekriimmten Fliche F und, als
solche, wendepunktfrei. Wir behaupten nun, daB die Totalkriim-
mung jeder Niveaulinie L 2= ist. Fiir die Niveaulinien in einer
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geniigend kleinen Umgebung des Punktes a trifft das zu, weil
diese Kurven wegen der positiven Flichenkriitmmung bekannt-
lich einfach geschlossene Kurven sind. Die Totalkriimmung der
Kurven L ist aber eine stetige Funktion des Scharparameters z
und mul} daher konstant bleiben, weil sie ja immer ein ganz-
zahliges Vielfaches von 27 ist. Die Totalkriimmung jeder Kurve L
ist also 27. Gébe es aber eine Kurve L’ mit einem Doppelpunkt,
dann miilte nach Satz E (Kap. I) die Totalkrimmung einen
Betrag = 4z haben.

Fir den Beweis der Eigenschaft E, d.h. der Eineindeutigkeit
der Abbildung von @ auf F, sind wir damit bereits fertig, falls
wir uns im Fall A oder B befinden. Insbesondere haben wir bereits
den Satz von Hadamard iiber geschlossene Flichen bewiesen. Die
weiteren Ausfiithrungen beziehen sich daher ausschlieflich auf die
offenen Flachen F.

Wir haben fiir den Beweis der Behauptungen 1 und 2 des
Satzes I (s. Einl.) nur noch zu zeigen, da8 Fall C niemals eintritt.
Wir nehmen immer 2(«) = 0 als relatives Minimum an. z* sei
immer die obere Grenze von z in X mit 2* < + oo. Angenommen,
wir hitten schon bewiesen, daBl Fall C niemals eintritt, dann
wiirden wir weiter fiir den Beweis der Eigenschaft V' (also der
Behauptung 3 des Satzes I nur zu zeigen haben: im Falle A ist
z* unendlich; und zwar geniigt es offenbar sogar, dies fiir einen
einzigen Flachenpunkt a (als , Mittelpunkt” der reguliren Um-
gebung S = F) zu zeigen.

3. Die Schaitengrenzen. Ein niitzliches Hilfsmittel bei den
spiteren Beweisen sind die sogenannten ,,Schattengrenzen” von
S?). Bevor wir sie definieren, betrachten wir gewisse Kurven in
2 und S. In jedem von a verschiedenen Punkt von S gibt es zur
Richtung der Niveaulinie L in diesem Punkt eine konjugierte
Richtung; sie ist wegen der positiven Kriimmung von S verschie-
den von der Richtung der Kurve L durch den Punkt. Es entspricht
ihr eine Richtung im entsprechenden Punkt von X. In dieser
Weise ist ein stetiges Richtungsfeld in X — « erkliart. Durch
Integrieren der durch diese Richtungen gegebenen Differential-
gleichung entsteht in 2 — « ein System von Kurven o, so da3
durch jeden Punkt von X — « genau eine ¢ geht. Es ist klar,
daB sich z auf jeder Kurve o monoton @ndert. Wir behaupten

*) Sie werden in #hnlicher Weise von St. Conn-Vossen [Math. Ann. Le.] heran-
gezogen.
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nun: die obere Grenze der auf irgend einer o vorkommenden z-Werte
ist gleich z*, der oberen Grenze von z in Z; die untere Grenze von g
auf o ist gleich 2(a) = 0, der unteren Grenze von z in X. Beweis:
Nehmen wir an, es sei z; < 2* die obere Grenze von z auf einer
gewissen ¢. A sei die Niveaulinie z = 2;. Auf o gibt es eine Folge
B; von Punkten, so daB z(8;) gegen 2, konvergiert. Indem wir
nétigenfalls zu einer Teilfolge tibergehen, konnen wir offenbar
eine Folge #; C o finden, die gegen einen Punkt f* C A konver-
giert. Wie wir soeben festgestellt haben, ist die Feldrichtung in
p* verschieden von der Richtung A in *. Die Integralkurve o*
durch g* muB also Punkte auBerhalb der Niveaulinie A besitzen.
Wegen der stetigen Abhingigkeit der Integralkurven von dem
Anfangspunkt miiBte damit auch o Punkte aulerhalb von 4 be-
sitzen. Die Werte von z auBlerhalb A sind aber gréBer als z,.
Unsere Annahme, daB z, obere Grenze von z auf ¢ ist, besteht
also zu Unrecht. Ebenso zeigt man, da3 die untere Grenze von z
auf o den Wert 3(a) = 0 hat. — Wir kénnen die damit bewiesene
Tatsache auch so aussprechen: Durch jeden von « verschiedenen
Punkt von X geht eine und nur eine Kurve o; auf ihr strebt z
monoton in der einen Richtung gegen z*, in der anderen gegen O.

Den Kurven o entsprechen auf S Kurven s = g(s). Wegen der
Eineindeutigkeit der Abbildung von X auf S ist klar: Die Kurven
s bedecken S derart, daf durch jeden von a verschiedenen Punkt ton
S eine und nur eine s geht; = verhdlt sich auf s ebenso wie auf o.

Liangs einer der Kurven s wird jetzt die S berithrende Torse
Z(s) konstruiert. Wir behaupten: sie ist ein Zylinder. Denn nach
einem bekannten Satz haben die Torsenerzeugenden die zu den
Tangentenrichtungen von s konjugierten Richtungen; sie sind
also Tangenten an die Kurven z = konst. und liegen damit in
einer Schar paralleler Ebenen, nimlich der Ebenen z = konst.
Eine Torsc ist aber bekanntlich entweder Zylinder, Ebene, Kegel
oder Tangentenfliche an einer Raumkurve. Die Torse kann offen-
bar kein Kegel sein. Sie kann auch keine Ebene sein, weil S
positiv gekriimmt ist. Wire sie Tangentenfliche an eine Raum-
kurve, dann miiBte diese Kurve so beschaffen sein, daf} alle ihrer
Tangenten zu einer festen Ebene parallel wéren. Die Kurve
kénnte nur eine ebene Kurve sein, d.h. die Torse wire eine Ebene.
Die Torse Z(s) kann also nur Zylinder sein.

Jetzt nehmen wir irgend eine Ebene durch die z-Achse (d.h.
durch die Flichennormale im Punkte @ von S). Die Schnitt-
kurve s’ dieser Ebene mit einem Zylinder Z(s), dessen Erzeu-
genden senkrecht auf der Ebene stehen, heifle die ,,Schattengrenze”
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von S in dieser Ebene. Zu jeder Ebene durch die z-Achse gibt
es immer zwet solche Zylinder; denn jede Niveaulinie  — konst.
auf S ist eine geschlossene konvexe Kurve, zu irgend einer Rich-
tung in der Ebene einer solchen Kurve gibt es bekanntlich genau
zwei Stiitzgeraden der konvexen Kurve, und diese sind Erzeu-
gende auf je einem der zwei Zylinder. Im Punkte @ war keine
konjugierte Richtung definiert. Man sieht aber, daB jedes Paar
von Zylindern mit parallelen Erzeugenden zu einem einzigen
Zylinder zusammengefaBt werden kann, indem man noch eine
parallele erzeugende Gerade durch den Punkt @ hinzunimmt. Die
Beriihrungskurve dieses Zylinders ist dann $; 4+ a + s, wobei
$, und s, die Berithrungskurven der beiden urspriinglichen Zy-
linder sind. Die Beriihrungskurve s, 4 a + s, hat auch im Punkte
a eine bestimmte Tangentenrichtung, namlich die zu der Erzeu-
genden-Richtung konjugierte. Daher sehen wir jetzt auch, daB
man sagen darf: ,,die Kurven s miinden in bestimmten Richtungen
in den Punkt ¢” — und das Analoge fiir die Kurven ¢ und den
Punkt «. Indem wir auch zu den Schattengrenzen noch den Punkt
a hinzufiigen, gelangen wir offenbar zu der folgenden Aussage:
Jede Schattengrenze beriihrt die ax-y-Ebene im Punkte a, und auf
jeder Schattengrenze strebt = monoton von O her gegen z¥.

Obwohl man somit die Kurven s,, s,, die mit gleicher Richtung
in ¢ miinden, zu einer einzigen Kurve zusammenfassen kann,
werden wir auch weiterhin diese Kurven als verschieden ansehen,
und wir werden auch weiter von den zwei in derselben Ebene
liegenden Schattengrenzen s, und s; sprechen.

Wir behaupten nun: jede Schattengrenze s’ besitzt stetige Tan-
gentenrichtungen und ist wendepunkifrei, also gleichsinnig gekriimmd.
Beweis: Zundchst wollen wir uns iiberzeugen, daf} jede s’ stetig
differenzierbar ist: Jede s’ kann man offenbar auffassen als die
senkrechte Projektion der Kurve s auf die Ebene von 8'; sist
stetig differenzierbar; die Richtung ihrer Tangente fallt niemals
mit der Projektionsrichtung z — konst. zusammen, da diese
beiden Richtungen konjugiert sind; folglich ist auch s’ stetig
differenzierbar.

Nehmen wir an, s’ sei nicht gleichsinnig gekriimmt, habe also
in p’ einen Wendepunkt. Die Tangente von s’ in p’ durchsetzt
s" in p’. Das hitte zur Folge, daB die Tangentialebene von S
in dem zu p’ entsprechenden Punkt p auf S den Zylinder Z(s)
in p durchsetzte. Die s’ entsprechende Kurve s liegt aber auf
diesem Zylinder und wiirde daher durch die Tangentialebene
durchsetzt, und zwar im Punkte p. Das ist aber nicht maoglich,
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weil S iiberall positives Kritmmungsmass hat, und s auf S ver-
lauft.

Es sei jetzt S auf die z-z-Ebene projiziert. Wir bekommen
dabei zwei Schattengrenzen s; und s, in dieser Ebene. Es seien
dann p, und p, Punkte auf s, bzw. s, mit gleichem z, /; und I,
die Lingen der Kurvenbogen ap, auf s; und ap, auf s,. Dann
ist klar: || <!, und |a,| <l,, wobei 2, und z, die 2-Koordi-
naten der Punkte p, und p, sind. Daraus kénnen wir den Schluf3
ziehen: Wenn s, und s, beschrinkte Lingen haben, dann sind die
x-Koordinaten auf S beschrinkt. Das ist zundchst klar fir die
Punkte, die auf s," und s, projiziert werden; alle anderen Punkte
werden auf Punkte von Verbindungsstrecken je zweier Punkte
auf s’ und s,’ mit gleichem z projiziert, weil jede solche Strecke
alle Projektionspunkte einer gewissen konvexen Niveaulinie
z = konst. enthalt.

SchlieBlich bemerken wir, daB das sphdrische Bild jeder Kurve
s ein Grofkreisbogen ist. Das sphirische Bild einer Flache wird
bekanntlich erhalten, wenn man die Flichennormalen parallel in
dem Mittelpunkt einer Einheitskugel abtragt und den Fliachen-
punkten die Schnittpunkte der zugehérigen Normalen mit der
Kugeloberfliche zuordnet. Nun sind die Flichennormalen lings
s samtlich senkrecht zu der Richtung der Erzeugenden des
Zylinders Z(s); ihre Richtungen liegen also in einer festen Ebene
und ihre sphirischen Bilder mithin auf einem GroBkreis.

4. Beweis der Behauptungen 1 und 2 des Satzes I. Es ist zu
zeigen (vgl. Nr. 2, SchluB), daB der Fall C nicht eintritt. Wir
wissen (Nr. 1), daB in diesem Fall einerseits z in X, also auch
in S, beschriankt wire, andererseits die Lingen der Niveaulinien
A von z in S unbeschrankt wiren. Wir werden zeigen, dal diese
beiden Tatsachen nicht miteinander vertriglich sind.

sy, s, seien die beiden Schattengrenzen in der z-z-Ebene. Da
nach Nr. 3 auf jeder Schattengrenze z monoton gegen die obere
Grenze z* strebt — die wir als endlich annehmen —, und s; + s,
keinen Doppelpunkt hat, sind die Voraussetzungen des Satzes D,
aus Kap. I fir die Kurve C = s; + s, erfiillt. Folglich hat C
endliche Linge, und daraus folgt weiter (Nr. 8): x ist auf S be-
schrinkt. Ebenso folgt die Beschranktheit von y auf S.

Wenn aber 2 und y beschriinkt sind, etwa beide dem Betrage
nach < r, so 1aBt sich jede der auf S liegenden konvexen geschlos-
senen Linien z = konst. in ein Quadrat von der Seitenlinge 2r
einschlieBen. Dann ist die Lange jeder dieser Eilinien bekanntlich
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kleiner als der Umfang 87 des Quadrates — im Gegensatz zu der
oben noch einmal festgestellten unbeschrinkten Lange der Niveau-
linien im Falle C.

Damit ist die Unmdoglichkeit von C und somit insbesondere,
mit Riicksicht auf Nr. 2, das Bestehen der Eigenschaft E bewiesen.
Da war uns also im Falle A befinden, ist von jetzt an immer
S=F, Y= ®&; F und @ sind der Ebene homéomorph.

5. Das sphdrische Bild der offenen Fldchen F. In Nr. 3 haben
wir die Definition des sphirischen Bildes bereits angegeben. Wir
stellen jetzt zunédchst fest: F besitzt niemals parallele Tangential-
ebenen. Denn aus der Tatsache X' = @ folgt: wenn man von einem
ganz willkiirlichen Punkt a der Fliche F ausgeht, dann ist dieser
Punkt a die einzige Singularitit der Ortsfunktion z auf F, was
gleichbedeutend mit der obigen Aussage ist. Daraus folgt weiter:
das sphdrische Bild von F ist eineindeutig, und: von je zwei Diame-
tralpunkten der Kugel gehort hochstens einer zum sphdrischen Bild.

Weiter wissen wir aus der Tatsache 2’ = & und dem Abschnitt
iiber die Schattengrenzen: je zwei Punkte von F lassen sich durch
eine Kurve s verbinden, deren sphérisches Bild ein GroBkreis-
bogen ist, und dieser Bogen enthilt niemals zwei Diametral-
punkte; also: das sphdrische Bild ist sphdrisch konvex 1°),

Wir werden zeigen: Das sphdrische Bild liegt auf einer Halb-
kugel.

Der Beweis wird durch den folgenden Hilfssatz geliefert: Eine
sphdrisch konvewe Menge M ist entweder die ganze Kugel, oder sie
liegt auf einer Halbkugel.

Beweis des Hilfssatzes: Wenn M die ganze Kugelfldche ist,
dann ist nichts zu beweisen. M sei also nicht die ganze Kugel.
Die Menge M sei durch Hinzufiigen aller vom Kugelmittelpunkt
nach Punkten von M ausgehenden Halbstrahlen zu einem
,,Kegel” K ergénzt. Wir behaupten: K ist im gew6hnlichen Sinne
konvex, d.h. mit je zwei Punkten aus K gehort auch deren Ver-
bindungsstrecke dazu. Es seien p, und p, irgend zwei Punkte aus K.
Diese Punkte liegen auf zwei Halbstrahlen S, und S,, die etwa
in den Punkten p; und p, die Kugel durchsetzen mégen. Die zwei
Strahlen S; und S, zusammen mit allen Halbstrahlen durch den-
jenigen zu M gehérigen GroBkreisbogen zwischen p, und pj,
der die Linge < & hat, bilden dann die Begrenzung eines kon-

10) Wir nennen eine Menge auf der Einheitskugel sphdrisch konvex, wenn man je zwei
ihrer Punkte in ihr durch einen GroBkreisbogen der Linge < & verbinden kann.
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vexen ebenen Winkelraumes, der offenbar ganz zu K gehort. Die
Verbindungsstrecke zwischen p, und p, gehort also diesem Win-
kelraum, folglich auch dem Kegel K an. K ist also konvex. Nun
behaupten wir: der Kugelmittelpunkt ist Randpunkt von K.
Nach Voraussetzung gibt es mindestens einen Punkt auf der
Kugel, der nicht zu M gehért; infolgedessen gibt es wenigstens
einen vom Kugelmittelpunkt ausgehenden K nicht angehdrenden
Halbstrahl. In jeder Umgebung des Kugelmittelpunktes gibt es
also sowohl Punkte, die K angehoren, als Punkte, die ihm nicht
angehoren. Durch den Kugelmittelpunkt geht also eine Stiitz-
ebene von K. Die Menge M als Teilmenge von K muB3 damit
auf einer Seite einer gewissen Ebene durch den Kugelmittelpunkt
liegen, w.z.b.w.

Damit ist der Satz II (vgl. die Einleitung) bewiesen. — Man
beachte iibrigens: das sphirische Bild ist eine auf der Kugel
offene Menge; daher ist es fremd zum Rande jeder Halbkugel,
auf der es liegt.

Unsere Kenntnisse iiber das sphérische Bild gestatten uns
wichtige Aussagen iiber Richtungen von Geraden und Stellungen
von Ebenen in Raume in ihrer Beziehung zu F zu machen. Wir
sagen von einer Geraden, sic habe ,,Tangentialrichtung”, wenn
sie einer Tangente von F parallel ist, andernfalls sagen wir, sie
habe ,,Achsenrichtung”. Eine Gerade G durch den Mittelpunkt
der Einheitskugel hat offenbar dann und nur dann Achsenrich-
tung, wenn das sphirische Bild von F ganz auf einer der beiden
Halbkugeln mit zu G senkrechter Aquatorebene liegt. Der oben
bewiesene Satz enthilt daher die Tatsache: es gibt wenigstens
eine Achsenrichtung. (Satz Ilc.)

Wir behaupten jetzt sogar: es gibt einen Punkt auf F, in dem
die Flichennormale Achsenrichtung hat; diese Behauptung ist
offenbar gleichbedeutend mit der folgenden: es gibt einen Punkt
p des sphérischen Bildes, so dap die Kugelachse durch ihn Achsen-
richtung hat, mit anderen Worten: daf das sphérische Bild auf der
Halbkugel mit dem Mittelpunkt p liegt.

Diese Behauptung kénnen wir nochmals umformen, in dem
wir uns — &hnlich wie frither — das sphéarische Bild zusammen
mit seinen Randpunkten zu einem abgeschlossenen konvexen Kegel
K mit der Spitze im Kugelmittelpunkt erginzt denken. Unsere
Behauptung lautet dann offenbar: Es gibt durch den Kugelmittel-
punkt O eine solche Stiitzebene von K, daf deren Normale A durch
O ein Strahl aus dem Innern von K ist.

Zum Beweise der Existenz eines solchen Strahles 4 fiihren
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wir den Begriff des zu K polaren Kegels K ein: K wird von den
dulern — d.h. K abgewandten — Normalen der Stiitzebenen
von K in O gebildet; diese Definition ist offenbar gleichbedeutend
mit der folgenden: ein Strahl ¢ gehort dann und nur dann zu K,

wenn er mit jedem Strahl a von K einen Winkel = % bildet. Man

sieht leicht, daB auch K konvex ist!1), Ferner zeigen wir jetzt:
K fallt mit dem zu K polaren Kegel K zusammen. Denn ist
« ein beliebiger Strahl aus K, so gilt fiir jeden Strahl aus K:

<] (a, g)g%, d.h. aCI?, also KCK; gehort andererseits der

Strahl a durch O nichi zu K, so gibt es eine Stiitzebene E
von K durch O, die a von K trennt, und fiir die auBBere Nor-

male ¢ von E gilt daher: <] (x, a) <%; da r zu K gehért,
gehort also a nicht zu K; aus a (K folgt somit a ¢ K. Damit
ist K =K bewiesen. (Wir werden im folgenden iibrigens nur
KCK benutzen.)

Nun haben K und K — wie je zwei konvexe Kérper mit
gemeinsamem Randpunkt O, aber ohne gemeinsamen inneren
Punkt — eine gemeinsame Stiitzebene E durch O; die K zuge-
wandte Normale A4 von E gehort zu K, also zu K. Falls 4 im
Innern von K liegt, dann hat also 4 die behauptete Eigenschaft.
A liege also nicht im Innern, sondern im Rande von K; dann
gibt es durch A4 eine Stiitzebene E; von K, die senkrecht auf E
steht; K liegt also im konvexen Winkelraum zwischen zwei zu
einander senkrechten Ebenen. Betrachten wir nun eine Ebene
E, durch O senkrecht zu E; und E. Falls E, einen Strahl 4 aus
dem Innern von K enthalt, sind wir wiederum fertig: eine Ebene
durch O senkrecht zu 4 ist offenbar Stiitzebene von K, und 4 hat
die behauptete Eigenschaft. Falls E, keinen Strahl aus dem
Innern von K enthilt, so ist auch E, offenbar Stiitzebene von K;
K liegt also im konvexen Winkelraum zwischen drei Ebenen,
die zu je zweien aufeinander senkrecht stehen; dann hat aber
offenbar jeder Strahl aus dem Innern von K die behauptete
Eigenschaft: seine senkrechte Ebene ist Stiitzebene von K.

Der Unterscheidung zwischen Tangential- und Achsenrich-
tungen von Geraden entspricht eine Unterscheidung von Ebenen:
wir sagen, eine Ebene habe ,,Tangentialstellung”, wenn sie einer
Tangentialebene von F parallel ist; andernfalls sagen wir, sie
habe ,,Achenstellung”. Es ist klar, daB jede Gerade, die in einer

11} BoONNESEN-FENCHEL, lc., S. 4.
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Ebene mit Tangentialstellung liegt, Tangentialrichtung hat:
weniger selbstverstandlich ist der folgende Satz: In jeder Ebene
mit Achsenstellung gibt es wenigstens eine Gerade mit Achsen-
richtung. Beweis: In die Sprache des sphirischen Bildes iiber-
setzt, lautet die Behauptung: E sei eine solche Ebene durch den
Kugelmittelpunkt O, da3 die Endpunkte p, ¢ der auf E senkrech-
ten Kugelachse nicht zum sphérischen Bild gehoren; dann gibt
es in E eine Gerade G durch O, so dal} das sphérische Bild ganz
auf einen der der Halbkugeln mit zu G senkrechter Aquator-
ebene E’ liegt. Um diese Behauptung zu beweisen, konstruieren
wir wieder den konvexen Kegel K mit der Spitze O iiber dem-
spharischen Bild. Die Gerade pgq ist Stiitzgerade von K, da p
und ¢ nicht zum sphéarischen Bild gehéren; daher gibt es eine
Ebene E’ durch pg, die Stiitzebene von K ist. Der Schnitt G
von E’ mit E hat die behauptete Eigenschaft.

Damit haben wir also gezeigt: Jede Ebene des Rawmes ist ent-
weder einer Tangentialebene von F parallel — (in diesem Fall ist
trivialerweise jede in thr gelegene Richtung einer Tangente parallel)—
oder sie enthdlt eine Richtung, die keiner Tangente parallel ist.
(Satz IId.)

6. Spezielle Darstellung von F in der Form z = f(z, y). (Satz
II1.) In Nr. 5 haben wir gezeigt: es gibt wenigstens einen Punkt
a auf F, in dem die Flichennormale Achsenrichtung hat. Wir
wollen jetzt beweisen: Man mache die Flichennormale von F tm
Punkte a zur z-Achse eines rechtwinkligen w-y-z-Koordinaten-
systems; dann wird die senkrechte Projektion von F auf die a-y-
Ebene eineindeutig. Es lift sich also F durch eine Gleichung
z = f(@, y) mit eindeutigem [ darstellen. (Bemerkung: Wir werden
spater zeigen, daB iiberhaupt jede Achsenrichtung beziiglich F
als z-Achse eines z-y-z-Koordinatensystems gemi den Bedin-
gungen dieses Satzes gewihlt werden kann.)

Beweis: Der Bequemlichkeit halber nehmen wir noch an, da8
der Punkt @ Koordinatenursprung ist, und dall immer z =0
ist. Wir miissen zeigen: die Parallelen zur z-Achse treffen F, wenn
itberhaupt, in einem einzigen Punkt. Nehmen wir an, dies wire
nicht der Fall, so miite es auf F zwei Punkte p, und p, mit
z-Koordinaten 2, und 2, (natiirlich ist z, # 2,) geben, die auf einer
Parallelen zur z-Achse liegen wiirden. Die Niveaulinien z = 2,
und z = z, werden alsdann auf die 2-y-Ebene projiziert: diese
zwei Ovale in der z-y-Ebene hitten also einen gemeinsamen
Punkt; die zwei Ovale wiirden daher offenbar eine gemeinsame
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Stiitzgerade G haben. Wir nehmen jetzt eine Ebene durch die
z-Achse, die senkrecht zu G steht, und betrachten die Schatten-
grenzen s, und s, (vgl. Nr. 8) von F in dieser Ebene. Es miiBte
also offenbar zwei Punkte auf einer der zwei Schattengrenzen,
etwa auf s;, geben, deren Verbindungsstrecke zur z-Achse parallel
wire; s, hitte daher eine zur z-Achse parallele Tangente, und
folglich gibe es auf F eine zur z-Achse parallele Tangential-
ebene. Unsere Annahme wire also nicht vertriglich mit der
Tatsache, dal die z-Achse Achsenrichtung hat.

Weiter zeigen wir jetzt: das Definitionsgebiet G von f(x, y) st
konvex. Denn nach dem Abschnitt iiber Schattengrenzen wissen
wir, dal3 F durch die vom Punkte @ ausgehenden Kurven s schlicht
bedeckt ist; wenn wir also die Projektion G, desjenigen Teils
von I betrachten, fiir den z < z, ist, dann besteht G, aus den
Projektionen der Bogen der Kurven s mit z < z,, also aus dem
ganzen Innern der Projektion der konvexen Niveaulinie z = z;
das ist aber ein konvexes Gebiet. Wenn also p, und p, irgend zwei
Punkte aus G sind, fir die f(p;) = 2, und f(p,) = 2, sind, dann
brauchen wir die vorangehende Betrachtung nur auf eine Niveau-
linie 2 = z; mit z; > 2; und 2z, anzuwenden, um einzusehen, da$
auch die Verbindungsstrecke von p, und p, ganz in G liegt.

Der Satz III (vgl. Einl.) ist damit bewiesen. In dem Beweis
ist mitenthalten: Ist p, C G, dann ist p, im Innern der Projek-
tionen aller Niveaulinien z = k enthalten, fiir welche k > S(py) ist.

Das Gebiet G kann beschrinkt oder unbeschrinkt sein. Eine
Kurve in G, die entweder ins Unendliche lauft oder gegen einen
Randpunkt von G konvergiert, heilt eine in G ,»divergente”
Kurve. Auf Grund der obigen Charakterisierung des Gebietes G
ist dann klar: einer beiderseits divergenten Kurve in G entspricht
eine Kurve K auf F, auf der die z-Werte gegen die obere Grenze
z* von z streben, d.h. das Bild von K in der Parameterebene ® ist
eine in @ divergente Kurve; folglich ist K beiderseits unendlich lang.

7. Beweis der Eigenschaft V' (Behauptung 3 des Satzes T )-
Wir miilen zeigen, daB3 z unbeschrinkt ist und diirfen uns dabei
des Koordinatensystems aus Nr. 6 bedienen (vg. Nr. 2). F sei,
genau wie oben, in der Form z = f(, y) dargestellt. Wir betrach-
ten die Schnittkurve K von F mit der z-z-Ebene, also die Kurve
z = f(@, 0). Weil G konvex ist, ist das Definitionsintervall von
S(@, 0) zusammenhéngend. AuBerdem ist dieses Intervall offen-
bar eine in G beiderseits ,,divergente” Kurve. Daraus folgt:
K ist eine zusammenhéngende beiderseits unendlich lange Kurve.



[81] Uber die Gestalt der positiv gekriimmten offenen Flichen. 85

Ferner ist K doppelpunktfrei und gleichsinnig gekriimmt; auf
jedem ihrer beiden von @ ausgehenden Zweige strebt 3 monoton
gegen z*. Daher ist nach Satz D, (Kap. I) z* = c0.

8. Die offenen Fldichen F beranden eine konvexe Punktmenge.
(Satz IV.) F sei wiederum in demselben Koordinatensystem
durch z = f(#, y) dargestellt, und es sei 2 = 0. G sei das Defi-
nitionsgebiet von f. Wir betrachten die Menge K aller Punkte
(@, ¢, 2) mit (x, y, 0) CG und 2z = f(a, y). Im folgenden werden
wir der Reihe nach beweisen: 1) F ist der Rand von K; 2) K
ist konvex; 8) K ist identisch mit der Menge aller Sehnen von F.
Durch 3 ist K eindeutig ohne Heranziehen einer speziellen Dar-
stellung von F bestimmt.

DafB3 jeder Punkt von F Randpunkt von K ist, ist evident.
Umgekehrt zeigen wir, dal3 jeder Randpunkt von K auf F liegt.
Es sei r Randpunkt von K, r, seine Projektion in der a-y-Ebene.
Wir unterscheiden zwei Fille, je nach der Lage von 7, in der
a-y-Ebene: 1) ry C G, IT) ro, G.

Fall I: 2, sei die 2-Koordinate von r; wir haben zu zeigen, da3
2, = f(ry) ist. Wire z,Z f(ry), so gibe es eine Umgebung U
von r, so daB fiir jeden Punkt p C U ebenfalls z, Z f(p,) wire. Im
Falle 2, > f(p,) wire r innerer Punkt von K, im Falle z,, < f(p,)
wire r nicht Haufungspunkt von K, in keinem der beiden Fille
wire also r Randpunkt von K. Fiir den Randpunkt » muf} also
2, = f(ry) sein.

Fall II: Wir werden zeigen, dal dieser Fall iiberhaupt nicht
eintritt. Wir unterscheiden zwei weitere Fille: 1.) 7, ist nicht
Randpunkt von G, 2.) ry liegt auf dem Rande von G. Der erste
Fall ist ganz leicht auszuschlieflen: es gibt ndmlich eine Umgebung
U, von ry so, daB kein Punkt von G darin liegt; aus (2, y, 0) C U,
folgt dann (2, y, 2) K, also gibt es eine Umgebung von r, die
fremd zu K ist; r wére also nicht Hiufungspunkt von K. Der
zweite Fall ist der wenigst triviale Fall von allen. Es sei z, wiederum
die z-Koordinate von r. Es gibt also eine Folge p’ von Punkten
aus K, so daB lim z,s = z, ist. Die Projektionen der Punkte p’
auf die a-y-Ebene seien die Punkte p} C G. Die Punktfolge p! -
hat also r, als Haufungspunkt. Aus der Definition von K folgt:
2, = f(pi)tiirjedesi. Wegen derEigenschaftV’istaberlim f(pi)y=o0

Py—>To
(vgl. Nr. 7). Damit miifite auch lim z,, = o0 und nicht gleich
pi—>r
2, sein. Die Annahme, dal} ein Randpunkt von G Projektion eines
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Randpunktes von K sein konnte, besteht also zu Unrecht 12).

Wir behaupten nun, daB die Punktmenge K konvex ist. Es
ist zu zeigen: wenn p und ¢ zu M gehéren, dann gehért auch
deren Verbindungsstrecke dazu. Wenn die Strecke pg parallel
zur z-Achse ist, dann ist offenbar nichts zu beweisen. Wir nehmen
also an, da3 die Projektionen p’ und ¢’ von p und ¢ auf die a-y-
Ebene voneinander verschieden sind. p’ und ¢’ liegen in G.
Daraus folgt, daBl auch die Verbindungsstrecke p’¢’ in G liegt,
weil G konvex ist. Wir nehmen ein neues Koordinatensystem, in
dem wir die @- und y-Achsen so verlegen, daB3 die z-Achse lings
p'q’ fallt, aber so, daB} die neuen z- und y-Achsen in der alten
z-y-Ebene liegen. Dann ist F offenbar nach wie vor in der Form
z = f(x, y) darstellbar.

Wir betrachten jetzt die ebene Schnittkurve z = f(x, 0) von F.
Diese Kurve ist, wie wir wissen, eine beiderseits in F divergente
Linie; sie hat also beiderseits positives und unbeschrinktes z,
und ist ‘aulerdem gleichsinnig gekriimmt. Die erste Ableitung
von f(x,0) mull daher offenbar eine monoton zunehmende
Funktion von z sein. Wir betrachten nun denjenigen Teil der

Kurve, der der Strecke m entspricht; wir wissen: z, = f(p, 0),
z, > f(g, 0), wobei 2, und z, die z-Koordinaten von p und ¢ sind.
Es sei jetzt r irgend ein Punkt der Strecke pg, r, seine Projektion
in G; eine elementare Diskussion zeigt dann: z, > f(r;, 0), d.h.
r liegt in K, w.z.b.w.

Es bleibt noch zu zeigen, daB K mit der Menge aller Sehnen
von F identisch ist. Da3 jede Sehne von F zu K gehort, ist wegen
der Konvexitat von K trivial. Umgekehrt zeigen wir: jeder Punkt
von K liegt auf einer Sehne von F. Wir betrachten also irgend
einen Punkt p aus K; aus der Definition von K folgt: z, = f(p,),
wobei 2, die z-Koordinate von p, p, seine Projektion in G bedeutet;
der Fall 2, = f(p,) ist trivial; es sei z, > f(p,). Dann liegt,wie
in Nr. 6 gezeigt wurde, p, im Inneren der Projektion der Niveau-
linie mit z=2z,, also p im Inneren dieser Niveaulinie selbst.
p liegt also, da dies eine geschlossene konvexe Kurve ist, auf
einer ihrer Sehnen.

9. Allgemeine Darstellbarkeit von F in der Form ¢ = (&, 7).
In Nr. 6 haben wir bereits die Behauptung aufgestellt: jede
Achsenrichtung 148t sich als (-Achse eines rechtwinkligen

12) Die Eigenschaft V' ist an dieser Stelle, wie man sich leicht tiberlegt,
wesentlich.
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&-n-C-Koordinatensystems wahlen, so dal F sich in der Form
¢ = (&, n) mit eindeutigem ¢ darstellen 148t. Diese Behauptung
wollen wir nun beweisen.

Aus Nr. 6 wissen wir: F lat sich immer in der Form z = f(z, y)
darstellen, wobei das Definitionsgebiet G von f konvex ist. Daraus
folgt: Die Schnittkurve von F mit irgend einer zur z-Achse
parallelen Ebene E ist zusammenhéngend. Denn der Schnitt
von E mit G ist wegen der Konvexitidt von G ein zusammen-
hingendes Intervall g, und auf g ist die 2-Koordinate der Schnitt-
kurve als eindeutige stetige Funktion gegeben, ndmlich wenn
man den Schnitt von E mit der Ebene 2 = 0 zur z-Achse macht,
als z = f(x, 0).

Daraus folgt weiter: zu jeder Sehne von F gibt es eine parallele
Tangente von F. Denn durch jede solche Sehne gibt es eine zur
z-Achse parallele Ebene, also gibt es nach dem Vorstehenden
eine ebene Kurve auf F durch die Endpunkte der Sehne, also
eine zur Sehne parallele Tangente dieser Kurve.

Die damit bewiesene Tatsache 143t sich auch so ausdriicken:
Eine Sehne von F hat niemals Achsenrichiung. Es sei nun eine
Achsenrichtung vorgegeben; wir machen sie zur {-Richtung eines
rechtwinkligen &-7--Koordinatensystems. Da jede Parallele zur
¢-Achse infolge des Fehlens von Sehnen dieser Richtung hochstens
einen Schnittpunkt mit F hat, ist die senkrechte Projektion von
F auf die &-5-Ebene ecineindeutig; damit ist gezeigt: hat die
L-Achse ,, Achsenrichtung”, so lift sich F in der Form {=¢(§, 1)
mit eindeutigem ¢ darstellen.

10. Weitere Folgerungen. Um zu zeigen, dal3 das Definitions-
gebiet I" von ¢ konvex ist, benutzen wir die Tatsache, die uns fiir
die oben gebrauchte ,,spezielle” Darstellung z = f(z, y) schon
bekannt ist: die durch z = f(a, y) definierte Punktmenge K ist
konvex. Ferner hat K offenbar die folgende Eigenschaft: jede
Gerade g durch einen Punkt von K trifft F; denn wenn g nicht
zur 2-y-Ebene parallel ist, so nimmt z auf g auch Werte in belie-
biger Nidhe von — oo an, es gibt also auf g nicht nur Punkte mit
z = f(x, y), sondern auch mit z < f(z, y) (da immer f =0 ist)
und daher auch einen Punkt mit f = 0; ist aber g parallel zur
2-y-Ebene, so mufl (wie aus Nr. 8 hervorgeht) die Gerade g die
in ihrer Ebene gelegene ovale Schnittkurve mit F treffen.

Da somit insbesondere jede Parallele zur {-Achse I trifft, ist
die senkrechte Projektion von K auf die &-7-Ebene in der Pro-
jektion I' von F enthalten; dafl umgekehrt I" in der Projektion
von K enthalten ist, ist wegen F C K trivial. I" ist somit die



88 J. J. Stoker. [34]

Projektion der konvexen Menge K, und daher gilt: der Defini-
tionsbereich I' von ¢ ist konvex.

Ebenso wie oben (Nr. 9) aus der Konvexitiat von G folgte, daf
die Schnittkurve von F mit irgend einer zur z-Achse parallelen
Ebene zusammenhidngend ist, folgt jetzt aus der Konvexitit
von I': der Schnitt von F mit irgend einer zur {-Achse parallelen
Ebene ist eine zusammenhéngende Kurve. Wir konnen jetzt
aber sogar behaupten: der Schnitt jeder beliebigen Ebene mit F
ist zusammenhdngend. Denn wenn die Schnittebene Achsenstel-
lung hat, so enthalt die Ebene eine Achsenrichtung (Nr. 5), die
wir zur {-Achse machen kénnen; und wenn die Ebene Tangential-
stellung hat, so wissen wir schon aus Nr. 4, dal} der Schnitt ein
Oval ist. Ubrigens ist die Schnittkurve, falls die Ebene Achsen-
stellung hat, bestimmt kein Oval, da sie ja keine Tangente besitzt,
die zu der in der Ebene vorkommenden Achsenrichtung parallel
wire. Damit sehen wir: ein ebener Schnitt von F ist eine geschlossene
oder eine offene Kurve, je nachdem die Schnittebene Tangential-
oder Achsenstellung hat.

Auf Grund der Tatsache, daB3 F eine konvexe unbeschrinkte
Punktmenge berandet, kann man nun leicht eine Reihe weiterer
Satze aufstellen, z.B. den folgenden: Der Fldcheninhalt von F
ist umbeschrdnkt. Denn stellen wir F wiederum wie in Nr. 6 in
der Form z = f(x, y) dar, und betrachten irgend eine Niveau-
linie 2 = 2, von F; iiber z == z, als Leitlinie wird ein senkrechter
Zylinder aufgebaut, dessen Erzeugenden von z = g, aus in der
positiven z-Richtung ins Unendliche laufen. Dieser Zylinder liegt
offenbar ganz in der durch F berandeten Punktmenge K und hat
unendlichen Flacheninhalt. Der Teil von F, der oberhalb der
Ebene z =z, liegt, hat dann offenbar erst recht unendlichen
Flacheninhalt.

Daraus folgt weiter: Auf der offenen Flache F kann die Kriim-
mung K nicht iiberall groler als eine positive Konstante sein.
Denn die Totalkriimmung von F ist bekanntlich einerseits gleich
dem Flicheninhalt ihres sphérischen Bildes, also nach Satz IIb
= 2z, andererseits gleich dem Integral der Kriimmung erstreckt
iiber F; wiare K also grofler als eine positive Konstante, so
miflte dieses Integral wegen des unbeschriankten Flichen-
inhaltes von F unendlich sein. Damit haben wir den Satz von
Bonnet bewiesen: Eine vollstindige Fldche F, deren Kriimmung
iiberall grofer als eine positive Konstante ist, ist geschlossen 13).

(Eingegangen den 11. September 1934.)

13) Vgl. Hopr-RiNow, l.c. Hier wird dieser Satz durch ,,innere” differentialgeo-
metrische Betrachtungen bewiesen.
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