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Vorwort

Die vorliegende Dissertation umfaBt zwei Teile: einen ersten,
vorwiegend experimentellen, aus dem Gebiete der Photoelastizi-
it und einen zweiten, rein theoretischen, aus dem Gebiete der
Schwingungslehre.

Beide Untersuchungen wurden auf Anregung von Herrn Prof.
Dr. H. Favre im Photoelastischen Laboratorium des Lehrstuhles
fiir Mechanik in franzosischer Sprache an der Eidgendssischen
Technischen Hochschule in Ziirich ausgefiihrt.

Ich méchte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. H. Favre fiir
sein groBes Interesse, das er wihrend der ganzen Zeit dieser
Arbeit entgegengebracht hat und fiir die vielen, guten Ratschlige,
bestens danken.

Herrn Prof. Dr. H. Ziegler bin ich fiir die eingehende Durch-
sicht, sowie fiir die wertvolle Kritik dieser Verdffentlichung eben-
falls zu Dank verpflichtet.
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1. Teil

Experimentelle Untersuchung der
Spannungsverteilung in freiaufliegenden Balken

Einleitung

Der freiaufliegende Balken ist ein weit verbreitetes Kop-
struktionselement auf dem Gebiet des Maschinenbaues, wie auch
beim Briickenbau, Hochbau usw.

Aus Griinden der Materialersparnis wird er sehr oft mit
verinderlichem Querschnitt ausgefiihrt und zwar meistens so, dafs
seine Breite iiber die ganze Spannweite konstant gehalten wird
und seine Hohe der Belastungsart angepaBt wird.

Sobald es technisch durchfithrbar ist und es sich wirtschaft-
lich lohnt, wird der Ingenieur danach trachten, einen Balken kon-
stanter Randspannung zu verwenden, da bei diesem das Material
am besten ausgeniitzt wird.

Fiir den Konstrukteur ist es von grofer Bedeutung, zu wissen,
was fiir innere Spannungen auftreten, wie sie iiber einen Quer-
schnitt verteilt sind und ob die verschiedenen Theorien, die ihm
zur Vorausberechnung zur Verfiigung stehen, mit den experimen-
tell gemessenen Werten iibereinstimmen. Insbesondere wird ihn
das Profil des Balkens konstanter Randspannung bei verschie-
denen duBleren Belastungen interessieren.

Es wurden bisher nicht viele freiaufliegende Balken span-
nungsoptisch untersucht und dann meistens nur qualitativ. Akira
Miura hat quantitative Resultate veroffentlicht [19]1), die aber
nur an Modellen von gerader oder gebrochener Berandung ausge-

1) Die eingeklammerten Zahlen [] beziehen sich auf das Literatur-
verzeichnis der S. 133 u. ff.
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fithrt wurden (Rechteck-, Trapez- und T-Form). Auch er hat aber
den Spannungszustand nicht vollstindig bestimmt, sondern hat
sich damit begniigt, den Richtungswinkel « der Hauptspannungen
(Hauptspannungstrajektorien) und die Differenz der beiden
Hauptspannungen o, — o, zu messen. Uber die GroBe von op und
o, kann er aber aus diesen Messungen allein im allgemeinen nichts
Bestimmtes atissagen.

Wir haben uns zur Aufgabe gestellt, die 5 verschiedenen Mo-
delle mit konstanter Querschnittsbreite der Fig. 1 (No.1bisV)2),
von denen 4 (No. Il bis V) nach der elementaren Festigkeitslehre
eine konstante Randspannung aufweisen sollten, vollstindig aus-
zumessen und die Ergebnisse mit einigen Theorien zu vergleichen.

Die Untersuchung ist gewissermaBen ein Gegenstiick zur
Doktorarbeit von M. Robert [17], welche die beidseitig einge-
spannten Balken mit verinderlichem Querschnitt behandelt (siehe
Fig. 5, 6, 7 und Tafel 11 von [17]).

Nachdem wir die MeBmethode kurz erwihnen (§ 1), be-
schreiben wir die Modelle (§ 2) und die MeBtechnik (§§ 3und 4).
Es folgt die Anwendung verschiedener Theorien zur Berechnung
der Spannungen (§ 5). In § 6 unterziehen wir die experimen-
tellen Messungen einer kritischen Priifung und vergleichen sie
mit diesen Theorien. Der § 7 enthilt einige SchluBbetrachtun-
gen und § 8 eine Zusammenfassung.

§ 1. MeBmethode und MeBapparate

Die Spannungen wurden nach der rein optischen Methode
von H. Favre gemessen [1]. Da sie eingehend in seiner Disser-
tation [2] und in der Doktorarbeit von M. Robert [17] beschrie-
ben ist, eriibrigt sich hier eine nochmalige Erwéhnung. Die Appa-
rate werden ebenfalls in [2] und [17] ausfiihrlich behandelt3).
Wir kénnen demnach den Leser auf diese zwei Verdffentlichungen
verweisen.

2) Der Index, bzw., bei den Balkennummern der Fig. 1 bezeichnet
den Belastungsfall 1 oder 2.
%) Vergleiche Fig. 2a und 2b.
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Immerhin méchten wir aber festhalten, daB alle Instrumente
nach den Abanderungen, die in [18] beschrieben sind, zur vollen
Zufriedenheit funktioniert haben, sodaB keine weiteren Verbes-
serungen angebracht werden konnten, und ferner daran erinnern,
daB die rein optische Methode den Vorteil besitzt, die Messun-
gen auf 1 bis 20 der maximalen Hauptspannung genau zu geben,
was uns fiir den Vergleich mit den Theorien sehr zugute kam 4),

§ 2. Beschreibung der Modelle

Die Fig.1 zeigt die 5 Modelle, welche untersucht wurden.
Sie haben alle dieselbe maximale Héhe hy =18 mm und sind in
bezug auf ihre Mitte symmetrisch. Hinsichtlich ihrer Linge
kénnen wir sie in 2 Gruppen einteilen:

a) Modell No. I, II und III mit einer Gesamtlinge von je
/=190 mm, Spannweite [, = 180 mm, Verhiltnis huflm=1/1,.

b) No. IV und V mit einer Gesamtlinge von je /=100 mm,
Spannweite /= 90 mm, Aufly=1/s.

Der Balken I besitzt eine konstante Hohe A4 = 18 mm, wiahrend
die untere Berandung von I bis V teils durch 2 Parabeln allein (11
und IV), teils durch 2 Parabeln mit geraden Mittelstiicken (111 und V)
gebildet wird. Die Parabeln haben alle ihre Scheitel auf dem oberen
Rand, senkrecht iiber den Auflagern, und ihre Achse fillt mit ihm
zusammen. Die Parabeln sind weiter durch die Punkte A der
Fig. 1 vollstindig bestimmt. Wir werden spiter sehen, daB diese
Modelle nach der Theorie der elementaren Festigkeitslehre in
bezug auf senkrechte Querschnitte, fiir die verschiedenen Bela-
stungszustinde eine konstante Randspannung aufweisen sollten 5).

Da die Enden dieser Modelle nicht die Héhe null besitzen
konnen, haben wir ihnen eine Héhe %, gegeben, die fiir 11 und 111
5 mm betrigt und fiir IV und V 7 mm. Der Ubergang zwischen

4) Die Genauigkeit der MeBmethode hat uns erlaubt, einen systema-
tischen Fehler von 3,7 9% in einer Theorie festzustellen (vergleiche § 6,
S. 42).

5) Siehe § 5, S. 25.



Fig. 2a. Apparate fiir die Messung von o und d;.

Fig. 2b. Apparate fiir die Messsung von ¢; und &, (Interferometer).
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den Teilstiicken gleicher Hohe an den Enden %y und den Para-
beln wurde durch einen Kreisbogen ausgefiihrt, dessen Radius
r = 3 mm betragt.

Fiir alle Balken haben wir ein rechtwinkliges Achsensystem
(O*x*y*) gewihlt (siehe Fig.1).

Die Modelle sind aus optischem Glas und wurden durch die
A.G. Kern & Cie. in Aarau geschliffen. Wir mochten diese Ge-
legenheit ergreifen, um dieser Firma fiir ihre sehr sorgfiltige
Arbeit unseren besten Dank auszusprechen.

Die vorderen und hinteren Hauptflichen der Modelle sind
auf =+ 1’ planparallel. Ihr Dicke ist konstant und betrigt
e¢=9,413 mm. Die Berandung wurde mit einer Genauigkeit von
+ 0,1 mm ausgefithrt. Wir konnten keine latenten Spannungen
feststellen.

Aus der gleichen Glasplatte, zwischen den Modellen, haben
wir 5 quaderférmige Probestibe von je 6 X 10 x 30 mm Kanten-
linge herausschneiden lassen, die zur Bestimmung der optischen
Koeffizienten a, b, ¢ des Glases verwendet wurden.

Die untenstehende Tabelle gibt fiir die verschiedenen Probe-
stibe den Wert dieser Koeffizienten an, sowie den Mittelwert, der
fiir die Berechnung der Spannungen in den Balken angenommen
wurde,

Tabelle 1.

Werte der Koeffizienten a, b, ¢ fiir die griine Spektrallinie des
Quecksilberdampfes (A= 5461 A).

Probestab No. J a ‘ b ‘ ¢
A:kgmm™! | A:kgmm™' | i:kgmm™!

1 + 0,03612 | + 0,08609 | — 0,04997
2 + 0,03559 | --0,08561 — 0,05002
3 + 0,03486 | -+ 0,08475 | — 0,04989
4 +0,03448 | + 0,08426 | — 0,04978
5 -+ 0,03557 | 4-0,08533 | — 0,04976

Mittelwerte =

Werte fiir die

Spannungsbe- 4+ 0,03532% | 4 0,08520% | — 0,04988+

rechnung !
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§ 3. Belastungsfille und Belastungskrifte. Wah! der Punkte

in denen die Spannungen gemessen wurden

Belastungsfille. Wir haben 2 Belastungsarten angebracht,
die aber beide in bezug auf die Mitte der Modelle symmetrisch
sind (siehe Fig. 1) ¢).

1. Eine nach unten gerichtete Einzelkraft P, die in der Mitte
des oberen Randes senkrecht zu ihm angreift (No. Iy, II; und 1V,).

2. Zwei gleichgroBe nach unten gerichtete Krafte 2, P im Ab-
stand & von der Mitte des oberen Randes, die senkrecht auf ihn
wirken (No. I,, III, und V,).

& =40 mm fiir I, und III,, &= 20 mm fiir V,.

Die Tabelle 2 gibt die Anzahl der Krifte P und ihre Grofie
fiir die verschiedenen Profile an. Die Reaktionen in den Lagern
links und rechts sind gleich groB (P fiir I,, IIl, und V,; P/2 fiir
I, I, und 1V,).

Tabelle 2.
Modell | Anzahl der | GréBe der | Reaktionin | Anzahl der
No. Krifte P Kraft P | den Lagern | MeBpunkte
' kg kg
I 1 24,83 12,42 88
I, 2 22,44 22,44 97
11, 1 19,81 9,91 100
111, 2 17,43 17,43 110
1V, 1 31,84 15,92 91
V, 2 22,04 22,94 95

Anbringen der Krifte. Die Modelle wurden nacheinander in
den groflen Belastungsrahmen der Laboratoriums gelegt (siehe
Fig.2c). Die Gewichtssteine iibertragen dort ihre Kraft durch
einen horizontalen Hebel auf einen senkrechten, in seiner Linge
regulierbaren Stahlstift, der mit einer sphirischen Wasserwaage
ausgestattet ist (vergleiche Fig. 3 und 4). Mit ihr kann man sich
seiner senkrechten Lage, die mit der Kraftrichtung zusammen-
fallt, vergewissern.

6) Siehe FuBnote 2.



Fig. 2c. Belastungsrahmen mit Modell IV,.

Beim Belastungsfall 1 (Fig. 2c, 2d und 3) miindet der Stift am
unteren Ende in einen Wiirfel von 10 mm Kantenlinge aus. In
die Basisfliche des Wiirfels ist in der Mitte ein Aluminiumzylin-
der von 3 mm Durchmesser und 10 mm Linge so in sie einge-
lassen, daB die Achse des Zylinders mit der Basisfliche des
Wiirfels zusammenfillt und senkrecht zu zwei Kanten steht. Der
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Fig. 3. Belastungsfall 1.
1 = Stahlstift 7 = Modellhalter, Messingblech
== Spharische Wasserwaage 8 == Lagerrolle, Aluminium,
3 = Wiirfel @ =5 mm, in den Lagerblock
4 = Aluminiumrolle & = 3 mm, eingeschoben
in den Wiirfel eingeschoben 9 = Lagerrolle, Aluminium,
5 = Papierstreifen, Dicke — @ =5 mm, frei beweglich
0,4 + 0,5 mm 10 = Lagerblock

6 = Modell, optisches GuBglas

kleine Zylinder steht also um 1,5 mm iiber den Wiirfel hervor
und wird senkrecht zu den planparallelen Flichen der Modelle
gestellt. Die Kraft P wird dort auf eine Strecke von 10 mm
verteilt und somit auf die ganze Dicke e iibertragen. Unter der
Aluminiumrolle wurde ein Papierstreifen von 0,4 bis 0,5 mm
Dicke auf das Glas geklebt, um die Kraftverteilung noch weiter
zu verbessern.



o

Fig. 4. Belastungsfall 2.

1 = Stahlstift 5 = Aluminiumrolle, @ — 3 mm,
2 = Sphirische Wasserwaage frei beweglich
3 = Zwischenstiick " 6 = Papierstreifen,
4 = Aluminiumrolle, ¥ = 3 mm, Dicke = 0,4 + 0,5 mm
in das Zwischenstiick einge- 7 = Modell, optisches Gufiglas
schoben

Beim Belastungsfall 2 (Fig.4) liauft der Stahlstift in eine
konische Spitze aus, welche in der Mitte der oberen Seite eines
Zwischenstiickes in einer kleinen Wanne angreift. Das Zwischen-
stiick ist U-formig ausgebildet mit der Offnung nach unten und
dient dazu, die Einzelkraft des Stiftes in zwei gleich grofBe,
parallele Krifte im Abstand £ von der .Mitte zu teilen. Der eine
Schenkel, der um 1,5 mm kiirzer ist als der andere, hat unten eine
ebene Begrenzungsfliche. Dort wird eine Aluminiumrolle von
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3 mm Durchmesser und 10 mm Linge zwischen ihm und dem
Glase frei beweglich angebracht. Im anderen Schenkel ist ein
gleicher Zylinder wie bei Belastungsfall 1 eingeschoben. Zwi-
schen ihnen und dem Glase wurden wieder Papierstreifen der oben
erwdhnten Dicke angeklebt. Diese Anordnung wurde getroffen,
um eine horizontale Komponente der Kraft moéglichst auszu-
schalten.

Die Lager. Zwei Aluminiumzylinder von 5 mm Durchmesser
und 10 mm Linge bilden die beiden Lager. Wieder ist ein Zylin-
der auf einer ebenen Fliche des Lagerblockes frei beweglich,
der andere in ihn eingeschoben, um auch hier einen Horizontal-
schub zu vermeiden 7). Die Papierstreifen durften natiirlich auch
bei den Lagern nicht fehlen.

Zwei U-formige Modellhalter aus 0,5 mm dickem Messing-
blech, welche die beiden Enden umfassen, sorgten dafiir, daB die
Gléser in ihrer Lage blieben. Wir lieBen einen kleinen Spielraum
von einigen 1/, mm zwischen den Haltern und den Glisern, da-
mit der letzteren Verbiegung unbehindert bliebe,

Wahl der Mepfpunkte. Auf jedes Modell haben wir eine
Blende aus Aluminiumblech von 0,35 mm Dicke geklebt, in die
kreisformige Locher von 0,6 mm Durchmesser gebohrt waren und
welche dazu dienten, die Lage des polarisierten Lichtstrahles in
bezug auf das Glas zu fixieren.

Wir haben den iiblichen Durchmesser von 0,5 mm um
0,1 mm erhoht, weil sich die Blende in ihrer Ebene bei jeder Be-
lastung nach unten verschob und wir nicht mehr den ganzen Licht-
strahl am Interferometer erfassen konnten, was sofort die Schirfe
der Interferenzstreifen stark herabsetzt. Diese Verschiebung trat
aus zwei Griinden ein:

1. Nachgiebigkeit der Papierstreifen unter den Lagern,

2. Durchbiegung des Balkens, welche aber in keinem Falle
0,2 mm iiberstieg. Die Blenden wurden iiberdies im belasteten

) Wir hatten nach der Messung die Moglichkeit festzustellen, ob eine
Horizontalkraft auftrete. Wir werden spiter sehen, daB dies bis auf MeB-
fehler nicht der Fall war.
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Zustand in der Mitte des MeBbereiches angeklebt. Wir haben
dadurch erreicht, daB der Mittelpunkt der Locher in diesem Zu-
stand moglichst genau mit den gewiinschten Koordinaten zu-
sammenfiel (Differenz ca. !/;, mm).

Die 5. Kolonne der Tabelle 2 gibt die Anzahl der Locher
jeder Blende an. Die Lage ihrer Mittelpunkte sieht man auf den
Tafeln 1, 3, 5, 7, 9 und 11 und ihre Koordinaten sind in den
Tabellen I bis VI im Anhang angegeben.

Die MeBpunkte wurden auf Geraden parallel zu den y*- und
x*-Achsen verteilt, was einerseits die Messungen erleichterte
(wenige Hoheneinstellungen, die nur einmal fiir eine horizontale
MeSBreihe erfolgen mufBte), andererseits die Zeichnung der Span-
nungsdiagramme fiir senkrechte Querschnitte ohne besondere
Interpolation ermdglichte.

Da sowohl die Belastungen, wie auch die Modelle in bezug
auf ihre Mitte symmetrisch sind, konnten wir uns bis auf einige
Kontrollen mit der Ausmessung der einen Hilfte begniigen.

§ 4. Messungen, Berechnungen und Diagramme

Messungen. Jeder Wert von a, d;, 0; und 0, wurde zweimal
gemessen 8). Wir haben jedes Mal die Messung von dy, é, und d;
wiederholt, wenn der absolute Betrag von ¢; — d, — d3> 0,03
Wellenlingen betrug (1= 5461 A). Dieser Toleranz entspricht
nach der GauBschen Ausgleichsmethode ein mittlerer Fehler der
Spannungen o, und o, von g = pe, = * 0,01 kg/mm? und ein
maximaler Fehler von *+ 0,03 kg/mm?.

Die Berechnung der Spannungen wurde mit dem Rechen-
schieber nach Gl. (3) von [17] ausgefiihrt?). Sie wurde erleich-
tert durch den Umstand, daB alle Modelle gleiche Koeffizienten
a, b, ¢ und gleiche Dicke ¢ besaBen. Die MeBwerte von a, oy
und o, sind in den Tabellen I bis VI zusammengestellt.

8) Diese Reihenfolge entspricht derjenigen der Messungen.
9) Fiir mehr Einzelheiten siehe Gl. (13) und (15) von [2].
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Diagramme. Sie umfassen:

a) Die Hauptspannungstrajektorien (Tafel 1, 3, 5, 7, 9 und
11). Diese wurden aus den Hauptrichtungen konstruiert (Win-
kel «). Zuerst wurden die Richtungskreuze auf einem Blatt Pa-
pier aufgetragen und dann die Trajektorien so eingezeichnet, da8
die Kreuze immer die Tangenten bildeten. Eine Familie von Tra-
jektorien wurde durch voll ausgezogene Striche dargestellt (im
allgemeinen Drucktrajektorien), die andere gestrichelt (im allge-
meinen Zugtrajektorien).

b) Die Diagramme der Hauptspannungen (Tafel 1, 3, 5, 7,
9 und 11). Sie enthalten:

1. Die Diagramme der o, bzw. o, fiir die senkrechten Mef-
reihen. Wir haben meistens nur die groBere der beiden Haupt-
spannungen aufgetragen und zwar eine Druckspannung durch
einen Pfeil, dessen Spitze gegen das Flichenelement hin, eine
Zugspannung durch einen Pfeil, dessen Spitze vom Flichenele-
ment weg gerichtet ist.

2. Die Diagramme der Randspannungen. Der Wert dieser
Spannungen wurde senkrecht zum Umfang nach innen abgetragen.
Der ausgezogene Strich bedeutet Druckspannungen, der unter-
brochene Zugspannungen.

¢) Die Diagramme der o,, o, und Ty VOn a, oy und o, aus-
gehend, haben wir mit den Mohrschen Gleichungen 10)

o g G, — O o+ o0 0, 0;
ox = ¥_2*~— ' ~‘~-—2~--~-----2—- cos 2w, o, = ‘_; 2y 5 2. cos2a,
0, —0y
Ty — 73727772" - sin 2«

oy, o, und z,, fiir ein senkrechtes bzw. horizontales Flichenele-
ment berechnet und die Diagramme fiir einige Querschnitte in

10) Wir werden die Beziehungen zwischen den Spannungen, welche
sich durch den Mohrschen Kreis darstellen lassen, der Einfachheit halber
als Mohrsche Gleichungen bezeichnen,
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den Tafeln 2, 4, 6, 8, 10 und 12 aufgezeichnet11). Die so erhal-
tenren Werte von o,, o, und 7,, werden wir als gemessene oder
experimentelle Werte dieser Spannungen bezeichnen. In diesen
Diagrammen sind noch weitere Kurven eingetragen, welche den
verschiedenen Theorien entsprechen. Wir werden gleich sehen,
wie wir diese Werte gefunden haben.

§ 5. Theoretische Berechnung der Spannungen

Im letzten Paragraphen wurden fiir die verschiedenen Mo-
delle die effektiv auftretenden Spannungen beschrieben. In diesem
Abschnitt wird versucht, diese Spannungen mit Hilfe verschiedener
Theorien theoretisch zu berechnen, und im nichsten Paragraphen
soll auf Grund eines Vergleichs dieser Werte mit den Messungen
die Genauigkeit der verschiedenen Theorien bestimmt werden.

I. Elementare Festigkeitslehre
Wir erinnern an die Voraussetzungen dieser Theorie:

1. Voraussetzung: Giiltigkeit des Hookschen Gesetzes: Die
Spannungen sind proportional zu den Dehnungen.

2. Hypothese: Lineare Verteilung der Normalspannungen in
Richtung der Stabachse iiber den Querschnitt.

3. Hypothese: Fiir den prismatischen Balken (parallele Rinder)
und gerader oder leicht gekriimmter Achse treten keine Nor-
malspannungen zwischen den Fasern auf.

Aus diesen Hypothesen folgt, daB die im Querschnitt iiber-
tragenen Normalspannungen in Richtung der Stabachse o. dem
Abstand von der neutralen Achse proportional sind. Die dritte
Hypothese sagt aus, daB keine o,-Spannungen vorhanden sind:

11) Die Werte der durch Planimetrieren der Diagramme erhaltenen
Integrale _['Ux df und j‘rxydf sind auf den Tafeln angegeben. Das erste In-
tegral sollte iitberall null sein, das zweite gleich der Querkraft Q. Man
sieht, daB dies auf 4~ 2 kg der Fall ist. Dieser Toleranz entspricht in den
erwihnten Diagrammen eine Fliche von - 5,9 mm?, was eine scharfe Kon-
trolle der Spannungen darstellt.
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oy,= 0. Aus zahlreichen Versuchen wissen wir, daB diese Theorie
fiir obige Voraussetzungen sehr schén stimmt.

Wir konnen diese Theorie auf zwei verschiedene Arten an-
wenden:

a) Spannungsberechnung in bezug auf senkrechte Quer-
schnitte. Wir berechnen die Spannungen nach den bekannten
Formeln:

M Q-S

O =0 o, =0, Ty =y

Try=0

Fig. 5.

Darin bedeutet x eine horizontale Achse in der halben Héhe
des Querschnittes, y eine zur x-Achse senkrechte Achse, J das
Trigheitsmoment des rechteckigen Querschnittes, F die Flache,
e die Dicke, S das statische Moment desjenigen Teiles des Quer-
schnittes, welcher sich auBerhalb des betrachteten Punktes be-
findet, M das Biegungsmoment und Q die Querkraft.

Nach dieser Theorie sind die o, iiberall null, wihrend die
o, an das Moment gebunden sind; wo dieses null ist, sind auch
die 0,=0 (Teile der Profile auBerhalb der beiden Lager).

Die 7., sind durch die Querkraft bedingt; wo diese nicht
vorhanden ist, sind auch die 7,, =0 (Teile zwischen den beiden
Kraften P, P der Profile I,, 1II, und V, und Gebiete auBerhalb
der beiden Lager).
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Bei den Modellen [, und I, ist unter der Voraussetzung
y = konst., o, proportional dem Moment. Die Hohe h des Quer-
schnittes ist bei diesen Profilen konstant und damit auch /. Ins-
besondere ist bei I, und I, die Randspannung o, in direktem Ver-
hiltnis zu M.

Bei den anderen Modellen II,, IIl,, IV, und V, ist die Rand-
spannung konstant, die kleinen Gebiete gleicher Hohe an den
Enden /i mit den Ubergingen zu den Parabeln ausgenommen.

In der Tat ist in den parabolischen Teilen von II;, I, IV4
und V,:

M = prop. x, h = prop. x'12, J = prop. 43 = prop. x*2.
Demnach wird dort:

M Mk X 12 — konst
()‘xRﬂ— J - YR = J.ézpr013.~x3/2-x —— KOnst.

Wir sehen also, daB wir es bei diesen Profilen, bei
Anwendung der elementaren Festigkeitslehre
in bezug auf senkrechte Querschnitte mit frei-
aufliegenden Balken konstanter Randspannung
zu tun haben.

Die Verteilung der o, iiber den Querschnitt ist linear, mit
o, =0 fiir y=0, wihrend diejenige der ., parabolisch verlduft
mit dem maximalen Wert der Schubspannungen (z.y)m.. in der
Mitte des Querschnittes. 7., ist 0 fir y = =+ //2. Diese Vertei-
lung wird vom statischen Moment S verlangt, dessen Wert fiir
rechteckige Querschnitte betragt:

e e (R 2)
5=3 ‘(2 -
Unter der Voraussetzung @ = konst. ist (7.)) . = konst. fiir

A =konst., und (z,,)n« = Prop. x~' fiir die parabolischen Teile
der Profile. Dort ist namlich:

Smaxr = (S)y=0 = prop. h2 = prop. x, J = prop. . = prop. X302,
Demnach wird:

- Siax X _
(vy)mas = erf;-’»’ff = prop. -3; = prop. x'/%.
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Wir haben die Spannungen o, und 7y, welche uns diese
Theorie liefert, fiir alle Profile berechnet, und die entsprechenden
Diagramme in die Tafeln 2, 4, 6, 8, 10 und 12 eingezeichnet (ge-
strichelte Linien), die parabolischen Teile der Profile ausgenom-
men, wo nur die 7, aufgetragen wurden.

Wir konnen hier gleich bemerken, daB die Gebiete konstan-
ter Hohe h die Voraussetzungen der elementaren Festigkeitslehre
weitgehend erfiillen.

Wie verhilt es sich aber mit den parabolischen Teilen?

Dort wird die 3. Hypothese der elementaren Festigkeitsiehre
insofern verletzt, als die Réinder nicht mehr parallel sind, und
demnach die o,-Spannungen nicht mehr iiberall 0 sein kinnen.

Eine einfache Uberlegung zeigt uns sofort, daB diese ele-
mentare Theorie dort nicht mehr stimmen kann.

Betrachten wir zu diesem Zweck das Gleichgewicht eines
unendlich kleinen Elementes am unteren Rande, das durch ihn und
je einer Fliche parallel zur xz- und zur yz-Ebene gebildet wird:

A
0?_[5 ............. A
]
j greay
i —> 10y
|
gy

Fig. 6.

Auf dieses Element wirkt nur eine o-Spannung.
In der Tat ist nach der elementaren Festigkeitslehre in bezug
auf senkrechte Querschnitte fiir den unteren Rand:

M M h
‘TxR:’jv'yR:_/'Q’ ty = Tye = 0, g =0,

und wir sehen sofort, daBl das kleine betrachtete Element der Fig. 6
unter der Wirkung von o,-e-dy allein nicht im Gleichgewicht

sein kann. Dies beweist, daB diese Theorie fiir den unteren, ge-
neigten Rand nicht stimmt.
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Damit das Gleichgewicht der Krifte in Richtung der x-Achse
erfiillt ist, muB lings dx eine r,-Spannung auftreten. Ist ein z,,
vorhanden, so wissen wir aus dem Satz der zugeordneten Schub-
spannungen, daB auch ein 7, lings dy wirkt. Um endlich auch
das Gleichgewicht in Richtung der y-Achse herzustellen, mufi an
dx eine Spannung o, angreifen.

1

|

I

i

1
y+ c\«‘\

Fig. 7.

Es ist aber denkbar, dal die elementare Festigkeitslehre den-
noch ganz ordentlich stimmt, besonders da, wo die Tangenten ¢
an die Parabeln mit der horizontalen Richtung einen kleinen
Winkel 2 w einschlieBen., Um uns ein Bild von der GroBe dieses
Winkels machen zu konnen, haben wir in der nichsten Tabelle
die minimalen und maximalen Betrige von 2w, welche bei den
Modellen mit parabolischer Berandung auftreten, zusammen-
gestellt.

Tabelle 3.

Modell No. | (20)u | 2)pa

11, \ 543" | 18934’
M, | 10912’ | 20%1
Vi 110197 | 2592
V.| 1ove | 4026"

b) Die zweite Anwendung der elementaren Festigkeitsiehre
besteht darin, die Spannungen in bezug auf einen
Querschnitt g—¢ zu berechnen, der mit dem oberen
und unteren Rand des Profiles gleiche Winkel
einschlieBt.



Fig. 8.

Durch einen betrachteten Punkt R legen wir also denjenigen
Querschnitt g-—¢, der mit den beiden Rindern des Modelles
gleiche Winkel einschliefit und definieren ein neues Achsensystem
0" %"y’ nach der Fig. 8:

Nullpunkt 0" in der halben Haohe des Querschnittes g-—g,
v'-Achse senkrecht zu g—¢ durch (v, y’-Achse in der Richtung
q—q12).

Nach der Fig. 8 wird:

M = P.xy, Q =P .cosw, N = P.sinw.

Darin bedeutet x¢ den horizontalen Abstand von der Lager-
reaktion P zum Schwerpunkt 0’ des Querschnittes g—g.

Die Spannungen werden:
Oy = 1;, + /7 -y, o/ =0, Toyr = %r-.—;.

Die GroBe von 7/, y’ und xy kann fiir jeden betrachteten Punkt
R aus den geometrischen Bedingungen bestimmt werden. Da
aber die Gleichungen ziemlich kompliziert werden, vor allem
dann, wenn wir die Kriimmung des unteren Randes mitberiicksich-
tigen wollen, haben wir es vorgezogen, diese GréBen aus einer
Zeichnung direkt abzulesen.

Diese Spannungen wurden nur fiir je einen solchen Quer-
schnitt ¢g—¢ der parabolischen Teile der Balken Iy, 1, 1V, und

12) Der geometrische Ort aller Punkte O’ bildet die Ackse des para-
bolischen Profiles; die y’-Achse ist aber nicht Tangente an diese Kurve.
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V, berechnet und in die Tabelle 5 und die Fig. 16, 17, 18 und 19
gestrichelt eingetragen.

Die Anwendung der elementaren Festigkeitslehre in bezug
auf Querschnitte g—¢ kann aber aus den bereits unter a) bespro-
chenen Griinden auch nicht streng giiltig sein. Es ist zu erwarten,
daB sie bessere Resultate liefern wird als die Berechnung der
Spannungen fiir senkrechte Querschnitte, denn der Winkel zwi-
schen den Rindern und der Achse x’ ist diesmal nur w, wihrend-
dem er vorher 0 und 2w betrug.

II. Theoretische Berechnung der Spannungen in den parabo=
tischen Teilen mit Hilfe einer Airyschen Spannungsfunktion

Akira Miura hat in einer seiner Untersuchungen den Fall eines
keilférmigen Trigers mit einer Kraft senkrecht zu einer Kante
gelost [19]. Er hat zu diesem Zweck Polarkoordinaten r, @ ein-
gefiihrt und solche partikuldre Losungen der Airyschen Differen-
tialgleichung 44 F =0 superponiert, daB er die gewiinschten
Randbedingungen erhielt 13).

Fig. 9.

Die Spannungen sind nach dieser Theorie:

__ 2P (cosw sin® sinwcos®| 2Pm sin2 @
Or = 7 " \2w-sin20w 2w+sin2w re 2coc052w—sin2w[’
6= 0 _Pm ( cos29 —cos2w

t— t= 2wc052w—-sin2w]'

13) F bedeutet hier die Airysche Spannungsfunktion, 4 den Laplace-
schen Operator.
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In obiger Figur und den Gleichungen bedeuten 1¢) : 0 die Keil-
spitze, r,® die Polarkoordinaten eines betrachteten Punktes R,
@ den Winkel zwischen dem Strahl  und der horizontalen Rich-
tung, m den Abstand von der Kraftangriffsstelle bis 0, w den
halben Offnungswinkel des Keiles und P die Kraft.

Die so berechneten Spannungen o,, 6, = 0 und v beziehen sich
auf ein Flichenelement, das senkrecht bzw. parallel zu r steht.

Diese Theorie ist nur in einer Zone streng giiltig, die in einer
gewissen Entfernung von der Kraftangriffsstelle liegt.

Wir kénnen diese Theorie wieder auf zwei verschiedene
Arten anwenden:

a) Indem wir senkrechte Querschnitte zugrunde legen.

Fig. 10.

Durch den betrachteten Punkt R ziehen wir eine Senkrechte.
In ihrem Schnittpunkt B mit der Parabel errichten wir die Tan-
gente ¢ an diese und sagen nun, daB der obere Rand des
Modelles und die Tangente ¢#in B die beiden Keil-
schenkel des Tragers bilden sollen (in Fig. 10 ge-
strichelt gezeichnet). Die Achse a des Keiles ist die Winkelhal-
bierende der beiden Keilschenkel. Wir ersetzen also mit anderen
Worten die Parabel durch ihre Tangente ¢ in B und kénnen so
die Spannungen nach den Gleichungen des keilf6rmigen Triagers
berechnen. Nur miissen wir hier fiir jeden senkrechten Querschnitt

14) Fiir die Ableitung dieser Gleichungen verweisen wir den Leser
auf die erwihnte Abhandlung [19].
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eine andere Tangente nehmen, wihrend dies beim Keil nicht der
Fall ist. Die GroBen m, r, ¢, ® und w folgen ohne weiteres aus
den geometrischen Bedingungen.

b) Die zweite Anwendung der Theorie der Airyschen Span-
nungsfunktion besteht darin, daB man fiir die Berechnung der
Spannungen Querschnitte q—q zugrunde legt, die mit beiden
Rindern des Balkens gleiche Winkel einschliefien.

Fig. 11.

Fiir jeden betrachteten Punkt R ist also der geneigte Quer-
schnitt ¢—¢ bestimmt und dadurch auch dessen Schnittpunkt C
mit dem unteren Rand des Profiles (vergl. Fig. 11). In C errichten
wir die Tangente ¢ an die Parabel und sagen, daB diese mit dem
oberen Rand des Balkens die beiden Keilschenkel bilden sollen
(in Fig. 11 gestrichelt gezeichnet). Die Achse a des Keiles ist
wieder die Winkelhalbierende der beiden Keilschenkel, und die
Spannungen werden, wie bei a) nach den Gleichungen des keil-
formigen Trigers berechnet.

Es gilt jetzt die Frage zu beantworten, was fiir Fehler wir
bei den soeben beschriebenen zwei Anwendungen der Theorie
der keilformigen Triger begangen haben.

1. Die Bedingung, dafi die Theorie nur in einer gewissen
Entfernung von der Kraftangriffsstelle stimmt, ist fiir unsere Fille
erfilllt, denn die Zone, fiir welche diese Theorie angewendet
wurde, schlieBt gerade das Gebiet aus, das unter dem direkten
EinfluB der Lagerreaktion steht.
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2. Die Kraft P greift bei der Theorie von Akira Miura senk-
recht zum oberen Rand an, wihrenddem sie bei unseren Fillen
die gleiche Wirkungslinie besitzt, aber in entgegengesetzter Rich-
tung auf die unfere Begrenzung wirkt. Nach dem Prinzip von
de Saint-Venant ist aber zu erwarten, daB dieser Unterschied in
einer gewissen Entfernung von der Kraftangriffsstelle nicht mehr
spiirbar sein wird.

3. Indem wir die Parabel durch ihre Tangente ¢ ersetzten,
haben wir dagegen einen Fehler begangen, der aber wenig ins
Gewicht fallen wird.

Von den zwei moglichen Anwendungen a) und b) der Theorie
der keilférmigen Trager haben wir nur die unter a) beschrie-
bene ausgewertet und die Spannungen nach ihr berechnet. Sie
bietet nimlich den Vorteil, daB fiir alle Punkte einer senkrechten
MeBreihe derselbe Ersatzkeil verwendet werden kann, wihrend
bei der Anwendung b) fiir jeden Punkt einer senkrechten MeB-
reihe ein anderer Keil genommen werden muB. Zudem fiihren
die beiden Anwendungen auf praktisch dieselben Resultate, wie
Vergleichsrechnungen gezeigt haben. Der Grund hierfiir liegt
darin, daB die Tangente in B und diejenige in C in unseren Fillen
einen Winkel bilden, der sehr klein ist (siehe Fig. 11).

Die nach den Gleichungen der keilformigen Triger berech-
neten Spannungen o,, o, =0 und = beziehen sich auf ein Flichen-
element, das senkrecht bzw. parallel zu r steht (siehe Fig. 9).
Um diese Werte mit denjenigen der elementaren Festigkeitslehre
fiir senkrechte Querschnitte und mit denjenigen der Messungen
vergleichen zu kénnen, haben wir sie durch die folgenden Mohr-
schen Gleichungen auf ein senkrechtes bzw. horizontales Flichen-
element umgerechnet:

gy — %’(1 4+ cos2¢)+ 7sin2¢,

oy = %’(1 —cos2¢p)—tsin2¢,

Oy

Ty = — 5 sin2¢ +tcos2¢.
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In diesen Gleichungen bedeutet ¢ den Winkel zwischen dem
Strahl r und der horizontalen Richtung (Fig. 10).

Die so erhaltenen Spannungen o,, g, und z,, wurden in die
Tafeln 6, 8, 10 und 12 strichpunktiert eingetragen.

§ 6. Besprechung der experimentellen Resultate und
Vergleich mit den verschiedenen Theorien

Vorerst sei daran erinnert, daB in den Tafeln 2, 4, 6, 8, 10
und 12 folgende Diagramme der o,~, o,- und z,,-Spannungen ein-
getragen sind:

o) die gemessenen Werte (ausgezogene Linien),
p) die theoretischen Werte:
I. der elementaren Festigkeitslehre in bezug auf senkrechte
Querschnitte (gestrichelte Linien),
II. der Theorie der keilférmigen Tridger (strichpunktierte
Linien).

Die Untersuchung dieser Tafeln und der Tafeln 1, 3, 5, 7,
9 und 11 haben uns dazu gefiihrt, jedes Modell in verschiedene
Zonen I, II, III und eventuell IV einzuteilen und diese getrennt
zu besprechen. In der Fig.1 ist die Ausdehnung dieser Gebiete
fiir jeden Balken ersichtlich.

An Hand der Diagramme o,, o, und 7,, der Tafeln 2, 4, 6,
8, 10 und 12 stellen wir nimlich sofort fest, daB fiir gewisse Teile
der Modelle die ausgezogenen (gemessenen) und die gestrichel-
ten oder strichpunktierten (theoretischen) Linien schon iiberein-
stimmen, fiir andere gar nicht.

Wir haben es somit mit zwei Kategorien von Zonen zu tun
und zwar:

1. Gebiete, in welchen wenigstens eine der in § 5 besproche-
nen Theorien giiltig ist (Zonen I und IV) und

2. Gebiete, wo iiberhaupt keine Theorie durch die MeBwerte
bestatigt wird (Zonen II und III).



— 34 _—

Diese Zonen wurden folgendermaBen abgegrenzt: Zuerst
haben wir in den Tafeln 2, 4, 6, 8, 10 und 12 die gemessenen
Diagramme der o, o, und z,, mit derjenigen Theorie verglichen,
die fiir den betreffenden Teil die zweckmipigste ist, d.h. mit der
elementaren Festigkeitslehre auf senkrechte Querschnitte be-
zogen (§ 5, la) fiir die Gebiete konstanter Héhe %, und mit der
Airyschen Spannungsfunktion (§ 5, Ila) fiir die Teile der Mo-
delle mit parabolischer Berandung. Wir haben Begrenzungs-
geraden parallel zur y*-Achse dorthin gelegt, wo die Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Messung aufhért (Differenz
groBer als + 0,05 kg/mm?) und hierauf kontrolliert, ob sich diese
Geraden in den Diagrammen der Hauptspannungstrajektorien
(Tafeln 1, 3, 5, 7, 9 und 11) ebenfalls an den Ubergangsstellen
von den Gebieten groBer RegelmiBigkeit zu den Stérzonen be-
finden.

Nachdem die Grenzen der Zonen I, II, Il und eventuell 1V
auf diese Weise festgelegt sind, kann jetzt zur Besprechung der
einzelnen Gebiete iibergegangen werden.

Zone 1.

Sie liegt zwischen der Belastungskraft 7 und der Lagerreak-
tion und ist durch den oberen und unteren Rand des Modelles
und durch zwei Geraden parallel zur y*-Achse begrenzt. Ihre Aus-
dehnung ist in der Fig. 1 fiir jedes Modell definiert.

Die Zone 1 ist dadurch charakterisiert, daf wenigstens eine
der in § 5 beschriebenen Theorien giiltig ist, und zwar:

a) die elementare Festigkeitslehre in bezug auf senkrechte
Querschnitte fiir die Profile konstanter Hohe 1, und I,,

b) die Theorie der Airyschen Spannungsfunktion fiir die Pro-
file mit parabolischer Berandung II;, I, IV, und V,.

Die Ubereinstimmung der Messung mit der Theorie tritt auf
den Tafeln 2, 4, 6, 8, 10 und 12 hervor.

Die Hauptspannungstrajektorien weisen eine groBe Regel-
maBigkeit und keine Wendepunkte auf.

Die Diagramme der Hauptspannungen sind anniahernd linear.
Die Randspannungen nehmen bei I, und I, linear gegen die Lager
ab und sind ungefihr konstant fur II,, Ill,, IV, und V,, wobei sie
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bei diesen Modellen gegen die Lager hin etwas zunehmen. Das
Minimum der Druckspannungen fillt bei 11, III, und V, in diese
Zone, ist aber auBerst flach.

Die gemessenen o,-Spannungen stimmen im allgemeinen gut,
die o, befriedigend und die 7,, meistens glinzend mit den theore-
tischen Werten iiberein.

Tabelle 4.
Spannungen fiir senkrechte Querschnitte der Zone 1.

Berechnete Werte

Mo- .
dell Knoa(;r?]" Meflwerte Elementare Festig- Airysche Span-
No. ¢ keitslehre fiir senk- | nungsfunktion fiir
rechte Querschnitte | keilférmige Triger
oy el o |ty | ol 0 |ty | 0 0 | Ty
mm mm | kg/mm2| kg/mm? kg/mm? k,q/mm2| kg/mm?2| kg/mm? kg/mm“i kg/mmi‘: kg/mm?
450 | 18,0 [-1,74 | +0,00 |+0,00 | -1,75% +0,00 | 0,00 |-1,76%; +0,00 | +0,00
” 15,5 |-1,03 | -0,02 |+0,005|-1,025| ,, |+0,09 [-1,02 |+0,00 | +0,01
I ” 13,0 |-0,295| -0,00%| +0,04°| -0,29 ,» | +0,13 1-0,29 |+0,00%( +0,04°
1 ’ 10,5 | +0,47 | +0,03 | +0,10%] +0,44 , 1 +0,128140,45 | +0,015' +0,10°
” 8,0 |+1,20 | +0,05 {+0,185[ +1,17 , | +0,07%+1,17 | +0,02% +0,18
“ 6,0 |+1,70 | +0,04 |+0,26 |+1,75%] ,, 10,00 [+1,74 1+0,04 +0,26
35,0 | 18,0 |-1,72 | +0,00 | +0,00 |-1,713| +0,00 | +0,00 | -1,75 | +0,00 ! 40,00
' 15,5 [-1,12 ' -0,02 |+0,015{-1,10 ,» 1+0,118[-1,10% +0,00%| +0,01°
’ 13,0 |-047 | +0,00 |+0,05 |-0,48%| , |+0,18%[-0,473] +0,015| +0,053
I, ’ 10,5 |{+0,13 | -0,00%+0,12 |+0,13 » 140,20 |+0,15 = +0,02%; +0,12
” 8,0 |+0,735|+0,03%/+0,22 | +0,74%| , |+0,16 [+0,76 |+0,05 | +0,20%
” 55 |+1,34 |+0,10 1+0,315| +1,36 » | 0,075 +1,35 | +0,07%) +0,315
" 4,1 |+1,63 ‘+0,085 +0,375| +1,71%) ,, | 40,00 | +1,68% +0,09 |+0,39
30,0 | 18,0 —1,445‘1“0,00 +0,00 | -1,41 |+0,00 +0,00 |-1,445 +0,00 | +0,00
» 155 |-0,94 |-0,05 | +0,00 |-0,88%| ,  +0,11%-0,89 |+0,00%| +0,00°
v ” 13,0 |-0,37%| -0,03 | +0,05 | -0,36 . |1+0,175]-0,34%| +0,01°% +0,05°
i ’ 10,5 |+0,195 +0,02 |+0,12 | +0,17 , 1+0,181+0,18 {+0,03 |+0,12
”» 8,0 |+0,76 | +0,10 140,22 | +0,695| ,, |+0,1451+0,70%| +0,05%| +0,21
» 4,6 |+1,33%) 40,10 | +0,36°| +1,41 , |+0,00 |+1,38 | +0,10 | +0,37
20,0 | 18,0 (-1,24 | +0,00 | +0,00 | -1,13 | 40,00 | 40,00 [ -1,21%. 40,00 | +0,00
» 155 |-0,78 | -0,04 | +0,00 {-0,725, ,, | +0,15%{-0,73% +0,01 |+0,028
” 13,0 |-0,29 |-0,02 |+0,06%]|-0,32 5 | 10,24 |-0,20 $+0,03%| +0,08
V. ’ 10,5 |+0,14 | +0,02 |+0,175[+0,08%| ,, :+0,26 1+0,12%|+0,06 !+0,16
’ 8,0 |+0,53 |+0,07%/+0,31 | +0,49 » 110,218] 40,51 | +0,12 | +0,27
» 5,5 |+0,88 140,195 +0,41 |+0,895| , 1+0,10 | +0,86%| +0,185 +0,40
. 4,1 [+1,05 | 40,23 |+0,49 | +1,13 ,» 140,00 |+1,05 |+0,22%| +0,49
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Spannungsverteilung fiir senkrechte Querschnitte der Zone 1.

)

— = MeBwerte,

_____ == Elementare Festigkeitslehre,
_______ = Airysche Spannungsfunktion.
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Um die Brauchbarkeit der verschiedenen Theorien, die wir
in § 5 fiir die parabolischen Teile der Modelle angewendet haben,
priffen zu konnen, haben wir folgende Vergleiche ausgefiihrt:

A) Fiir jedes parabolische Profil haben wir je einen senk-
rechten Querschnitt in der Zone I gewihlt und haben die Werte
der elementaren Festigkeitslehre fiir diese Querschnitte, die Span-
nungen, die mit Hilfe der Airyschen Spannungsfunktionen fiir
diese Querschnitte gefunden wurden und die MeBwerte o,, o, und
1., in die Tabelle 4 und die Figuren 12, 13, 14 und 15 eingetragen.
Darin bedeuten x*, y* die Koordinaten des betrachteten Punktes
nach der Fig. 1.

B) Ferner haben wir fiir jedes Profil mit parabolischer Be-
randung je einen Querschnitt q—q in der Zone [ gewahlt, der mit
dem oberen und unteren Rand des Modelles gleiche Winkel ein-
schlieBt und haben die Werte der elementaren Festigkeitslehre fiir
diese Querschnitte, die durch die Airysche Spannungsfunktion ge-
fundenen Spannungen, sowie die MeBwerte in der Tabelle 5 zu-
sammengestellt und in den Figuren 16, 17, 18 und 19 eingetragen.
Darin bedeutet %o die horizontale Abszisse des Schwerpunktes 0’
des schiefen Querschnittes ¢—¢ und y’ die schiefe Ordinate des
betrachteten Punktes (siehe Fig. 8). oy, 0, und 7., sind die auf
ein Flichenelement parallel bzw. senkrecht zur Achse x’ bezo-
genen Spannungen.

Die MeBwerte o, o, und 7,, in den Punkten des Querschnit-
tes g—¢ muBten wir durch Interpolation bestimmen, was aber
ohne weiteres mit durchaus geniigender Genauigkeit moglich
war, Diese Spannungen o,, o, und z,, beziehen sich aber auf ein
horizontales bzw. vertikales Flachenelement. Aus ihnen wurden
nach den Mohrschen Gleichungen:

0y + 0y+ Ox—0y
2

5 COS2 W + Ty - SIN2 W,

Oy —

G — Oy + 0, 0yx—0y
, = — .
! 2 2

COS2 W — 1Ty - SiN 20,

Ox — 0y

-sin 2w + 7y - €OS 20,

Txryy = -
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die Spannungen oy, 6,, und z,, in bezug auf ein Flichenelement,
das parallel bzw. senkrecht zur Achse &’ steht, berechnet. w be-
deutet in diesen Gleichungen den halben Offnungswinkel des
Keiles (siehe Fig. 10) 15).

Die Spannungen o,, 6, =0 und 7, welche mit der Airyschen
Spannungsfunktion in den Punkten des Querschnittes g—g be-
stimmt wurden, beziehen sich auf ein Flichenelement, das parallel
bzw. senkrecht zu r steht (siehe Fig. 9). Wir haben daraus nach
den Mohrschen Gleichungen:

oy = "5’-(1 + cos2®) + rsin2 D,

oy = %‘(1—c032@)—rsin2§b,

Ty = —(—;’ +sin2® + vcos2 P,
die Spannungen oy, 0, und z,, in bezug auf ein Flichenelement,
das parallel bzw. senkrecht zur Achse x’ steht, berechnet. @ be-
deutet in diesen Gleichungen den Winkel zwischen dem Strahl r
und der Achse a des Keiles (siehe Fig. 9).

Zu A) Tabelle 4 und Fig. 12, 13, 14 und 15.

Wir stellen in der Tabelle und den Diagrammen fest, daB die
gemessenen o,-Spannungen mit den beiden theo-
retischen Werten sch6én iibereinstimmen. Die
besseren Werte liefert natiirlich die genauere Theorie der Airy-
schen Spannungsfunktion. Die o,-Spannungen treten tat-
sachlich auf, und die v,,-Spannungen sind am unteren Rand
verschieden von null, wie die Messungen zeigen. Die o,- und
7y-Spannungen werden nur durch die Airysche
Spannungsfunktion richtig beschrieben. Die ele-
mentare Festigkeitslehre stimmt wohl fiir den oberen Rand, fiir
den unteren gibt sie aber z. B. fiir 7,,= 0 an, wo die Messungen
gerade den maximalen Wert der Schubspannungen anzeigen.

) Wir hitten 0y, 6, und 7., auch direkt aus den interpolierten
Werten o, o, und o, berechnen kénnen, jedoch hitte dann &« von Punkt
zu Punkt variiert, was sonst nicht der Fall ist.
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Tabelle 5.

Spa/mungen fir Querschnitte g—q der Zone I, die mit beiden
Réindern gleiche Winkel einschliefien.

Mo-

Berechnete Werte

dell Knoa(;g‘" MeBwerte Elementare Festig- Airysche Span-
No. keitslehre fiir nungsfunktion fiir
Querschnitte q-q | keilformige Triger

Xor ' y’ Oyr Oy Txryr Oyr Oyt " Txtyr Oyt ! Oyt Txryr
mm mm | kg/mm?| kg/mm?| kg/mm?| kg/mm2| kg/mm2| kg/mm?2| kg/mm2| kg/mm?| kg/mm?

40,0 | -6,0 |{-1,73%-0,01 |+0,13 }-1,75% 40,00 | +0,00 |-1,765 -0,01 | +0,13

” -3,5 |-1,025|-0,025/+0,08 |-1,015| ,  |+0,08%|-1,01%|-0,00° +0,08°

1 ” -1,0 }-0,28%|-0,01 |+0,06%!-0,28 s | +0,13 | -0,28 +000 +0,068
! , | +1,5 [+0,48%/+0,02 |+0,07 |+0,45 » | 10,128] +0,483 | +0, 005 +0,07

» +4,0 |+1,225/+0,03 |+0,10 | +1,18% | |+0,07 |+1,185 +0005 +0,10

” +6,0 |+1,74%|+0,01 |+0,13%] +1,77 ,» | +0,00 |+1,78% +0,01 +0,138

30,0 | -6,9 |-1,69 | -0,025 +0,20 | -1,72% +0,00 | 40,00 (-1,73 |-0,025| +0,20

’ -4,4 |-1,105 -0,035/+0,14 1 -1,09%]  '|+0,11%|-1,09% -0,01° +0,145

” -1,8% [ -0,45%| -0,015|+0,11 | -0,46 » | +0,18%1-0,47 |-0,00% +0,11

I, ” +0,6% [ +0,14 | -0,03 |+0,11 [+0,18%  |+0,195{+0,18 |+0,00 | +0,10®
” +3,18 [ +0,79 | -0,00°|+0,14 | +0,80 » | +0,153] +0,815} +0,00%| +0,135

” +5,6 [ +1,4281+0,04 ;+0,165| +1,44 » 1 +0,06°| +1,435| 40,015, +0,16®

" +6,9 |+1,73 | +0,025/+0,18 (+1,75%] | 40,00 [+1,795| +0,02 |+0,20°

250 | -6,6° | -1,41%| -0,028|+0,19 | -1,42%; +0,00 | +0,00 | -1,40%(-0,02° +0,19

” 4,1 —0 93 |-0,07 {+0,12 |-0,92%| ,, |+0,11%|-0,87% -0,025| +0,125

W » 1 -16 |-036% -0,05 [+0,09 [-0,32 | , |+0,18 {-0,335]-0,01 |+0,095
1 » +0,9% +0 23 | -0,01 |+0,09 | +0,225 +0 19 |+0,21 |+0,00%| +0,00
1434 [+0)83 [+0,055+0,13 [+0,77 | . |+0,14 |+0,765| +0,01 |+0,12°

” +6,6° | +1,46 +002 +0,20 | +1,455| , 10,00 +1,50%| +0,025| +0,195

12,5 | -6,15|-1,18 | -0,075/+0,30 |-1,17 | +0,00 | +0,00 |-1,145|-0,07% +0,29

v -3,6 [0 70 -0,06°| +0,18 —0 66 » | +0,198]-0,66 | -0,04%|+0,19

v D | 10 |-014 [-0,05 40,11 |-0,145 . |+0,28 |-0,135 40,00 |+0,13
2 ” +1,6 +0 39 | -0,04% +0 155] +0,35 » | +0,26%} +0,36%| +0,00%| +0,16

D +42 | 40,80 | +0,02 [+0,245[+0.87 | , |+0.15 |+0,88 |+0,045| +0,22°

» | #0,17]+1,23 40,06 +033 |+127 | . |+0,00 | +1,23% +0,075| +0,20°

Zu B) Tabelle 5 und Fig. 16, 17, 18 und 19.

Von neuem ist zu bemerken, daBi die gemessenen ¢,-Span-
nungen mit den beiden theoretischen Werten schon iibereinstim-
men, und wieder werden die o,- und die 7,,-Spannungen nur
durch die Airysche Spannungsfunktion richtig beschrieben. Die




Spannungsverteilung fiir Querschnitte g—q der Zone I.
° = MeBwerte,

_____ = Elementare Festigkeitslehre,
——— - == Airysche Spannungsfunktion.
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elementare Festigkeitslehre, auf Querschnitte g—¢ angewendet,
die mit beiden Rindern gleiche Winkel einschlieBen, liefert aber
bessere Werte als ihre Anwendung in bezug auf senkrechte Quer-
schnitte. Dies konnen wir uns leicht erkliren, denn der Winkel
zwischen den Rindern und der Achse betrigt diesmal nur o,
statt 0 und 2 @ wie bei A).

Immerhin ist aber die Differenz in beiden Fillen noch so
groB, daB es sich fiir die genaue Berechnung der Spannungen in
Balken mit geneigten Rindern lohnen wird, die Airysche Span-
nungsfunktion zu verwenden, sobald der Winkel 2w >59 bis
100 ist.

Es kann also geschlossen werden, daB nur die Theorie der
Airyschen Spannungsfunktion mit den MeBwerten in den para-
bolischen Teilen der Modelle gut iibereinstimmt. Diese Theorie
wird auch erfiillt sein, wenn die Berandung anders als parabolisch
ist, sofern die Kriimmung des Randes nicht zu grof§ wird, und
dies ist weiter nicht erstaunlich, denn die Gleichgewichtsbedin-
gungen [og-df = N', [0y -y -df = M und [z, -df = Q und
die Randbedingungen sind erfiillt.

Wir méchten hier noch auf einen weiteren Punkt aufmerksam
machen. In der Tabelle 6 haben wir die gemessenen und die nach
der Airyschen Spannungsfunktion berechneten unteren Rand-
spannungen zusammengestellt. Vergleichen wir diese beiden
Werte, so stellen wir fest, daf die Messung immer einen etwas
kleineren Betrag gibt als die Theorie.

Der Grund hierfiir liegt darin, daB die Parabel des Profiles
fiir die Berechnung durch die Tangente im betrachteten Quer-
schnitt ersetzt worden ist. Da die Parabeln ihre konvexen Seiten
nach auBen kehren, haben wir es hier mit flachen ,ausspringen-
den Ecken zu tun, im Gegensatz zu den Kreisbogen des Radius 7,
wo ,einspringende Kerben‘ vorhanden sind. Wir wissen aber, daB
in ausspringenden Ecken die Spannungen absinken. Folglich ist
es richtig, daB die MeBwerte, welche die Kriimmung des Randes
beriicksichtigen, fiir die Spannungen kleinere Werte geben als
die eine gerade Berandung voraussetzende Theorie.
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Tabelle 6.

Gemessene und nach der Airyschen Spannungsfunktion berechnete
Spannungen am unteren Rand.

Modell No. II, | Modell No. Ill, | Modell No. IV, | Modell No. V.,

Randspannung | Randspannung | Randspannung Randspannung
gemessen|berechnet gemessen | berechnet gemessenlberechnet gemessen‘berechnet

kg:mm® | kg:mm? | kg:mm? | kg:mm? | kg:mm? | kg: mm?2 kg:mm? | kg :mm2

+1,76 | +1,79 | +1,79 +1,06 | +1,46 | +1,57 +1,35 | +1,39
+5L75 | +1,78 | +1,74 | 41,80 | +1,46 | +1,53 | +132 | +1,34
+1,74 | +1,78 | +1,71 +1,84 | +1,45 | +1,49 | +1,28 | +1,28
+1,73 +1,79 +1,72 +1,81 +1,44 | +1,48 +1,21 +1,25
+1,72 | 41,79 | 41,72 | 41,78 | +1,44 | +1,47
+1,74 | +1,77 +1,71 +1,76 +1,45 | +1,47
+1,74 +1,77 +1,68 +1,73 +1,40 | +1,45

Durch die Messung haben wir die Méglichkeit erhalten, die
Genauigkeit der Theorie zu priifen. Die Abweichungen zwischen
den beiden Werten sind klein und betragen im Mittel 0,058 kg/mm2,
oder auf die mittlere Randspannung der Modelle von 1,58 kg/mm?
bezogen, rund 3,70p. Der Fehler beschrinkt sich iibrigens auf
eine kleine Zone von einigen Millimetern Breite lings des un-
teren Randes.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, daB es bei unseren Mo-
dellen selbstverstindlich ist, eine Zone I zu finden, wo min-
destens eine Theorie giiltig ist. Wir wissen nimlich nach dem
Prinzip von de Saint-Venant, daB in einer gewissen Entfernung
von den &uBeren Diskontinuititen (Kraftangriffsstellen, un-
regelmidBige Berandung) die Spannungsverteilung der Theorie
entsprechen muB. Die Zone I schlieBt aber gerade diese Gebiete
aus. Wir mochten hier festhalten, daB die Ausdehnung dieser Stér-
zonen nur dank der photoelastischen Messung der Modelle be-
stimmt werden konnte.

Zone [1.

Sie umfaBt die Gebiete um die Angriffsstellen der Belastungs-
krifte P und ist durch zwei Geraden parallel zur y*-Achse und
durch den oberen und unteren Rand des Modelles begrenzt. Sie
ist in der Fig. 1 fiir jeden Balken definiert. Ihre horizontale
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Ausdehnung ist konstant und anndhernd gleich der Hohe der
Balken in der Mitte /.

In dieser Zone ist keine Theorie erfiillt, wie der Vergleich
der Messungen mit den Theorien in den Tafeln 2, 4, 6, 8, 10
und 12 zeigt.

Die Hauptspannungstrajektorien sind dadurch charakterisiert,
daB die Drucktrajektorien gegen die Kraftangriffsstelle hin zu-
sammenlaufen. Sie weisen bei allen Modellen einen oder zwei
Wendepunkte auf, wihrend die Zugtrajektorien nur beim Be-
lastungsfall 2 (Doppelkraft P, P) Wendepunkte besitzen. Bei
diesem Belastungsfall tritt ein singulirer Punkt S zweiter Ordnung
auf 16). Seine Lage ist auf den Tafeln 3, 7 und 11 angegeben. Es
handelt sich um einen ,abstoBenden® Punkt. Die Trajektorien
wenden ihm ihre konvexe Seite zu.

Die Diagramme der Hauptspannungen sind unregelmiBig.
Am unteren Rand der Profile weisen die Zugspannungen bei I,
und I, in dieser Zone ihren maximalen, bei Il,, 11l IV, und V,
im Punkt A der Fig. 1 einen minimalen Wert auf.

Die grofite Druckspannung des ganzen Modelles tritt gerade
unterhalb der kleinen Angriffsfliche der Kraft P auf. Ihr mitt-
lerer Wert ist gleich der Kraft P dividiert durch die Angriffs-
fliche, die jedoch schwer abzuschitzen ist. Auf alle Falle wird
aber diese Fliche kleiner sein als bei den Lagern, weil dort der
die Reaktion iibertragende Aluminiumzylinder einen Durchmesser
von 5 mm besitzt, wihrenddem er bei den Kraften P nur 3 mm
betragt.

Zone 111.

Sie umfaBt denjenigen Teil der Balken, welcher unter dem
direkten EinfluB der Lagerreaktion steht und ist durch den Rand
des Modelles und durch eine Gerade parallel zur y*-Achse be-
grenzt. Die Ausdehnung dieser Zone ist in der Fig. 1 fir jedes
Modell definiert.

16) Wir verwenden hier die iltere, aber dafiir einfachere Klassifika-
tion, die A. Mesnager in [20] gegeben hat. Fiir eine eingehende Unter-
suchung dieser singuliren Punkte, die sich z. B. auf das Studium der Airy-
schen Spannungsfunktion in der Umgebung dieser Punkte stiitzt, verweisen
wir auf [21], [22] und [23].
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In dieser Zone ist keine Theorie erfiillt, wie der Vergleich
der Messungen mit den Theorien auf den Tafeln 2,4,6, 8 10
und 12 zeigt.

Die horizontale Ausdehnung wurde als Funktion der Hohe der
Modelle an den Enden /4, angegeben und variiert von 1- /4. (Pro-
file I, und I) bis 3,4- 4, (Il,). Es ist aber klar, daB sie nicht
nur von kg abhingt, sondern auch von der Kraftangriffsstelle,
von der Lage des Mittelpunktes und der Linge des kleinen Kreis-
bogens, sowie von dessen Radius » und von der Gleichung der
Parabel. ,

Bei den Hauptspannungstrajektorien konzentrieren sich die
Drucktrajektorien gegen die Kraftangriffsstelle hin. Die Zug- und
Drucktrajektorien weisen verschiedene Wendepunkte auf.

Die Hauptspannungsdiagramme sind im allgemeinen ge-
krimmt und die Randspannungen nicht konstant, sondern fallen
gegen 0 ab. Am unteren Rand durchschreitet die Zugspannung
bei den Modellen Il, Ill,, IV, und V, vor dem Absinken ihren
maximalen Wert ungefahr an der Stelle, wo der kleine Kreisbogen
vom Radius 7 in die Parabel iibergeht. Am oberen Rand fallt
einzig bei IV, das Minimum der Randspannung noch in die
Zone 11I. Dieses Minimum ist iibrigens viel flacher als das Ma-
ximum an der Zugseite.

Die groBte Spannung der Zone III tritt gerade oberhalb der
kleinen Angriffsstelle der Lagerreaktion auf. Sie ist eine Druck-
spannung, deren mittlerer Wert gleich dem Quotienten der Reak-
tion durch die Beriihrungsfliche ist, wobei es aber wieder schwer
fallt, letztere richtig abzuschitzen.

Zone V.

Diese Zone liegt zwischen den beiden Stérzonen II des Be-
lastungsfalles 2 (I,, 111, und V,), ist durch den Rand der Modelle
und durch zwei Geraden parallel zur y*-Achse begrenzt und in
der Fig. 1 definiert. Beim Belastungsfall 1 ist sie nicht vor-
handen.

Diese Zone ist dadurch charakterisiert, daB die Gleichungen
der elementaren Festigkeitsiehre in bezug auf senkrechte Quer-
schnitte giiltig sind.
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Da die Querkraft Q = 0 ist, haben wir es mit einer reinen
Biegung zu tun. Der Spannungszustand ist einachsig und die
Hauptspannungstrajektorien werden durch zwei Familien von Ge-
raden gebildet, von denen die eine parallel, die andere senkrecht
zu den Rindern steht.

Die Diagramme der Hauptspannungen sind linear mit dem
Wert Null in der halben Héhe des Querschnittes. Die neutrale
Achse fillt also in die Mitte der Hohe 4y, was wieder beweist,
dafi keine horizontalen Komponenten der Krifte auftraten. Die
Randspannungen besitzen auf der Zug- und Druckseite fast die
gleiche, konstante absolute Grofe.

Tabelle 7.
Extremale Werte der Spannungen am unteren Rand.
Mo | i I | |
dell | & | | B ‘ 20 | L | g | o ‘ Oa |¢=Z—j o= ungen
No. ; ! 1 i i
-mm J mm | ‘ ‘ kg ‘kg/mm“l kg/mmﬂl kg/mm?| 1 I
Maximale Werte
i, | +12,0 | +13,0 [19°00| — | 9,91]+2,00 | +1,75 | +1,87 ‘ 1,14 | 1,07 |) £
HI, |+ 9,0 +13,0 | 30°45' 17,43 | +2,30 | +1,71 | +2,16 ! 1,34 | 1,06 || §3
IV, | +12,0 | +11,0 | 26°0"! — | 1592 | +2,02 | +1,41 | +1,80 | 1,43 | 1,12 |(Z¢
Vo |+ 93| +105 39930 — | 22,94 |+2,00 | +1,13 | +1,55 | 1,82 | 1,33 |} a3
Minimale Werte
I1, | +95,0| 0,0 Messung unmoglich, wegen einer kleinen
Scharte im Glase. £
L, |+55,0 | 0,0 | — |[10°12'} 17,43 | +1,24 | +1,71 | +1,73 | 0,73 | 0,72 %5
IVy; | +50,0 | +0,0 Messung unmoglich, wegen einer kleinen gf
Scharte im Glase. iz
Ve | 4300 00 | — 196’ 2294 1 40,60 | +1,13| +1,18 | 0,53 | 0,51 |/ =<
In obiger Tabelle bedeuten:
x*,y* = Koordinaten des Punktes ex- o, = nach der elementaren Festig-
tremaler Spannung (s.Fig.1), keitslehre in bezug auf senk-
] — Winkel zwischen den senk- rechte Querschnitte berechnete
rechten auf die Enden des Spannung,.
Kreisbogens vom Radius 7, % = nach der Airyschen Spannungs-
2w = Winkelzwischen der Tangente g funktion berechnete Spannung,
- : € ¢ = -5 — VerhiltnisdergemessenenSpan-
;gn(ti;fesarabel und der Hori- % nung zu der Spannung der ele-
" . Y% mentaren Festigkeitslehre,
= Lagerreaktion, {' =~ = VerhiltnisdergemessenenSpan-
9 = gemessene Spannung, a nung zu der Spannung der Airy-

schen Spannungsfunktion.
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In der. Tabelle 7 tragen wir nun noch die maximale bzw.
minimale Zugspannung am unteren Rande zusammen, sowie die
GroBe dieser Spannungen, die nach der elementaren Festigkeits-
lehre in bezug auf senkrechte Querschnitte und nach der Airy-
schen Spannungsfunktion berechnet wurden und bilden das Ver-
hiltnis { bzw. {’ der gemessenen zu den beiden theoretischen
Werten. Bei den Modellen II, und IV, konnten wir leider die
minimale Zugspannung in den ausspringenden Ecken A der Fig. 1
nicht messen, da dort die Modelle kleine Scharten im Glase auf-
wiesen (siehe Fig. 2d).

Die obige Tabelle zeigt, daB an den einspringenden Kerben
eine Erhéhung der Spannungen, an den ausspringenden FEcken
ein Absinken derselben in bezug auf die theoretischen Werte auf-
tritt, wie es zu erwarten war. Die Spannungserhéhung nimmt
in gewissen Fillen betrichtliche Werte an (siehe z. B. V,, wo
sie in bezug auf die genaue Theorie der Airyschen Spannungs-
funktion 339/ betrigt).

Wir sehen, daBl eine eindeutige Beziehung zwischen dem
Winkel g und den {-Werten nicht besteht. Es machen sich eben
noch andere Einfliisse geltend, die das Ergebnis stark beeinflussen.
Sie wurden bei der Besprechung der Zone IIl erwihnt.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB der ¢-Wert mit zunehmen-
dem Winkel w abnimmt.

§ 7. SchluBbetrachtungen

1. Wir haben gesehen, dafl ein Profil, das nach der Anwen-
dung der elementaren Festigkeitslehre in bezug auf einen senk-
rechten Querschnitt eine konstante Randspannung aufweisen
sollte, diese in Wirklichkeit nicht besitzt.

Wir konnen nun fragen, wie der Balken aussehen miiBite;
damit diese Bedingung erfiillt wire. Experimentell haben wir
diese Berandung nicht bestimmt; wir kénnen aber aus den Mes-
sungen schon ziemlich genau auf die Form des Profiles konstan-
ter Randspannung schlieBen. Dabei miissen wir beriicksichtigen,
daB keine ein- oder ausspringende Ecken auftreten diirfen. Wenn
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wir also die Ecken in den Punkten A der Fig. 1 schon abrunden und
die so gewonnene Fliche bei den Kreisbogen des Radius r hin-
zufiigen, indem wir diesen vergroBern, so werden wir mit guter
Niherung die Konstanz der Randspannungen erzielen 7).

2. Wie groB ist die Materialersparnis? Um diese Frage zu
beantworten, haben wir in der letzten Tabelle 8 die Flichen der
Profile II, bis V,, sowie die Fliche des Rechteckes angegeben,
welches die Modelle umschlieBt. Da die Dicke der Modelle ¢ kon-
stant ist, konnen wir daraus die prozentuale Materialersparnis in
bezug auf den Balken konstanter Hohe /, berechnen.

Tabelle 8.

Modell | Fliche des Flsé::%illieeéiee: dlel:ln' Material-

No. Modelles i Rechteckes \‘ ersparnis
cm? ! cm? |

1, 202 | 342 40,99,
I, 275 ‘ 342 19,5 %
v, 119 ‘ 180 33,9 %
V, 142 | 180 | 21,2 %

Die Materialersparnis erreicht z. T. betrichtliche Werte. Das
Streben des Ingenieurs, moglichst Profile variabler Héhe zu ver-
wenden, ist also sehr berechtigt.

3. Wir haben in dieser Untersuchung 2 Gruppen von Mo-
dellen ausgemessen, die dadurch charakterisiert sind, daB das
Verhiltnis der maximalen Hohe #, zur Spannweite ;0 1/;4 bzw.
1/, betrug. Wird nun /4/l, kleiner, der Balken somit schlanker,
so wird die elementare Festigkeitslehre fiir die Teile mit veran-
derlicher Hohe immer besser stimmen. Zudem werden sich die
Zonen 1 und IV immer mehr ausdehnen. Das Umgekehrte wird
im Falle der Zunahme von //l, eintreten. Beim Balken V, wird
z.B. bei Ay/ly~ s die Zone | ganz verschwunden sein.

Es wire interessant, die Untersuchung in dieser Richtung
weiterzufithren, doch glauben wir nicht, daB sich die allgemeinen
Folgerungen wesentlich dndern wiirden.

17) Vergl. [10] und [24].
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§ 8. Zusammenfassung

Die photoelastische Ausmessung der Modelle I; bis V, hat
uns ermoglicht, experimentell die Spannungsverteilung fiir den
betreffenden Belastungszustand in den freiaufliegenden Balken
der Fig. 1 volistindig zu bestimmen.

Als Ergebnis dieser Messungen sind im Anhang fiir jedes
Modell die Hauptspannungstrajektorien, die Diagramme der
Haupt- und Randspannungen, sowie die Diagramme der
0.~ 0,- und v.,-Spannungen fiir senkrechte Querschnitte in 12
Tafeln angegeben. Die Tabellen I bis VI im Anhang enthalten
fir jeden MeBpunkt die drei GroBen « (Winkel zwischen der
Hauptspannung und der Senkrechten), o; und o, (Hauptspan-
nungen).

In § 5 ist gezeigt worden, wie man die Spannungen in den
Balken berechnen kann und insbesondere, wie man einige Theo-
rien zur Bestimmung der Spannungen in den parabolischen Teilen
der Modelle II bis V anwenden kann. Der Vergleich mit den Mes-
sungen laBt erkennen, daB die Theorie der Airyschen Spannungs-
funktion fiir diese Teile auf einige 9% genau ist.

Bei der Diskussion der Resultate haben wir 4 Zonen fest-
gestellt (I bis IV). In der Zone I (zwischen dem Lager und der
Belastungskraft P) ist fir den Balken konstanter Hohe die ele-
mentare Festigkeitslehre, fiir die Balken mit parabolischer Be-
randung die Theorie der Airyschen Spannungsfunktion richtig.
In den Gebieten um die Kraftangriffsstellen (Zone II) und um
die Lager (Zone IIl) stimmt keine Theorie. SchlieBlich ist in
Zone IV (zwischen den Kriften P,P des Belastungsfalles 2)
wieder die elementare Festigkeitsiehre in bezug auf senkrechte
Querschnitte giiltig.



ANHANG

Tafeln und Tabellen



50

(ww ¢1%'6 = 2) uaBunuuedspuey pun -jdney 19p swnuesferq
‘usnopplensununedsydney
‘1 JIejsSunyse[ag — | udyeg Japuadorpgnerdid | [pyel

qwafbys ¢ 4 o

098+ 544 T 08 vin QV\ NV.NN HN

026»=x4 _ | Q\

0'56r5r A " Oy ég‘%. 053 m 0'§9+ 3¢ 05543 0y ek n o'sg ez 0'52+ 3 M a.&”‘n\ 014 3 OB et W g
95Y20311j WS W | | _. (42 P L
£12+) 6024 202+ | s6%+ 9%+ 2r'e B44e 580+ 232 £20¢ 1 e X0+ KD
T -
T ] A TTE

—_—— wWiio'ps peee TR

(S m_ﬁ‘%lu

i

1

|
|
|
0T rEL- 06+
[}
|
1
i
i

By e9%g =d

[ —
I

Q‘wm‘u-\.“

r
952031210 wWhS o

wuw .bvcm




51

“UAJPUYOSIONY UdYAIjuds uadmue ur udSunuuedsqnydg J9p pun usSunuuedsjeuoN 19p suwweldei(
‘I 1rejsSumse[dg — [ udyjeg Iopuadaipynendid g [djel

JIYD[SHINBIIS] dIBJUIWR[ = — —— —— QUIMPIW = ———o° By £9PE = of

- — — - — — — -
!
[}
s sooAf| 104 woe[ ] wor [N woe[f] wor[ o+ _
by 005=s0"y) | Brstie=IpPsf Byp'gyeedofsf Syga+=/paf By9es«=s0%23 /) Bysss+=J0 3 f Bys'sie=J0 3/ Or0tse=lp™sf
1
o . §
1
\ 41543
1 - - IT . - - |
[ 3 0C6+5 4 068+ 34 0'G8+34 05+ 54 A 059+ 54 4 0'55* 54 4 'Syl .j
— — — — 7 — —
i
+ ﬂ + +
wos*| :.?+. _ wodtl #osl | t.?.‘ o Al i
byses e S0P ) Sypss=/p Py ) Oryssv=iDf Sy8a+=10"3 /) Bysese=s0B00f _ Bylpe=ip [ Sy Lye=s0 L)
)
i
- — — — > ————
05gr AN 0’52+ 54 054+ 34 04+ 54 08+ 'S
42+ o 560+

807

N!_&\?AN 59 01 50 4 + +
+
- 890+ =0 —ae=

Byos-=J0%0f
_ _ \*\@A|lm
N 960~

0564 CZ6+34 0§+ M




‘(ww g1$°6 = 2) uaSunuuedspuey pun -jdney Jop swuweideiq

‘usnIo}ydfensdunuuedsydnepy

‘¢ Ilejsdunysepag — | uayjeg Jopuadornerdld ‘g [9jel

qww/by 5 2 4 0

T
M e, P
) wuwops OGegIMUWW 0’
099314 O9pegrit 04 sipt !
o555 i “i Y By yrzz=d| |
1 0prgn
e osteg o593 loiggprsapssan vy Asregriowrrpiad o * ¢
25
wes 252+ Vo] sele w4 5hr e g0 P bor eoe oo i
T t + S
i ! dfpemmtr =1~
R | 1
lllllllllllllll _ N A ;. 1
3 |
! i
|
||||||||||||| foimimimimimim e YL AU N | NS SN N N N
|
| )
i 1
—»| H 4 {
~ 1
N !
N 1{ H !
1 / I T/TIT
1 e L
w 52 492 w2- a2- 602- 961~ #85-  A4- 0- | #wo-  £20- 5£0-
! ! 1 !
1 ' ! 1
i N i o _ i
L ) J

asyrea1019 W wWhS
e R ey Rttt SRy
Oty Ry o
IIIII i D EI R E N ——
'
[ S S — JROURERE S
- |
e iyt RpRriel Sytebylyl doltainder
I ]
n . + 1 it il
1 | ' | T
' Ll i n |
0 ' | T
T T T +
F — T




53

YIS FNPSI] SIBJUIUR[F = ~———— QUIMGIW = — B T =d
‘mARIUYdSIANG UydRIyuds uadud ul usSunuuedsqnydg 19p pun wdFunuuedsjeulloN Iap sunueiderq
‘Z ljejsSumysejag — [ udyjeqg Jopuadarynerdid ‘p Jdjel

—— PR —_— —_— — — l.
I
+ -+ \
R S JR . J S JEEO G | dodl L _ 920
Syovs=/oPy) | Broos=/07y) Sy005=/073) Byoy-=/03f by yy-=spPisf by 96+ 10845 Oypsze-sofiyf| | Broees=sofyf | |
\
3 \
—— —— .l..ll\u'\h.&.w 4 — —— . e -
056+ 54 1 05l rat (5 a2l 049+ gt 4 0pSrat 055 et 028+ 1 0Byrzt
p—— p— — p— — —_—

980+ te— %Y, PP e 2473 — (457 e — 0802, o — 2450y, ap — -
Bygzee= 03 f (| Byp2ze=spaf || Brvsze-so®sf Bysyze=tofyf Vo] Groaze-so™yf |+ %.&:\%c\._ﬁf Sy 0'0s+=s0 ™3 f by9o-=s0"3f
v +
T e = P g —
o' sprgra 055+ 5 05254 2722 Okt 7% 0yt 4 O2egt
L8520, L2 5647 80+ 280
qwur/ By Aryap \\.\\ ~
Iz 54 91 so 4 + + + +
i e R
B005= /00~ \ y02-= /P10 — o~ BY 60~ JOXQ/— A~ BY00x= 70/~ —f ~ N S
= +)*0 ) Oyl 4-=1070f
\\ 2
- N =
\
s sac- i 580- I~ £20-

05L r 5 4 085 0fp e 0°52r 54 1 [As"4



“(ww g1§‘6 == 2) wadunuuedspuey pun -jdnep 19p swwerdeiq
‘uarioyyalensunuuedsydneyy
‘I [IeisSumsejag — [ udYyjeyg JIpuaddIInediy ‘g [2jel

. 0'98 #3544
096+ 5 e KL .
Mx.T oseny | w006 : '
g.«Smm.EmEEQWMR ] popr ywu/by £z & 0 : !
i T ; W
— [
0°65 544 : “
= O ' '
. : t
sxd :

. QN\f\«_ 0§+ 3hn !
SLy. 058254 0702+344 | %*\Q... ”N i
¥ = I
- %

]

L9 0l%-  eL4- 8L 58°%- (8- sy 690
1
I
1
I l ! 2l
i

0y 1861 =d

| e
ISY2021090 LIWFS w 099+ 34

T D T Twwo'se

@4 0%




‘uorpunysunuuedg ayISANY = —. - —-—
QR[S dNsa ] SIepudWd| = QUIMPIW = ———o Iy 186l = d
“UAIUYISIANY) u9jyRAINuds udde ui ualunuuedsqnydg 13p pun uddunuuedseuLioN 19p swiueidei(g

55

—— — d A 0z;,
= 02'03,
f] 320
v —
\ fl +
I [ ]
| |
I
e " L_.i p -l e, A= |
by003=/0"43 [ Ors'stvas0. Go=s0 . Byose=J0, pen 0P TR 7 AL
003=/0"3/¢ By1ueaf0PHa )1 By 96 += /03 [} BrO0I =0 u\,__ 9ol @mm:\iﬁ\* Srzorees?s N e e AN b
: ! \ ! ! | {oreonesp YN by pipecio®y A
1 \ !
\ ! \ \
— L - J GO J
056+54 aZ6+3t 068+ 34 ﬁl 05§ 5 05l +54 059+ 055 rgH

L1

°1 [essSumsepg — | uayjeg Iopuddamnerdi ‘g [BjeL

(P43
SEegt
BeH*
L
- 5 T 7 694+
" \
2 =09 /~} = byl 4= JDXO )+ A2 .
> 2. 08000 ke~ By60+=4070/_.
A =
2 - 2 -\ 2 - g
. == )0
2
. 29t~ £~ oL}~
096 e oL egt [Xiae
%&&
/By ey osye
A 02 5§ y ¢
i ; o, 2. g 0+ 697~ oy o
BY0'0F=J0%0/~. __
007 =40%9/- s By et/ vt 00 t0g) N
0. - 0 k) =
8t~ 8- §ri-
05zt o'spegt ourrrd




56

(ww ¢14'6 = 7) uaSunuuedspuey pun -)dney 19p swwelrdei(]
‘uanioppafensdunuuedsydneyy
¢ lleysBumsejag — [[] udyjeg JopusSainerdLy L [9JeL

Ossergd wiogy 07934 i 0975 wwoos
i [
95Y2681218WIUIAS W 05 ey 0'59ega 049yt ofssegr| 925" cww/oys 2 4 0
[ P B
(423 0Lt + bL4r | 5940 | 6514|0240
4 1 i
; S | " !
V2 At Fo T w  OSTw ot o i
i ‘2l =4 !
vy | OVEV L =d |
_in _ &a. OO0, |
IS N A i 1 - sl oo o075
i > o3 !
A Ry Ry Ry R X B & Y/ A T -~ 24 894+ !
. - TR a<\m ”
- 1 2 -
; S V / ) w
¥ 1S 1 -
21 694 £93- 09'%- 194~ 99 4- 8Ly~

85Y28311)oWwwhS ¥

by s54 =

d

89} s91- 604 &t0-

A

L1y

LT Ty

————bk e
————d - m o

==




57

‘uonpyunysSunuuedg aYosLIly = —-—-—-—
‘aaya[spaySnysa g alejuaun|y = ——--—- QUAIMEIW = ————o B ¢FLl =d
‘uAIUYISIIN UaNPAnjuas wadiur ul uwdunuuedsqnydg JOp pun waSunuuedsjeutioN 19p wwetdei(
'z [IeysSumyselag — 11 ud[eg 1apusddrynerdid ‘g [AJeL

80'ge

. — —_— —_——— o05g» .
- n —
—
+ + /
'y
—dm .- [ J TN S . (I 1L !
& 003 mP [ trove-iphif| T tnovs-sohiuf | Br90-toPiuf Org0-=0R3f\  brste=so® N Sy65ie=sp"s Sy sse =ity \“ 4=
\
1
]
- _ _ A
A
—— lﬁl ——— e — .
0'SEr g4 'S/ +34 o 0'§9rax 049+ 54 1 0'§5ept 0°§5enA 025+ OEy A 4 O'Sp+ A
Ly
9o+
Xy 8y0»
h
3\5‘.\5@.\.,..‘ - ;
v Bysitseelo®™f | ~ By 90s =g /1 Nt ¢ a2,
_, 4 .\._ W 994+ = /0" , - 3%53\&@.\“
1 N "By 984 =i0" -
0'5Fend 0'5geqt 002 54 082X
0L 28 4
\\ :
fry /-
war/By ey + ”
oz 5% 0% 59 0 9 ht
; : Ty i (o)D)
v 005 =1070f A" 2 =/0%0f [ 17 5 + v
" By s'0--/p%0f- j 5974
w — - 0 — ?v.\,u\bm&\ 3
-~ - o=
- ~
- o2~ §0%-
056+ 34 1 055e < 4 05 esx 72



58

“(ww ¢1§‘p = 2) usBunuuedspuey pun -jdnepy Jop swweiSeiq

‘usrropyRlensdununedsydneyy

‘I [ejsSunjsejog — A udyjeg Jopuadaigneraiy ‘e [9)eL

Q.E.w\.“.A. e Ew‘n.\_ﬂ - ww sy JME‘S..._W.A"
073X 65 H v
a5y whS * olppegr é?m_x ek wl.leJIJ; “_ m,
||||||| _/. R nvw‘“ oty m u,
~ . ) I
N { cb?ﬂx.“ ' :
3L ny ;
¢_, o4ty Oy 265/=4 |
Ww ! < Umw- Jr{optar] 09t 007
S, - UL Rt
..... 3 T [~ 590+
3 ] /.N\,ﬂ..vkh T
3 N
W\ 1y, i
1A ! A A 3
/ ! £
954 S 65Ut §73- 584
|
] |
O p8s=gl T | I _ il

wwops T




59

‘yorpunysunuuedg YdsLily = —-- -+
9119151y 13sa ] IBUBUR[F = —~——— QMo = ———o 3 $8°1e = d
‘UDYIUYISIANY) UAYOIINUIS udFIuid ul wagunuuedsqnydg 1op pun uadunuueds[eurioN J9p Jurelger(y
‘1 [reysSumserdg — Al uoyeg Jopuaddipnendid ‘01 [34EL

292 529+

/
0r094+=/0"3/ 4_. Ors9se=s0
1

I L
bygpe=/pPrp [+ mix?u\bmi\ﬂ_ Oresseeso 3 )

i

070 =s0 0 R
\ 9294+ =/0 2/
A
\
—

0'05 5+ 4 005 +341

Pi3%d

By =03/ LT

05434

(2720 Ut
g .
7 ™ s 8547
+
% L7
bysy-=J0%0f |~ By y-=J070/ .}
i
0 Loy
_ \\ Z —~
957= §5%- 684 P §74- g
Lt +34 O ppegd A 00pr N 0P+ 5+
swuw/by X4 sy ) 60 590+
o2 5% +
—T )
ByL0+=I0"0) ot Bysi-=/0"9/ . B15°0e=s0"0) -
“
£ =
- 955~ - 260- 750~
[272a24 ¥4 0454 SEegt 0gri



60

(unu g1‘6 = 2) uaSunuuedspuey pun -jdney 13p suuresderq
‘uarropyaferysdunuuedsydney
‘T NejsSumyse]dg — A uayjeg Jopuadorgneraig yp [ajel

I ww0pg H COXA i ESQ‘.W.“

‘ t I
o053 q g ; 1 RN m “_
88201 10w WAS o Oopegr “ W\ 9 ! }
| e H i
$e | 840 ! n

3

S S st !
!
i
|

by $6'32 =¢f

osyoearspwwhs o
1

oy

= b et

—— o IJ_I...iII

i ok s gt ey i

S N U [

P g puls s i

wu 008

Qthno\.“

e Y

7‘,7,2,"0'2‘\



61

Syooz=0"3 /)

‘31ya1syay31ysad alrjusun|g =
“URIUYRSIANG UAYdINUAs uwaSiue ul uaBunuuedsqnydg 19p pun udFunu
‘Z liejsSumseag — A udy[eg JIspusdaipinernid gl

‘uorpunisSunuueds yYdsfiy =
- ‘Q)IMPOW

T brso-=s0Pyf

—_— —— |\.|
-
. o - -I
Soos=sp%3f | Grovs-ioPsf
—— ——— ———
005 344 00 +=4 o 095+ 54

98'4e

~.. A
N %w.&ﬁ%@\../ T

!
Y 2 TAN

et

~ /A

/

= ——0

200+

Oysoue=soP3f

005354 4

%3 ﬁ

[CALA N
T~ 950+
™~ 0
\xY 1
Lt
[
1 L i
Sygzze=so®af b - T
/ V[ oveseresofaf
1
\ /
- + \
Ay
L L -
0ze 0w

26°0¢

3 v6'cc = d
vedsreuoN Jop Swweidei(

5%+

£14-

~
+
% +
k)
brovs=Jotaf | " busy-=sorof L2 By 6—= S0t b~ -
/ () s1-= 0% Lol 1%~ F
2 <l Syooz=J0"g[
G\ - ) ‘_ \m.“@n
7 \ 1Y
2
- o5y~ % 224- ._ 240-
005+ ¥ OFF+A 008+ 7x o [ 2454 002 +3F 0§+t A




Allgemeine Bemerkungen zu den Tabellen I bis VI

a stellt immer den Winkel zwischen der Hauptspannungsrich-
Er nimmt von 00 bis 3600 im

tung und der Senkrechten dar.
Uhrzeigersinn zu.
In einigen Punkten war eine genaue Messung nicht méglich

(zu schwache Spannungen, lokale Glasfehler).

In diesen Fillen

wurde statt des MeBwertes ein Fragezeichen (?) in die Tabelle

eingetragen.

Tabelle I.
Freiaufliegender Balken I. — Belastungsfall 1.
Richtung und Grope der Hauptspannungen.

b x* ! a o, Gy »* x* a ; o, ' Gy
mm | mm J kg:mm? | kg: mm2| mm mm kg : mm? | kg : mm2
+ 0,0+ 80 1°30" 1 40,00 |+0,11 [+ 9,0 | +35,0 |315°00' | +0,10 |-0,125
+ 0,0 | +11,0 0°38' | +0,00 |+0,18%| + 9,0 | +65,0 | 316°00' | 40,10 |-0,12
+ 0,0 | +15,0 0°30" | +0,00 |+0,25 | + 9,0 | +75,0 | 316°45' | +0,105 —0 12
+ 0,0 | +25,0 0°15' 40,00 | +0,47%| + 9,0 | +85,0 | 316°15' | +0,08 —0 158
+ 0,0 | +35,0 0°23'| +0,00 | +0,70%| + 9,0 | +89,0 | 39°30' | -0,14 +0, ,08
+ 0,0 | +65,0 0°00' | +0,00 |+1,42 |+ 9,0 | +92,0 | 25°15'|-0,13 |+0 065
+ 0,0 | +75,0 0°00' | +0,00 |+1,67 |+ 9,0 | +95,0 | 359°30' | -0,10% +0 ,06 %
+ 0,0 | +85,0 0°00' [ +0,00 |+1,93 | +13,5 | + 2,0 |301°15' | +0,01 —0,02
+ 0.0 | +89,0 0°00' | +0,00 |+2,02°%| +13,5 | + 5,0 | 312938’ | 40,00 -0,078
+ 0,0 | +92,0 0°00' | +0,00 |+2,09 | +135 | + 8,0 |319°00' -0,01%|-0,125
+ 0,0 | +95,0 0°00' | +0,00 |+2,13 | +13,5 | +11,0 | 326°00' | +0,02 -0,155
+2,0 | + 2,0 |324°00' | 0,045 +0,018| +13,5 | +15,0 | 332°30' | +0,045 -0,17
+ 20|+ 50 0°23'| 0,42 |+0,03%] +13,5 | +25,0 | 343°08' | +0,02° -0, 276
+ 2,0 1 + 8,0 303°45' | 40,07 |-0,14%]| +13,5 | +35,0 | 348°00' | +0,01 —0,405
+ 2,0 | +11 0 289°00' | +0,14 |-0,015{ +135 | +65,0 {35400’ +0,04 |-0,705}
+ 2,0 +890 1930 | -0,04° | +1,535| +13,5 | +75,0 | 355°00' | +0,01 | -0, 875}
+ 2,0 +92,0 0°53' | +0,05 |+1,67 | +13,5 | +85,0 | 355°38' -0,02 |-1,02 |
+ 2,0 | +95,0 0°00 | +0,00 |+1,62 | +13,5 | +89,0 | 354°30' -0,03 | -1 065
+ 45|+ 2,0 346°23' | -0,07 |+0,03%| +13,5 | +92,0 | 351°45' -0,13% —1,06
+45 +50 8°00' | -0,17 |+0,07%| +13,5 | +95,0 0°00' | -0,345 | -0,085
+ 45| + 8,0 [298°30 +0 1351-0,12 | +16,0 | + 2,0 | 302°00’ | +0,00 |+0 00
+ 45| +11,0 |303°00' | +0,13%|-0,07 | +16,0 | + 5,0 | 322°45' —(),045 —0,045
+4,5 1 +15,0 | 26°45' | -0 035 +0,17%| +16,0 | + 8,0 | 334°00' | -0,06 |-0,065
+4,5| +250 | 17°00' +0 00 |+0,28%| +16,0 | +11 0 340°45' | +0,00 |-0,14
+ 4514350 | 12°30"| -0, E +0,40 | +16,0 +890 358°30' | -0,015| -1 61 5
+ 4,5 | +65,0 6°30' | +0, ,02 140,745} +16,0 +92,0 355°15" | -0,075 | -1 73
+ 45 | +75,0 6°00' | +0 026 +0,865] +16,0 | +95,0 2°15" | -0, 745 -1,52
+ 4,5 | +85,0 5°00 +0,02 +0,08 | +18,0 | + 8,0 0°00’ | +0, 100 -0,05°%
+ 4,5 | +89,0 4°00' | +0,03 | +1,04 | +18,0 | +11,0 0°00' | +0,00 |-0,11
+ 4,5 | +492,0 2930' | +0,025| +1,085| +18,0 | +15,0 | 359°15' | +0,00 -0,23
+ 45 (4950 0°00' | -0,01 |+1,06 [+18,0 | +25,0 0°00' | +0,00 |-0,48
+0,0|+ 20 13°23 —O 05 | +0,025] +18,0 | +35,0 0°00' | +0,00 |-0,72
+ 9,0 | + 5,0 [295°00" | +0 045 -0,10%| +18,0 | +65,0 0°00' | +0,00 |-1,43%
+ 9,0 |+ 8,0 ]305°15' | +0, 1065 -0,1351 +18,0 | +75,0 0°15' | +0,00 |-1,68
+ 90 +110 311°45" 140,108 | 0,12 | +18,0 | +85,0 0°00" | +0,00 | -1,90
+ 9,0 | +15, 0 315°00" | +0,13 |-0,10 | +18,0 | +89,0 0°23"| +0,00 |-1,94
+ 9,0 +25,0 315°00' | +0,11 8 —0105 +18,0 | +92,0 0°15' | +0,00 |-2,00°




Tabelle 11.
Freiaufliegender Balken I. — Belastungsfall 2.
Richtung und Grope der Hauptspannungen.

SO SO0 (O b e B o B o o P P o P B o o P o o B I D I I IV I 1
cooo

oo ooortttgtotgiotgtotGruttgttgtgrGv

T S e S T s s o e i SR A S e e e S e e E e R R

0101010 10 O i o i B B B R B R B b

x* i a l oy ~ Oy Al x* a l oy gy
mm | mm kg:mm2 | kg: mm? | mm | mm kg: mm? | kg : mm?
0,0 |+ 80 0°45' | +0,00 |+0,208] + 9,0 | +35,0 | 315°45' | +0,175| 0,235 |
0,0 | +11,0 1°00' | 40,00 |+0,32°5| + 9,0 | +45,0 | 315°30' | +0,17 |-0,25°
0,0 | +15,0 0°45' | 40,00 | 40,465 + 9,0 | +49,0 | 42°15' |-0,23 |+0,17
0,0 | +25,0 0°30' | +0,00 | +0,865| + 9,0 | +52,0 | 36°23'|-0,24° | +0,10°
0,0 | +35,0 0°00' | 40,00 |+1,20 |+ 9,0 { +55,0 | 26°45’ | -0,15%|+0,08
0,0 | +45,0 0000 | 40,00 |+1,74 | + 9,0 | +58,0 | 17°00' | -0,08°|+0,03
0,0 | +49,0 0°00' | +0,00 |+1,96 |+ 9,0 | +61,0 3045' | -0,04 |-0,02
0,0 | +52,0 0°00' | +0,00 |+2,05 |+ 9,0 | +65.0 2°30' | -0,01 | -0, 025 |
0,0 | +55,0 0°00' | £0,00 | +2,13 | + 9,0 | +75,0 | 359°00" | -0,02 | -0,04
0,0 | +58,0 0°00' | +0,00 |+2,17 |+ 9,0 | +95,0 0°00' | -0,045 | -0, 025 |
0,0 | +61,0 0°00’' | +0,00 |+2,17°%| +13,5 | + 2,0 |302°30' | -0,01 |-0, 07
0,0 | +65,0 0°00' | +0,00 |+2,18 | +13,5 | + 5,0 |313°30' | +0,01 ® —0,14
0,0 | +75,0 0°08' | £0,00 |+2,17 | +13,5 | + 8,0 |320°15'| +0,02% | -0,20°
0,0 | +95,0 0°00' | 0,00 |+2,15 | +135 | +11,0 | 326°00' | +0,07 —0225
2,0 |+ 20| 51°15'|-0,025-0,13 | +13,5 | +15,0 | 332°30' | +0,07°% —0,31 ,
2,0 i + 3,5 |333°00 +135 | +25,0 | 343°00' | -0,04 |-0,495
2,0 | + 5,0 0°00' | -0,72 | +0,115] +13,5 | +35,0 | 348°30' | +0,07° -0 65 |
2,0 |+ 6,5 | 26°38' +13,5 | +45,0 | 351°15" | +0,04° | -0, 190
0|+ 80| 34°30'|-0,25 |+0,125| +13,5 | +49,0 | 350°45’ | -0,06° —LOS ‘
0 | +11,0 | 20°00'|-0,00%|+0,25%] +13,5 | +52,0 | 348°00' | 0,165 |-1,13°
0

14900 | 3900 | 40,105 | +1,575| 41355 | +55,0 | 354°00 | -0,30° | -1,02° |
1520 | 2930|4013 | +1.605| +1355 | +58,0 | 3°15' |-0,08° | -1,04
+550 | 0°45'| -0,055 | +1,57 | +13,5 | +61,0 | 0°45'|+0,005 | -1,08°
1580 | 0045 | -0,065|+15595| 41355 | +65,0 | 0°00' |+0,055|1,05° |
+61.0 | 0°30' | +0,005 | +1,675| +13,5 | +75,0 | 0°30' | 0,005 | -1,11

+ 20 |346°00° | 0195 | -0,00° | +135 | +950 | 0°08' |-0,05 |-1.15
+ 3,5 35530 +16,0 | + 2,0 |307°00' | +0.00° | -0,01
+50 | 7923 |-036 |+0,00 | +160 | + 5,0 | 325°30' | +0,02 |-0,05
+65 | 20°00’ +16,0 | + 80 |334°45' | -0,04 |-0,20°|
+ 80 | 28°53'|-0,20 1+0,175[ +16,0 | +11,0 | 340°38' | -0,025|-0,26°
F11.0 | 303923 | 40207 | -0,185| +16,0 | +40.0 | 357°15' | -0.07 |-1.58°

150 | 27930 | -0.10 |+0.27 | +16,0 | +52,0 | 353045 | 0,095 | -1,73°
1250 | 17°15' | 007 |+0:455| +16.0 | +55.,0 | 358°45' | -0,775 (1,62
+35.0 | 12045’ |-0,05 |+0,65 | +16,0 | +580 | 3°45'|-0,15 |-1,86
+45.0 | 10°00' | -0,01 |+0,885| +16,0 | +61.0 | 1°00":~0.03 |-1,73°
+49,0 | 8°15'|+0,06%|+1,04 | +18.0 | + 8,0 |358°30' | +0.00 |-0,34°
1520 | 623 |+00045 | +1.08 | +18,0 | +11.0 | 35930 | 0,00 |-0.23
550 | 4°15' -0,03 |+1,035| +18,0 | +15,0 | 350945 | 1000 | -0.41
+580 | 2°00' |-0,03 |+1,045{ +18,0 | +25.0 | 0°00'|+000 |-0,85
61,0 | 0°30' | +0.005 | +1,065| +18.0 | 4350 | 0°00' | 40,00 |-1,28
+65.0 | 0°007 |+0,02 |+1,07 | +18,0 | +45.0 | 0°15'|%0,00 |-1,72
+75,0 | 0°00' |+0,01 |+1,07 | +18.0 | +49,0 | 0°00' |+0,00 [-1,84
1050 | 0°08' | +0,005 | +1,065| +18.0 [ +52,0 | 0°00' | +0,00 | -1,96
+20 | 13°45'[-0.15 |-0,015|+18,0 | 4580 | 0°23'|+0,00 |-2,09
+50 | 25930 | -0,175|+0.07 | +18,0 | +61,0 | 0°00' | +0,00 |-2.12
+ 80 [305030° [+0,10 |-0,255] +18,0 | +65.0 | 0°00' | +0,00 |-2,13
+11.0 [312015' [+0,10 (-0.22 | +18,0 | +75,0 | 0°00' | +0.00 |-2,17
+15,0 |315915" | 40,18 |-0,24 | +180 | +950 | 0°00' | +0,00 |-2,15
+25.0 | 315933 | 40,235 | 018




Tabelle 111.

Freiaufliegender Balken [1. — Belastungsfall 1.
Richtung und Grope der Hauptspannungen.

» x* a % G2 i x* a % O

mm | mm kg:mm2 | kg:mm? | mm | mm kg: mm? | kg: mm2
+ 0,3 | 4920 5°08’ | +0,00 |+1,59%] +13,0 | +65,0 | 358°00' | -0,05 |-0,60°
+ 0,6 | +89,0 6°00' | +0,00 | +1,69%| +13,0 | +75,0 | 358°30' | -0,04 |-0,71

+ 1,1 | +85,0 6°30' | +0,00 |+1,74 | +13,0 | +85,0 | 358°45' | -0,04%|-0,77°
+ 2,1 | +75,0 6°30' | +0,00 | +1,74 +130 +89,0 |356°30' | 0,095 | -0,815
+ 3,0 | +85,0 6°08' | +0,05 |+1,40 +130 +92,0 | 352°30' | -0,18 |-0,80°
+ 3,0 | +89,0 4°45' 140,03 | +1,28 +130 +95,0 0°00' | -0,21° —0655
+ 3,0 | 4920 2°15' | +0,008 | +1,23 +14.7 + 3,5 | 347°30

+ 3,0 | 95,0 0°00' | -0,03 |+1,22 | +14,7 | + 5,0 | 12°15'|-0,385|+0,18
+ 3,3 | +65,0 7315; +0,00 |[+1,72 | +14,7 | + 6,5 33330; 6 ]
+ 4,6 | +55,0 8°30' | +0,00 |+1,73 | +14,7 | + 8,0 | 31°15'|-0,16 |+0,45
+ 5,5 | +65,0 7°15' 140,03 | +1,26 | +14,7 | + 9,5 | 26°30'|-0,13 |+0,57
+ 5,5 | +75,0 7°30' | +0,03 |+1,04 | +14,7 | +11,0 | 26°38'|-0,075 | +0,64°
+ 5,5 | +85,0 7°00' | +0,02 |+0,865 | +14,7 | +13,0 | 27°30' | +0,03 |+0,57°
+ 5,5 | +89,0 4945"-0,02 |+0,80 | +14,7 | +15,0 | 27°30' |-0,04 |+0,385
+ 5,5 | +92,0 2°00' | -0,07 |+0,77°| +14,7 | +20,0 | 330°00 | —0,005 | ~0,245
+ 5,5 | +95,0 0°00' | -0,08° | +0,79 | +15,5 | +25,0 | 358°00' | -0,02 |-0,73
+ 6,0 | +45,0 8°45' +0 00 |+1,74 | +15,5 | +35,0 | 359°30' | +0,01 |-0,91
+ 7,6 | +35,0 9°45' +0 00 {+1,75 | +15,5 | +45,0 |359°45' |-0,02 |-1,03
+ 8,0 | +45,0 9°00’ +0,02 +1, 23 +15,5 | +55,0 0°00' | 0,005 | -1,11°8
+ 8,0 | +55,0 8°45' [ +0,05 ~1~0035 +15,5 | +65,0 0°00' | -0,01 |-1,17°
+ 8,0 | +65,0 9‘;00: +0,04° +070 +15,5 | +75,0 0:00: -0,02% | -1 225
+ 8,0 | +75,0 | 10°00 | +0,03 +0 51 | +15,5 | +85,0 0°15" | -0,01 —1,25
+ 80 | +850 | 11°00'|-0,01° | +0,33%| +15,5 | +80.0 |359°15' | 0,035 | —1,285
+ 8,0 | +89,0 8°30' | -0,03° +032"’ +15,5 | +92,0 | 355°15' | -0,11 |-1,36
+ 8,0 +32,0 4245' -0,12 | +0 305 +15,5 | 495,0 0200: -0,49 -1 16”
+ 8,0 | 4950 0°00' | -0,13 |+0,31°| +16,3 { + 3,5 | 20°30

+95 | +250 | 12°00' |+0,00 |+1,76 | +16,3 | + 5,0 |306°30' | +0,00 |+0,00
+10,5 | +35,0 | 11°45' | +0,04° | +0,80 | +163 | + 6,5 | 318°15'

+10,5 | +45,0 | 12°45'|+0,01 |+0,49 | +16,3 | + 8,0 | 325°45' | +0,20 | -0,45°
+10,5 | 55,0 | 17°15'| +0,03 |+0,28 | +16,3 | + 9,5 [352°00' | (?) ?)

+10,5 | +65,0 {304°30' | +0,00 |-0,03 | +16,3 | +11,0 | 338°30' | +0,11 5| -0,01°
+10,5 | +75,0 | 338°30' | +0,05 |-0,11 | +16,3 | +13,0 | 349°45' | +0,04 |-0,705
+10,5 | +85,0 | 349°15'| 0,04 |-0,26°| +16,3 | +15,0 | 356°00' | +0,01 |-0,77
+10,5 | +89,0 345°00 -0,05°|-0,26° | +16,3 | +20,0 | 359°30' | -0,01 |-0,99
+10,5 | +92,0 |333°15' | -0,09°| -0,23°%| +18,0 | + 6,5 359030 +0,00 | -0,31
+10,5 | +95,0 0200 -0,18° | -0, 18° +18,0 | + 8,0 0300 +0,00 —0,692
+10,7 { +20,0 | 14°15' 140,00 |+1 81 +18,0 | + 9,5 0°00’ | +0,00 | -1,10
+11,5 | +25,0 | 13°30' | +0,02° +1,055 +18,0 | +11,0 0°00' [ +0,00 |-1,44°
+12,0 | +15,0 7°00' | +0,00 | +1,85 | +18,0 | +13,0 0°00' [ +0,00 | -1,75
+12,6 | +13,0 19345' +0.00 | +1,99 | +18,0 | +15,0 0200: 40,00 |-1,83
+13,0 | + 65 1°00' | +0,00 +0 43 | +18,0 | +20,0 0°00 | +0,00 |-1,85
+13,0 | + 8,0 0230: +0,00 | +0, 745 +18,0 | +25,0 0$00; +0,00 —1,78:
DeB igp| sl e e oo |
+13,0 | +120 | 7°45'| 30,00 |+2,00 |+180 |+550 | 0°00' |+0,00 |-1,73°
+13,0 | +200 | 16°30'| +0,03° +0,84 +18,0 | +65,0 0”00: +0,00 |-1,73
+13,0 | +25,0 | 19°15'|+0,00° | +0,44 | +18,0 | +75,0 0°00, | +0,00 |-1,73
+13,0 | +35,0 | 322°30' | +0,06 | -0,10°| +18,0 | +85,0 0°00 | +0,00 |-1,72
+13,0 | +45,0 | 351°30' | +0. 100° -0,30 | +18,0 | +89,0 1°00' | +0,00 | -1,70
+13,0 | +55,0 {356°15' | -0,02 | -0,47°] +18,0 | +92,0 1°00' | +0,00 |-1,67




Tabelle IV.

Freiaufliegender Balken [11. — Belastungsfall 2.
Grépe und Richtung der Hauptspannungen.

*

y X a o, Oy y x a oy Gy
mm | mm kg:mm? | kg:mm?| mm | mm kg ; mm2 | kg : mm2
+ 0,0 | +55,0 3030’ | +0,00 |+1,245( +13,0 | + 8,0 7°30' | +0,00 |+1,68
+ 0,0 | +58,0 0°08' | +0,00 |+1,585| +13,0 | + 9,0 | 19°45'| +0,00 |+2,30
+ 0,0 | +61,0 0°45’ | +0,00 |+1,65 | +13,0 | +12,0 | 27°00' | -0,04%| +1,115
+ 0,0 | +65, 0 0°00' | +0,00 |+1,71 | +13,0 | +15,0 | 27°30' | -0,07 |+0,635
+ 0,0 | +75, 0 0°00' | +0,00 |+1,70 | +13,0 | +20,0 | 309°30' | +0,19 |-0,12%
+ 0,0 | +95, 0 0°00' | +0,00 | +1,70 | +13,0 | +35,0 |353°45' | +0,01 |-0,48
+ 0,6 +52,0 11°00' | +0,00 | +1,58 | +13,0 | +45,0 |357°00' | -0,01°|-0,65
+ 1,1 | +449,0 | 11°15"|+0,00 |+1,68 | +13,0 | +49,0 | 355°15’ | -0,01 |{-0,665
+ 1,9 | +45,0 | 11°45'|+0,00 |+1,71 | +13,0 | +52,0 | 352°00' | -0,185|-0,76°
+ 30 +49 0 0°15’ | -0,015]+1,31 | +13,0 | +55,0 0°00' | -0,26 |-0,705
+ 30 +52 0 7°30' | -0,035 { +1,185 | +13,0 | +58,0 6°00' | -0,14 |-0,75%
+ 3,0 | +55 0 5°15" | -0,11 |+1,125| +13,0 | +61,0 2°30’ | -0,065 | -0,78°
+ 3,0 +58,0 3038’ | -0,07 |+1,085 +13,5 | +65,0 0°00’ | +0,01%|-0,81°¢
+ 3,0 | +61,0 1°30' | +0,01 |+1,205| +13,5 | +75,0 0°00' | +0,01 |-0,82
+ 4,1 | +35,0 | 13°00" | +0,00 |+1,72 | +13,5 | +95,0 0°00’ | +0,00° | -0,83
+ 4,5 | +65,0 0°00’ | +0,04 |+0,88 | +14,7 | + 5,0 9°00' | -0,59°% | +0,25
+ 45 | +75,0 0°00’ | +0,06° | +0,88 | +14,7 | + 8,0 |311°15' | +0,73 |-0,30°
+ 45 | 4950 0°00' | +0,06 |+0,885| +14,7 | +10,0 | 314°45’ | 410,54 |-0,12°
+55 14350 | 13°30'|+0,02 |+1,415|+14,7 | +12,0 | 316°30 +O 285|-0,165
+ 55 | +45, 0 | 12030’ +0,00° | +0,98 | +14,7 | +15,0 | 335°00' | +0, 055 -0,30
+ 5,5 | +49,0 0°15’ | -0,03° | +0,855 | +14,7 | +20,0 |352°15’ —0,05 -0,57%
+ 5,5 | +52 0 7°30" | -0,00 |+0,77 | +15,5 | +35,0 |359°15' | -0,02 |-1,12
+ 55 +55,0 5°30’ | -0,12 |+0,705| +15,5 | +45,0 0°00' | +0,04 |-1,15
+ 55 | +58,0 3°15'|-0,08 |+0,66 | +15,5 | +49,0 |359°00' | +0,025|-1,19°
+55 |+61,0 1045’ | -0,05° | +0,63 | +15,5 | +52,0 |354°45' | 0,128 | -1,325
+ 8,0 | +35,0 | 16°00' | 0,03 |+0,79%| +15,5 | +55,0 2030’ | -0,47 |-1,18
+ 8,0 | +45,0 | 17°00'|-0,03 |+0,45%| +15,5 | +58,0 4°30' | -0,08% | -1,30°
+ 8,0 | +49,0 | 15°08'|-0,09 |+0,35 | +15 5 +61,0 0°30' | -0,03 |-1,25°
+ 8,0 +52 0| 11°00'|-0,16 |+0,27 +16 3 |+ 5,0 [306°15 +0 145}-0,315
+ 8,0 | +55,0 6°38'|-0,16 | +0,25°% +16 3 |+ 8,0 |330°15' ! +0, 28 -0,67
+ 8,0 +58,0 3°15’' [ -0,00 |+0,25 | +1 6,3 +10,0 | 344°45' +0,1 0 |-0,78°
+ 8,0 | +61,0 1°00' | -0,06 |+0,17 | +16,3 | +12,0 | 354°00' | -0,02 |-0,89°
+ 8,1 | +20,0 | 17°30' | +0,00 |+1,71 | +16,3 | +15,0 | 358° 15' [ -0,025 | -1,03%
+ 9,0 | +65, 0 0°00' | -0,03°% | -0,03° | +16,3 | +20,0 | 359°15' | -0,07 |-1,20
+ 9,0 | +75, 0 0°00' | -0,02° | -0,02°% [ +18,0 | + 5,0 | 358°00' | +0,00 |-0,12
+ 9,0 | 495 0 0°00' | -0,03 |-0,03 | +18,0 | + 6,5 | 357°30' | +0,00 |-0,52°
+10,0 +15,0 22°00" | +0,00 | +1, 74 |+ 8,0 | + 8,0 |359°15' | +0,00 |-1,09
+10,0 | +20,0 | 19°15"|-0,02 |+1 ,19 +18,0 | +10,0 | 359°30' | +0,00 |-1,65
+10,5 | +35,0 {300°30' | +0,20 |-0,075| +18,0 | +12,0 0°00' | +0,00 |-1,78°
+10,5 | +45,0 |331°30' | +0,02 —0 175 +18,0 | +15,0 0°00' | +0,00 |-1,78°
+10,5 | +49,0 | 334°00' | -0,03 —0,24 +18,0 | +20,0 0°00' | +0,00 |-1 75
+10 5 | +52,0 |325°00" | -0,12° | -0,27° [ +18,0 | +35,0 0°00' | +0,00 |-1 71 5
+10 5 | +55,0 | 325°30' | 0,215 | -0,25° +18,0 | +45,0 0°45' | +0,00 |-1 ,68
+1 0,5 +58,0 8°45’ | 0,06 |-0,18%] +18,0 | +49,0 1°00' | +0,00 |-1,66
+10,5 | +61,0 4°30' [-0,08°1-0,32 | +18,0 | +52,0 0°15'| +0,00 |-1,66°
+11,3 | +12,0 | 25°15' | 40,00 |+1,78°] +18,0 | +58,0 | 359° 15' | 40,00 |-1,61
+11,5 | +15,0 | 23°15'|-0,04°% | +1,225 +18,0 | +61,0 0°00' | +0,00 |-1,60
+115 [ +20,0 | 22°30'|-0,03%|+0,70°] +18,0 | +65,0 0°00' | +0,00 |-1,67
+12,3 | +10,0 | 29°00’ [+0,00 |+1,94 | +18,0 | +75,0 0°00' | 10,00 |-1,69
+13,0 [ + 6,5 6°45 | +0, 00 +0, 725 +18,0 | +95,0 0°00' | +0,00 |-1,71
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Tabelle V.
Freiaufliegender Balken IV. — Belastungsfall 1.
Grope und Richtung der Hauptspannungen.

*

y x* ’ @ 01 02 y x a . 0 i o2

mm | mm kg: mm? {kg: mm?| mm mm kg:mm?2 | kg : mm?
+ 0,6 | +47,0 | 11°30' | 40,00 |+1,195| +13,0 | +20,0 | 318°30' | +0,14°% | -0,005
+ 1,3 | +44,0 | 12°00' +000 +1,40 | +13,0 | +25,0 | 341°15' | +0,025 | -0,24
+2,1 | +40,0 | 12°30/ +0 00 |+1,45 | +13,0 | +30,0 |351°45' | -0,02 |-0,38°
+ 3,0 | +44,0 | 10°00' +0,01 +1,15 | +13,0 | +35,0 | 355°30' | -0,01% | -0,47
+ 3,0 | +47,0 5°00' | -0,01 |+1,03 | +13,0 | +40,0 | 356°23' | -0,02 |-0,54
+ 3,0 | +50,0 0°00’ | -0,09 |+0,98 | +13,0 | +44,0 | 351°45'| -0,10% | -0,63
+ 3,3 | +35,0 | 14°00' | 10,00 |+1,44 | +13,0 | +47,0 | 341°00' | -0,225 | -0,65°
+ 4,6 | +30,0 | 15°15' | 40,00 |+1,43%| +13,0 | +50,0 | 359°15’ | -0,52° | -0,57
+55 | +35,0 | 14°30' | +0,03% | +1,10 [ +14,5 | + 3,5 8045’

+55 +400 13°15' | +0,00 |+0,89 | +14,5 | + 5,0 | 22°00'| -0,30° | +0,13
+ 5,5 +440 9°00' | -0,06 |+0,73%| +14,5 | + 6,5 | 35°30’

+ 55 +470 4°00' | -0,11% | +0,70° | +14,5 | + 8,0 | 43°45'[-0,40 |+0,33°
+55 +50,0 0°00" | -0,15% | +0,71%| +14,5 | + 9,5 | 318°30' | +0,38°% | -0,32°
+ 6,0 | +25,0 | 16°30' | 0,00 |+1,44%| +14,5 | +11,0 | 323°45' | +0,34 |-0,32
+ 7,6 | +20,0 | 19°15' | +0,00 |+1,46 | +14,5 | +13,0 |331°30' | +0,27 |-0,22
+ 8,0 | +25,0 | 17°15' | +0,065 | +1,11%| +14,5 | +15,0 | 33845’ | +0,10 |-0,30
+ 8,0 | +30,0 | 17°00' | +0,03%|+0,83 [ +15,5 | +20,0 | 357945’ | -0,025 | -0,75%
+ 8,0 | +35,0 | 17°00" | +0,05° | +0,66 [ +15,5 | +25,0 | 359°00' | -0,045 | ~0,87°
+ 8,0 | +40,0 | 17°00’ |-0,03° | +0,42° | +15,5 | +30,0 0°00’ | -0,05 |-0,941
+ 8,0 | +44,0 | 12°30' | -0,10 |+0,36°%| +15,5 | +35,0 0°00' | -0,04 |-0,97°
+ 8,0 +470 6°30' | -0,18 |+0,3451 +15,5 | +40,0 0000’ | -0,04 | -1,00%
+ 8,0 +500 0°30' | -0,23 |+0,34 | +15,5 | +44,0 | 358°15' | -0,03 | -1,04
+95 +15,0 22°45' | +0,00 |+1,45%| +15,5 | +47,0 | 350°30" | -0,17°% | -1,18°%
+10,5 [ +13,0 | 25°00' [+0,00 |+1,63 | +15,5 | +50,0 | (7 ?) Q)

+10,5 | +#20,0 | 21°15'|-0,02 |+0,77 | +16,3 | + 3,5 | 301°30'

+10,5 | +25,0 | 22°15' | 0,00 |+0,51 [ +16,3 | + 5,0 |312°30' ! +0,075 | -0,17
+10,5 | +30,0 | 27°08' |-0,04 |+0,25%| +16,3 | + 6,5 | 321°15'

+10,5 | +35,0 | 39°00' |-0,06 |+0,13°|+16,3 | + 8,0 |329°00' | +0,15 |-0,45°
+10,5 | +40,0 |324°30' | +0,05°|-0,12%| +16,3 | + 9,5 |336°15' | +0,09 | -0,60
+10,5 | +44,0 [316°45' [ +0,00 |-0,195| +16,3 | +11,0 | 343°00' | +0,12 |-0,62
+10,5 | +47,0 | 25°45'|-0,255 [ —0,04% | +16,3 | +13,0 | 351°00' | +0, 045 -0,75
+10,5 | +50,0 1°30' (| -0,31° | -0,08 | +16,3 | +15,0 | 356°00' -0, ,025 | -0,86°
+11L,0 [+ 6,5 4°15"|+0,00 |+0,36 | +18,0 | + 6,5 | 357°00 10,00 -0,26
+11,0 | + 8,0 0°30' | +0,00 |+0,65 | +18,0 | + 8,0 | 359°15' | +0,00 |-0,53°
+11,0 | + 95 1°00' | +0,00 +094 +18,0  + 95 0°00' | +0,00 |-0,825
+11,0 +110 5°00' | +0,00 |+1 525 +18,0 | +11,0 0°00' | +0,00 | -1,13
+11,0 +120 16°45' | +0,00 |+2, 02 +18,0 | +13,0 0°00' | +0,00 |-1,35°
+11,0 +15,0 22030’ | +0,025 +1,14 +18,0 | +15,0 0°00' | +0,00 |-1,46
+12,8 | + 3,5 | 338°15’ +18,0 | +20,0 0°00' | +0,00 |-1,455
+128 | + 5,0 4°00' [-0,55 |+0,19 | +18,0 | +25,0 0°00' | +0,00 |-1,45°
+128 | + 6,5 | 30°00 : +18,0 | +30,0 0°00’ | +0,00 | -1,445
+128 | + 8,0 | 31°00' |-0,19 |+0,48 | +18,0 | +35,0 0°00’ | +0,00 |-1,41

+12,8 | + 9,5 | 28°00'|-0,12 +059 +18,0 | +40,0 0°00' | 40,00 |-1,38°
+12,8 +110 29945' | -0,00° | +0,76 | +18,0 | +44,0 0°00' | +t0,00 |-1,35
+12,8 +130 29030’ | +0,08 +070 +18,0 | +47,0 0°00' | +0,00 |-1,35%
+12,8 | +15,0 | 28°30’ +0 035 +057
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Tabelle VI.
Freiaufliegender Balken V. — Belastungsfall 2.
Grofe und Richtung der Hauptspannungen.

h

*
X ‘ a [ Oy y X a 0, [

g
2

+36,0 0°00' | 40,00 | +1,11 {+12;8

DDA BB PRWWWN~OOOOO

min ; kg:mm? | kg:mm2 [ mm | mm kg : mm2 | kg ; mm2

+30,0 | 7°007 0,00 |+0,595 | +12,8 |+ 8,0 | 43900’ |-0,24 |+0,70
+33,0 | 1°00' |+0,00 |+0,99° [ +12,8 | + 9,3 | 46°00' |-0,04 |+0,675

+11,0 | 44°15' | 0,035 | 40,495
+40,0 | 0°00' |$0,00 |+1,15 {+12,8 | +13,0 | 45°00' | -0,00° | +0.31
+50,0 | 0°00' | 10,00 |+1,135| +13,0 | +15,0 |326°30' | +0,13 |-0.16°
127,0 | 21°15' | 10,00 |+1,06 |+13.0 | +20,0 |347°15' | +0,00° | -0.31
+24,0 | 22°30' | 10,00 |+1,21 |+13,0 | +24,0 |348°45' | -0,08° | 0,47
+27,0 | 15°30' | -0,04° | +0,86° | +13,0 | +27,0 |340°08' | -0,21 |-0,53°
+30,0 | 10°30' |-0,10° | +0,775 | +13,0 | +30,0 |353°30' | -0,39° | 0,46
+33,0 | 7°15'|-0,05% | +0,745 | +13,0 | +33,0 | 15°00' |-0,18% [-0,52
+20,0 | 25°00' | 0,00 |+1,27°| +1355 | +36,0 | 4°45'|-0,06° | -0,60
1360 | 4°15'|-0,07°|+0,54 | +13)5 | +40,0 | 0°45'|-0,05°  -0,61
+40,0 | 1°00' | -0,01 |+0,54 | +135 | +50,0 | 0°00'|-0,04°|-0,60
+50,0 | 0°00' | +0,01 |+0,55 | +14.5 |+ 35 | 12030’
+20,0 | 25°00' | +0,00° | +1,07 | +14,5 | + 5,0 | 27°15' [-0,445 | +0,225
+24,0 | 20°30' | -0,04% | 10,795 [ +14,5 | + 6,5 |311°30'
+27,0 | 14°30'|-0,00 |+0,63° [ +14,5 | + 8,0 |322000' | +0,39 |-0,50°
+30,0 | 10°00' |-0,175|+0,52 |+14,5 | + 9,3 |320°30' [ 40,36 |-0,30
+330 | 7°15' [-0,13 |+0.485 | +14,5 | +11,0 |337°00' | 40,21 |-0,345
+15,0 | 30°15' | +0,00 |+1.325 | +14,5 | +13,0 | 345°15' | +0,08 |-0,38
+13,0 | 32°00' |+0,00 |+1.35 [+155 | +15,0 |357°15' | +0,00° | -0,68
+15,0 | 30015’ |=0,02 |+1.09%| +15,5 | +20,0 | 0°00' |-0,04 |-0.78
+20,0 | 26°45' | 0,055 |+0,66 |+15,5 | +24,0 |359°00' |-0,06° |-0,86
1240 | 22930 | -0,08%| 10,46 | +155 | +27.0 | 351938 | 0,14 | -0,94°
+27,0 | 16°15' |-0,13%|+0355| +15,5 | +30,0 | 2°30'|-0,62 |-0,76°

+30,0 | 10°00' | -0,20 +026 +15,5 | +33,0 9°00’ —0 13 —0945

e S

-
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4330 | 5°00' | -0,175|40,18 | +16,3 5 {30530’
+36,0 |357°30' | -0,11 |+0,00 |+163 ,0 |316°00" | +0,08 | -0,31
+40,0 | (%) |+0,00 |+000 |+163 5 | 325945

334°30' | +0,15 | -0,573
342030/ +013 -0,62°5
350°45' | +0, 015 -0,75
356°30' —0,005 -0,815
356°30' | +0,00 |-0,12°
0°00’ +0 00 —0385
0°00’ | +0,00 —0,72
0°00’ 10,00 -1,02°%
0°00’ | +0,00 |-1,25
+30,0 | 11°38’ —024 -0,05%| +18,0 | +13, 0°00’ | +0,00 -1 30
+33,0 | 340°00 —0225 -0,165| +18,0 | +15,0 0°00' | +0,00 | -1 305
+ 3,5 | 358°00 +000 +0 05 | +18,0 | +20,0 0°00' | +0,00 | -1 24
+ 6,5 0°30’ +000 +069 +18,0 | +24,0 0°30' +000 ~I,185
+ 8,0 9045’ +000 +l,615 +18,0 | +27,0 1000 +000 -1,17
+11,0 | 31915’ +004 +1,05°% | +18,0 | +33,0 | 359°30’ +0,00 -1,10
+13,0 | 32°00 —0,04 +0,73 | +18,0 | +36,0 0°00' | +0,00 |-1,07
+ 35
+ 5,0
+ 6,5

-

0= D 00 O Ut W = O 00 OO W
CoWoOUNOoOOoWoutow

—

R T T T S ST S

—

344023 +18,0 | +40,0 0°00' | +0,00 |-1,09
11°15' | -0,81 |+0,34 | +18,0 | +50,0 0°00' +000 -1,13
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2. Teil

Theoretische Untersuchungen iiber die Eigen=
frequenz parallelogrammférmiger Platten

Einleitung

Bei der Berechnung und Dimensionierung von Platten hat
der Ingenieur meistens auf zwei Probleme zu achten:

1. Auf die Festigkeit der Platte, d. h. er muB die Durchbie-
gungen und die inneren Spannungen bestimmen, wenn die Platte
durch zeitlich konstante Krdifte beansprucht wird.

2. Wenn diese Krifte zeitlich nicht konstant sind und ins-
besondere, wenn sie periodisch auftreten, wird neben dem ersten
Problem ein zweites von sehr groBer Wichtigkeit sein: das
Schwingungsproblem. Bei ihm wird es dem Ingenieur hauptsich-
lich darauf ankommen, die Eigenfrequenzen (Grundton und even-
tuell hohere harmonische Schwingungen) der Platte zu kennen,
wohl meistens wegen der gefihrlichen Resonanzfille.

Wir werden uns im Folgenden mit diesem Problem befassen.

Entsprechend der Wichtigkeit der Plattenschwingungen haben
sich schon viele Theoretiker mit ihm abgegeben. Wir erwihnen
hier nur einige Abhandlungen iiber dieses Gebiet: [25], [26],
[27], [28], [29], [30] und [31]. In diesen Verdffentlichungen
werden Platten von rechteckiger, quadratischer oder runder Form
untersucht.

In der Praxis, besonders beim Briickenbau, trifft man aber
auch Platten an, deren Rand ein Parallelogramm ist. Wir wollen
sie, zum Unterschied von den rechteckigen Platten, als ,schiefe
Platten‘ bezeichnen.
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Die Bestimmung der Eigenfrequenz dieser schiefen Platten
bildet den Gegenstand der vorliegenden Untersuchung. Wir
haben uns dabei zur Aufgabe gestellt, theoretisch die Grund-
frequenz schiefer Platten als Funktion der ihre Form definierenden
Parameter zu bestimmen. Diese sind einmal das Seitenverhiltnis
a/b und dann aber auch der von zwei anliegenden Seiten des
Parallelogramms gebildete Winkel «.

Unseres Wissens wurde dieses Problem noch nie in Angriff
genommen, wohl daher, weil man bis vor kurzem fiir die Behand-
lung schiefer Platten auf ganz betrichtliche mathematische
Schwierigkeiten stieB, die sich aber durch ein geeignetes Achsen-
system teilweise beheben lassen. H. Favre hat in zwei Artikeln
[32] und [33] den groBen Vorteil aufgezeigt, den die Einfiih-
rung eines kartesisch-schiefwinkligen Achsensystemes fiir die Be-
rechnung der Durchbiegungen und der Spannungen in schiefen
Platten mit sich bringt. Die Vermutung lag also nahe, daB auch
fir die Bestimmung der Eigenfrequenz ein solches Achsensystem
giinstig sei.

Wir haben von Anfang an auf eine strenge mathematische
Losung verzichtet und uns dagegen bemiiht, das Problem durch
Niherungsverfahren so zu 16sen, daB die Genauigkeit der Re-
sultate fiir den Ingenieur geniigend ist.

In § 1 rekapitulieren wir die wichtigsten Gleichungen der
Plattentheorie fiir kartesisch-rechtwinklige Koordinaten.

§ 2 fithrt das kartesisch-schiefwinklige Achsensystem ein,
stellt die Transformationsgleichungen auf und rechnet die wich-
tigsten Gleichungen der Plattentheorie auf schiefe Koordina-
ten um.

§ 3 beschreibt die Niherungsmethode von Rayleigh und zeigt
die Anwendung dieser Methode auf den Fall einer am Rande ein-
gespannten, schiefen Platte.

§ 4 erkliart die Niherungsmethode von Ritz und bestimmt
die Eigenfrequenz einer am Rande eingespannten, schiefen Platte.

§ 5 enthilt die Berechnung der Grundfrequenz einer am
Rande eingespannten, schiefen Platte mit einer Finzelmasse M
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in der Mitte. Die gleichmiBig iiber die Fliche verteilte Masse,
die von der Platte selber herriihrt, wird dabei gegeniiber der
Einzelmasse in der Mitte vernachlissigt.

§ 6 erginzt den vorherigen Paragraphen, indem er die Masse
der Platte mitberiicksichtigt.

§ 7 behandelt den Fall einer am Rande freiaufliegenden,
schiefen Platte und gibt vorerst eine Losung nach der Methode
von Rayleigh an, die allerdings nur im Gebiet 800 <a =< 1000 gut
stimmt.

§ 8 beschreibt eine neue Methode fiir die Berechnung der
Eigenfrequenz mit Hilfe der Differenzenrechnung.

§ 9 berechnet nacheinander die vier ersten Niherungen dieser
Methode und diskutiert die Resultate.

§ 10 enthilt einige SchluBbetrachtungen und § 11 eine Zu-
sammenfassung der ganzen Untersuchung.

§ 1. Rekapitulation der wichtigsten Gleichungen der
Plattentheorie fiir kartesisch-rechtwinklige Koordinaten?

Betrachten wir eine Platte der Dicke /4, die durch duBere
Krifte beansprucht wird, die senkrecht zu den Flichen der Platte
stehen. Sie sei am Rande eingespannt oder freiaufliegend ge-
dacht 2) (siehe Fig.1). Wir wihlen ein kartesisch-rechtwinkliges,
festes Achsensystem, von dem die x- und y-Achse in derjenigen
Ebene liegen, die von den beiden unverformten Flichen der Platte
gleichen Abstand besitzt. {= PP’ sei die Verschiebung eines
Punktes P(x, y) dieser Ebene parallel zur z-Achse. Der geo-

1) Die Ausfithrungen der ersten beiden Paragraphen sind dem Artikel
von H.Favre[32] entnommen.

2) Wir bezeichnen als Platte einen Korper, der aus einem Prisma oder
einem Zylinder durch zwei Ebenen, die senkrecht zu den Mantellinien stehen,
herausgeschnitten wird. Der Abstand der beiden parallelen Ebenen, der
die Dicke der Platte % darstellt, sei gegeniiber den anderen Abmessungen
als klein vorausgesetzt. Die Basis und die obere Begrenzung der Platte
wird die untere bzw. obere Fliche genannt. Da die Dicke klein ist, wird
sie oft durch eine Linie dargestellt, die den Rand der Platte bildet.
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metrische Ort der Punkte 7’ (x, y, {) wird die ,,elastische Fliche*
genannt,

Fig. 1.

In der Theorie der Platten zeigt man, daB die Spannungen
Oyy+ v+ Tayy...in einem Punkt (x,y,z) durch folgende Beziehun-
gen mit den Deformationen verkniipft sind 3):

_ E o2 "ZE)
0 =i (8x3+ oy
E 0%L 82§
S g ( Ep i ) (1)
. ___E aZ“
T+ axay
0 = Tys = T = 0.

Darin ist £ der Elastizititsmodul, »=1/m die Poissonsche
Zahl,

Die Formeln (1) erlauben uns, die Spannungen zu berechnen,
wenn wir die Funktion { (x, y) kennen. Diese Funktion muB

1. der partiellen Differentialgleichung 4. Grades geniigen:

C(er ot (el efhy  12(1— »?)
446 = (ax2+ )(ax2+ay) Ews P )

wobei p (x, y) die Belastung pro Flicheneinheit und 4 der La-
placesche Operator ist und

2. die Randbedingungen erfiillen.

3) Siehe z. B. [34], S. 125 u. ff.



—_ 73 —

Die innere Deformationsarbeit ist durch das doppelte Inte-
gral iiber die Fliche F der Platte gegeben:

AZiﬁﬁlﬂﬂ%%y+@%r+

r2 il 200 [(21)] )

Da die Deformationsarbeit A in Form von potentieller
Energie V in der Platte aufgespeichert ist, so ist diese

V=A. (4)

§ 2. Die widitigsten Gleichungen der Plattentheorie fir
kartesisch-schiefwinklige Koordinaten

Um die Gleichungen aufzustellen, beniitzen wir die Be-
ziehungen (1) bis (4) und fiihren eine Koordinatentransforma-
tion durch.

Es sei x, y, z das vorher definierte Achsensystem. Wir
fithren jetzt ein zweites System u, v, z so ein, daB die Achsen
z und z mit den Achsen x bzw. z zusammenfallen und die in der
(x, y)-Ebene liegende v-Achse mit u# den Winkel « einschlieBt
(Fig. 2).

v

0 4
. ——
X
-/
S
s
Y y Yz
te Y —%
Fig. 2. Fig. 3.

Die Transformationsgleichungen lauten (Fig. 3):

x=u+vcosa, y=vsine, z=2z. (5)
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. — I -
Daraus folgt: u=x fga’ V= Gna und 6)
ou ou 1 ov__ év 1
éx 7 dy tge’ ox ' &y sine’

Wenn wir bemerken, daB wir { als zusammengesetzte Funk-
tion der unabhingigen Variabeln x, y betrachten kénnen,
=t [u(x;y); V(xy,V)] ’
so werden nach den Differenzationsregeln fiir diese Funktionen:
0L oL du 8L dv __o¢

<.

R S AR ALY
68 ol
= 7
ox ou ()
oL 1 o¢ 1 ol
und analog gy—_tg—aa_u"’_;iﬁ;ﬂ"' | (8)
; 0%¢ 0*L
Ferner wird: T oa 9)
¢fc 1 et 2 9% 1 et (10)
6y? T tg e 0u® sinatge duov ' sine ov:’
A 1 o%¢ 1 92%L
= S 11
cxaoy tga uu2 sine auavund an

. et et 1 (6“&' 0% 0%
L= - | - . (12
4% 0x2 " oy? = sinfe \gu? 2cosa&uav+5v2) (1 )

Unter Beriicksichtigung von (9), (10) und (11) wird aus (1)
nach einigen Umbildungen:

__  vEz ( : : )ﬂ_
e = (l_vz)sinza[ costa + ,Sinte) o

02( 0%l
—2cosef o+ 52,
vEz 1 . )62E
- o 2 2 s ,
= (1 —»?)sin?e KV cos®a + sina 0 ()
v "‘au vov 2 !

= L% __ (cos:xﬁ— 02(:)
Y7 (14 v)sina ou* odudv)’
0 = Ty, = Ty = 0.
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Wenn wir zweimal (12) anwenden, so wird aus (2):

1 (62 o 6‘2>
sinta \ga? 2%y avt av)
o2t o2l 62C)_12(1—V2)p
-(6u2—2cosa u6v+éﬁ o Ehs
o*l | oL (64; 04@)
gus T o A G gy T o) T @)
917 12(1—v?)sintap
2 ¢ —_
+2(1+2COS a)auQav‘z_ Ehs

Dies ist die Differentialgleichung der elastischen Fliche in
schiefwinkligen Koordinaten.

Wenn wir bemerken, daB dF = sin « du dv ist, so wird die
potentielle Energie aus (3) und (4) nach einigen Umstellungen:

. E}ZS 62;>2 (62C\)2

V=201 = sinaam(m t\aw) T
62 o%¢

ou? o

+ 2(cos?a + vsin2e)

+

- @®)
. 0%C\?
+ 2[2cos?e + (1 —») sin%e] (A ;) —
oucv.
0L 8%‘) a?@'}
——4COSa(6u2+W daov dudv.

Kehren wir zum System (1’) zuriick. Auf der rechten Seite
der drei ersten Gleichungen treten nur die Variabeln «, v, z auf,
wihrenddem auf der linken Seite die Spannungen noch die In-
dices x, y, z tragen. Um auch dort die Indices z, v, z einzu-
fithren, definieren wir die Komponenten der Spannungen in schief-
winkligen Koordinaten.

Zu diesem Zweck betrachten wir zwei Fliachenelemente, die
parallel zu den Achsen u, z und v, z liegen (Fig. 4).

Wenn wir die totale Spannung, welclie auf das erste Ele-

ment wirkt, nach den beiden Richtungen v und « zerlegen, so
erhalten wir zwei Komponenten, die wir durch o, und 7, bezeich-
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nen werden. In analoger Weise definieren wir ¢, und z,,, indem

wir die totale Spannung in bezug auf das zweite Fliachenelement
wiederum nach den Richtungen u und v zerlegen.

v
6‘/
Z—VU
o 17
™~ tll v
(z) ¢
"o U

Fig. 4. Fig. 5.

Bemerkung: Die Spannungen o, und ¢, sind im allgemeinen
nicht mehr senkrecht zu den Flichenelementen. Nur im Spezial-
fall a = _723 fallen die neuen Komponenten der Spannungen mit
den alten zusammen. Wir diirfen in diesem Falle die Indices u, v
durch x, y ersetzen.

Durch Anwendung des Momentensatzes in bezug auf die

Achse O, parallel zu z, sieht man aus der Fig. 5, daB
Tuy = Tou (13)

ist, fiir beliebige Winkel .

Was die Spannungen o,, 1,,, t,, anbetrifft, so werden sie durch
Oy T,z T ersetzt, deren Definition nun selbstverstindlich ist. Die
Indices der Spannungen z,, und 7,, kénnen ebenfalls vertauscht
werden.

Suchen wir jetzt die Beziehungen zwischen den neuen und den

alten Spannungen, so liefert der Vergleich zwischen dem linken
und rechten Teil der Fig. 6:

Ao,

0y, = OySia,

Tyy = Tuy + Oy COS €.
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)6y cos o

. Z}_V cos &

Fig. 7.

Andererseits muB die Summe der Projektionen der Krafte auf
die u-Achse, die auf das Volumenelement der Fig.7 wirken, null
settt: Oy + Tuy COS & + Ty COS@— 0, SiNe = 0,
Aus den drei letzten Gleichungen folgt:

cos?a

o, = Sinao ——— 0,— 2COSQT
u x+ S]na Y Xy
o 1 o T o
= = Ty = —_—
" T sine 7’ W g

Wenn wir schlieBlich o, o,, 7,, durch die Werte von (1’) er-
setzen, so erhalten wir die Ausdriicke fiir die schiefen Spannun-
gen als Funktion der Deformationen:

Ez 0%¢ 0L
U"—_(l—v2)sin3a[é)u2 2eose oy ¥
. .oy 0%L
+ (cos?a + »sin G)W ,
E . 2L
Oy — — (T_ﬁz;m[(COSQOZ-l-VSIHga)Q—'—
9L 62@] 1)
| —2cosoz(9 i +W R
_ Ez 0L C)
R g—) sin"'a[cos (0 PRI
2 ——
+ {(1 +»)sin®e z}auav]
0 = Tz = Tz = 0.
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Die rechte Seite von (1”) ist viel symmetrischer als die von
(1). Als Kontrolle sei hier erwihnt, daB wir die Gleichungen
(1), (2), (3) und (4) aus (1”), (2'), (3") und (4) erhalten, wenn
wir darin setzen:

JT

2 )

o = ©L=x, v=yp.
Wir wollen jetzt die Randbedingungen fiir zwei bestimmte
Fille aufschreiben: 1. fiir die am Rande eingespannte und 2. fiir
die am Rande freiaufliegende, schiefe Platte.
Zu diesem Zweck betrachten wir eine Platte, deren Rand ein
Parallelogramm mit den Seiten 2a und 2b bildet, welche einen
Winkel « miteinander einschlieBen.

g
/

a a

/ 2

Fig. 8.

Wir wihlen in der Mittelebene der Platte das Achsensystem
u, v, z, welches in der Fig. 8 dargestellt ist. Dank der geschick-
ten Wahl dieser Koordinaten, werden wir die Randbedingungen
ohne Miihe in eine Formel fassen kénnen. Sie lauten:

1. Eingespannte Platte:
firu—=+a: {=0 und -?——L—:O l

ou (1)
flirv=+4+6: {=0 und Oé:Ol
av i
2. Freiaufliegende Platte:
O -
fire=+a: (=0 und OLZ 2 cosa~ LI
u ouaov (15)
N2 2
firv=+86: {=0 und i—2cosoz 0%¢ =0

ov? onaov
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Die Bedingungen fiir die eingespannte Platte sagen aus, daB
lings des ganzen Randes die Verschiebung in der z-Richtung
{ =0 sein muB, und daB ferner lings des Randes die verformte
Platte iiberall eine horizontale Tangente besitzen muf.

Die Bedingungen fiir die freiaufliegende Platte zeigen vorerst
einmal, daB wiederum am Rande die Verschiebungen in der z-
Richtung {= 0 sein miissen. Die Bedingungen der zweiten Ab-
leitungen driicken aus, daB o, = 0 sein muB, fiir # = @ und ferner
0,=0, fiir v=-4-56. Um dies einzusehen, bemerken wir, daB fiir
#=-+a nach der ersten Bedingung (15) {=0 und damit auch

2
27 =0 sein muB. Gehen wir mit dlesem Wert in die erste Glei-

: o5
chung (1”), so wird ¢,=0, falls 3 —2C0S m;—g~o ist. In

ganz analoger Weise folgt die Bedmgung fiir 0,==0 an den Rin-
dern v=-+5.

Weitere Bedingungen fiir die freiaufliegende Platte sind nicht
vorhanden. Insbesondere weifi man seit den Arbeiten von Kirch-
hoff, daBi es nicht nétig ist, die Schubspannungen am Rande 0
zu setzen. Diese konnen ndmlich durch dquivalente Einzelkrifte
in den vier Ecken ersetzt werden?).

Kehren wir nochmals zu der potentiellen Energie V zuriick.
Wir haben fiir V den allgemeinen Ausdruck (3’) gefunden, der
fiir eine beliebige Form des Randes und fiir beliebige Randbedin-
gungen giiltig ist.

Falls nun die Platte die Form eines Parallelogrammes besitzt
und ¢ lings des ganzen Randes null ist, vereinfacht sich dieser
Ausdruck, denn es ist:

0L 0%¢C J'( 02l )
j ou? ov? J ouod dudy. (10)
(F) F)

Der Beweis hierfiir wird durch zweimalige partielle Integra-
tion erbracht:

. 2 +b -4—112Z a
oL o {a 0 f) .
Hazﬂav _J-dv. év: ou\ou du =

~b -—a

4) Siehe z. B. [34], S. 160 u. ff.



P (rex C g
6 N 6 0 0% }_
dv ov? —J-&u 6u0v2du -
—b& ;T)_ —a
+a +b +a +b r ey
oL 0C o6 ( ¢ ) .
_J;du.[] uaﬁdv_—idujba—ua—v( 5y dv =

dudv.

e T e I [

el -]l

Aus der Gleichung (3’) wird unter Beriicksichtigung von (16):

= i — e ) | () + (o)
V_24(1—v2)sin3a(|;; aaz) T\ T

27 \¢ 2 Al N2
2(1+2cos*a) (a §>”"4C°s“(gug gvi)adugv}d”d"'

(3")

Dies ist der Ausdruck der potentiellen Energie einer schiefen
Platte, deren Rand (eingespannt oder freiaufliegend) der folgen-
den Bedingung geniigt:

{=0firu=-4aund v=-+20.

§ 3. Die Niherungsmethode von Rayleigh und ihre An-
wendung zur Beredinung der Eigenfrequenz der allseitig
eingespannten, schiefen Platte

Wir machen folgende Voraussetzungen, die fiir alle Theorien
giiltig sein sollen:

1, Das Plattenmaterial sei vollkommen elastisch.

2. Es sei homogen und isotrop.

3. Die Dicke der Platte # sei konstant und klein gegeniiber den andern
Abmessungen.

4. Die Amplitude der Schwingung soll sehr klein sein.

5. Die Umsetzung der kinetischen Energie in Lagenenergie und um-
gekehrt sei verlustlos.

Lord Rayleigh hat in seinem Werk [35] eine Niherungs-
methode fiir die Berechnung der Eigenfrequenz schwingender Kor-



per angegeben. Wir wollen diese Methode in ihrer Anwendung
auf die Platten erliutern.

Sie besteht in der Wahl eines Ansatzes {=j(u,v) fiir die
Durchbiegung der Platte und in der Untersuchung der Platten-
energie. Dabei wird die pofentielle Energie V im Umkehrpunkt
der Schwingung (Moment der maximalen Auslenkung der Platte)
berechnet und ferner ihre kinetische Energie T im Moment des
Durchganges durch die Nullage, d.h. im Augenblick, in dem die
Durchbiegung ¢ ihr Vorzeichen indert. Diese beiden Energien
miissen einander gleich sein, denn nach der Voraussetzung 5 ist
die Energieumsetzung verlustlos. Aus der Gleichung

( T) 0—Lage — (V) Umkehrpunkt
T=V (17)

wird die Eigenfrequenz der Platte bestimmt.

Den Ausdruck der potentiellen Energie V kennen wir mit (3”)
bereits. Die kinetische Energie in der Nullage finden wir durch
folgende Uberlegung:

Schwingt eine Platte mit ihrer Eigenfrequenz, so wissen wir,
daB diese Schwingung harmonisch ist und daB§ sich die Durch-
biegung z,= f(u,v,f) wie folgt schreiben 14Bt:

24 = cos(wd) - L(u,v). (18)

o = Kreisfrequenz,
t = Zeit.

oder kurz:

Aus dieser Gleichung konnen wir die Zeitpunkte bestimmen,
in denen die Platte durch ihre Nullage geht. Es wird:
.. 2g 4+ D=
z, =0 fir ¢ = (——2—&'—)—,
wobei ¢ eine beliebige, positive ganze Zahl bedeutet.
Die kinetische Energie eines unendlich kleinen Elementes
der Platte mit der Flache dF und der Hohe /4 ist:

5.2
drzghdf%. (19)

o = spezifische Masse,
oh d F = Masse des Elementes,
Z,= (% = QGeschwindigkeit des Ele-
mentes in der z-Richtung.
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Berechnen wir aus (18) %, und setzen den Wert in (19) ein,
so wird:
dT = Y, 0hdFsin?(wf) 0w?i2.
Fiir die Momente des Durchganges durch die Nullage wird
mit {=1{,: '
dT = Y ohdFsin® (wf) w2l? = Y, o hd F (2.
=1
Bemerken wir noch, daB fiir schiefwinklige Koordinaten

dF =sina du dv ist, und integrieren wir iiber die ganze Fliche F
der Platte, so wird:

T=1Y,0hsinew[[l*dudy. (20)
i)

Dies ist der Ausdruck der kinetischen Energie der Platte in
der Nullage, fiir schiefe Koordinaten.

Die ganze Schwierigkeit wird nun darin bestehen, fiir die
Funktion {=f(u,v), welche die Form der Platte wihrend der
Schwingung bestimmt, giinstige Ansitze zu finden und ferner die
bestimmten Integrale (3”) und (20) zu berechnen.

Was konnen wir iiber die Funktion ¢ = f (u,v) aussagen?

1. Sie muB die Randbedingungen (14) oder (15) befriedigen,
je nachdem es sich um eine eingespannte oder freiaufliegende
Platte handelt.

2. Die Funktion muf punktsymmetrisch in bezug auf den
Nullpunkt sein (siehe Fig. 8); sie muf§ also folgende Bedingung
erfiillen:

C(—u,—v)={(u,v). (21)

3. Verschiedene Ansitze { = f(u,v) werden uns verschiedene
Eigenfrequenzen geben, von denen im allgemeinen die tiefste
die beste sein wird ).

Durch die Wahl des Ansatzes { = f(,v) haben wir nimlich
auf die Form der Platte wihrend der Schwingung bereits einen

5) Wir werden im nichsten Paragraphen sehen, wie Rifz diese Aus-
sage dazu beniitzen konnte, um seine Niherungsmethode darauf aufzubauen.
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Zwang ausgeiibt, haben fiir die Form eine Bedingung formu-
liert, haben sie gleichsam in ein mathematisches Kleid gedrangt.
Wir wissen aber, daB jeder Zwang oder jede zusitzliche Bindung,
die wir einem frei schwingenden Korper zufiigen, seine Eigen-
frequenz nur erhdhen kann. Daher die Aussage, daB der
tiefste Wert der Frequenz der beste sein wird ¢).

Zur Berechnung der Grundfrequenz einer parallelogramm-
formigen, eingespannten Platte, versuchen wir einen

1. Ansatz ; (= A (cos T 1) (cos i + 1) . (22)
4 a b

Wir beme&en sofort, daB dieser Ansatz die Randbedingungen
(14) und die’ Symmetriebedingung (21) befriedigt. Die Kon-
stante f ist nichts anderes als der Biegungspfeil in der Mitte der
Platte, denn es ist ({), - o= /. Wir werden gleich sehen, daB diese

v=20

Konstante bei der Berechnung der Eigenfrequenz herausfillt, wie
es auch sein muf} 7).

Einige elementare Rechnungen liefern:

3  \*
T ge
f d dv = lﬁab(a>f’

F)

[ g

e audr = gean(Z) (5)r
.U oudv dudv__ﬁab al \b r*

(F)

02\ o0%¢
”(0 +ov) uovd #dv=0.7%

F)

o~

6) Vergl. [27], S. 272 u. ff,, ferner [37], S. 274 u. ff.

") Die Eigenfrequenz der kleinen Schwingungen muB nidmlich unab-
hingig von der Amplitude sein.

&) Dieses letzte Integral ist null, wenn wir ¢ in der Form P, (z) - P3(v)
schreiben kdnnen, wobei P, eine Funktion von # allein ist, die fiir u = + a
null wird, P, eine Funktion von v allein, welche die Wurzeln + & besitzt.
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Diese Werte in (3”) eingesetzt, geben fiir die potentielle
Energie V:-
Eh®n? 72 (3 at+ b

. 1 ‘,
V= 24(1T—?)sin®a ab [16  a2b® + 5 (1+2cos a)] .

Die kinetische Energie wird aus (20) und (22):

T = o0hsinaabf>n?.

Setzen wir diese Ausdriicke nach (17) einander gleich, so
sehen wir vorerst einmal, daBl f herausfillt. Bemerken wir ferner,
daB:

die Fliche der Platte F = 4ab sine, |

. (23)
die Masse der Platte m = o h F |
ist, und fithren wir zur Abkiirzung ein:
. T TPRNE 77757@7” B
die ,Plattensteifigkeit N — 20— (24)
2
und das ,,Seitenverhiltnis“ » — (Z ) , (25)
so wird:
4/ N 4x® n* 4+ 1) o
W — e _ 2 .
=V e V3( )+ 20 + 2c0s2a)
Da die Frequenz
(7
P=s5_ (26)
ist, so wird:
— /N ( ) 27
p=Y i e(s @)
wobei:
a 1 e (n 1
_ —_— ! 2
@(b ,a)__ e VIB,IGO( . >+8,773(1+2cos J I

. a\?
mit n = (b)
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Fig. 9.
Eingespannte, schiefe Platte. Graphische Darstellung der Funktionen Q(.Z—, a)_
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Die Funktion Q(%,a) ist ein numerischer Faktor, der nur

vom Verhiltnis f;— und vom Winkel «, d.h. allein von der Form

der Platte abhingt.
In der Fig. 9 wurde diese Funktion fiir das Gebiet
1, <%g3 und 300 < o« < 1500

strichpunktiert aufgetragen.

Einen zweiten Ansatz werden wir finden, wenn wir ¢ in der

folgenden Form anschreiben:
[ = e(ut+ aa?u® + pa*) (v* 4+ ab?v? + fbY). (29)

Diese Funktion, die aus einem Produkt von zwei Polynomen
vierten Grades in # und v besteht und demnach ganz anders auf-
gebaut ist als der erste Ansatz, geniigt der Symmetriebedingung
(21), wie man sofort sieht.

a und # sind Konstanten, die wir durch die Randbedingun-
gen (14) bestimmen:

I=0 fir a= +a liefert 0=14+a+p,
©o=0 fir u=ta lifert 0=4d+2a.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt: a= —2 }
f=+1

Ersetzen wir ferner ¢ durch o

so wird aus (29):

2. Ansatz: | [ = tﬁfb—‘* (z* —2a%u® 4 a¥) (v*—2b%v2 4+ b%).| (30)

f ist wiederum der Biegungspfeil in der Mitte der Platte.
Eine analoge Rechnung, wie fiir den ersten Ansatz, fithrt auf
die potentielle Energie:
E/Z‘3 f?. a4 +7b4

— LA ot 7 2
V= % sinva ab lzo,sos e T 11,880 (14 2cos a)]
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und auf die kinetische Energie:
T = 0,33024 ohsineab f*w?.

Setzen wir diese Werte in (17) ein und beriicksichtigen wir
(23), (24), (25) und (26), so wird die Frequenz p wieder:

]

wobei aber diesmal:

a 1 n2+1> .
Q)(b’a)——sinal/m"mﬁ( . + 7,295 (14 2 cos?a)

. a\?
mltn._(?).

Diese Funktion <D<—Z—,a) ist wieder nur von der Form der

Platte abhingig. Sie wurde fiir das Gebiet 1/3§%§3 und

300 <2 <1500 punktiert in die Fig. 9 eingetragen?9).

(1)

Einen dritten Ansatz werden wir durch Erweiterung des
Polynomes (29) erhalten. Wir schreiben fiir die Funktion ¢ fol-
genden Wert an:

U =c¢(ub+aazut+farur+yab) (vo+ab?vi+pbivi+yb®). (32)

Wie man sofort sieht, geniigt diese Funktion der Symme-
triebedingung (21). H. Favre hat in seinem Artikel [32] bewiesen,
daB diese Funktion den Randbedingungen (14) und der Kriim-
mungsbedingung:

oLy (et _
(W)u=ia' (m)'l=0_ o 2’900

fiir folgende Werte der Konstanten geniigt 19):

9) Die Kurve fiir 2 _ 1 fallt mit derjenigen des 4. Ansatzes zusammen
(ausgezogener Strich).

10y H. Favre hat diesen Ansatz beniitzt, um den statischen Pfeil f in
der Mitte einer eingespannten, gleichmiBig belasteten, schiefen Platte zu
bestimmen.

M. Nadai fand namlich [36], daB fiir eine statisch gleichmiBig be-
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a=+1834, f=-0008, 7 =+3834, 0= L= I

Mit diesen Werten der Konstanten erhalten wir aus (32):
3. Ansatz :

= m “(u°+41,834a% u* — 6,068 a* u? + 3,8344°)- | (33)
' -(v¢ + 1,834 52 v* — 6,668 b* v2 + 3,834 5°) .

e

Eine ganz analoge Rechnung, wie beim 1. und 2. Ansatz,
fithrt auf:

B Eh? j* l at + b*
V= 24 (1 —»?)sina ab 4,083 ah?

T = 0,36328 0/ sin « ab f2w?
und schlieBlich unter Beriicksichtigung von (23), (24), (25) und

(26) auf:
N

a 1 n +1)
@(— a)_sm ‘/13434(_*— + 6,714 (1 + 2cos? a)

12,036 (1 + 2cos?® a)l,

wobei:

b)
. a\?
mltn_<7).

Auch diese Werte der Funktion (D(—g,a) haben wir fiir das-

selbe Gebiet berechnet und gestrichelt in die Fig. 9 eingetragen.
Zusammenfassend stellen wir fest, daB die Methode von
Rayleigh fiir die drei verschiedenen Ansitze immer auf dieselbe

(34)

lastete, quadratische Platte das Verhiltnis der Kriimmung an den Enden
eines achsialen Profiles zu der Kritmmung in der Mitte = — 2,900 be-
tragt, und H. Favre hat diese Tatsache beniitzt, um eine weitere Bedin-
gung fiir die Konstanten zu erhalten.

Wir mochten hier ausdriicklich festhalten, daB diese zusditzliche Kriim-
mungsbedingung fir die Bestimmung des statischen Pfeiles | wohl be-
rechtigt ist, dap sie aber fiir die Berechnung der FEigenfrequenz kaum
taugen wird.
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Formel fiir die Frequenz p fithrt (27), wobei nur @(v%,a) je nach
dem Ansatz verschieden ist. B

Auch die Funktion @(-Z-,a) 148t sich aber immer in der Form
schreiben: '

a 1 n?+1
o5} g A 5w 2| 09

Die untenstehende Tabelle 1 gibt die GréBe der Konstanten
k, und k, fiir die verschiedenen Ansitze an, sowie den Wert

der Funktion CD(Z ,a\) fiir den Spezialfall der quadratischen Platte
(% =1,2=000) und die Differenz zwischen dem @(1,909)-
Werten. /

Tabelle 1.
© (1,90°) | Differenz zwischen
Ansatz fiir ¢ ky ks | quodratische  den @ (1,90°)-
i Plate Werten
Ji(cos”—" ] 1)(cosﬂ’ 1) “13160 8,773| 502
4 a t b + , ) ] )
3,2 %
7[1174 (ut—2a2u? + a*) (v —2b%v? 4 b*) 112,766 7,295 5,73
a 2,0 %
’14—695?5“_ (u® + 1,834 a2 u* — [1’2 %
— 6,608 a*u? + 3,834 a°) - 13,434| 6,714 5,80

- (v8 + 1,834 b2 v* — 6,668 b* v + 3,834 b°)

Diese Tabelle und ein Blick auf die Fig. 9 zeigen uns sofort,
daB die Funktion (D(-Z,a) filr die drei ganz verschiedenen An-

sitze (22), (30) und (33) Werte ergibt, die wenig voneinander
abweichen, was uns bestitigt, daB die gewihlten Ansatze ver-

mutlich gut sind.
Eine eingehende Besprechung der Resultate werden wir erst
am SchluB des nichsten Paragraphen folgen lassen, nachdem wir

noch eine weitere Funktion @(-z—,a) nach der Methode von Ritz

berechnet haben werden.
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§ 4. Die Néherungsmethode von Ritz und ihre Anwen-
dung zur Berechnung der Eigenfrequenz der aflseitig ein-
gespannten, schiefen Platte

Es sollen wiederum die 5 Voraussetzungen des § 3 giiltig
sein.

Die Néiherungsmethode von Ritz besteht darin, die Form
der Platte wihrend der Schwingung durch eine Funktion mit ge-
wissen Parametern darzustellen, die so bestimmt werden, daB die
Frequenz zu einem Minimum wird. Sie beniitzt also die dritte
Aussage des letzten Paragraphen iiber die Funktion ¢, die da-
durch begriindet ist, daB jeder der Schwingungsform angetane
Zwang, sei es durch Wahl der Funktion selber, sei es durch be-
stimmte Parameter, die Frequenz nur erhéhen kann.

Um das praktische Verfahren darzustellen, betrachten wir
die Gleichungen (3”) und (20), setzen diese Werte nach (17)
einander gleich und berechnen daraus w2, unter Beriicksichtigung
der Abkiirzung (24):

[(E (G vz s2eoma (S5 -scone(Se S0 (23]
N(F) 6u‘ +2(1 +2cos?a) 0 4 cosa 8u2+6V2 £ du dv
w2 = :
glzsin‘*a”"g?dudv
(F) (35)

{ soll gewisse Parameter enthalten, die wir allgemein mit
¢; anschreiben wollen.

Ritz sagt nun, daB diese Parameter ¢; so gewihlt werden
sollen, daB (35) zu einem Minimum wird, d.h.

82“) 02() . (32/ )2 (a?g 62C)( azC )I
[(}J[( 2 +2(1+2cos?a) EpPm 4cosa 6u2+0V2 EPET dudv

=0,
l ”C2dudv
(F)

g)‘ S

oder indem wir nach der Quotientenregel differenzieren:
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2 2 25 \2
J t2dudv . — (L [ L 9 L)+2(1+2cos2a)(ai;v> -

teonn (G s )] -G (Faen)-
4cosa<0u2 )81&6 dudv 3 EPE + 72 +2(1+2cos?a) Y
2 0

~aeosa( SO0 (O )]dudv-i{ [ 2w av} =o0.

ou uo ocil),

)
Aus der Gleichung (35) folgt aber:
e feranar = [[(5) + (55)

o )2 ( o 02@)( B )]
2 _ -
+ 2(1+ 2cos “)(auav 4 cosa au2+ PP dudv,

sodall schlieBlich wird:

& az: 2 A.2L 627‘>
Gci(ij;[(W) +(av) +2(1+ 2cos® a)(auov o

0% 0L oh N
——4cosa( u2+ )( > 02N51n4a/2]dudv—0

(36)

oud

Wenn im Ansatz fiir ¢ die Parameter c; in linearer Form auf-
treten, so wird (36) ein homogenes und in c; lineares Gleichungs-
system darstellen. Die Zahl der Gleichungen wird gleich der-
jenigen der Parameter sein. Dieses System kann aber fiir die ¢;
nur dann von null verschiedene Werte geben, wenn die Determi-
nante null ist. Diese Aussage wird uns die Gleichung fiir die
Frequenz liefern.

Nachdem wir die zweite Niherungsmethode beschrieben
haben, fassen wir kurz die Bedingungen zusammen, welche die
Funktion ¢ erfiillen mulb:

1. Randbedingungen (14),

2. Symmetriebedingung (21),

3. Die Parameter ¢; miissen in linearer Form auftreten.

Zur Berechnung der Grundfrequenz einer parallelogramm-
formigen, eingespannten Platte, versuchen wir den



4. Ansatz :

t= ey e —efas 54 4 8( 7)) o1

A und B sind die beiden Parameter, die wir so bestimmen
werden, daBl die Frequenz zu einem Minimum wird. _

Beide Randbedingungen (14), sowie die Symmetriebedin-
gung (21) sind erfiillt, wie wir sofort sehen.

Indem wir (37) in (36) einfithren, die bestimmten Integrale
ausrechnen und hierauf partiell nach A und B ableiten, erhalten
wir aus (36) zwei homogene und in A und B lineare Gleichun-
gen, deren Determinante verschwinden muB. Diese lautet:

2 2 4
- [ § |
( R ) (77”Z 6237 "(')

— 0, (38)
(am = st (s o o
175 14175 <) \o1™ T 959~ §iao5

iom = (7 1,,) _<fi)2 _ 4 :
WObEl.m_( P o=\ Q_63(1+2005 a) )

h .
02 = QN— a’b?sinta w?.

Die Auflésung dieser Determinante zweiten Grades fithrt mit

(39) und unter Beriicksichtigung von (23) und (26) auf die
Frequenz:

_1/N s(2 ) 27
P =V Fnm ¢(b '@ @)
wobei:

o (341
1368 (272 1 2q)—

gs(.‘.’_ a) v 68( )+352( +2 cos?a)

)
b W/ Tsina ]/1741217(" “) +850344 (”— ﬂ)u+2cosﬂa)+1o7sss(l+2cos=a)
. a\2
mlt n = (-l; ) . (40)
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Wir haben die Werte dieser Funktion <P(: ,a) mit einem aus-
gezogenen Strich in die Fig. 9 eingetragen.

Es ist sehr interessant festzustellen, daB auch die Niherungs-
methode von Ritz auf dieselbe Formel fiir die Frequenz p fithrt (27).

Besprechung der Resultate.
Die Fig. 9 zeigt, daB alle vier Ansitze (22), (30), (33) und

(37) Funktionen <D(’Z-,a‘) ergeben, die sehr wenig voneinander
verschieden und somit vermutlich gut sind.

Die Funktionen ¢)(§f,a) weisen fir —‘;7 = konst. ein ausge-

sprochenes Minimum bei o == 900 auf und werden wegen des Fak-
tors si—r]u; fiir =00 und « = 1800 unendlich groB. Sie sind in

bezug auf die Gerade o= 900 symmetrisch und geben dieselben
Werte, wenn wir Z durch Z ersetzen, wie es sein mufl. Von allen

parallelogrammformigen Platten weist die quadratische die tiefste

Grundfrequenz auf. Je mehr sich « von 900 entfernt und je mehr

a . . . .
3 von 1 verschieden ist, umso mehr nehmen die Funktionen zu.

Der genaueste Ansatz wird (37) sein, denn

1. enthidlt er zwei Parameter, statt nur einen, wie die andern,
2. liefert er die tiefsten Werte fiir die Eigenfrequenz.

Da aber die Funktionen (31) und (40) praktisch dieselben
Werte geben, schlagen wir fiir die Berechnung die einfachere,
(31), vor.

Wir diirfen erwarten, daB sie die Frequenz im Gebiet
1/ < % <3 und 300 <« <1500 auf einige 9o genau bestimmt.
In der Tafel I des Anhanges ist der genaueste @-Wert fiir
Z =10, 1,5 20, 2,5 und 3,0 eingetragen.



— 094 —

§ 5. Die Eigenfrequenz der allseitig eingespannten, schiefen
Platte mit einer konzentrierten Einzelmasse in der Mitte

Bezeichnen wir die Masse der Platte mit 7, die konzentrierte
Einzelmasse in der Mitte (# =0, v=0) mit M, so haben wir in
den letzten beiden Paragraphen die Grundfrequenz fiir den Fall
M/m =0 bestimmt, da M =0 und m endlich war.

In diesem Paragraphen werden wir den anderen extremen
Fall M/m =co, m=0 und M endlich, mit praktisch sehr wenig
Rechenarbeit erhalten. Wir denken uns also jetzt M so grof,
daB8 m bei der Berechnung vernachlidssigt werden darf und wer-
den die gleichen Ansitze wie in den Paragraphen 3 und 4 ver-
wenden.

Die potentielle Energie V wird dabei unverindert bleiben,
dagegen muf fiir die kinetische Energie statt (20) jetzt stehen:

M .
Ty =" © Uiy (41)
v=0

Die Methode von Rayleigh liefert fiir den

1. Ansatz : { = Z‘ (cos %u + 1> (cos%v + 1) (22)

wieder

E h?nt f* [3 at + b

V= 24— sin*a ab L16 a75°

+ % a+ 2C052a)],
dagegen aus (41) mit (22):

T = —Mz— w?f2.
Setzen wir diese beiden Werte nach (17) einander gleich,

so folgt nach Beriicksichtigung von (23), (24), (25) und (26)
die Frequenz p zu:




wobei:

a 1 +1)
¢<fb—,a)_._ — V18506< ) 4+1,2337 (14 2 costa)

it ‘a )2 “3)
mit n = (—b— .
Der 2. Ansatz:
{= 4[[)4 (#* —2a%u? 4 a*) (vt — 2b2v2 + bY) (30)
fithrt wieder auf p nach (42), wobei aber diesmal:
@ (i, (x) L l/Z,IOSO (”” + 1) + 1,2046 (1 + 2 cos2a)
b sin « n 44)
. (a 2 (
mit n = 7) .
Der 3. Ansatz:
{ = 1469{) e (2% 4+ 1,834 a%u* — 6,6068a* u* + 3,8344%) - | (33)
-(v® 4 1,834 62 v* — 6,668 64 v? 4 3,834 %)
fithrt wieder auf p nach (42), wobei:
@(i,a) =_1 ]/24401 (" ot )+ 1,2195 (1 + 2 cos®e)
b sin o (45)

\ a\?
mltn__(—b~).

Zusammenfassend stellen wir fest, daB sich die Funktion

(D(%,a) immer in folgender Form schreiben 1aBt:

1 241
‘p(%’“):mVKl(if )+ (1420800 9
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Die untenstehende Tabelle 2 gibt fiir die verschiedenen An-
sitze die GroBe der Konstanten K; und K, an, sowie den Wert
der Funktion dl(—Z-,a) fiir den Spezialfall der quadratischen Platte

(g =1,0L=900) und die Differenz zwischen den &(1,9009)-

Werten.
Tabelle 2.
{ & (1,90°) | Differenz zwischen
Ansatz fiir ¢ K, | K, | quodrdische |den @ (1,90°)-
‘ ‘ Platie Werten
{ (cos ’fai‘ + 1) (cos 715" + 1) 1,8506(1,2337| 2,22
}4)70/0
ngi (u* —2a%u® + a*) (v* — 26%v2+ 6*) |2,1080|1,2046] 2,33
a 10,1%
T@dé’ﬁ (a8 -+ 1,834 a%ut — 15,701’0
— 6,668 a*u? + 3,8344°) - 2,4401|1,2195| 247
- (v® 4+ 1,8345%v% — 6,668 b*v2 + 3,834 b®)
Die Methode von Ritz fithrt mit dem
4. Ansatz:
_ 1 2 212 (2 22 u)? A) 37
auf die Determinante:
1 175 > (2 )
. S ¢ “
(9”’+Q 352768 ) 77"
=0 (46)

(175 ”‘) ’ (911 m+ 215 Q)

mund @ nach (39), Q= AI;I/ ab sind a w?

und schlieBlich auf p nach (42), wobei:
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(a i 15219(” ”) + 13904(” - )(1+2cos“a)+2288(1+2cos2a)2
ot )=t 1/
b st 8218,7 (—n—) +1899,4 (1 + 2cos2a) 47
. a\? . '
mit n = (b) .
Ein 5. Ansatz:
f= ! (u? - a?)® (vE - 0% {A+ B( ) +B( ) +C( )9(5);, (48)
) at bt b
mit den drei Parametern A4, B und C fithrt auf die Determinante
dritten Grades:
1 115 (3 ) ( 2
(9 m+ Q" 35768 2), 0 I =
1 1 1 1
(75 ™) ot m+ 2 Q. (o5 m) =0 (9
2 ( 2 ) ( 1 1
(63’”) ’ 0™ > 1™t Q)

mund Q nach (39), & = % ab sin® « o?

und auf p nach (42), wobei:

a 1
¢ (F’ a) T sina’

V 847143(7—11) +1711252( i )(1+2cos a)+949520( )(1+2cosﬂa)2+118976(1+2cosza)8

459261 (—— ) +615417< )(1 +2cos?a) +98771 (1 +2cos?a)*

. a\?
mltn_(br—).

Alle diese Funktionen <D<%,a> wirden berechnet und in

Fig. 10 eingetragen. Dabei wurden die praktisch zusammen-
fallenden Werte von (43), (47) und (50) durch eine ausgezogene

(50)



¢/§,a/

10— o - g7
77 | ik
s \ [} "
\ —_—
SRt Ansitze & = L feos T+ fcos Tt 4 1) 1189
' [
2= i 257 e s Y- 26 06 7] vo—s
i
s W/u%zm a%u*-6,6686U%+383545%)- I
(v 18546 666867+ 58546%) —=== I
2 2 2 2 /
2= gk luta?) 167 Ya-618) " 6(%)’} , !

¢ gelue o) Yol 8]

P 2
’ 1
o— >

30°  4w0°  50°  60°  70°  80°  90° 100° 10° 120° 130° 140° 150° &
Fig. 10. Eingespannte, schiefe Platte mit einer konzentrierten Masse in der
Mitte. Graphische Darstellung der Funktionen @(%,a).
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Kurve dargestellt, dagegen (44) punktiert und (45) gestrichelt
eingezeichnet.

Besprechung der Resultate.

Wir stellen fest, daB beide Niherungsmethoden fiir die Fre-
quenz auf dieselbe Formel fithren (42).

Aus der Fig. 10 ersehen wir, daB (43), (47) und (50) fast
dieselben Resultate geben; dagegen weicht (44) ziemlich und
(45) stark davon ab. Daraus 148t sich schlieBen, daB die Ansitze
(22), (37) und (48) vermutlich gut sind.

Uber den allgemeinen Verlauf von @ (%,a) konnen wir die

gleichen Aussagen machen wie am SchluB des letzten Para-
a

b

Der genaueste Ansatz wird (48) sein, denn er enthélt 3 Para-
meter und liefert die kleinsten Werte der Frequenz. Da aber die
Werte von (43), (47) und (50) praktisch dieselben sind, schla-
gen wir fiir die Berechnung von @ die Gleichung (43) vor,
welche die einfachste ist.

graphen, weil @( ) nur von der Form der Platte abhingt.

Es ist zu erwarten, daB im Gebiete 13 =< % =<3 und

300 < « < 1509 die Genauigkeit von einigen 9/ erreicht wird.

Bemerkung: Es ist sehr interessant festzustellen, dafB die
Methode von Ritz, trotz mehrerer Parameter, immer auf eine
lineare Gleichung fiir die Frequenz fiihrt: in den Determinanten
(46) und (49) kommt £, fiir den Fall der konzentrierten Einzel-
masse in der Mitte, nur im obersten Glied links vor. Der Grund
dafiir liegt darin, daB die kinetische Energie T nur von einem
Parameter A abhiingt, wie man sofort aus (41) und (37) oder (41)
und (48) sieht. Dies bedeutet aber nichts anderes, als daB§ die
hoheren harmonischen Schwingungen nicht exi-
stieren, was auch erklirlich ist, denn die Masse ist punkt-
formig in der Mitte konzentriert.
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§ 6. Die Eigenfrequenz der allseitig eingespannten,
schiefen Platte mit einer konzentrierten Einzelmasse M in
der Mitte bei Beradksichtigung der Masse der Platte m

Wir kennen jetzt die Losungen fiir die zwei extremen Fille:

Mim = 0 (M = 0, m endlich) und
Mim = oo (m = 0, M endlich).
Haben wir es mit einem Zwischenfall zu tun, d.h. diirfen
wir weder M gegeniiber m, noch m gegeniiber M vernachlissigen,

so kénnen wir die Frequenz mit den gleichen Methoden und An-
sdtzen finden.

Die Fig. 9 und 10 zeigen uns, daB der Ansatz (22) fiir die
beiden extremen Fille M/m =0 und M/m = o gute ®-Werte lie-
fert. Wir diirfen also erwarten, daB er auch fiir den Zwischenfall

M/m -= endlich

gute Werte fiir die Frequenz gibt und kénnen damit auf den Ver-
gleich mit anderen Ansitzen verzichten.

Die Methode von Rayleigh liefert fiir den

1. Ansatz: { = I (cos T + 1)<COS Ty + 1) (22)
4 a b

wieder

v Ebdzt [3 at 4 b*

_ 1 . ]
= (1) sintaab |16 atsr T g (1 F2C08%A ],

dagegen setzt sich die kinetische Energie 7 aus derjenigen der
konzentrierten Masse Ty und derjenigen der Platte 7, zusammen:

T=Tu+Tn = 1/2M(<)2f2+39—29h sina ab w? f?

oder mit (23):
: 9
T =1, (M + m) w2 fz,
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Setzen wir diese beiden Werte nach (17) einander gleich,
so folgt nach Beriicksichtigung von (23), (24), (25) und (26)
die Frequenz p zu:

/

LI

wobei:

@ (” a) = ‘/1,8506 (fi J’i) +1,2337 (14- 2cos?a)
b sin« n (43)

2

. a
mltn_(rb).

Kontrollen: Wir erhalten ohne weiteres die Spezialfille
M/m =0 (27), (28) und M/m = o (42), (43) aus obigen Gleichun-
gen, wenn wir darin M = 0 bzw. m = 0 setzen. Insbesondere be-
kommen wir die gleiche Funktion @ (—Z ,oe) (43), wie fir den Fall

M m=~o; dies wird auch fir die anderen Ansdtze der Fall sein.

Aus (51) tritt die untergeordnete Rolle, die m bei grofem
Verhiltnis M/m spielt, schon hervor; z. B. darf man fiir M/m = 10
ohne weiteres m vernachlissigen: der dadurch begangene Fehler
ist kleiner als 0,630/.

Die Masse m der Platte hat also nach (51) die gleiche Wir-
kung auf die Frequenz, wie eine konzentrierte Masse von un-
- gefiahr 1/, m.

In der Tafel Il des Anhanges ist der genaueste @-Wert nach

(50) und (51) fir (bi =1,0, 1,5, 2,0, 2,5 und 3,0 eingetragen.

Bemerkungen zu den Paragraphen 3, 4, 5 und 6.

Alle Ansitze dieser Paragraphen weisen einen gemeinsamen
Fehler auf: sie erfiillen nicht nur die Punktsymmetriebedingung
(21), sondern sind sogar achsensymmetrisch in bezug auf die u-
und v-Achse, eine Bedingung, die nicht notwendig ist. Dieser
Fehler wird fiir Werte von « um 90¢ kaum feststellbar sein
und wird zunehmen, je mehr wir uns von o« = 900 entfernen.
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Fig. 11. Freiaufliegende, schiefe Platte. Graphische Darstellung der

Funktionen @(—%—, a).
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Da aber die Randbedingungen (14) streng erfiillt sind und diese
die Form der Platte wihrend der Schwingung stark bestimmen,
so glauben wir nicht, daB die zu groBe Achsensymmetrie das Re-
sultat im erwihnten Gebiet um mehr als einige 9o beeintrich-
tigen kann.

§ 7. Die Bigenfrequenz der allseitig freiaufliegenden,
schiefen Platte. Losung nach der Methode von Rayleigh

Die freiaufliegende, schiefe Platte ist mathematisch wegen
den komplizierten Randbedingungen (15) viel schwieriger zu be-
handeln als die eingespannte. Wir haben zur Verwendung mit der
Methode von Rayleigh und Ritz sehr viele Ansitze firr { ver-
sucht, ohne einen zu finden, der (15) befriedigt. Von allen diesen
Versuchen wollen wir nur einen wiedergeben, der wenigstens fiir
den Spezialfall « = 900 die Randbedingung (15) erfiillt. In diesem
Fall wird ndmlich aus (15):

2
t=+a:=20 und (‘)_C_:_O
ou?
(52)
0%¢
v=+b:=20 und _EZO
ov

Da vor dem Glied

saoy I (15) der Faktor cos « steht, ist

zu erwarten, daB ein Ansatz, der (52) befriedigt, wenigstens um
@ =900 herum gute Werte fiir die Frequenz liefern wird.

Der Ansatz:

{=f¢f (cos %) (cos%), (53)

befriedigt (21) und (52) und fithrt nach der Methode von Ray-
leigh auf die Frequenz:

p_V (2, q) (27)




wobei:

@ (Z ,a) — .1a~l//2,4674 (”2 + 1) + 4,348 (1 + 2 cos*a)

sin n (54)
mit n = /”a):'
_<b :
Diese Funktion wurde nur fiir Z:I berechnet und

---------- in die Fig. 11 eingetragen. Wir werden auf
Grund des Vergleiches mit den Resultaten der Differenzenmethode
erkennen, daB (54) nur im schmalen Gebiet 800 << 1000 gute
Werte ergibt. ’ ’

§ 8. Die Differenzenmethode und ihre Anwendung zur
Berechnung der Eigenfrequenz der freiaufliegenden,
schiefen Platte

Um das Problem der Eigenschwingungen einer freiaufliegen-
den, schiefen Platte zu lésen, miissen wir es von einem neuen
Gesichtspunkt aus betrachten,

Wir gehen von der Differentialgleichung der Plattenschwin-
gung aus, die lautet:

ohz+ NAdz = 0.1) (55)
Darin bedeuten: ¢ = spezifische MaBe
h = Dicke der Platte
z = [f(u,v,t) Verschiebung senkrecht zur Plattenebene
Z o= ((iﬂz == Beschleunigung in z-Richtung
t = Zeit

N == Plattensteifigkeit (siehe (24))
4 = Laplacescher Operator.

1) Vergleiche z. B. [26] oder [27]. Man erhilt diese Gleichung ohne
weiteres aus der Differentialgleichung fiir die Durchbiegung einer gleich-
miBig belasteten Platte (2), indem man die Belastung pro Flicheneinheit p
durch die d’Alembertschen Tragheitskrifte pro Flicheneinheit —ohy
ersetzt.



— 105 —

Fiir harmonische Eigenschwingungen besitzt z die Form:

z = sin(w#) - {(a,v). (56)
w = Kreisfrequenz,
{ = Durchbiegung parallel zur z-Achse.
Aus (56) folgt:
z = — w?sin(wl) - L(u,v), (57)

Adz = sin(wt) - 44L.
Fithren wir (57) in (55) ein, so wird:
h

%Vw:’; = A4C. (58)

Schreiben wir zur Abkiirzung:
leh

e (59)

k2 = o

so wird aus (58):

Bo= AAL (60)

Dies ist die Differentialgleichung zur Bestimmung der Eigen-
frequenz.

H. Bouasse zeigt in seinem Buche [29], daB Losungen der
beiden Gleichungen:

+ k2L = AL (61)
auch Losungen von (60) sind. Fithren wir namlich die Opera-
tionen 4 an beiden Seiten von (61) durch, so wird:

+ R2AL = A4L.
Ersetzen wir auf der linken Seite dieser Gleichung A¢ durch
L k2. nach (61), so erhalten wir wiederum (60).

Wir werden also nicht gezwungen sein, Lésungen von (60)
zu suchen, sondern konnen uns mit solchen von (61) begniigen.

Schreiben wir (61) aus, so wird mit (12):

9 Y - ~
- (7N (&
,— 2C08a ———— + —
u ol ov «

9,

i u

krsinal 4+ =0.

[SIRY

¢
Ie

(62)
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Das Problem ist also jetzt, Losungen der partiellen Differen-
tialgleichung (62) zu finden.

Wie schon frither, so werden wir auch hier zugunsten eines
Niherungsverfahrens, der sogenannten Differenzenmethode,
auf eine strenge mathematische Losung verzichten. Indem wir
namlich die Differentialquotienten von (62) durch die Differenzen-
quotienten ersetzen, werden wir aus (62) ein System von linearen,
homogenen, algebraischen Gleichungen erhalten, aus dem wir die
Frequenz bestimmen kénnen.

Die Differenzenmethode wurde zur Bestimmung des stati-
schen Biegungspfeiles einer freiaufliegenden, schiefen Platte be-
niitzt [33]. Unseres Wissens wurde aber diese Methode noch nie
fiir die Schwingungsprobleme und insbesondere fiir die Losung
der Differentialgleichung (62) verwendet.

Betrachten wir das Netz der Fig. 12, das in der Ebene «, v
liegt und von dquidistanten Geraden uz=konst. und v =konst.
gebildet wird.

n-! Jm-ln-t Jmonl Jmel -t
m-! m mel

Fig. 12.

Die Maschen des Netzes sind gleichgroBe Parallelogramme
mit den Seiten du und Av. Die Geraden u = konst. sind nume-
riert ...m—1, m, m—+1..., die Geraden v=konst. ...n—1,
n,n41... Die Eckpunkte der Parallelogramme erhalten die
Nummern der Geraden, die sie erzeugen, z. B. wird der Schnitt-
punkt der Geraden m und 7 mit m, n bezeichnet, und ebenso wird
jede GroBe in diesem Punkt den Index m, n tragen.
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Je kleiner Au und Av sind, umso genauer werden folgende
Gleichungen stimmen12):

(ﬁ) . A€m+1,n_Cm—1,n
oumn_ 24u !
(ég) . Cm,n+1 - :Cm,n-l
ovlimn 24v ’
(@ig) . .Cm+1,n - 2‘gm,n + Cm;l,n (63)
ut/mn Au? !
Agg) — Cm,n+l - 2Cm,n + Cm,n—l
ovt/mn Ayt ’
( agc ) . §m+l,n+1 + Cm—l.n—l - Cm+1,n—1 . Cm—l,n+1
duovimn™ 4Audy ’

Fiihren wir diese Ausdriicke in (62) ein, so erhalten wir die
Differenzengleichung fiir den Punkt m, n:

Cmpt,n — 2lmn~+ Cm1,n .

k¥sinaly . +

Aut
- . . . (64)
_2cose Cmat, nrt Gty no1--Emyt, na— Cmt,mt n Com, n1—28m, nt Cmn1__ 0
44udy Av? -

Zu jedem Netzpunkt innerhalb des Plattenrandes gehort eine
Gleichung (64), die alle homogen und linear in den (-
Werten sind. lhre Anzahl wird gleich der Zahl der Punkte
innerhalb des Randes sein.

Nun kénnen wir aber die Grofien &, , als Parameter auffassen,
welche die Form der Platte wiahrend der Schwingung beschrei-
ben und sagen, daB nur dann das System (64) eine Ldsung ver-
schieden von null fiir die Parameter ¢, , geben wird, wenn die
Determinante von (64) null ist. Diese Aussage wird uns die Glei-
chung fiir die Bestimmung der Frequenz liefern.

12} Diese Ausdriicke sind die gleichen, ob wir es mit schief- oder
rechtwinkligen Koordinaten zu tun haben. Fiir letztere siehe [36], S. 216
u. ff. oder [38], S. 18.
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Untersuchen wir die Randbedingungen der freiaufliegenden
Platte (15). Sie verlangen, daB ¢ lings des ganzen Randes null
ist. Wir werden also den Punkten des Netzes, die auf dem
Rande liegen, den Wert { = 0 geben. Nach (62) folgt aber daraus,
daB dort auch

9

[
Ty
3
| &>
)
[ By

~— 2C0Sa - +-- =0 ist.

u? qucv  ¢v

D>

. . . . 0% L ..
Andererseits wissen wir, daB fiir « = | q, T";:O und fir
~g 5 c
[ . . . . . . .
v=-+Db, i 0 ist. Gehen wir mit diesen Werten in obige Glei-
14

chung, so wird:

~g 2
fir u« = +a: =0 und Lf-f}——2(:os:>z-i; =
cut oudcdv
(15)
. . 2L 2L
fir v—=+6: =0 und ’..‘;._,,2(305(,,:_947;:0

v L ov

D,

- Dies sind aber die Randbedingungen der freiaufliegenden
Platte.

Wir sehen also, daB allein durch die Bedingung ¢ =0 am
'Rande schon simtliche Randbedingungen befriedigt sind und ins-
besondere auch diejenigen, die verlangen, daB die o-Spannungen
am Rande verschwinden miissen. Hierin liegt der groBe Vorteil
der Anwendung der Gleichung (62), die uns auf sehr einfache
Weise die komplizierten Randbedingungen (15) zu befriedigen
erlaubt.

§ 9. Berechnung der ersten vier Niaherungen nach der
Differenzenmethode. Diskussion der Resultate

Betrachten wir die parallelogrammformige, freiaufliegende
Platte mit den Seiten 2a und 2b und wihlen wir das Achsensystem
u, v der Fig. 13. « ist der Winkel, den zwei anliegende Seiten mit-
einander bilden.
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1. Ndherung fir die Frequenz.

Das einfachste Netz, das wir uns denken kénnen, wird durch
den Rand und durch die Achsen # und v definiert (Fig. 13). Dieses
Netz enthilt nur vier Parallelogramme mit den Seiten 4u = a und
Av = b. Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Achsen mit 0. Die
anderen Punkte brauchen wir nicht zu numerieren, da sie alle
auf dem Rande liegen, wo { =0 ist.

p
e
177

Fig. 13.

Das System (64) wird aus einer einzigen Gleichung bestehen,
derjenigen fiir den Punkt 0. Sie lautet:

0 2f,° +0 _ 2cosoz0 +0-0-0,0— 23}0 +0 +kA2sin%al, = 0
as 4 ab b2
ih o1 1 s |
.h — —d‘_,r—{—b? + kPsin*a (&, = 0. (65)
Da ¢,== 0 ist, muf3 die geschweifte Klammer zu null werden:
PR ({’ftb"’)
T sin?a \ g?bt /-’

Beriicksichtigen wir (59), (23) und (26) und fithren wir zur
Abkiirzung ein:

Vo=, (66)

so wird aus der letzten Gleichung die Frequenz p:

- N a (27)
p= Fmgp(b ,a)
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a 4 1 ( — 1
dj Ty &) — — T ‘/ﬂ-*-j)
wobei: (b ) 7 sina V’Z (67)
. — a
mit Vn:;.

Die Funktion @(%—,a) hingt wieder nur von der Form der

Platte ab. Sie wurde fiir das Gebiet 15 < % < 3 und fiir

300 <a <1500 berechnet und in der Fig. 11 durch einen diinn
ausgezogenen Strich dargestellt.

2. Ndherung fiir die Frequenz.

Die Formel (67) besitzt den Vorteil groBer Einfachheit, sie
wird aber nicht sehr genau sein, da die Maschen des Netzes
noch recht groB sind. Um eine groBere Genauigkeit zu erzielen,
wihlen wir als 2. Niherung das Netz der Fig. 14. Dieses teilt
die Platte in 9 gleichgroBe Parallelogramme ein mit den Seiten
Au=2/; a und 4v—=2/4 b. Da die Platte in bezug auf den Ur-
sprung des Achsensystemes O zentrisch-symmetrisch ist, werden
nur zwei Schnittpunkte der Netzgeraden mit verschiedenen &-Wer-
ten vorkommen, die wir mit 1 und 2 bezeichnen wollen.

A
Y4
K

y A A4
%/ / R — -
€7 7 7

Fig. 14.

Das System (64) liefert uns diesmal zwei Gleichungen, die
eine fiir den Punkt 1, die andere fiir 2. Sie lauten:

Punkt 1: (4 — Y,cosaab)l, + (@+863)% =0

- - (68)
y 2 (@®+ 6% + (A + Yycosaab)l,

i
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wobei die Abkiirzung verwendet wurde:
A =—2(a®+ b?) + 4/9a%b2sin®a k> (69)
Das homogene, in den Parametern {; und {, lineare Glei-
chungssystem (68) gibt aber nur dann fiir {; und {, eine von null
verschiedene Losung, wenn die Determinante des Systems 0 ist.
(A—1Yy,cosaab), (a4 b?)
(a2 +86% , (A+ Y, cosaab)
Die Auflésung der Determinante fithrt auf die quadratische
Gleichung fiir A:
A? — 1Y, cos®aa®b®—(a®+ 6% = 0
mit den Losungen:
= + Y(a%+ b?%)? + Y, cos%a a®b?. (70)

Vor der Wurzel (70) muB das negative Vorzeichen stehen,
denn diese Losung liefert uns die tiefere Frequenz, wie wir aus
(69) sofort sehen. Das positive Vorzeichen entspricht einer
héheren Schwingungsform, die wir hier nicht untersuchen wollen.

Fithren wir (70) in (69) ein und beriicksichtigen wir (59),
(23), (25), (26) und (66), so wird die Frequenz wieder die Form
(27) annehmen, wobei:

?(50e) = g s (204 )= b2+

27 sine

Y a\®
mit Vﬂ :7, Il:(—b—>

(71)

Diese Funktion wurde fiir das Gebiet 15 << %gi& und fiir

300 <o =< 1500 strichpunktiert in die Fig. 11 eingetragen.

3. Ndiherung fir die Frequenz.

Fiir die 3. Niherung wihlen wir das Netz der Fig. 15. Dieses
teilt die Platte in 16 gleichgroBe Parallelogramme ein mit den
Seiten Au=a/2 und Av=>0/2. Die 9 Punkte innerhalb des Ran-
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des, welche gleichsam die Platte ,abtasten‘, werden wieder zen-
trisch-symmetrisch in bezug auf den Punkt 0 numeriert.

o A—A—A—
A
% 7 7 77

a
2

u

Fig. 15.

Das System (64) besteht jetzt aus 5 Gleichungen, eine fiir
jeden Punkt 0, 1, 2, 3 und 4. Sie sind in den Parametern ¢, ¢,
{5, {3 und £, homogen und linear. Die Determinante des Systemes
muB verschwinden, wenn die Parameter eine nichttriviale Losung
besitzen sollen. Die Determinante ist:

Punkt O: A , 2b%, 2a?, —abcosa, abcosa
”» 1: b* ’ A y T a? ’ a®
2: a>  , —, A, b , b |=0,(72
w 3: |-Yyabcosa, a%, b2, A, —
4: | Yyabcosea, a2, b2, — A
wobei fiir A stehen sollte:

2 p2

A= —2(+6%)+ ?_Z’Z.,, sin®e &2, (13)

Die Auflésung der Determinante (72) fithrt auf die Gleichung
5. Grades in A:
A®-[4(a*+b*)+a*b%cos* a] A%+ [4(a*-b*)2+2a2b2cosa(a* +b%)] A = 0.
Die Losung A =0 interessiert uns nicht, denn sie liefert uns
fiir die Funktion ¢’<%,a) einen Wert, der viermal so groB ist,
wie Qi(%,a) der ersten Néherung, wie wir sofort aus (73) und

(65) sehen. A=0 wird also nicht die Grundschwingung sein.
Durch Division der homogenen Gleichung 5. Grades durch 4 wird
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aus ihr eine biquadratische Gleichung in A, deren Losungen fol-
gender Ausdruck zukemmt:

=+ ]/2 (a*+b6%) + Yy a2 b2 cos?a + V16a*b*+ Y, atb* costa. (74)

Vor der inneren Wurzel miissen wir das positive, vor der
duBeren das negative Vorzeichen wihlen, denn dies gibt uns den
tiefsten Wert fiir die Frequenz, wie wir sofort aus (73) sehen.

Unter Beriicksichtigung von (73), (74), (59), (23), (25), (26)
und (66) erhilt die Frequenz p die Form (27), wobei:

a 8 —
@(7,(1):” sma{2<v +Vn)
—1/ n -+ ’12 + 1, cos?a + V16 + 1, costa (73)

mit Yo =%, n=(2)"

Diese Funktion wurde gestrichelt in die Fig. 11 eingezeichnet.

4. Ndherung fiir die Frequenz.

Das nichstfeinere Netz ist in der Fig. 16 dargestellt. Es teilt
die Platte in 25 gleichgroBe Parallelogramme ein mit den Seiten
Au=2/; a und dv=2/; b. Die 16 Punkte innerhalb des Randes
werden zentrisch-symmetrisch in bezug auf -den Ursprung des
Achsensystemes 0 numeriert.

N avdl
) L

fo %o $a  #a $e

Fig. 16.
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Das System (64) besteht aus 8 Gleichungen, eine fiir jeden
Punkt 1 bis 8. Die Determinante des Systemes, die verschwinden

muB, lautet:

1: | A-e,a%48% 6%, ¢ , a®, ¢, -¢, —

2: |a*th?, Ate, e, b, -€, a?, —, ¢
3: b®,—-e A, a% e, —, a, —
AN
4: e , b, a%, A, —, -, —, a*

AN =0, (76)
5: a’,-e , e, —, A, b2, b2, —
6: e , a®, —, —e, b?, A, —, b?
AN
7: —-€ 5, —, a27 ) 62: T A’ -
AN
8: — €, — a2y ] b27 ) A

wobei fiir 4 und e stehen sollte:

A:—2(a2+b2)+%azb2sin2ak2] a1

e = Yyabcosa

Wir haben in (76) eine Determinante vor uns, die in bezug
auf ihre Hauptdiagonale (— —) symmetrisch ist. Die Auflésung
hat eine lange Rechnungsarbeit verlangt, bot aber keine prinzi-
piellen Schwierigkeiten 13),

Mit den Abkiirzungen:
— 4 2 qin 2 2
B = 2(n+1)+2—5~a sin%e k& ] (18)

r=1,coseyn

ergab die Ausrechnung von (76) die Gleichung 8. Grades in B:

18) Im Anhang geben wir den Weg an, den wir fiir die Ausrechnung
der Determinante (76) beschritten haben.
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|
+ B
——BG-! +:9r2+ }+
|+6n24 20+ 6
+|16r4+
Bl e (B4 18 £33+ (—
+Iln4+4n3+|11n2+4n+1ll
+‘5r“+
+r4-(33n2+!34n +33) + +
+r2-(27n*— 612+ 13n2— 61 + 27) +
+6n¢— 4n%4 5n4+1|30n3+ 5n2— 4n+6

— B?.

+|1’8+
+r5.(6n*+ 182 + 6) +
+rt-(11nt— 4n%—21n2— 4n +11) +
+ 2. (6n% —121° — 1110t + |14n3—-—11n2-—12n + 6) +
+n®—2n"— Tn® 4 6n5+|20n4+ 6n®— Tn2—2n+1=0.1%) (79)
|
An eine allgemeine Auflosung von (79) ist natiirlich nicht

mehr zu denken. Wir-haben aber B fiir einige spezielle Werte-
paare (r,n) aus (79) berechnet und mit der Gleichung:

25 1
qs(i,a =2 __ _(2(n+1)+B)
b ) A 2,”/,, sin« (80)

die aus (78) mit (66), (59), (23), (25) und (26) folgt, die zu-
gehorigen @-Werte bestimmt (Tabelle 2).
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Tabelle 2. .
Einige Werte der Funktion Qi(%,a), 4. Niherung.

. |
a ] 60° 40° 30°
a 90° und und und
b 120° 1400 150°
1 3,040 3,412 4,400 5,544
2 und 1, 3,799 4,300 5,654 7,171
3 und Y, 5,066 5,791 7,680 9,811

Die Funktion @(V%—,a) 4, Naherung wurde punktiert in die

Fig. 11 eingetragen.
Die genaue Losung fiir die freiaufliegende, rechteckige Platte
ist bekannt und lautet14): p nach (27), wobei:

SFCEREITCIEE

mit ‘/; = AZ~ .

(81)

Diese genauen Werte wurden durch kleine Kreise in die
Fig. 11 eingezeichnet.

Weiter wurde die 5. und 6. Niherung fiir den Spezialfail des
Quadrates durch sukzessive Verfeinerung des Netzes auf analoge
Weise berechnet, um die Konvergenz der Differenzenmethode
schén hervortreten zu lassen.

Die nichste Tabelle 3 gibt als Zusammenfassung der Re-
sultate der Differenzenmethode, die Funktionen 45(%,41) fiir die

verschiedenen Niherungen und fiir die vier Fille: Quadrat, Recht-
eck, Rhombus und Parallelogramm an.

Wir sehen, wie sich bei fortschreitender Niherung einer-
seits die Funktion (D(%,a) rasch kompliziert, andererseits aber
auch immer bessere Werte liefert.

14) Siehe [30], S. 435.
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Um die GroBe der Fehler bei den einzelnen Niherungen ab-
schitzen zu kénnen, tragen wir in der Tabelle 4 die @-Werte der
einzelnen Niherungen, sowie die genauen ®-Werte fiir das Qua-
drat und zwei Rechtecke zusammen und berechnen daraus die
prozentualen Fehler der Naherungen,

Tabelle 4.
Quadrat Rechteck Rechteck
%:1 %=2und‘/2 %zi&und‘/3
D-Wert D-Went DWert
Noherung | der Nahe- | SZ00% | Fehler | dor Nihe: | TV | Febler | der Nie ey | Feller
rung rung rung

2,546 | 3,142 (19,0 % | 3,183 | 3,927 18,9 % | 4,244 | 5236 | 189
2,865 | 3,142 | 8,8% | 3,581 | 3,927 | 8:8% | 4,775 | 5236 | 88 %
2,083 | 3,142 | 5,1 % | 3,720 | 3,927 | 5.0 % | 4973 | 5236 | 50
3,040 | 3,142 | 3,2% | 3799 | 3,927 | 3,3% | 5066 | 5236 | 3,2
3,071 | 3,142 | 239% | ? | 3027 | 2 ? | 5236
3,088 | 3,142 | 1,7%| ? |3927| ? ? |523 | ?

SUR LN

Es ist interessant, festzustellen, daB die Fehler unabhingig
von % sind!

Extrapolation: Sie rechtfertigt sich aus folgenden Griinden:

1. Aus den ersten vier Niherungen kénnen wir schon ziem-
lich genau auf die Werte der Funktion @ (%,a) bei hoheren Nihe-
rungen schlieBen.

2. Wir kennen mit (81) den genauen Wert der Funktion fiir
Rechtecke mit beliebigen Seitenverhiltnissen.

3. Die prozentualen Fehler der Niherungen sind fiir das
Rechteck unabhingig von % .

Die vorsichtig extrapolierte Funktion (D(%,a) wurde durch
einen dick ausgezogenen Strich in der Fig. 11 dargestellt und
geht natiirlich durch die genauen Punkte, die wir fiir & = 900 aus

(81) bestimmt haben.
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Wir diirfen erwarten, daB die Genauigkeit von 1 bis 20/ im
Gebiet 1/, < % <5 und 300<a <1500 erreicht wird.

In der Tafel Il des Anhanges ist die extrapolierte Funktion
<D<—Z—,a> fiir % =1,0, 1,5, 2,0, 2,5, 3,0, 3,5, 4,0, 4,5 und 5,0 ein-
getragen.

Diskussion der Resultate: Uber den allgemeinen Verlauf der
Funktion Q(%,a) konnen wir dieselben Aussagen wie am SchluB

des Paragraphen 4 machen. Wir wollen sie hier nicht wieder-
holen.

Interessant sind folgende drei Punkte:

1. Die Entwicklung der Funktion durch die einzelnen Nahe-
rungen. Die Funktion nimmt im Gebiet um « =900 bei steigen-
der Niherung stindig zu, dagegen fillt sie im Gebiet um o =300
und o= 1500 nach anfinglichem Anstieg bei hoheren Naherun-
gen wieder ab. Dies kénnen wir einwandfrei feststellen, wenn

wir die @-Werte der einzelnen Naherungen fiir den Fall % =1,

o =300 oder 1500 vergleichen. Sie betragen:

1. Ndaherung @ = 5,093
2. ’ @ = 5,597
3. ” & = 5,618
4 ” ® = 5,544

FEs ist sehr wahrscheinlich, daB die Funktionswerte in den
Gebieten um o =300 und 150° bei héheren Niherungen weiter
absinken. Daher liegt der vorsichtig extrapolierte Wert etwas
tiefer als derjenige der 4. Niherung.

2. Wir kénnen uns jetzt fragen, ob zwischen der Aussage,
daB die Frequenz kleiner werden soll bei wachsender Parameter-

zahl und der Tatsache, daB die Funktion @(%,a) im Gebiet um

«=0900 bei steigender Niherung stindig zunimmt, nicht ein
Widerspruch besteht.
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Dazu ist zu bemerken, daB obige Uberlegung durchaus rich-
tig ist: je besser wir die Gestalt der Platte wihrend der Schwin-
gung der tatsichlich auftretenden Form anpassen, umso kleiner
mufl p und damit auch ¢ werden.

Neben diesem EinfluB kommt aber bei der Differenzen-
methode noch ein anderer dazu, der in umgekehrter Richtung
wirkt: die Randbedingungen. Bei der Differenzenmethode
erfiillen wir nimlich die Bedingung (15) nur in den Randpunkten
des Netzes streng. Bei der ersten Niherung (siehe Fig. 13) wird
das in den vier Eckpunkten der Platte und in der Mitte der Seiten,
also insgesamt in 8 Punkten des Randes der Fall sein. Bei der
2. Naherung (Fig. 14) werden es 12 Randpunkte sein, bei der
4. Naherung 20, bei der 6. Ndherung bereits 28, usw.

Allgemein kénnen wir die Anzahl der Randpunkte Z, in denen
die Bedingungen (15) streng erfiillt sind, durch folgende Formel
ausdriicken:

Z=4(+1),

wobei j die Niherung bedeutet.

Wir sehen, daB Z bei steigender Niherung stindig zunimmt.
Dies hat aber zur Folge, daB wir bei jeder héheren Niherung zu-
satzliche Bedingungen am Rande hinzufiigen, was uns die Fre-
quenz natiirlich erhoht.

3. Die Funktion (54), die nach der Methode von Rayleigh
gefunden wurde, gibt nur im schmalen Gebiet 800 < <1000
gute Werte. Der Vergleich mit den extrapolierten Werten in der
Fig. 11 zeigt ndmlich im Falle des Rhombus, daBi (54) bald viel
zu groBe @-Werte liefert, wenn wir uns aus dem erwihnten Ge-

biet entfernen. Fiir den Fall % =1, a =300 oder 1500 betrigt
der Fehler von (54) bereits 549! Der Grund liegt darin, daB der
Ansatz (53) im allgemeinen die Randbedingungen nicht erfiillt.
Wir sehen daraus, wie wichtig es ist, diese Bedin-
gungen richtig zu befriedigen.
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§ 10. Schiufbetrachtungen

1. Bei der statischen Deformation der rechteckigen, freiauf-
liegenden Platte miissen in den vier Eckpunkten vier Einzelkrifte
auftreten, damit ein Aufbiegen der Ecken vermieden wird. Es ist
zu erwarten, daB dies auch bei der Eigenschwingung der schiefen,
freiaufliegenden Platte der Fall ist. Die angegebenen Losungen
werden also nur dann gelten, wenn ¢ lings des ganzen Randes
null ist.

2. Bei der Berechnung der Eigenfrequenz haben wir uns
immer auf die Bestimmung der Grundfrequenz beschrinkt. Wohl
liefert die Methode von Ritz bei mehreren Parametern auch meh-
rere Eigenfrequenzen; desgleichen erhalten wir aus der Diffe-
renzenmethode immer mehr Eigenfrequenzen, je weiter wir die
Niherung treiben. Es diirfte aber recht schwer sein, die Schwin-
gungsformen (Knotenlinien usw.) zu bestimmen, welche diesen
héheren Eigenfrequenzen entsprechen, und noch schwieriger wird
die Frage zu beantworten sein, ob gerade diese hoheren Schwin-
gungsformen beim Versuch auch tatsichlich auftreten; zudem
wire die Genauigkeit der Losung sehr in Frage gestellt.

3. Die Differenzenmethode hat uns erlaubt, die Eigenfrequenz
der freiaufliegenden, schiefen Platte zu berechnen. Es ist sehr
wahrscheinlich, daB diese Methode auch fiir freiaufliegende Platten
anderer Form angewendet werden kann, wie z. B. Dreieck, Kreis,
Kreissektor etc. oder sogar auf die Balkenschwingungen.

Es wire interessant, die Untersuchung in dieser Richtung
weiter auszubauen. Wir haben jedoch darauf verzichtet, da dies
den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen wiirde.
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§ 11. Zusammenfassung

Die Grundfrequenz parallelogrammférmiger Platten wurde
durch Niherungsverfahren fiir folgende Fille berechnet:

1. Eingespannte Platte,

2. Eingespannte Platte mit einer konzentrierten Einzelmasse
in der Mitte, wobei das Verhiltnis der Einzelmasse zu der Masse
der Platte beliebige Werte von 0 bis co annehmen kann,

3. Freiaufliegende Platte.

Dabei wurden fiir 1. und 2. die Methoden von Rayleigh und
Ritz verwendet und fiir 3. eine Differenzenmethode entwickelt.

Diese Niherungsmethoden haben uns erlaubt, die Frequenz
als Funktion der Form der Platte auf einige 9 genau zu bestim-
men. Als Resultat dieser Untersuchung geben wir im Anhang
fir jeden der drei Fille 1., 2. und 3. eine Tafel I, II und 111 an,

aus welcher der Ingenieur sehr rasch die Formfunktion d)(%,a)

ablesen und mit einfachen Formeln die Frequenz berechnen kann.



ANHANG

Tafeln. Ausrechnung der Determinante (76)



9(5.a)

o= //TA;T ~¢/~bi,a/

I p = Freguenz (sec’) 2

£ = Flache der Platte fcm?)

W= _£n = Plartenstefigkert (kg cm)
72(7-9?) g g

£ = Elastizitstsmodul kg cm?)

> = Poissonsche Zahl (1)

m = Masse der Platte (kg cmi’sec?)

o T 15
f N
\

” l \ 0
\\
\\
\

. .

0
30° w0° 50° 60° 70° §0°  90°  1w00° m0°  120°  10° 10°  150° o

Tafel 1. Eingespannte, schiefe Platte. Graphische Darstellung der
. a
Funktion @ (—I;,a).
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- W/Mwm/ 7152 ,

p = Frequenz (sec)

F= f/ame der Platte (em?)

V= 2} = Plattensteifigheit (kg cm) 1 ’

/2/7 a
£ = Elastizitétsmodul (kg cm'?)
v = Poissonsche Zohl (1)

m = Masse der Platte (kg cm'sec?) &

&
\ M = konzentrierte Masse (kg cm'sec?)

30° w0°  50° 60° 0° #0° 90° 1w0° 0° 120° 130° 10° 150° o
Tafel 1. Eingespannte, schiefe Platte mit einer konzentrierten Masse in

der Mitte (M/m beliebig). Graphische Darstellung der Funktion @(%, )
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p = Freguenz (sec’)
F = Fléche der Platte (cm?)

2
N ,2—/[,-_/3—2} =Plattensteifigkeit (kg cm)
£ = Elastizitétsmodul (kg cm®)

v = Poissonsche Zahl (1)

m = Masse der Platte (kg cm’ sec?)

L1 1 1 |

A3

30° 40° 50°  60°  70°  40° 0% w00° 10° 120° 130° 140° 150° o

Tafel IlII. Freiaufliegende, schiefe Platte. Graphische Darstellung der
Funktion @(%,a}.
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Ausrechnung der Determinante (76).

Sie lautet:
1: | A-e,a%+b% b2, ¢ , a®, ¢ , —&, —
2: |a%+b? Ate, —, b2, -, a%, —, e
3 b*, e , A, a?, e, —, a%, —
4 e , b%, a%*, A, —, -, —, a?
AN =0, (76)
5 02)"‘3’37—)-4’ b2’b2y_
6 e , a*, —, -e, b2, A, — b®
AN
7 —-€ , ) a2,_, b2) _'7Ay—
AN
8 > e;—7a27“‘) b2y_"yA

wobei fiir 4 und e stehen sollte:

15
A:—Z(a2+b2)+24—5a2b2sin2ak2 ) )

e = Y,abcosa

Bevor wir zur Auflésung der Determinante geschritten sind,
haben wir sie folgendermaBlen umgebildet: zuerst haben wir jedes
Glied von (76) durch 62 dividiert und sofort die Abkiirzung (25),

n=(%)2, eingefiihrt, hierauf die Determinante neu geschrieben in

der Reihenfolge 1. 3. 5. 7. 2. 4. 6. 8. Zeile. Diese neue Determi-
nante wurde nochmals in der Reihenfolge 1. 3. 5. 7. 2. 4. 6. 8.
Kolonne umgeschrieben. Wir diirfen die Zeilen und Kolonnen
untereinander vertauschen, denn dies hat nur einen keine Rolle
spielenden Vorzeichenwechsel zur Folge, da die Determinante
0 ist. Nach diesen Umformungen lautet sie:

15) Sjehe S. 114,



Zeile 1 | B-r, 1, n,-r | ntl, r, r, —
AN
» 2 lyBa r;’lli"ry n, —, —
” 3 n, r, Bvl Iy —» 1)"—
AT BBl o )
s D |ntl,-r,-r, — Bir, 1, n, r
AN
, O ry ny—, — 1, B, —r, n
” 7 ry, —, ]y —l‘ n,-r, B’ 1
” 8 Ty Ty T _‘ r, n, 1) B
Darin bedeutet:
4
—_ 2 2ain? 2
B=—2(n41) 4 5 a®sintak | 8)
r =1,cosayn l

Wir haben in (76) eine Determinante vor uns, die in bezug
auf ihre Hauptdiagonale (— —) symmetrisch ist und deren Null-
stellen fiir die Berechnung recht giinstig liegen, wie wir sehen
werden.

Die Auflosung von (76) hat eine sehr lange Rechenarbeit
verlangt, bot aber keine prinzipiellen Schwierigkeiten.

1. An eine Entwicklung nach Zeilen oder Kolonnen ist wegen
der viel zu groBen Rechenarbeit nicht zu denken.

2. Die Auflosung von (76) fithrt auf eine sogenannte ,,Sa-
kulargleichung* 8. Grades in B, die ihren Namen daher erhalten
hat, weil man bei der Berechnung der Sikularbewegung von Pla-
neten auch auf symmetrische Determinanten gefithrt wird 16).
Auch nach dieser Methode ist aber die Berechnung von (76)
wegen der enormen Rechenarbeit fast unméglich.

3. Dagegen bietet uns der Laplacesche Entwicklungssatz ganz
erhebliche Vorteile. Nach ihm haben wir (76) berechnet. Er sagt
folgendes aus:

1) Vgl. [39], S. 125 u. ff.
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Ist ganz allgemein @, die zu berechnende Determinante:

M1, @12, oy AQpy Ap ity ooy ooy Qip

21y Q22,5 oo oy 2py A1y e vy ooy Q2p

ll,,1, (Z/;2, ey (l,;,,, (l,),,+1, seey ey ﬂ/)”

Aply Ap2y oo vy an/}, all/}+1) vy ey Qun

so kann man a5 immer in der Form schreiben 17):

Qoo Uayon -1 Qatyop | | Betpyy0pyyseer Qg 0y

Ao, oy, 000y
201 20 Yy R0y
iaik — 2(41)(X“Hl._.+...+lt},+Ql+Q:+...+QI, . ; . 22
“y 5 Loy y 'p
(e, <oy <ol <)

Ao -+

yrend a“/} op Qay, Opyr. 0 ey 0,

oder in Worten ausgedriickt:

Eine Determinante lift sich immer als Summe aller mog-
lichen Produkte zweier komplementirer Determinanten schreiben,
wobei man diese Produkte so berechnet, dafp man von der
01 02, + + 0p Kolonne (oder Zeile) alle mdglichen Determinanten
p-ten Grades bildet und jede mit der komplementiren Deternti-
nante der Qpi1-,0p12, -+ + 0n Kolonne (oder Zeile) multipliziert.
Das Vorzeichen dieser Produkte wird vom Ausdruck bestimmt:

(_ 1)a1+ag+..,+ap+gl+gq+...+9p'
D* und D** sind ndmlich zwei komplementire Determinan-

ten, weil D** nur diejenigen Zeilen (oder Kolonnen) enthilt, die
in D* fellen.

Wir werden also jetzt (76) in eine linke und rechte Hilfte
spalten (durch einen doppelten, senkrechten Strich in (76) an-

17} Vergl. [40]. Der Index p kann beliebige Werte 1<p<n an-
nehmen. Mit Vorteil wird man aber p = n/2 wiihlen.
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gedeutet). Von der linken Hilfte (1., 2., 3. und 4. Kolonne) wer-
den wir alle moglichen Determinanten 4. Grades D* bilden und
jede mit der komplementiren Determinante D** der rechten Seite
von (76) (5., 6., 7. und 8. Kolonne) multiplizieren.

Im allgemeinen Fall haben wir (i) = 70 Produkte von je zwei
Determinanten 4. Grades zu berechﬁeh, in unserem Fall dagegen,
wegen der Nullstellen, ganz bedeutend weniger. Wir miissen nim-
lich nur diejenigen Produkte berechnen, bei denen D* die 4. Zeile
enthdlt und die 8. Zeile nicht enthilt18). Diese Tatsache redu-

ziert uns die Zahl der Produkte auf 20. Wir bezeichnen sie mit:

+ Dizss, + Diags, — Diosis + Dioaz, — Disas, + Disag, — Dizaz,
+ Digss, — Duasz, + Dissi, -+ Dasas, —- Dasas, + Desar, — Dagses,
+ Degsz, — Dai, + Dsass, — Daasr s + Dsasz, + Daser,

wobei die Indices von D die Zeilen angeben, die in D* vorkommen,
Fiir das Vorzeichen gilt folgende Regel:

Ist die Quersumme der Indices gerade, so ist das -+ Zeichen
zu nehmen, ist sie ungerade, so muB man das — Zeichen wihlen;
z. B. wird:

B-r, 1, n, -r -r, n, — —

+ Dy =+ | 7 1 1, By |-r,— 1, | _
v, n, --, — Btr, 1, n, r
r, —, 1) - I", ”} 1: B

= (~-B*n+Brm*+Brn+Br+3r*n) - (- B*n—Brn*-Brn—Br+3rin).

Auf die gleiche Weise wurden die 19 anderen Produkte von
je zwei komplementiren Determinanten 4. Grades berechnet, die
Klammern ausmultipliziert und die 1692 Glieder geordnet und
addiert. Dies fithrte uns auf die Gleichung 8. Grades in B:

18) Die 8. Zeile darf in D* nicht vorkommen, denn sie besteht aus
lauter Nullen und macht auch das Produkt D*-D** zu null. Dagegen
muf die 4. Zeile in D* auftreten, sonst kommt die 4. Zeile von D** vor, die
wieder aus lauter Nullen besteht und somit ebenfalls das Produkt D* - D**
zu null macht,
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4B
92
—-B“-! +| r*+ 1
lj‘6”2‘*f 2n 4+ 6] 3
+|16r4-|- 1

|
+BY -1 2. (33024181 +33) +
|
+1lnt 43+ 102 +4n+11 ]

+oro 4
+r4~(33n'~’+134n + 33) +
4+ 2. 2T nt— 6/13—}—!13/12“ 6n + 27) +
+ 61— 4nd+ 5/14-{—'30/134- 5n2— 4n+6

__B2. -+

+ l"g +
+ 76 (6% + l1871 + 0) +
+ (1 nt— 4/23—121 nt— 4n +11) +
+ 2. (0% —12n° —11n* + I14/13—11 n?—12n +6) +
Fnd—2n7"— T4+ 0n°+ |20/14 + 6n8— Tn*—2n+1=0.1%) (79)
=

Kontrollen:

1. Die Gleichung (79) enthilt nur gerade Potenzen von B.

2. Sie enthilt ebenfalls nur gerade Potenzen von r=1/ %eos o,

wie es auch sein muB, denn die Funktion @ muB in bezug auf die
Gerade =909 symmetrisch sein.

3. Die Zahlenfaktoren sind in bezug auf die senkrechte, ge-
strichelte Linie in (79) symmetrisch. Das hat zur Folge, daB wir

b
von (79) veridndern, wie wir sofort aus (78) und (79) sehen, und

wie es auch sein mubB.

n= (i>~ durch % ersetzen kénnen, ohne daB wir die Wurzeln

19) Siehe S. 115.
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4. Rhombus: Wir haben den Spezialfall des Rhombus direkt
berechnet. Er gab uns die Gleichung 6. Grades in B:
B¢ —B' (872 -13)+ B2 (87! +637:+28) - r$—20 + 3672 -16 = 0. (79)

Da (79) im Spezialfall =1 (Rhombus) dieselben Wurzeln
wie (79) besitzen muB, soll die algebraische Division der zwei
Polynome aufgehen. Sie ergab: B2—/2—1 mit dem Restglied 0,
wie es sein muf.

5. Rechteck: Analog haben wir den Fall des Rechteckes
direkt ausgerechnet. Er fiilhirte uns auf die Gleichung 4. Grades
in B:

B4+ B*(2n+2)+B*(-n*43n-1)-B2n* +n*+n+2) +
tn'-n’-4n-n+1 =0. (79"

Aus denselben Griinden wie oben muB das Polynom von (79),
spezialisiert auf den Fall » =0, durch das Polynom von (797)
teilbar sein. Die algebraische Division ergab:

B'-B*(2n+2)+ B*(-n*+3n-1)+ BQr 4 n+n+2)+n*-n®-4ns - n+l
mit dem Restglied 0, wie es sein muB.

6. Quadrat: Fir das Quadrat erhielten wir die Gleichung
3. Grades in B:

B +3B*—2B— 4 = 0. (19")

Die algebraische Division des auf den Fall r =0, n—1 speziali-
sierten Polynomes von (79) durch das Polynom von (79") gab:

B*--3B'-—3B L TB*+-2B—4
mit dem Restglied 0, wie es sein muB.
7. Die Funktion <D(,Z,a),4. Naherung wurde aus der Glei-

chung (79) berechnet und gab Werte, wie sie aus der 1., 2. und
3. Niherung zu erwarten waren.
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