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suffisantes en nous laissant naturellement guider par

les conditions nécessaires que nous venons d'obtenir.

3.9. Conditions de "stabilité" pour les pullbacks

Soit B une catégorie ayant des colimites.

Rappelons que le foncteur F: A+B est sup-dense si

VbcB,3 un diagramme D:J-*A tel que B = lim FA..

On sait par ailleurs que les conditions s

pleinement fidèle et I sup-dense sont

équivalentes..

Nous sommes maintenant en mesure de formuler les

conditions suivantes:

On va voir qu'il suffit de deux conditions sur la

catégorie A»., qui se laissent même exprimer dans A.

Remarquons encore que puisque L a un élément final,

c'est-a-dire un élément (A,0) tel que tout élément

de Ag s'envoie dans (A,t), la notion de produit

fini est un cas particulier de celle du pullback.

On n'a plus alors qu'une seule condition.
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Toute coalgèbre (A,0) a donc une représentation

canonique (A,9 )=limÏMi, la colimite étant prise

sur toutes les coalgebres de la forme IM au-dessus

de (A,d) ).

Considérons un diagramme quelconque du type

(C,ï)-^(B,jV)«-(A,l) dans AG

et supposons que les objets (Crf) et (A,*) aient

une représentation comme colimite(en plus de leur

représentation canonique), par exemple:

(A,<) = lira. iMj, jfcJ

(C,|) = lim ÎNk, 1«K

(les catégories d'indices J, K sont cofiltrantes

quelconqueso)

On peut alors former le diagramme inductif suivant:

les objets sont les coalgebres du type IM rendant

commutatif le diagramme

ÏM—»» (A,*)

(C\ï)-*(B,Ç)
et telles que ÎM apparaisse effectivement dans le

diagramme de (A,<) et de K^Jf).

et les morphismes c«»x rendant commutatif : (++ VÏ«( : IN -»IM)

IM—* (A,*)

l I

(C,*)-%(B,f)
Prenons alors la colimite de ce diagramme (dans Aç elle

existe) et soit (P,p) cette colimite.

La condition de stabilité est alors la suivante:
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on remplace les diagrammes donnes de (A,a) et (C,ï)

par leurs diagrammes canoniques-, ceci entraîne, en

général unemodification du diagramme canonique

au-dessus de (A,<rf)

(C,»)-* B *(*)
donc une modification de la colimitei soit (Q,q)

la nouvelle colimite. On a bien entendu un morphisme

canonique de (P,p)—*(Q,q) puisque (Q,q) n'est rien

d'autre que le pullback de (A,«l)-»(B,ft)*-(C,y)i

On dira que AG satisfait la condition de stabilité

pour les pullbacks si *t est un isomorphisme.

3.10. Remarque. On peut "descendre" cette condition en

une condition sur A, en ne choisissant

pour A-*B*-C que des objets qui restent

"invariants" par la modification du

diagramme faite ci-dessus.

(La restriction est nécessaire puisque I

n'est pas sup-dense)

3.11. On peut formuler de la même manière une condition de

stabilité pour les produits finis, et faire la même

remarque que ci-dessus.

3.12. Théorème Pour que la catégorie A|, soit la catégorie

des faisceaux pour la topologie définie

sous 3.3.
,
il suffit que A- ait les propriétés

de stabilité pour les pullbacks et les produits
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Si l'on considère les T9m*^G avec Qm apparaissant

dans le diagramme de K ils rendent naturelle¬

ment commutatif le carré

10 lim IM,
k

1
lim IN, lim IP.

car ils sont au-dessus de ?K et que

rK » rF

J 1
rG > rH

est commutatif.

Le critère de "stabilité" nous livre immédiate¬

ment l'isomorphisme cherché puisque si l'on

prend la colimite de tous les TO rendant

commutatif le diagramme IQ —*rF

rG—*rH

on obtient par définition

rF x rG .

rH

b) JPreuve du théorème.

En utilisant [Verdier II p.l7J on voit qu'il

suffit de montrer que l'ensemble des morphismes

de (M ,Ens) rendus invertibles par r, possède

un calcul de fractions à droite; de plus dans

la vérification des conditions du calcul des

fractions a droite il nous suffira de vérifier
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les duales des conditions 3 et 4 de 2.2.c) puisque les

conditions 1 et 2 sont auto-duales et que l'on sait

déjà que £ possède un calcul des fractions à gauche.

Vérification de l'axiome 3.

s u

On se donne deux foncteurs F1—* F et G-^Fau-dessus de

F, avec sclo II s'agit de montrer qu'il existe un

u' t

foncteur G' et des morphismes G'-^F' et G'-^G, avec

tfeZ rendant commutatif le diagramme

G1—»F'

4 4
G—»F

Pour cela formons d'abord le pullback F' x G = H

F

dans (M , tkis) puis appliquons r. On voit alors sur

le diagramme de Ap suivant:

rH«-

rG x rF' t rF'

rF i

1
rG * rF

qu'il"faudra" choisir t : G'—*G de sorte que

rG' £ rG x rF'.

rF.

L'hypothèse, 1)^ r conserve les pullbacks

rG x rF' = r (G x F') = rH

rF F

«» G1 = H.

Vérification de l'axiome 4

On se donne cette fois la situation suivante:

F t G—»G' avec tf = tg et t*£
,
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s

et il s'agit de trouver F'-^F avec s<2rendant commutatif

le diagramme:

s F
F'-» F =* G

g

Par hypothèse on a:

?(tf) = F(tg),

t*i est équivalent à r(t) iso, donc r(f) = r(g).

On sait qu'un égalisateur peut toujours se mettre

sous la forme d'un pullback, (voir par exempleJPareigis^ft

on peut donc décrire la situation au moyen du

diagramme suivant:

rF^a

rF x rF » rF

rFxrG i

p |
_

| a.

rF —iiiTJlL» rFxrfi

Ff)

ou (l,rg) = (l,rf). De plus, p sera un iso, car par

définition du pullback, il existe a:?F—>rF x rF tel que
rFxrG

pa = 1, et du diagramme suivant :

rF x rF 2
» ?F

rFxrG j 1

_ _
P

rF x rF » rF

rFxrG

i \
rF ¥ rFxFG

on tire que ap = 1.

Ici, on "devra" donc choisir F' de sorte que

rF' = rF x rF
"*

» rF.

rFxrG
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l'hypothèse 2)«*rF x rG = r (FxG)

et 1)«* FF x rF = F'(FxF) = rF'

r(FxG) FxG

3.13» Nous revenons maintenant au cas général où A„ n'est pas

obligatoirement une catégorie de faisceaux.

Le théorème suivant qui est le but de ce travail, nous

montre que la caracterisàiion,a partir du modèle

exclusivement, des foncteurs qui proviennent des coal-

gèbres est semblable à celle donnée dans CVerclitr]

des préfaisceaux qui sont des faisceaux pour une

topologie de Grothendieck.

Théorème Pour que F: M —ûis provienne d'une coalgebre

il faut et il suffit que pour toute paire

de diagrammes inductifs de M, (*Vc)i£k e*

(N.)
.,T,

avec J et K cofiltrantes, tels que:

lim I\+- lim IN.

on ait que:

lim FMk—»lim EN .

est une surjection.

Remarque. Le fait qu'on exige ici une surjection alors

que dans l'analogue pour les faisceaux il faut une

bijection est dû au fait qu'on a ici un calcul des

fractions à gauche.

Preuve : a ) la suffisance:

D'après le théorème 1), il suffit de montrer

que pour tout&G-+H tel que (1) ré : rG^rH

est iso

(<*,F) : (H,F)—»(G,F) est une surjection.
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Comme L reflète les isomorphismes on peut remplacer

rrf iso par rrf iso. En écrivant alors:

G = lim. (-,\)
H = lim (-.Nj)

la condition (1) devient

rG = lim IM. » rH = lim IN. est iso.

Par hypothèse on a alors que:

lim FM. < lJLm (N • est une surjection.
^ K m J

On applique alors Yoneda, ce qui donne:

lim ((-jMjj.), F) 4t lim((-,N.), F), ou encore:

(limC-,^), F) *i (ligC-jN.), F) et finalement

(G,F) « (H,F) est une surjection.

b)la nécessité

Elle est évidente si on écrit

F* s(A,«) = (I(-),(A,8)).

Remarque: Lorsque M a des pullbacks et que I commute

avec les pullbacks on peut appliquer le lenune 12.12

de[Verdier] et remplacer les limFM^ par des égalisateurs.


