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Uber die verallgemeinerten Teste
von Kolmogorov und Smirnov fiir unstetige Verteilungen

Einfithrung

Xy, Xp, .o, XyundY,,Y,, ..., Y, seien zwel Folgen von unab-
héngigen Beobachtungen, die einer Grundgesamtheit, die nach einer
und derselben Verteilungsfunktion (= Vf.) F(x) verteilt ist, entnom-
men sind.

Sei ky(x) die Anzahl der X, die kleiner als z sind, dann ist

ky(x)
Sy(z) = X 0.1
N (x) N
die empirische V. der 1.Folge. Analog ist
Fy ()
T = 7 0.2
m(2) M

wobei ky(x) die Anzahl der Y, die kleiner als x sind, die empirische
Vi. der 2.Folge.
Glivenko zeigte im Jahre 1938, dass

lim P [sup |Sy(z) —F(z)|~0] = 1. 0.3
N->oo x

Dieser Satz hitte nur theoretische Bedeutung, wenn nicht von Kolmo-
gorov [14] im gleichen Heft bewiesen worden wire, dass

tim P sop N [Sy(e) —Fi(e)| < 2] = 3 (1) exp{—2m222}, 0.4

Nooo
ganz unabhingig von F(z), wenn F(z) stetig ist.

Diese Arbeit von Kolmogorov war — und ist bis jetzt — der Aus-
gangspunkt vieler Untersuchungen. Wir kénnen hier nicht alle diese
Untersuchungen aufzéhlen, jedoch wollen wir die Hauptrichtungen
zitieren:
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1. Es wurden von Smirnov analoge Testfunktionen vorgeschlagen, um
die Homogenitit zweier Folgen von Beobachtungen zu priifen, ndm-

lieh Dy = sup |/ NM | (N+M) |Sy(z) —Ty(@)| 0.5

W Dy = sup | NI (N4 D) [Sy(e)—Tp(@]. 0.6

2. Es wurde versucht, die Wirksamkeit dieses Tests zu verbessern,
indem man eine Gewichtsfunktion hinzufigte. Darling und An-
derson [1] haben Testfunktionen von der Form:

sup N*| Sy(e) —F(z) | ¢ (F(2)) 0.7
untersucht. Rényi [17] untersuchte die Verteilungen der Grosse
sup N* | Sy(x) —F(z)| | F(x) 0.8

und analoger einseitiger Testfunktionen.

- 8. Die exakte Verteilung fir endliches N wurde auch untersucht:
Birnbaum und Tingey [2], Gnedenko und Koroljuk [11] und viele
andere haben einige Resultate in dieser Richtung erhalten.

4. Fin analoger Test mit einem Parameter wurde auch behandelt:
Gichman [9] untersuchte die Verteilung der Grosse

sup N*| Sy(z) —F(z,0)|, 0.9

wobei 6 ein Parameter ist. Darling [4] hatte auch auf die Moglich-
keit eines solchen Tests hingewiesen. Die beiden haben aber auch
bemerkt, dass einfache Séitze in dieser Richtung fehlen.

Die grosste Bedeutung dieses Tests beruht darauf, wie oben schon
erwihnt, dass die Verteilung dieser Testfunktion von F(x) unabhéingig
ist, wenn nur F(x) stetig ist. Diese Voraussetzung wurde immer formu-
liert, bis P.Schmid [19] — nach einem Vorschlag von W.Saxer — eine
wichtige Verallgemeinerung dieser Sétze gefunden hat. Schmid konnte
nimlich die Verteilung der beiden Grossen Dy und D fiir unstetige
Vi. herleiten. In diesem Fall sind aber die Verteilungen nicht mehr
universal, in dem Sinne, dass sie von F(z) unabhingig sind; vielmehr
héngen sie von den Werten der Vi. bei den Sprungstellen ab. Diese
Werte sind aber meistens nicht bekannt, und wir miissen sie schitzen.
Dann stellt sich die Frage : Wie sind die Verteilungen der Testfunktionen
in diesem Fall beschaffen ?
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Wir geben unter Abschnitt I die Verteilungen analoger Testfunk-
tionen an, die sich besser fiir unsere Zwecke eignen.

Es fragt sich auch, welche Schétzungen man fir die Werte der
Vi. bei den Sprungstellen anwenden kann.

In Abschnitt IT wenden wir die Methode der Maximumlikelihood
an, um Schitzfunktionen fiir diese Werte zu erhalten, und zeigen, dass
diese Schatzfunktionen mit den Werten der empirischen Vf. bei den
Sprungstellen tibereinstimmen. Dazu werden die Eigenschaften dieser
8. nadher untersucht.

In Abschnitt IIT geben wir die Verteilungen der beiden Gréssen
0.5 und 0.6 fir unstetige Vi. fir endliches N, wenn N = M ist. Die
Grenzverteilungen sind ebenfalls dargestellt.

Eine gewisse Verallgemeinerung des Smirnov-Tests, ndmlich:

Dy, 05) = <s;;1;<]/N/2 lSN(m)—TN(zD) I , 0.10
Diy(eq,a5) = sup IfN]Q[SN(x)——TN(:c)] 0.11

o SF(z)Sag
wird in Abschnitt TV untersucht. Die Verteilungen fiir endliches N und
die Grenzverteilungen werden bestimmt. Anderson und Darling [1]
gaben die Verteilung des Kolmogorovschen Analogons firr 0.10,
Kwit [16] untersuchte diesen Fall, fand aber andere Resultate fiir den
zweiseitigen Test.

Der Beweis der ersten zwei Sétze berubt auf einem Lemma von
Kolmogorov. Einen anderen Beweis mit Hilfe der stochastischen Pro-
zesse habe ich hier nicht zusammengestellt.

Fir den Beweis der Theoreme in Abschnitt IIT und IV habe ich
eine Verallgemeinerung des Spiegelverfahrens, das zum erstenmal von
Gnedenko und Koroljuk [12] beniitzt wurde, angewendet.

I. Der Kolmogorov-Test fiir eine unstetige Verteilungsfunktion,
wenn die Werte der Vf. bei den Sprungstellen geschitzt werden

F(z) sei eine Vi., die tiberall stetig ist, ausser bei z,, z,, ..., Z,,
wo sie in der folgenden Weise definiert wird:
Flz,—0) =fy4, »=1,2,...,n+1,
Fz)=f,, v=012...,n, 1.1
und dabeiist fo =10, fy,4=1.
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Sy(z) sel die empirische Vi., F(z) sei die theoretische V. mit den
geschétzten f.; d.h. angenommen sei, dass die analytische Form der
F () bei den stetigen Stellen bekannt ist, und die f; irgendwie geschétat
sind. Die Testfunktionen werden leicht geéindert. Betrachten wir die
beiden Grossen:

Dy = sup N&’SN(‘%) —F(z) ) )
Dj = sup N*[Sy(z)—F(2)]. 1.2
Wir behaupten:

Theorem 1

Falls wir die f; in folgender Weise schitzen:

f2v—1 = SN(xv_O) H

f2, = Sy(z,), y=1,2,...,m, 1.8
dann gilt _
lim P[Dy<< 4] = L(4), 1.4
N->co
wobel

) =JI[ 3 comen{-emd)s, | 1

v=0 lm, =—co
mit :
s =fi—fa, =12 ...,2n+1. 1.6

Theorem 2

Mit den Schitzungen 1.3 gilt:
lim P[D¥ < 4] = L*(4), 1.7

N->oco

wobel

iy = JJ [ ST (1) oxp {— @m22) /52,“}]. 1.8

y=0 m1,=0
Die s; sind wie in 1.6 definiert.

Wir nehmen an, dass f,, ., > f;,, » =0, 1,2, ..., n; jedoch diirf-
ten schon einige — oder alle — s, ; gleich Null sein. Die entsprechenden
Faktoren in dem Produkt 1.5 oder 1.8 werden dann gleich 1 sein.
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Wenn wir annehmen, dass die analytische Form der Vf. bei den
stetigen Stellen bekannt ist, dann kénnen wir sie in der folgenden Weise

schreiben:
F(ZL') = f2'u+ ( 2v+1_—](2v) ¢v(x)3 ‘Tﬂ é $< xﬂ+1’ 1'9

»=0,1,..., =n,
wobei @ (z) alle stetig sind und
1) lim @y(x) = 0
>r—00
ii) ?,(x,) =0,
1il) o, (z,, ,—0) =1. 1.10

Diese Schreibweise der Vf. hat den Vorteil, dass F(z) als Funk-
tion und sogar linear und stetig in Abhéingigkeit von den f; dargestellt
werden kann. Sind nun f; die richtigen Werte und fi wenig verschieden
von f; dann haben wir

" or
F(z,f) = F(x,f) + (f—f)a—f‘f, 1.11
wobei f=(fo,f],---,fzn+1), f=(fosfrs -+ o5 fond) > d.h.
_ oF
F(z,f) = F(z,f) + (fo,— fzv) af i+(f2”“ f2v+1)a_f: ‘ , 1.12

z, <2,y v=01,

Wenn wir die f; als die Schiitzungen fiir die f; iibernehmen, so wird

(z,f) = F(x) und einfache Rechnungen ergeben:
T fayi1—F(2) F(@) — o
F(w) va_va 2 +1 + (f27+1 f2v+1) —‘*—2, 1.18
Sar 1 Sayt1

T, =<z, v=012...,n
Eine fundamentale Transformation ist
u = F(z). 1.14

Diese Transformation éndert nichts an der Grdsse Dy, Dy;. u selbst ist
eine Zufallsgrosse, mit der Vi. FO(x), die folgendermassen definiers ist:

0 u<0
Fo(u) = v far S % = forras v=0,1, ...
f2v—1 f2v—1<u<f2v’ 'P=1, 2’- .

1 =1 1.15
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Die entsprechende empirische V{. ist, wie man leicht sehen kann,
Si(u) = Sy(z). 1.16

Sei I die Vereinigung aller geschlossenen Intervalle (f,,,fs,.4)
vy=20,1,2, ..., n, dann erhéilt man mittels 1.11 bis 1.16 folgendes:

b= ~T f” —'u ra u—.f 14
P[Dy<2]=P [SUP VN Sy(w)—u— (fz»‘fz») B ~(faps1~Tars1) - 2l <2].
uel 2v+1 v+1
1.17

Die f; kann man nach vielen Methoden schétzen, die Schitzungen
1.8 haben jedoch erhebliche Vorteile; setzen wir diese Schitzungen in
1.17 ein, dann bekommen wir:

5 0 0 f2v+1_u u_fm
PlsupyN SN(“)‘“‘(SN(fzw)‘fzv) -(Sg\?(f2v+1)"f2v+l)— — 1 <Al.
uel Sapt1 Sayt1

Sei nun K =[ky=0,1, ..., k;, ko, ky+1, ..., by, y = N] die Menge
aller Zahlen 4, so dass j / N €I; ferner sollen die k; so ausgewahlt werden,
dass k;/ N—>f;, wenn N gegen oo strebt. Dann sei noch:

d; =k;—k;y, AQ) = S}G/N)—jIN 1.19
und . « ke —7g 1—ks,
Yy(7) = 4(@) -—%1—~A(k2,)— d 2 A(ks,) - 1.20
2v+1 2v+1
Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit:
P[max |Yy(j)| < AN"]. 1.21
jEE

Wir definieren E;, als das Ereignis
i) alle die Ungleichungen:

Y\ AN+ i<k jeE, kekK,
sind erfiillt, und V0| < i<k

ii) A(k) = ¢/N.
Sei P, = P[E;], damnist F,=1,
P,=0, fiir © 5 0, 1.22

und F,y ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit in 1.21. Diese kann man
mit den Randbedingungen 1.22 und der Rekursionsformel:

7
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Wir konnen die Formel 1.23 in zwei Formeln zerlegen. Wenn wir
— der Einfachheit halber — schreiben

Ei,,k,. =FK, 1.24
I)jvkv = P”’
bekommen wir nach 1.23:
sz = Z sz-1 P[E27/E2v—1] s 1.25
J2r-1
P2v+1 = 2 sz P[E2v+1/E2v]‘ 1.26
72y

Das Ereignis E,, hat aber die Bedeutung:
i) alle die folgenden Ungleichungen sind erfillt
Yy | < AN, <k, j€K,
dozu i) Ak,,) = fu,/ .
Wenn wir bemerken, dass Yy(k,,) = 0 fir alle 1, so dass 4(k,,) =1/N,
dann sehen wir, dass E,, bedeutet:
i) alle die Ungleichungen
Yy()| < AN, j<k jeK

= V2p-1>

sind erfallt und
1) A(ksy,) = 75,/ N.

Man sieht dann, dass das Ereignis [E,,/E, ;] dem FEreignis
[4(ky,) = 45,/ N [ A(ky,y) = f3,-1 [ N] éiquivalent ist, also konnen wir
1.25 so umschreiben:

sz = 2 Pza»—1P[A(k2v) = jzv/N/A(kzm) = jzv—1/N]’ 1.27

1201
und weil Yy(k,, ;) = 0 fur alle v, so dass A(k,, ;) = ¢/ N, miissen wir
iber alle méglichen Werte fiir j,, , summieren.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit in 1.26 koénnen wir wie nach-
stehend schreiben:

P[E2v+1/E2v = P:P[A(kzvﬂ) = j2v+1/N/A(k2v) = j2v/N]’ 1.28

wobei

P = P[iYN(j) } < ANt 1.29
J =k, kg, +1, .., k2v+1 l A(k2v+1) = j2v+1/N’ Alky,) = fizv/N]



oder, was dasselbe ist:

(?) _ k2v+1 - 7 h . j'—kZV ?'2v+1
d27+1 N d27+1 N

j o=y, by +1, ...,kz,ﬂ]. 1.0

< AN7H,

P;':P[A

Damit wird 1.26
'P2v+1 = Z P:Pz»P[A(ksz) = j2,+1/N/A(k2,) = j2v/N]; 1.81

12v
auch hier wird tber alle moglichen Werte fiir j,, summiert, weil
Y y(ky,) = O fiir alle 4, so dass A(k,,) = i/N.
Wenn wir die Formeln 1.27 und 1.81 kombinieren, erhalten wir
fir die Wahrscheinlichkeit B,y folgendes:

Py = Z Z HP*P[A avi1) = 72v+1/'N/A(k2v) = f’zv/N]

o -+ fapyptlv=0
: P[A(kzv) = j2v/N/A(k2v-1) = jz»—l/N] . 1.32
(Geméss der Binominal-Verteilung gilt:

P[A(kv—l-l) = 7v+1/N/A(kv) = ?V/N] =
b(jv+1—jv+kv+1_‘kw N-"k,_?.,, ( v 1 ,,)/ N— k 1.33

.. 8 e
dabei 1st b(r,s;p) = (T> p(l—p)*. 1.34

Die P* kénnen wir in der folgenden Weise errechnen:
Sei Dy das Ereignis
i) alle die Ungleichungen

A(]) . k2v+1_'/i j2v _ ?.—kZV j2v+1
d2v+1 N d2”+1 N

sind erfillt und

< AN_" 7=lay, .oy k2v+1

i) A(k) = i/N.
Wenn W, = P[D,,], dann ergibt sich
D W, =1,
1i) Wi, = 0 fiir 4 = f,,,
und Pl 1.85

igvtibgppr T T ¥
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Diese kénnen wir bestimmen mit den obigen Randbedingungen und
der Rekursionsformel:

Wik+1 = ZWikP[Dik+1/Djk] 1.36
i

= 2 Wi b(i—j+1, ko, g + oy —T—k; 1/ (kg iy —H)),
i

wobei § nur in dem Gebiet G variieren darf, welches folgendermassen
definiert ist:

ky,o1—~k .  k—k,, . . koo =k . k—k, .

—ANt4 2d+1 J20+ i 2 Jarpr < <AN+ 2d+1 Jo»t d z Jovr1
G —_ 2v+1 2v-+1 2v+41 2v+1
J 2yt Fay 1.87

Diese Formel kénnen wir noch vereinfachen: ist

Qi = (Bgy g+ fogyy—FE—1)! (dy, 4 ) 2o +1H %2041 W, 1.88

(d2v+1 + d2v+1) ' (k29+1 _k)("27+1+f2,.+1—k—i) G(k—k2”) !

mit Zu = iw - jv——l ’

dann lautet die Rekursionsformel fiir die Q,:

1
= Y — 1.89
sz ;Gka (@_1 + 1) ! e
mit den Randbedingungen:
1) Qm)% =1, 1.40
ii) Qikz,, =0, 1 F s,
1ii) Qx =0, 1 ¢ G

und § darf nur in @ variieren.

Mit dieser Formel kénnen wir Qi27+1k27+1 errechnen, und geméss

1.88 ist
(doy 41+ a29+1) Le®2r+1

favtikey 1 (d2’+1)d2,,+1+§2,,+1 Qi2v+1k2v+1 : 1.41

Betrachten wir die Folge der unabhéingigen Zufallsgrossen Y, die
wie folgt definiert sind:
P[Y,, = /AN =1, 1.42
PY;, = (@—1)/ANY}=1/ile, 1=0,1,2, ...,
J=ko, +1, i k.



Fiir diese Zufallsgrosse gilt:
E(Y,) =0, 1.48
B(Y) = 1/(2N),
E(Y;|3 = (1+2/¢) | (B N?),
Sei ;
S, =37, 1.44

r=kg,
und M,, das Ereignis:
1) alle die Ungleichungen

S. k2v+1—j 7.21' . j—k2v j2v+l
! d2v+l }'Né d2v+1 }'N*

gind erfillt und
1) S, =1/ ANE
Sei noch R, = P[M,].

Man kann sich leicht vergewissern, dass die R,, derselben Rekur-
sionsformel mit denselben Randbedingungen wie die @, gehorchen.
Es folgt dann, dass B, = @, und insbesondere:

Rizv+1vk2v+1 = Q727+1’k2v+1’ 1.45
aber . .
R. =P[__1+E2_”_".‘1L<S<1+ Zy+1 __?_
a1 ka1 dy,y AN? ! dy, g ANY’

=12 ey Sy, = 32,“//11\7%}. 1.46

Hier ist S; die Summe von j aus den Zufallsgrossen Y, j = k,,.

Nun ist ;
2t; = > E(Y? = j/ AN, 1.47

7
r=1

somit konnen wir 1.46 in folgender Weise schreiben:

232"“ 3 2‘72»+1 3
Rj2v+1k27+1 = P|-1 +T+1}“N < Si< 1 +TAN ts

i=1,2, ..., dp,1: 8 dy,, 1 /ANt . 1.48

89y +1 =
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Lemma [14]

Se1 Y,,Y,, ..., Y, eine Folge unabhéngiger Zufallsgréssen, die
nur Vielfache einer Konstanten ¢ annehmen diirfen, und:

E(Y) =0, E(Y}) = 2b,, E(|Y; 3 = dj;
S, =Y +Y,+...+7, e =>b +by+ ... +Db,.
Seien noch a(f) und b(t) zwei stetige differenzierbare Funktionen, die
die zwei Ungleichungen:
a(t) < b(),
a(0) < 0 < b(0)
erfiillen, und u(o,7;s,t) die Green’sche Funktion der Wirmegleichung:
of [ot = o%f [0s?
a(t) < s < b(t), t>0.
R,, sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

in dem Gebiet:

alt) < S, <blty, k=1,2...,n
und S, = ie. ‘
Es gilt: R,, = &{u(0,0;1,t,) + 6}, 1.49

wobeli -0 mit &, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
Es existieren die positiven Konstanten T, T,, K, C und 4, so dass

1) 0< T <t,<T,,
1i) fiir jedes k und geeignetes 1, gilt:
PlY, = &3] > K,
P[Y, = @G +1)e] < K,
iii) d /b, < Ce,
iv) alt,) + 4 < ie < b(t,)—A4.

Wie man leicht sehen kann, erfiillen die Zufallsgrissen Y}, die in 1.42
definiert werden, alle die Bedingungen des Lemmas, dabei ist

24,
aff) = —14+ —2*L A N¥,
2v+1

2d
b{t) = + 1+ 2L ANk,
v+1
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Es folgt dann:

1 azv+1 Aoyt
Ri2u+1kzv+1 = ANt {u(0,0; ANt 212N> + 6]' 1.50

Im Gebiet -

2d 24,
— 14+ TN <s< 414+ CURANY, 10,
2v41 2v+-1

gilt fiar die Green’sche Funktion folgendes:

1 oo
u(0,0;5,) = ——— > (~1)™exp{—Om—(s—2m)?/4t} 1.51
V47'Ct m=—00
mib 6 — 2AN,,,, [dy, ;- 1.52

Wenn nun N gegen oo strebt, und damit k;/N-f;, i, | N¥>z,
und 0->24(2,, ., —%,,) /5,1, bekommen wir:

Qi2v+1"2v+1 = szv pibaypr
2 2 12
1 d (Tgyr1— To,)? +4m? 2

D=1 exp {—

S 1.58
V27l Sov1 N 55 289,11

Der Faktor in 1.41, multipliziert mit N?, strebt gegen:

V27t Sopy1 €XP {(x2v+1——x2v)2/282v+1}' , 1.54
Durch die Gleichungen 1.85, 1.41, 1.53 und 1.54 bekommen wir
schliesslich:

N—>oo

lim P* = S (—1)" exp {—2m2 /s, , 1.55
20t

ganz unabhingig von den z,.

Setzen wir jetzt 1.55 und 1.88 in 1.82 ein und lassen wir N— oo
streben, dann werden die Summen iber j, zu Integralen uber z,,
und weil es keine Beschrinkungen fir die §, gibt, muss dann von — oo
bis + oo integriert werden. Da die P} von' den z, unabhingig sind,
konnen wir sie aus den Integralen herausnehmen. Wir bekommen dann:

lim Py = [[P,K, 1.56
N-co v=0
wobei K als das Integral der 2n-dimensionalen Normalverteilung tiber
—o0 <, < o0,y = 1,2, ...,2n, gleich 1 sein muss. Damit ist 1.4
bewiesen.



— 17 —

Fiir den einseitigen Test lauft die Uberlegung genau parallel. Man
lasst einfach das Zeichen des absoluten Betrages wihrend des ganzen
Beweises fallen. Fiir das Kolmogorovsche Lemma haben wir dann:

at) = —oo,
b(t) = 1+2d,,, AN /d,, . 1.57

Die Green’sche Funktion firr dieses Gebiet ist die folgende:

%(0,0;s,t) =

7 > E)"ew (~om—(s—am)[48}, 1.58

wobei 6 genau wie in 1.52 definiert ist.
Es folgt dann:

n 1
lim Py =[] [ > (=1)™ exp {—2m?,,12/82,+1}] . 1.59

N->oo =0 Lm,=0

Damit ist 1.7 auch bewiesen.

IL. Uber die Schitzungen der Werte
einer unstetigen Verteilungsfunktion bei den Sprungstellen

In den letzten Untersuchungen haben wir die Werte der empi-
rischen Vf. bei den Sprungstellen als die Schidtzungen fiir die theo-
retischen Werte genommen, némlich:

SN($V~O) = f-2v—1’ SN(xv) = va’ 2.1

d.h. Nf,, , ist die Anzahl der X, die kleiner als z, sind, und N7, ist
die Anzahl der X, die kleiner oder gleich z, sind.

Es stellt sich die Frage, wie zuverlissig diese Schétzfunktionen
gind. Die Cramér-Rao-Ungleichung besagt: Die Streuung einer Schéitz-
funktion bleibt immer grosser oder gleich einer unteren Schranke, und
wenn das Gleichheitszeichen gilt, dann ist die Schitzfunktion schon
gut, ndmlich vom sogenannten wirksamen Typ.

Die Maximumlikelihood-Methode 1dsst sich oft als eine der besten
Konstruktionsmethoden fiir Schdtzfunktionen betrachten. Wir verwen-
den diese Methode hier, um Schitzfunktionen T} fiur dief;,j =1,2,...,2n
zu erhalten und zeigen dann, dass diese Schatzfunktionen mit den in
2.1 definierten f; iibereinstimmen.
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X, Xs, ..., Xy selen eine Folge unabhingiger Beobachtungen
einer Zufallsgrésse X, die nach der Vi. 1.1 verteilt ist. Um die Schéatz-
funktionen zu untersuchen, formulieren wir die Fragestellung wie folgt:

Die Zufallsgrosse X hat die Verteilung

Plo, < X<z, y] = @iy, §1=01,..,m,
P[X=a:j]=q2]-, §=1,92 ...,n, 2.2

dabei stehen die z, und x,,,, fiir die untere bzw. die obere Grenze des
Variationsbereiches der Zufallsgrosse X, und

9 = ti—ti-1» 2.3

d.h. X kann in einem der oben in 2.2 definierten Intervalle (oder

Punkte) mit den dabei gegebenen Wahrscheinlichkeiten angenommen

werden.

Sel nun 2z, 2y, ..., %,,, die Anzahl der X, die in das 1. bzw.

2. ... bzw. 2n+ 1.Intervall (oder Punkt) gefallen sind. In N Versuchen

betriagt die Wahrscheinlichkeit, dass 2, 2,, . .., 2, in das 1. baw. 2.
... bzw. 2n+ 1. Intervall fallen:

2n+1 ) 2n4-1

W= (N!/gz,.! IT @, 2.4

i=1
dies ist auch die Likelihoodfunktion. Die besten Schéitzfunktionen fiir
die f; sind die Werte der Stichprobenfunktionen, die die Funktion W
als Funktion von den f; zum Maximum machen. Wie bekannt, ist das
Maximum bei 0W [df = 0 oder — was dasselbe ist — bei dlog W /of = 0.

2n+-1
logW = C+ > z]logg;, 2.5

=

Nun gilt:

wobel C nicht von den f; abhingig ist. Differenzieren wir und setzen
wir das Differential gleich Null, bekommen wir das folgende Gleichungs-
gystem:

olog W [of; = 2;|(f;~1j-) =211/ (f;sa—F) =0, 1=1,2,...,2n. 2.6

Sei T;,7=1,2, ...,2n, die Losung dieses Systems. Wir sehen dann,
dass: ;
T, = (le,.)/N, j=1,2,...,9%. 2.7
Es ist dann klar, dass die T, mit den in 2.1 definierten f; iberein-
stimmen.
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Wir wollen jetzt diese Schitzfunktionen niher untersuchen. Weil
E(z;) = Ng;, 1=1,2, ...,2n+1, gilt:
E(Tj_fi):()’ j=1,2,...,2n, 2.8

d.h. die T; sind erwartungstreu. Die T; werden wirksam genannt, wenn

wVu=uS8u, 2.9

wobei u ein beliebiger reeller 2n-dimensionaler Vektor ist und
V = (Nv;) 2.10
it Nv, =E alZiW algiw ij=1,2...,2n, 2.11
und S=(0;), 4,j=1,28,...,2n 2.12
mit 0y = B(T,—f)) (T;—1,). 9.13

Nun finden wir

Oy = E(TiTi)—fifj

Gt zt .. +2) @t ot ... +2)
=E{ — T ’]—f,.f,.
Min (4,7)
= N2E z3+2.z,zs] fit;
r=1 =2
, (¥ )
= 5| ) (N(N—l)qf—l-Nq,)-l—N(N—l);qrqs]—f”‘j,
somit ist oy = Ll—f)/N,  i<j. 2.14

Fiir die v;; haben wir:

"ologW ologW
o= H
LS

=k [(fi —z;;i—l N f:iilf; ><f;—z;j—1 a fiij:ff >] .

Daraus erhalten wir:

1 1
i) o, = + fiir ¢ =, 9.15
fi+1'—fi fi_fi—l

) vyg=v4;=~1/(f;—fy), firi=7j-1 oder j=1i—1,

iit) 0, =0, fiir 1 <j—1 oder e >9+1.
i ] /}
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Mit Hilfe der Definitionen fiir ¥ und S und der Gleichungen 2.14 und
2.15 kann man zeigen, dass:

VS =1, 2.16
womit 2.9 bewiesen ist, d.h. die T} sind wirksam.

Wenn wir zwei Folgen von Beobachtungen haben: X, X,, ..., Xy
und Y, Y, ..., Yy, und 2,2, ..., 2y, und wg, wy, ..., Wy, die
Anzahl der X; bzw der Y, der betreffenden Klassen sind, konnen wir
analog zeigen, dass die Schétzfunktionen:

!
T)= Y (s +w) [(N+M), §=1,2,...,2n, 2.17

=1
genau dieselben Eigenschaften wie die T; besitzen. Hier bemerken wir,
dass auch die T; mit den empirischen Vi. durch:

T; = aSy(f;) + b1y () 2.18
wobei a +b =1 und a = N /(N + M), verbunden sind.
Die T; (und das konnen wir auch fir die T; zeigen) haben eine

2n-dimensionale Normalverteilung als Grenzverteilung. Man kann
nimlich zeigen, dass:

2y
P[NY (T-fy< 2] = exp{ 1w V'uldu', 2.19
wobel i) T = Tl, Tz, cees Ty
11) f=(f1’f23 "'9f2n)’
1i1) w o= (U, Uy, - .., Ugy),
iv) V' = (v;;) und v;; wie in 2.15 definiert,
2n+1
W V=TT G
j=

Diese Resultate sind immer giiltig, auch wenn f,; , =, fiir irgendein
1 (fy; darf nicht gleich f,; ; sein, sonst ist z; kein Unstetigkeitspunkt),

weil wie bekannt: e

1
Im ——— | exp{—2La2/0?dx = 1. 2.20
Mmmf p {—32*/0%

Naturlich wird die Anzahl der (voneinander verschiedenen) f; und
damit die Dimension der Verteilung um eins kleiner.

Dieses Resultat erméglicht es uns, firr eine einfache Hypothese
von der Form f = f0 eine strenge kritische Region zu finden.
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ITI. Smirnov-Test fiir eine unstetige Verteilungsfunktion

Sy(z) und T,,(z) seien, wie in O definiert, die empirischen Vf.
zweier unabhéngiger Folgen von Beobachtungen. F(z), in 1.1 definiert,
sel die theoretische V£. Gesucht sind die Verteilungen der beiden Grossen:

Dyy = sup /N /2 | Sy(a) —Ty(3)|, 5.1
Dy = sup |/N /2 [Sy(a) —Ty()]- 3.2
Wir behaupten: Theorem 3
lim P[Dyy < 4] = D(3). 8.8
N->oco
Theorem 4
lim P[Diy < 1] = @ (%), 8.4
N->oco

wobei @(2) und @1 () gleich wie in den Gleichungen 2 bzw. 5 in [19]
(Schmid) definiert sind.

Sei I die Menge aller geschlossenen Intervalle (f,,, f5, 1), ¥ =0, 1,
2, ..., n, dann ist leicht zu sehen, dass:
P[Dyy< A1 = P[sup )/ N/2 |Sy(a) —T(z)| < ]. 8.5
Fo)el
Fiir den Beweis nehmen wir an, dass f,, .  >f,,, »=0,1,2, ..., n.
Die beiden Theoreme gelten aber auch, wenn f,, , = f,,, fiir einige
(oder alle) », wegen der Bemerkung in 2.20.

Fiir endliches N ist [Sy(z) —T'y(2)] immer von der Form ¢/N,
wobei © eine ganze Zahl ist. Wir untersuchen zuerst die Wahrschein-

ki it:

iohkeit P[ sup | Sy(z) — Ty(z)| < ¢/N], 3.6
Foel

wobei ¢ eine ganze Zahl ist, und fir den Grenzwert lagsen wir ¢/ N gegen

AV2/N streben.

Definieren wir jetzt E, als das Ereignis:
i) |Sy(@) —Ty(2)| <¢/N, F(z)<f,, 8.7
ii) Sf,) = i,/N,
i) Tx(f,) = 4,/N.
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Sei P, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E,, dann ist:
B, =1, firi=7j,=0 (f, =0 definitionsgeméss), 3.8
=0 sonst.
Und P, mit Gy, ; = foppqy = N (fyny; = 1 definitionsgemdiss) ist die

gesuchte Wahrscheinlichkeit in 8.6; diese kénnen wir mit Hilfe der
Randbedingungen 8.8 und der Rekursionsformel:

Pv+1 = ZRP[Ev+1/Ev] 39
51y

in 2n+ 1 Schritten errechnen.

Je nachdem, ob der Index gerade oder ungerade ist, erhdlt man
zwei verschiedene Formeln, ndmlich bei geradem Index:

PZ” = Z P2v—1 P[Ezv/E2v—1] 3. 10

g v_i I 1, ye
— S\B,., P |Sy(a,) —Sy(z,—0) = 22t / Syl —0) = 2L

| f20-1—Tap-1|<¢ N

) —=Tle, =00 = lszﬁﬂ / Ty(z,—0) = ?3’\71} .

Die bedingte Wahrscheinlichkeit bezieht sich hier auf zwei unabhéngige
Ereignisse. Nach dem binomischen Gesetz betriagt diese Wahrscheinlich-

keit: 3.11
. . . fv_'f — g . . fv_'f y—
b <@2v" Tgy1s N — g,y i_—fzzv-: .b (?2;:“ Jows > N—TJaps3 ;Tf:,:i .
Fiir ungeraden Index lautet die Rekursionsformel wie folgt:
By = 2 B, P[E2v+1/E2#] 3.12

= >\ B, P[4, B,(C].
Dabei ist A das Ereignis:
Sy(@,1—0)—Sy(z,) = ('i2v+l_4:2v)/NlSN(wv) = 1,/N, 3.13
B das Ereignis:
Ty(@,11—0) —Tx(®,) = (ays1—J2s) /N [ Tn(z,) = 15,/ N, 8.14
C das Ereignis:
|Sy(x) —Ty(x)| < ¢/N, fiir alle , so dass F(x) € (fy,,fp,,1) 8.15
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unter den Bedingungen, dass:

i) Sy(%,11—0) —Sy(=,) = (ig,11—1%) [N,
1i) Ty(z,1—0) —Ty(z,) = (Jas1—J2s) /N .
Nach dieser Definition sieht man, dass:
P[4,B,0] = P[A] P[B] P[C]. 8.16

P[A4] und P[B] kénnen wir nach dem binomischen Gesetz errechnen.
Es ergeben sich dann analoge Ausdriicke wie in 8.11.

Fir das Ereignis C bedienen wir uns eines anderen Schemas.
Ordnen wir die (iy,,,—1,,) der X; und die (j,,,;—7,,) der Y; in eine
einzige Folge der Grosse nach. Jedem Glied dieser Folge ordnen wir
eine neue Zufallsgrosse 2, gemdss der folgenden Definition zu:

2, = +1, wenn das i-te Glied ein X, ist,

2; = —1, wenn das i-te Glied ein Y ist.
Sei noch

K, = lew‘- r=1,2,...,d ="y, — %, + a1 —Js 8-17

Es folgt ) .
& P[0 = P[|K,+ip—1a

<e¢, r=12,...,d], 8.18

nimlich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Teilchen, welches sich in
der (z,t) Ebene bewegt und in (15,—7,,,0) beginnt und zu (3, ;—fs,1,d)
kommt, wahrend seiner Irrfahrt zwischen den Vertikalen z =¢, £ = —¢
bleibt. Diese Wahrscheinlichkeit kénnen wir mit Hilfe des bekannten
Spiegelverfahrens errechnen, sie betrigt:

d
+ — . . . .
I [i] (1) (T 11— ,) ! (72v+1_?21l)!
* = KIVIE o SR S G K CIRES M) B '
£ < ; —iy,+mc)!
1
RS R = LI 10
Yoy Jov1— ) Mapp1— 720 )

( ov+1 T Jort1 _ 2v+1 " Jovt1 _72v—mc>!

= 2 (_l)mzm’

wobei [z] = die grosste ganze Zahl in z.
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Sei i) Py = (lh—to/(—f1),
11) b —b( r—l’N_ ‘r—l’pr)’
111) br = b(?r'—:’r—-l’N_jr—l;pr)'

Wenn wir jetzt 8.11 in 8.10 und 8.19 und die analogen Ausdriicke
fir 8.11 (far P[4] und P[B)) in 8.12 ersetzen, erhalten wir:

B, = Z“sz—lbwbév’ 3.20
P2v+1 = Z sz b2v+1 bév-{—l 2 (_l)mzm- 3.21

Fiir endliches N konnen wir die beiden Formeln 8.20 und 8.21 ver-
einfachen mit der Transformation:

(N—a) (N—j,)!
W, = R .
S AL

Wir erhalten
= (N!)2P, = (N!)? fiir 4y = J, =0, 8.22

= 0 in den andern Fillen.
Die Rekursionsformeln fiir die W, lauten dann:

W2v = 2 Wz»-l

| $20-1—T2p1 | <e¢ (3p —%ap-1) ! (J2o—T201) !

(f3)—Fans) gyt ios—igy-1—Tap1

3.28

(f2v+1 f2 )1’2v+1-{'~ ’2”“‘1—"‘21:_1.2,.

Z (M)mZm'

W2v+1 = z WZv

ligg=Tay|<c  (Tar1—%2s) ! (Japs1—1J2s)!
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
Poppr = Woppr mib gy =y = N, 3.24
Die W,,,, konnen wir mit Hilfe der Randbedingungen 8.22 und der
Rekursionsformel 8.23 errechnen.

Fir die Berechnung der Grenzwerte bei N-> oo ist es besser, fol-
gende Transformation anzuwenden:

(i)} (V—jy)| N+l
R, = P. 8.25
P
Fir die R, finden wir: B, =1 fiir ¢, = §, = 0, 8.26
=0 in den ibrigen Fillen
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und e
5 O e
RZv = R2v—1 { ( 2 2 }

. . 3 . oN| —fo _ ’
[t2p-1= T2 |<c¢ (Bay—"apes) ! (o fpy) 2/ T2 1)

{N(f2v+1 _va)}izH-l * 1'2,,+1—l'2,,—7'27 Z (___)mZ
1 2Ny p1—fas) m’

8.27

By, = R,, — ; - .

Bt |i2,.—i22‘,|<i (1gy 11— %,) ! (Javt1—1T20)

R, konnen wir mit den Randbedingungen 8.26 und den Formeln

3.27 bestimmen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus der
folgenden Gleichung:

Py = g‘gmvﬁzﬁ Bonii- 3.28
Wenn N gegen oo strebt und damit:
i) i,/ N->f,+y, /Nt 3.29
ii) j,|N~f,+ =,/ N,
ii) ¢/Nt>)/ 22,
werden die Summen iiber |7, —j,| < ¢ zu Integralen iiber [ Y,—x, < [/51,

abgesehen vom ersten Schritt, wo die Summe nur aus einem einzigen
Summanden besteht, der gegen den Ausdruck:

3.80
1 &= " -1 Mmoo /o 2 92
—— >, (=)™ exp —“{?/%‘*‘ o+ (-)™2)2 1"”0(91‘9”1)"‘4’”"01}
2nf, = 2f
strebt.

Der Faktor in 8.28 multipliziert mit N strebt gegen eine Konstante.

Es gilt ndmlich:
N(NZeN

o - 2z, 3.31

Jedes Glied Z,, der Summe 8.29 strebt gegen:

€Xp [SF {(_)mv Vazmv(y2v+1—x2v+1) - ng‘mv (y2v—w2v) + Qm?' 2'2
2v+1
1—e™ 3.39
+ 9 (Yarr1— Tays1) (Yoo — Ta) (] - .

Weil d/¢—> oo, werden die Summen itber alle m, von —co bis + oo
erstreckt.



— 926 —

Dazu kommt noch die Gleichung
{N(fr— 7")__1)}‘.7 F iy =ty i1 B
(5= 1)! g~ 1 )
1 1 (y,—y)?+ (2,— 2, )?

e — e
oms, P17 s

N

3.88

v v

Durch die Gleichungen 8.26 bis 8.33 bekommen wir:
1maP2,,+1 = lim P[ sup |Sy(2) —Ty(z)| < A2 /N] = D(4), 3.84

N=>oo  F(z)€l
wobei: .
el Zm 2n+1
oM = )= M%Hm 0
Mp=—00
ox '_1 2t (y,—y, )+ (2,— 2, )?
p v—l Sv
_°°<“’2<°° lyj—zjl<aVe
— 2‘6[ (——‘)m,, (y2u+l - $2”+1) l/? Am, — VE lmv (yzp__ mzv) + 2m§ 22
1=
+— <y2v+1 w2v+1) (Yop— Ts,) /82,,+1 dz, ...dz,,dy, ... dy,,,
’ 3.35

mit Ty = Yy = Loy = Yapyq = 0.

Berechnen wir das Integral tiber z;,j =1, 2, ..., 2n, und machen
wir einige weitere Umrechnungen mit den geeigneten Substitutionen,
dann bekommen wir:

n

fad my 12 (221’-—221,_1)2
D(2) =0—12(—1)£o f-'-fexp [—ggl 3.36

S,
Mg+ -Mp=—00 2

|z?~|<l
24m,)?
2 (( 32v+1 %y +2AM. ) dzl P dzzn’
’,_0 Sopp1
Ini-1
wobei 2y = 2y, =0, und C = @a)* [ [ (f;—f;_)*
i=1

Der Ausdruck in 3.36 ist derselbe wie (25) in [19], womit 8.3
bewiesen ist.
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Dasselbe Verfahren kénnen wir anwenden fiir den einseitigen Test,
nur miissen wir das Zeichen des absoluten Betrags iiber den ganzen Be-
weis fallen Jassen. Die Summen werden in diesem Fall iiber (1,—7,) <e¢
erstreckt und danach die Integrale tiber (¢;) << 4 genommen. Bei der
Irrfahrt haben wir nur eine einzige Barriere, die entsprechende Wahr-
scheinlichkeit wird:

1— (li2v+1_,':2v) ! (j2v+1_j2v)! =1 —Zl ) 3.87
(ty 11— J2s—0)! gy g —T2s +)!

Die Grenzwerte erhalten wir analog, es ergibt sich dann:

1 n
lim P[Dffy < 4] = Z (—1) Zmi 3.88
N->oo <=0 -
n n m, 2 2
fexp[ 2 (20, — z2>—1 2 ( Z2v+; 2y, + Am)
y=1 Zy v=0 2v+1
zj<}.

dz, dz, . .. dz,,.

Dieser Ausdruck ist gleich wie der Ausdruck (5) in [19]. Damit ist
auch 3.4 bewiesen.

Wir wollen hier bemerken, dass die Grenzwerte, d.h. @(4) und
@*(2) dieselben bleiben, wenn wir fir die f; eine Schdtzung von der
Form:

fi=1;+0®"*  wihlen. 8.89

IV. Verteilungen der ein- und zweiseitigen Smirnov-Teste
itber einen beliebigen Teil des Intervalls (0,1)

Die Uberlegungen, denen wir im vorigen Paragraph gefolgt sind,
konnen wir hier wieder anwenden, um die Verteilungen der Smirnov-
Tests iiber einen beliebigen Teil des Variationsbereiches einer Zufalls-
grosse zu bestimmen, wenn die Vi. F(z) in diesem Teil stetig ist.

Betrachten wir das geschlossene Intervall (x,,z,). Nehmen wir
an, I'(z) sei iiber diesem Intervall stetig; oy, a, sind folgenderweise zu
bestimmen:

F(z) = o,

F(a;z):“z. 4.1
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Wir behaupten: Theorem 6
1
lim P[ sup [/ N/2 |Sy(@)—Ty(z)| < 4] = ——— 4.2
Nooo ay < Fla)<ag 27 Vl—g2
Qg bo
(z%“‘292122+z§)} & _om2as
exp{— de, dzy + 2 (—)m 24
p{ 2(1—¢%) 1de 221 ()
—ag —bo
2 2
ffex (1 + 92132;‘ 2)sz1d22,
by, —ay

wobei a,, = (/‘{—leocl)”/ oy (1—oy) , 4.3
by = (A—2mA(1—o)) /) ey (1 —aty) ,

92 = oy (l—a) [ty (1 —axy).
Theorem 6
1

lim P[ sup |/ N/2 (Sy(a)— Ty(2)) < ] = ——7—— 4.4
Noroo oy <F(@)<ay Q.nVl— 2

(zl—2gzlzz+z2 oo (zl+2921z2+z2)
[ff ) dz, dz,— 31-0) }d.zldz2 ,

wobei gy, by, a; und b, wie in 4.8 deflmert sind.

Wie vorher erwihnt, ist Sy(x) —T'y(z) immer von der Form /N,
wobel ¢ eine ganze Zahl ist. Wir untersuchen dann zuerst die Wahr-
scheinlichkeit

P[ max |Sy(x (z)| < ¢/N] = Pyloy, ) 4.5

a SF@) <ay
und fiir die Berechnungen der Grenzwerte als N oo, lagsen wir ¢ gegen

ZVE\T streben.

Definieren wir jetzt die Ereignisse 4,, 4,, By, B,, C wie folgt:
4, sei das Ereignis, dass Sy(z,) = 4,/N, 4.6
4, sei das Ereignis, dass Ty(z,) = 7,/ N,

B, sei das Ereignis, dass Sy(z,) = 4,/ N, Sy(,) = 7,/N,
B, sei das Ereignis, dass Ty(z,) = 15/ N, Ty(z,) = 72/ N,
¢ sei das Ereignis, dass |Sy(2) —Ty(z)| < ¢/N, F(z) € (a,a15),
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unter den Bedingungen, dass B, B, eingetreten sind. Wir kénnen
dann gleich sehen, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

Pyloy, a0) = 2 Z P[4,,4,, By, B,, (], 4.7

— 3 3 P[4,] Pl4,] P[B)] P[B,] P(C],
jii—ie|<e [f1—isl<c

weil jedes von diesen Ereignissen von den anderen unabhéingig ist. Die

Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse 4; und B, kénnen wir nach dem

binomischen Gesetz errechnen. P[C] miissen wir aber nach dem Ver-

fahren in III bestimmen. Es ergibt sich dann ein analoger Ausdruck

wie 8.19. Wir erhalten fiir Py(e, o) folgendes:

(N1)2 (1 _%)21\7—1'1—@'2 (%_O(])fz"i'irh—is (al)fﬁ-:"z

PN ’“2 = . N . N N A . .

et = 2N iy (=i (a7 (e G G

e (h—30)! (=3

~% <"2+11+(;) (ia—1y) _?-2+mc>!<"2+@1‘(;) (ia—1y) —-jl—-’mc>!

wobel die Summe iiber fil—-«iz’ <c, |j1—j2{< ¢ ish 4.8
und d = i; + 15—, —7Js; [2] = die grosste ganze Zahl in z.

Fiir die Berechnungen der Grenzwerte lassen wir N- co und da-
wit: o AY2N, i) Nyt 4, /Y N, ] N-roq+ /N stroben. Die
Summen itber |4,—14y| < ¢, und |j,—7f,/ << ¢ werden zu Integralen
tiber |y, —ys| < Y24 bzw. |2,—2,) < /2 A, und wir bekommen:

lim By(ag,0) = K2 S} (-1)" f f

N->oo m=-—oco
— 00 < Ty < 00 |x1—12|<1]/?
—00 < Yg <L 00 ‘1!1—!!2‘<11/E

. eXp [_l[yi—*—y; + (yl——xl)2+(y2_w2)2 + x%_!_wg

2

1—o, oty — 0y oy
1

Oy — 0y

{(-)m<y2—y1> /T A 5 A (g ) + 22 I

1— ("

T

(=1, <y2~w2>” dy dzydyydy, 4.9

wobei K = 27 |/ aq (—ot;) (1—at) -
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‘Wenn wir einige geeignete Substitutionen machen, kénnen wir das
Integral iiber x, und y, errechnen. Wir bekommen dann fiir die rechte

Seite der Gleichung 4.9 folgendes: .10

e [l 1o T

2 (1—ay (ocz—ocl)

lzgl<4
Sei nun:
2y = Wy— (—)" 2mA(l —uay), 2y = w +2mAoy, 4.11

dann bekommen wir:

lim Py(o;,00) = K™ > ()™ game A

N—>oo

-1 g 10 oy
. )" 9 2 2 dw, dw,, 4.12
ffexp [2(“2'*“1) [wz 1—-a, Ry “1]] o s

wobel das Integral zu erstrecken ist tiber:

—A+ OmemA(l —op) <wy < A+ ()"2mA(1—ay),
~A—C8mAoy < wy <A—2miay.
Damit ist 4.2 bewiesen.

Das Smirnov-Theorem bekommt man von 4.8, wenn o; =0, oty = 1.
Analog konnen wir den einseitigen Test behandeln. In diesem Fall
bekommen wir:

(Ny)z (1__“ )2N—i1—-ig (az o, )1t i iiis (a )7'1+fz
Py (25 %) == 2 !

(N—1)! (N—1y)! (5, —3)! (Ga—72)! (G1)! (a)!
(t—70)! (5 —72)
1= 4.18
< (11 —Ja—0)! (la—7;+¢)! >
hier ist die Summe @ber (3,—1,) <e¢, (j;—7jy) <ec.

Wenn N- oo, erhalten wir:
— 2 . 2 2
Lim Py (oy,05) = ffexp yl +3/2 (Y1 — )2+ (Yo— %) _ %+ a;g”
N> oo otp— 0 .

- {1 —exp {_ (xl“”z”‘Vi)_(Z:wz— 1)2)

” dx; dx, dy, dys. 4.14
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Nach einigen Umrechnungen ergibt sich:
A

1 2 _ 2
lim Pyt (o, 00) = K | | exp|— _[1"& I Tl VA 1| PP
N-»co 2oy %X %y

exp —— ~w—2 (w2+wl) +w1 dw, dw,. 4.15
0Ly — Oy oy v

wobel @, = A—24eay, by = A—24(1—ay).
Damit ist auch 4.4 bewiesen.

Auch hier bekommen wir den einseitigen Smirnov-Test als Grenz-
wert, wenn oy = 0, ¢, = 1.

V. Appendix

i) Jede der Funktionen L(4) und L* (4) besteht aus Produkten, und
jedes dieser Produkte ist den bekannten Funktionen von Kolmogorov
bzw. Smirnov gleich. Das ermdéglicht uns, die Tabellen von Smirnov [20]
anzuwenden. Dafiir brauchen wir nur die grésste Abweichung im Inter-
vall (fo; s f2:.1) durch J/s,; ; zu dividieren und die entsprechende Wahr-
scheinlichkeit von den Smirnov-Tabellen abzulesen.

Es ist auch zu bemerken, dass in jedem Intervall (f,;,f,;.,) die
Sicherheitsschranke fiir eine gegebene Wahrscheinlichkeit um 1/}/s,; 4
schmiler geworden ist, was der Abnahme der Freiheitsgrade beim
x2-Test entspricht.

Hier geben wir ein einfaches Beispiel, das die oben erwidhnten
Eigenschaften erklirt. In diesem Beispiel hat es nur eine einzige Sprung-
stelle, die ganz beim Rand (z = 0) liegt.

Wihrend einer Periode von 16 Jahren wurden die wochentlichen
Maxima der Abflussmengen der Baye de Montreux (Schweiz) registriert.
Unter den 832 beobachteten Werten gab es 246 Werte gleich Null. Fiir
diese Beobachtungen wurdefolgende Verteilungsfunktion vorgeschlagen:

P(X=0)=1,
Viz) =f+(1—Fy), z>0, 5.1

wobei F(y) die Normalverteilung ist und y = (log z—logb)/d.




Fir f, b und d ergab sich:
f=10296, logb=52426, d=1,392.

Fiir den einseitigen Test war die grosste Abweichung 0,0849, was einer
Wahrscheinlichkeit P*, nach Theorem 2, von 0,057 entspricht. Bei
dem zweiseitigen Test betrdgt die grosste Abweichung 0,086, fiir welche
P = 0,092 nach Theorem 1 ist.

Zum Vergleich bringen wir hier die entsprechende Wahrscheinlich-
keiten P* und P nach den Theoremen 1 und 2 in [19] (was Theoremen
5 und 6 mit o; = f und «p = 1 dieser Arbeit entspricht). Es ergeben
sich in diesem Fall:

Pt =0,122, P =0,218.

Dieses Beispiel verdanke ich der Abteilung fiir Hydrologie und Gla-
ziologie VAWE an der ETH.

ii) Es ist schon bekannt, dass die Abweichungen kein homogenes
Gewicht tiber dem ganzen Intervall (0,1) haben. Zum Beispiel ist be-
kannt, dass

B[{Xy0)] = t(1—9),

wobei Xy(t) = N¥(S3(t) —1), d.h. die Streuung ist maximal bei t = 1.
Anderseits wurde bewiesen (Corr. 2in [8]), dass die grosste Abweichung
eher bei X, , als bei X, eintreten wird.

Die Theoreme 5 und 6 kann man dann gebrauchen, um strengere
Teste zu konstruieren, indem man sie auf das Intervall anwendet, wo
die Abweichung stérker ist.



Summary

The distribution of the Kolmogorov’s criteria is obtained for discontinuous
distributions if the values of the jumps are estimated. The distribution of the
Smirnov’s two-samples criteria is also got for discontinuous distributions. Lastly, the
distribution of the Smirnov’s criteria over a finite interval (—co < z; << 2, < 4 o)
i8 given. In all the cases, both the one-sided and the two-sided tests are treated.

Résumé

Dans le présent travail, la distribution des critéres de Kolmogorov est calculée
pour les distributions discontinues, quand les valeurs des sauts sont estimées. La
distribution des critéres & deux échantillons de Smirnov est aussi obtenue pour le
cas des distributions discontinues. En outre, la distribution des critéres de Smir-
nov est indiquée dans 'intervalle (— oo < 2, << #,<< + o). Dans chaque cas, l'au-
teur étudie les tests unilatéraux ainsi que les tests bilatéraux.



. 84 —
Literatur

[1] T.W.Anderson und D.A.Darling (1952): Asymptotic theory of certain «good-
ness of fit criteria» based on stochastic processes. Ann. Math. Stat. 23, pp.193
to 212.

(2] Z.W. Birnbawm und F.H. Tingey (1951): One sided confidence contours for
probability distribution functions. Ann. Math. Stat. 22, pp.592-596.

[8] Z.W. Birnbawm und R.Pyke (1958): On some distributions related to the
statistic Df. Ann. Math. Stat. 29, pp.179.

[4] D.A.Darling (1955): The Cramér-Smirnov test in the parametric case. Ann.
Math. Stat. 26, pp.1-20. )

[5] D.A.Darling (1957): The Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises tests. Ann.
Math. Stat. 28, pp.823-838.

[6] M.D. Donsker (1952): Justification and extension of Doobs heuristic approach
to the Kolmogorov-Smirnov theorems. Ann. Math. Stat. 23, pp.277-281.

{7] J.L.Doob (1949): Heuristic approach to the Kolmogorav-Smirnov theorems.
Ann. Math. Stat. 20, pp.393—403.

[8] W.Feller (1948): On the Kolmogorov-Smirnov limit theorems for empirical
distributions. Ann. Math. Stat. 19, pp.177.

[9] I.1.Gichman (1953). Einige Bemerkungen zum Kolmogorovschen Vertriglich-
keitskriterium. Doklady Akad. Nauk SSSR 91, 8.715-718 (Russisch).

[10] V.Glivenko (1938): Sulla determinazione empirica della legge di probabilita.
Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, pp.95.

[11] B.W.Gnedenko und W.S.Koroljuk (1951): Uber die maximale Abweichung
zweier empirischer Verteilungen. Doklady Akad. Nauk SSSR 80, S.525-528
(Russisch).

[12] B.W.Gnedenko (1958): Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Akade-
mie-Verlag Berlin.

[18] A.Kolmogorov (1981): Eine Verallgemeinerung des Laplace-Liapounoffschen
Satzes. Bull. Acad. Sci. USSR, S.956-962.

[14] A.Kolmogorov (1938): Sulla determinazione empirica di una legge di distribu-
zione. Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, pp.83.

[15] A4.Kolmogorov (1933): Uber die Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. Bull. Acad. Sci. USSR, pp.363-372.

[16] I.D.Kwit (1950): Uber einen Satz von N.W.Smirnov betreffs des Vergleichs
zweier Stichproben. Doklady Akad. Nauk SSSR 71, 8.229-231 (Russisch).

[17] A.Renyi (1953): On the theory of order statistics. Acta. Math. Acad. Sci.
Hung. 4, pp.191-231.

[18] L.Schmetterer (1956): Einfiihrung in die mathematische Statistik. Springer-
Verlag, Wien.

[19] P.Schmid (1958): On the Kolmogorov-Smirnov theorems for discontinuous
distribution functions. Ann. Math. Stat. 29, pp.1011-1027.

[20] N.V.Smirnov (1948): Table for estimating the goodness of fit of empirical
distributions. Ann. Math. Stat. 19, p.279.



Lebenslauf

Am 24. September 1934 wurde ich, Mohamed Abdel-Hamid Taha,
in meinem Heimatdorf Eschnaway (GH), Agypten, geboren. Im Jahre
1947 beendeteich die Primarschule und besuchte danach das Gymnasium
in Tanta. Im Juni 1952 bestand ich die Maturitatspriifung (naturwissen-
schaftliche Richtung). Anschliessend studierte ich, bis Juli 1957, an der
Universitit von Alexandrien Mathematik und Physik und erwarb, als
Abschluss meines Studiums in Alexandrien, das B. Sec. in Mathematik
und Physik.

An derselben Universitdt habe ich bis Mai 1959 als Assistent
gearbeitet. Seither bin ich in der Schweiz, wo ich meine Doktorarbeit
in mathematischer Statistik an der Eidgendssischen Technischen Hoch-
schule unter der Leitung von Herrn Prof. Dr. Saxer gemacht habe.

Ieh beniitze diese Gelegenheit, um meinem sehr verehrten Lehrer,
Herrn Prof. Dr. Saxer, fir sein grosses Interesse und seine Bemiithungen,
die er meiner Arbeit entgegengebracht hat, herzlich zu danken.

Zugleich mgchte ich auch Herrn Prof. Dr. H. Wyss bestens danken
und Herrn Dr. P.Schmid fiir die Formulierung der Frage, die im Teil I
meiner Arbeit behandelt wurde, und fiir die vielen wertvollen Dis-
kussionen meine Dankbarkeit aussprechen.



