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Uber die verallgemeinerten Teste

von Kolmogorov und Smirnov fur unstetige Verteilungen

Einfùhrung

X1; X2, ..., XN und Y1;Y2, ..., YM seien zwei Folgen von unab-

hângigen Beobachtungen, die einer Grundgesamtheit, die nach einer

und derselben Verteilungsfunktion (= Vf.) F(x) verteilt ist, entnom-

men sind.

Sei kN(x) die Anzahi der Xit die kleiner als x sind, dann ist

S„(x)=-^- 0.1

die empirische Vf. der l.Polge. Analog ist

TM(x) = ^, 0.2

wobei hM(x) die Anzahi der Yt, die kleiner als x sind, die empirische
Vf. der 2.Folge.

Glivenko zeigte im Jahre 1933, dass

lim P [sup \SN{x)—F(x)\^0] = l. 0.3

Dieser Satz hàtte nur theoretische Bedeutung, wenn nicht von Kolmo¬

gorov [14] im gleichen Heft bewiesen worden ware, dass

co

lïmPlsn-pNi\SN{x)-F{x)\<X] = 2 (—1) exp{-2m2A2}, 0.4

N->oo x — oo

ganz unabhângig von F(x), wenn F(x) stetig ist.

Dièse Arbeit von Kolmogorov war - und ist bis jetzt - der Aus-

gangspunkt vieler Untersuchungen. Wir kônnen hier nicht aile dièse

Untersuchungen aufzàhlen, jedoch wollen wir die Hauptrichtungen
zitieren :
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1. Es wurden von Smirnov analoge Testfunktionen vorgeschlagen, um

die Homogenitât zweier Folgen von Beobachtungen zu prtifen, nâm-

llCh
DNM = sup ]/NMI(N+M) JSN{x) -TM{x)\ 0.5

X

Und
D^M = BuV]/lmr(N^M)[SN(x)-TM(x)]. 0.6

X

2. Es wurde versucht, die Wirksamkeit dieses Tests zu verbessern,

indem man eine Gewichtsfunktion hinzufiigte. Darling und An¬

derson [1] haben Testfunktionen von der Form:

sup N* | SN{x) —F(x) \ <p (F(x)) 0.7

untersucht. Eényi [17] untersuchte die "Verteilungen der Grosse

sap Ni\SJI{x)-F{x)\lF(x) 0.8

X

und analoger einseitiger Testfunktionen.

3. Die exakte Verteilung fur endliches N wurde auch untersucht:

Birnbaum und Tingey [2], Gnedenko und Koroljuk [11] und viele

andere haben einige Eesultate in dieser Eichtung erhalten.

4. Ein analoger Test mit einem Parameter wurde auch behandelt:

Gichman [9] untersuchte die Verteilung der Grosse

snpN^S^x)—F(x,d)\, 0.9

X

wobei 6 ein Parameter ist. Darling [4] hatte auch auf die Môglich-
keit eines solchen Tests hingewiesen. Die beiden haben aber auch

bemerkt, dass einfache Sàtze in dieser Eichtung fehlen.

Die grôsste Bedeutung dieses Tests beruht darauf, wie oben schon

erwàhnt, dass die Verteilung dieser Testfunktion von F(x) unabhàngig

ist, wenn nur F(x) stetig ist. Dièse Voraussetzung wurde immer formu-

liert, bis P. Schmid [19] - nach einem Vorschlag von W. Saxer - eine

wichtige Verallgemeinerung dieser Sàtze gefunden hat. Schmid konnte

nâmlich die Verteilung der beiden Grôssen DN und D£ fiir unstetige
Vf. herleiten. In diesem Fall sind aber die Verteilungen nicht mehr

universal, in dem Sinne, dass sie von F(x) unabhàngig sind ; vielmehr

hângen sie von den Werten der Vf. bei den Sprungstellen ab. Dièse

Werte sind aber meistens nicht bekannt, und wir mûssen sie schàtzen.

Dann stellt sich die Frage : Wie sind die Verteilungen der Testfunktionen

in diesem Fall beschaffen ?
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Wir geben unter Abschnitt I die Verteilungen analoger Testfunk-

tionen an, die sich besser fiir unsere Zwecke eignen.
Es fragt sich auch, welche Schâtzungen man fur die Werte der

Vf. bei den Sprungstellen anwenden kann.

In Abschnitt II wenden wir die Méthode der Maximumlikelihood

an, um Schâtzfunktionen fiir diese Werte zu erhalten, und zeigen, dass

dièse Schâtzfunktionen mit den Werten der empirischen Vf. bei den

Sprungstellen iibereinstimmen. Dazu werden die Eigenschaften dieser

Sf. nâher untersucht.

In Abschnitt III geben wir die Verteilungen der beiden Grôssen

0.5 und 0.6 fiir unstetige Vf. fur endliches N, wenn N = M ist. Die

Grenzverteilungen sind ebenfalls dargestellt.
Eine gewisse Verallgemeinerung des Smirnov-Tests, nàmlich :

*W«i>«s)= SUP WJ^\SN(x)-TN(x)\, 0.10

^(«1^2) = sup )fW]2[SN(x)-TN(x)] 0.11

wird in Abschnitt IV untersucht. Die Verteilungen fur endliches N und

die Grenzverteilungen werden bestimmt. Anderson und Darling [1]
gaben die Verteilung des Kolmogorovschen Analogons fiir 0.10,

Kwit [16] untersuchte diesen Fall, fand aber andere Eesultate fiir den

zweiseitigen Test.

Der Beweis der ersten zwei Sâtze beruht auf einem Lemma von

Kolmogorov. Einen anderen Beweis mit Hilfe der stochastischen Pro-

zesse habe ich hier nicht zusammengestellt.
Eiir den Beweis der Théorème in Abschnitt III und IV habe ich

eine Verallgemeinerung des Spiegelverfahrens, das zum erstenmal von

Gnedenko und Koroljuk [12] beniitzt wurde, angewendet.

I. Der Kolmogorov-Test fiir eine unstetige Verteilungsfunktion,
wenn die Werte der Vf. bei den Sprungstellen geschatzt werden

F(x) sei eine Vf., die iiberall stetig ist, ausser bei xlt x2, .., xn,

wo sie in der folgenden Weise definiert wird :

F{xr-0) = f2v_u v = 1, 2, ...,n + l,

F{xv)=U„ v = 0, 1,2, ...,n, 1.1

und dabei ist f0 — 0, f2n+1 — 1.



SN(x) sei die empirische Vf., F(x) sei die theoretische Vf. mit den

geschatzten /.; d.h. angenommen sei, dass die analytische Form der

F[x) bei den stetigen Stellen bekannt ist, und die /?- irgendwie geschatzt
sind. Die Testfunktionen werden leicht geandert. Betrachten wir die

beiden Grossen:
_ _

DN= sup N*|Sj/a;)—F(a;)|,

D+=sup^[^(a;)-F(a;)]. 1.2

Wir behaupten:

Theorem 1

Falls wir die f, in folgender Weise schâtzen:

dann gilt

wobei

mit

/Vi = SN{xv-0),

U, = SN{xv), v = 1, 2,

UmP[DN<X] = L(X),
N->oo

W) = n 2 (-1)"' exp{(-2m^2)/w}

Si = fj-fj-i, 7 = 1,2, ...,2n + l.

1.8

1.4

1.5

1.6

Theorem 2

Mit den Schâtzungen 1.3 gilt :

\imP[DÙ<X] = L+(X): 1.7
.N-»co

wobei

L+W = ilf 2 (-l)m'exp{-(2m^2)/^+1}
»=0 Lmj,=0

Die Sy sind wie in 1.6 definiert.

Wir nehmen an, dass f2v+1 > f2v, v = 0, 1, 2, ..., w; jedoch diirf-

ten schon einige - oder allé - s2v+1 gleich Null sein. Die entsprechenden
Faktoren in dem Produkt 1.5 oder 1.8 werden dann gleich 1 sein.



Wenn wir annehmen, dass die analytische Form der Vf. bei den

stetigen Stellen bekannt ist, dann kônnen wir sie in der folgenden Weise
schreiben :

F(x) = f2v + (/2„+1-/2r) 0,(z), xv^x< xv+1, 1.9

v = 0,1, ..., n,

wobei 0V{X) aue stetig sind und

i) lim 0o(x) = 0,
X-*— oo

ii) 0,(3,) =0,

iii) <P,(a;,+1-0) = l. 1.10

Dièse Schreibweise der Vf. hat den Vorteil, dass F(x) als Funk-

tion und sogar linear und stetig in Abhàngigkeit von den /• dargestellt
werden kann. Sind nun fj die richtigen Werte und f. wenig verschieden

von fj, dann haben wir

F(x,f)=F(x,f) + (f-f)8^-
f

wobei f = (/"„, flt ..., fan+i) » / = (/o> fv • • •> Un+i),

F(x,f)=F(x,f) + (f2v-fJ
8F dF

,
+ U2v+1 I2v+l) n,

/2r Cl2v+1

x < a; < x.

/2i>

1.11

d.h.

1.12

+i

>+i>
j< = 0,1, ...,

n.

Wenn wir die fj als die Schatzungen fur die /, ubernehmen, so wird

F(x,J) =F(x) und einfache Eechnungen ergeben:

F(x) = F(x) + (?2v-U%Z*M+ (/2r+1-/2v+1)
^t±L 1.13

°2»+l °2*+l

rc„ <S a; < xv+1, v = 0, 1,2,

Eine fundamentale Transformation ist

u = F(x). 1.14

Diese Transformation andert nichts an der Grosse DN,D$. u selbst ist

eine Zufallsgrôsse, mit der Vf. F°(x), die folgendermassen definiert ist:

r 0 u ^0

u f2r<Lu <L f2r+1, v = 0, 1, ...

/2v-l f2v-l<U<f2v, V=l, 2, ...

1 w > 1 1.15

JF»
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Die entsprechende empirische Vf. ist, wie man leicht sehen kann,

&N(u) = SN(x). 1.16

Sei I die Vereinigung aller geschlossenen Intervalle (/2v>/2»+i)>
v = 0, 1, 2, ..., n, dann erhàlt man mittels 1.11 bis 1.16 folgendes:

P[DN<*-] = P supj/jV"
ClOf \ IJ * »/2»fl U

,J l \U I2v

S2*+l S2»+l
<A

mi

1.17

Die fj kann man nach vielen Methoden schàtzen, die Schatzungen
1.3 haben jedoch erhebliche Vorteile ; setzen wir diese Schatzungen in

1.17 ein, dann bekommen wir :

P[DN<X]= 1.18

/2v+l-W ictoii \ i \
U hv

s»-M-(s£(y-/2r)^±i—(s&(f„+1)-/»+i)
S2*+l

<ASUp j/N
«Ci

Sei nun K = [fc0 = 0, 1, ...,kltk2,k2+l, ..., fe2n+1 = N] die Menge
aller Zahlen j, so dass JlNtl; ferner sollen die kj so ausgewahlt werden,

dass kjlN-+fj, wenn JY gegen oo strebt. Dann sei noch:

d, = fe,-fcM, A®=8MIN)-JIN 1.19

und

y,o') = ^(?)-%^^w-^^(^). 1-20

ffl2»+l a2»+l

Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit:

P[max\YN{j)\<?.N-ï]. 1.21

Wir definieren 2?tt als das Ereignis

i) allé die Ungleichungen :

.

A ,..1U ,
\Y^f)\<XI^, j^k, jiK, kiK,

smd erfullt, und

ii) A{k) = i/N.

Sei Prt = P[Eik], dann ist P00 = 1,

Pi0 = 0, fiiri^O, 1.22

und P0N ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit in 1.21. Diese kann man

mit den Eandbedingungen 1.22 und der Eekursionsformel :

Piu+i = 2 P;* plEik+i IEjk] errechnen. 1.23
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Wir kônnen die Formel 1.23 in zwei Formeln zerlegen. Wenn wir

- der Einfachheit halber - schreiben

EiAv = Ev, 1.24

P;„fc„ = pv >

bekommen wir nach 1.23:

P2v = EP2^i-P[^/^i]> 1-25

?2x-l

P2r+i = ^P,vP[E,v+JE2r]. 1.26

Das Ereignis E2v hat aber die Bedeutung:

i) allé die folgenden Ungleichungen sind erfiillt

\YN(j)\<lN-i, j^k2v, jtK,

dazu ii) A{k2v) = j2JN.

Wenn wir bemerken, dass YN(k2r) = 0 fur aile i, so dass A(k2v) =ijN,
dann sehen wir, dass E2r bedeutet :

i) allé die Ungleichungen

\YN(j)\<XN~K j^k2^, jiK
sind erfùllt und

ii) MK) = j*IN-

Man sieht dann, dass das Ereignis \_E2vjE2v_^\ dem Ereignis

[J.(fc2„) = J2JNI Afi^^) = j2)s-i/-N] aquivalent ist, also kônnen wir

1.25 so umschreiben:

A, = ^P^iPVMK) = hJNlAfa^) = ,W/M], 1.27

und weil YN(k2v_t) = 0 fiir aile i, so dass ^(fc^j) =i/N, miissen wir

ùber aile môglichen Werte fiir ]2v_x summieren.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit in 1.26 kônnen wir wie nach-

stehend schreiben:

P[E2r+JE2v\ = P*vP[A(k2v+1) = j2v+1INlA(k2v) = j2JN], 1.28

wobei

P*v = P[\YN(j)\<XN-i 1.29

j = k2v, k2v +1, ..., k2„+l J A{k2v+1) = j2v+JN, A{k2v) = j2JN]
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oder, was dasselbe ist:

Mi)-
^2v+l~l hv J k2v ]2v+l

*2v+l -W ^2v+l "

< A2T»,

Damit wird 1.26
1 — ""2»' "2» "I" •*' • •' 2»+l

1.30

Av+i = 2P*P2vP[^fe+i) = ito+JNlAQc,,) = fe,/tf]; 1.81

J'a»

auch hier wird uber aile môglichen Werte fur j2v summiert, weil

YN(k2v) = 0 fur aile i, so dass A(k2v) = i/N.

Wenn wir die Formeln 1.27 und 1.31 kombinieren, erhalten wir

fur die Wahrscheinlichkeit P0N folgendes :

*on — 7i • • • /\

>o ••• hn+l
IJP:P[A(k2r+1) = j2r+1INlA(k2v)=j2JN]
»-0

Gernass der Binominal-Verteilung gilt:

P[A(kv+1) = jv+1/NlA(kv) = jjtf] =

Hiv+i-j,+ K+i-K> N-kv-jv; (kr+1-kr)l(N-kr), 1.33

dabei ist ,, * /s\

b(r,s;p) f(i-Py-r. 1.34

Die P konnen wir in der folgenden Weise errechnen:

Sei Dik das Ereignis

i) allé die Ungleichungen

A(j)-
k
'2r+l 'I hv 1 ""2» hv+ l

d2v+1 N <Wi N
< aJS

, ] — k2v, ..., k2v+i

sind erfullt und

ii) A{k) = ijN.

Wemi Wik = P[Dik], dann ergibt sich

i) W,
„
= 1,

ii) Wik2i = o fur i =£ j2r,

und tf,
fc

= P*. 1.35
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Diese kônnen wir bestimmen mit den obigen Eandbedingungen und

der Eekursionsformel :

/

wobei j nur in dem Gebiet G variieren darf, welches folgendermassen
definiert ist :

a2r+l ft2v+l a2v+l °2r+l

j' + fc^?2, + ^- 1-37

Diese Formel kônnen wir noch vereinfachen : ist

O =

(fc2,+1 + Wr^') ' (^+i)^+1+"^+1
w 1 oc

mit iïr = jv-j^u
dann lautet die Eekursionsformel fur die Qik:

jeo (*—? + l)!e

mit den Eandbedingungen:

i) Q. . =\, 1.40

ni) Qa =0, M G;

und j darf nur in G variieren.

Mit dieser Formel kônnen wir 0,- t errechnen, und gemàss

1.38 ist

w
_

A2"+1 ^+11 q i 41
;'2»+i*av+i m \<hv+i+~hv+i ^hv+ihv+i'

Betrachten wir die Folge der unabhângigen Zufallsgrôssen Y •,
die

wie folgt definiert sind:

P\X^ = JJ^*] = 1, 1.42

P[Yf =(i-l)IXNi] = lli\e, * = 0,1,2, ....

? = ftj. + l, ...,/c2v+1.



14

Fur dièse Zufallsgrôsse gilt:

E(Y,) = 0,

E(Y*)=ll(XiN),

E(\Yj\z) = (l + 2le)l(Z.3m),

1.43

Sei

s,- = SY, 1.44
r=h

2r

und Mik das Ereignis:

i) aile die Ungleichungen

'
d2v+1 AN*

? "<2v ?2v+l

sind erfùllt und

ii) Sk = ilXNi.

Sei noch Bik = WJ.

< !. K^j^b

Man kann sich leicht vergewissern, dass die Bik derselben Rekur-

sionsformel mit denselben Eandbedingungen wie die Qik gehorchen.
Es folgt dann, dass Bik = Qik und insbesondere :

aber

7? — P

p Q
hv+l'k2v+l ^)2r+l>*2v+l>

_1 + —2ï±1 ?
< s < 1 +

2"+1 —\-
d2r+1 AN* '

d2v+1 AN*

; = 1,2, ...,^+1; S^+1=32,+1/AN*

1.45

.
1.46

Hier ist Sj die Summe von j aus den Zufallsgrossen Yj} j =f= h2v.
Nun ist

Ztj = ^iE(Yl) = JIPN, 1.47
r=l

somit kônnen wir 1.46 in folgender Weise schreiben:

7? _ p
>2»+l*2»+ l

_ i + 2^^^^ <8j<1+^n xNi h ;

«2r + l "2V

7 = 1, 2, ..., d2„+1; S^ = 52r+1/AN* 1.48
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Lemma [14]

Sei YlrY2, ..., Yn eine Folge unabhàngiger Zufallsgrossen, die

nur Vielfache einer Konstanten e annehmen durfen, und :

E(Y,) = 0, E(Y^ = 26,, E(\Y, |3) = d, ;

Sk = Y1 + Y2+ ...+Yk, tk = b1 + b2+...+bk.

Seien noch a(t) und b(t) zwei stetige differenzierbare Funktionen, die

die zwei Ungleichungen :

a(t)<b(t),

a(0) < 0 < b{0)

erfullen, und u(a,r;s,t) die Green'sche Funktion der Wârmegleichung :

df/dt = d2f/ds*
in dem Gebiet :

tJ. , ... n

a(t) <s<b(t), t > 0.

Bin sei die Wahrscheinlichkeit dafur, dass

a(h)<Sk<Htk)> fc = 1,2, ...,n

und S„ = ie.

Es gilt: Btn = e{w(0,0;i,y + <5}, 1.49

wobei <5->0 mit e, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind:

Es existieren die positiven Konstanten T1, T2,K,C und A, so dass

i) o<r1<in<r2,

ii) fur jedes k und geeignetes ik gilt:

P[Yk=(ik + l)e]<K,

iii) àkl\<Ce,

iv) a{tn) + A<ie<b(tn)—A.

Wie man leicht sehen kann, erfullen die Zufallsgrossen Y}, die in 1.42

definiert werden, allé die Bedingungen des Lemmas, dabei ist

o(f) =-1 + ^+1 AW*«,
*2v+l
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Es folgt dann :

»2r+l*2v+l j

Im Gebiet

*W*»,+i
-

Ajy4 H0,0^;^1 ' 2S^) + ' 1.50

^1 + 3pr±LxNit<s< + l + ^±XNit, t>0,
^f+l ^2r+l

gilt fur die Green'sche Funktion folgendes:

1 oo

«(0,0;*,*) = -y— 2 (-l)mexp{—0m—(s—2m)2/4i} 1.51

mit
e = 2A^*aa,+1/d8,+1. i.52

Wenn nun iV gegen oo strebt, und damit kj/N-+fj, jv/Ni-^xr
und 6->2A(a;2j,fl —cc2,,)/s2„+1, bekommen wir:

0 = 7? =

_

' g(-l).«q,L^-^' + Wi'l. 1.58

Der Faktor in 1.41, multipliziert mit N~*, strebt gegen:

]/~2ns2v+t exp{(a;2,+1-a;2v)2/2S2v+i}- 1-54

Durch die Gleichungen 1.35, 1.41, 1.53 und 1.54 bekommen wir

schliesslich :
^

lim P* = 2 (-1)^ exp{-2m2A2/s2r+1} 1.55
N->oo — oo

ganz unabhàngig von den a;,,.

Setzen wir jetzt 1.55 und 1.33 in 1.32 ein und lassen wir N-*- oo

streben, dann werden die Summen ùber j„ zu Integralen iiber xv,

und weil es keine Beschrânkungen fur die jv gibt, muss dann von — oo

bis + oo integriert werden. Da die P* von' den x, unabhàngig sind,

kônnen wir sie aus den Integralen herausnehmen. Wir bekommen dann :

limP0N = jjP*vK, 1.56
2V-»oo v=0

wobei K als das Integral der 2n-dimensionalen Normalverteilung ùber

— oo < xr < oo, v = 1,2, ..., 2n, gleich 1 sein muss. Damit ist 1.4

bewiesen.
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Fiir den einseitigen Test lâuft die Ùberlegung genau parallel. Man

làsst einfach das Zeichen des absoluten Betrages wàhrend des ganzen

Beweises fallen. Fiir das Kolmogorovsche Lemma haben wir dann:

a(t) = —oo,

b(t) = l+2Z2r+1XNH/d2r+l. 1.57

Die Green'sche Funktion fur dieses Gebiet ist die folgende :

1 i

w(0,0;s,f) = ^(-l)mexp{-em-(g-2m)2/4<}, 1.58

]/ Ant o

wobei 8 genau wie in 1.52 definiert ist.

Es folgt dann:

N-Kx> y=0

lim P0N=n 2 (-1)"1' exP {-2^2^2/s2v+1}
rar=0

1.59

Damit ist 1.7 auch bewiesen.

II. Uber die Schâtzungen der Werte

einer unstetigen Verteilungsfunktion bei den Sprungstellen

In den letzten Untersuchungen haben wir die Werte der empi-
rischen Vf. bei den Sprungstellen als die Schâtzungen fiir die theo-

retischen Werte genommen, nâmlich:

5^,-0)=^, SN(xv)=f2v, 2.1

d.h. .N/ar-i ist die Anzahl der Xit die kleiner als xv sind, und Nf2r ist

die Anzahl der Xt, die kleiner oder gleich x, sind.

Es stellt sich die Frage, wie zuverlàssig diese Schatzfunktionen

sind. Die Cramér-Eao-Ungleichung besagt: Die Streuung einer Schatz¬

funktion bleibt immer grosser oder gleich einer unteren Schranke, und

wenn das Gleichheitszeichen gilt, dann ist die Schatzfunktion schon

gut, nâmlich vom sogenannten wirksamen Typ.
Die Maximumlikelihood-Methode lâsst sich oft als eine der besten

Konstruktionsmethoden fiir Schatzfunktionen betrachten. Wir verwen-

den diese Méthode hier, um Schatzfunktionen T;. fiir die /?-, j = 1,2,..., 2n

zu erhalten und zeigen dann, dass diese Schatzfunktionen mit den in

2.1 defmierten /3- iibereinstimmen.
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Xlt X2, ...,XN seien eine Folge unabhângiger Beobachtungen
einer Zufallsgrôsse X, die nach der Vf. 1.1 verteilt ist. Urn die Schàtz-

funktionen zu untersuchen, formulieren wir die Fragestellung wie folgt :

Die Zufallsgrôsse X hat die Verteilung

P[Xj <X< xj+1] = q2j+1, j = 0,1, ...,n,

P[X = xj] = q2j, 7 = 1,2, ...,n, 2.2

dabei stehen die x0 und x2n+l fur die untere bzw. die obère Grenze des

Variationsbereiches der Zufallsgrôsse X, und

1i = fi- /,-!. 2.3

d.h. X kann in einem der oben in 2.2 definierten Intervalle (oder

Punkte) mit den dabei gegebenen Wahrscheinliohkeiten angenommen

werden.

Sei nun zt,z2, .. -,z2n+lL die Anzahl der Xt, die in das 1. bzw.

2.
...

bzw. 2w + l.Intervall (oder Punkt) gefallen sind. In N Versuchen

betrâgt die Wahrscheinlichkeit, dass zltz2, .. .,z2n+1 in das 1. bzw. 2.

...
bzw. 2n+ l.Intervall fallen:

, 2n+l > 2n+l

W=(NÏ/]Jz1l\n(q^, 2.4

dies ist aucb die Likeliboodfunktion. Die besten Sehâtzfunktionen fiir

die /;. sind die Werte der Stichprobenfunktionen, die die Punktion W

als Punktion von den /,- zum Maximum machen. Wie bekannt, ist das

Maximum bei dW'jdf — 0 oder - was dasselbe ist - bei d log W/df = 0.

Nun gilt: .

w
_

*J+X
.ë

logW =C+^zilogqi, 2.5

>-i

wobei C nicht von den /f- abhangig ist. Differenzieren wir und setzen

wir das Differential gleich Null, bekommen wir das folgende Gleichungs-

system :

alogTf/3/!. = ^./(/,.-/)._1)-,,.+1/(/!.+1-/}.)=0, ,' = 1,2,....2n. 2.6

Sei Tj, j = 1, 2, ..., 2w, die Lôsung dieses Systems. Wir sehen dann,

»=i

Ti = [Z*i)lN' 7 = 1,2, ...,2n. 2.7

Es ist dann klar, dass die T;- rait den in 2.1 definierten /,• iiberein-

stimmen.
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Wir wollen jetzt diese Schatzfunktionen naher untersuchen. Weil

E(zJ =Nq%, *= 1,2, ...,2n+l, gilt:

S(T,-/,) = 0, 7 = 1,2, ...,2n, 2.8

d. h. die T} sind erwartungstreu. Die T werden wirksam genannt, wenn

u'Vu^u'S^u, 2.9

wobei u ein beliebiger reeller 2n-dimensionaler Vektor ist und

V = (Nvt1)
mit f 8 log W 8 log W

2.10

, i,? = 1,2, ..., 2w, 2.11

und

mit

Nun finden wir

<S =(*.,)> M = 1,2, 8,

o%, = E(Tt-tt(TJ-f,).

2n 2.12

2.13

E|
fa+82+. ••+*.)(*i + *2+•••+*,) |

= #-2#

= tf-2

somit ist

tf2

Min (t,j)

r=l »=(=j J

Min («,;)

L »=1 r=j=s J

Pur die vtJ haben wir:

dlogPF SlogTf

2.14

Nvt, = Et
v a/, a/,

= B
°»+i

/i /l-l 7t + l ft J \f) — fj-l /j + l /;

<J + 1

Daraus erhalten wir:

i) »„ =
1

+

/i+i /» /> A-i

fur i = j, 2.15

») ^»-i = Vi,, = -!/(/4-A-i). fiir t = 7-1 oder j = i—1,

iii) »j; = 0, fur i < ? — 1 oder i > j + 1.
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Mit Hilfe der Definitionen fur V und S und der Gleichungen 2.14 und

2.15 kann man zeigen, dass:

VS = I, 2.16

womit 2.9 bewiesen ist, d.h. die T} sind wirksam.

Wenn wir zwei FolgenvonBeobachtungenhaben: X1,X2) ...,XN
und Yt, Y2, ...,YM, und zt, z2, .. .,z2n+1 und wlt w2, ..., w2n+1 die

Anzahl der X% bzw. der Yt der betreffenden Klassen sind, konnen wir

analog zeigen, dass die Schâtzfunktionen :

r; = 2(^ + w.)/(^ + M)' 7 = 1.2, ...,2n, 2.17

»=i

genau dieselben Eigenschaften wie die T1 besitzen. Hier bemerken wir,

dass auch die T' mit den empirischen Vf. durch:

T; = aS»(/,) + fc2*,(/,), 2.18

wobei a + b = 1 und a — N / (N + M), verbunden sind.

Die T1 (und das konnen wir auch fur die T, zeigen) haben eine

2n-dimensionale Normalverteilung als Grenzverteilung. Man kann

nâmlich zeigen, dass:

P[^(T-/)<a;] = i|i^L f
. rexp{->'F'«}d«', 2.19

wobei i) L — (-M j
*
2 > • • • i

J- 2n) >

ii) / = (/1 > / 2 > • • > l2n) >

iii) U = [V^, u2, ..., u2n),

iv) V = (v ) und vn wie in 2.15 definiert,

v)
2n+l

, = 1

Dièse Eesultate sind immer gultig, auch wenn f2l+1 =/2ï fur irgendein
i (/2l darf nicht gleich f2x_t sein, sonst ist xt kein Unstetigkeitspunkt),
weil wie bekannt:

+ e

lira—=^- exp{—j-x2/o2}dx = 1. 2.20

<7->o )/27rff J
— 6

Naturlich wird die Anzahl der (voneinander verschiedenen) / und

damit die Dimension der Verteilung um eins kleiner.

Dieses Résultat ermoglicht es uns, fur eine einfache Hypothèse
von der Form f = f° eine strenge kntische Region zu finden.



— 21 -

III. Smirnov-Test fur eine unstetige Verteilungsfunktion

SN(x) und TM(x) seien, wie in 0 definiert, die empirisohen Vf.

zweier unabhangigerFolgenvonBeobachtungen.jp1(a;), in 1.1 definiert,

sei die theoretische Vf. Gesucht sind die Verteilungen der beiden Grôssen :

Dm = sup ]/WJ2 | SN(x) -TN(x) |, 3.1

D±N = sup ]fNJ2 [SN(x) -TN(x)J. 3.2.
X

Wir behaupten: Theorem 3

\imP[DNN<l]=0(X). 3.3

N-*oo

Theorem 4

UmP[D+N<X] = 0+(X), 3.4

N-+oo

wobei 0(X) und 0+(Xj gleich wie in den Gleichungen 2 bzw. 5 in [19]
(Schmid) definiert sind.

Sei I die Menge aller geschlossenen Intervalle (f2v) f2v+1), v = 0,1,

2, ..., n, dann ist leicht zu sehen, dass :

P[DNN< X\ = P\_mVYN~j^\8N{x)-TN{x)\ < X]. 3.5

J(x)Z

Fur den Beweis nehmen wir an, dass f2v+1 > /2„, v = 0,1, 2, ...,
n.

Die beiden Théorème gelten aber auch, wenn /2r+1 =/2„, fur einige

(oder aile) v, wegen der Bemerkung in 2.20.

Fur endliches N ist [SN(x) — TN(x)~\ immer von der Form i/N,
wobei % eine ganze Zahl ist. Wir untersuchen zuerst die Wahrschein-

hchkeit :

p j.
,

s^x) _T^ \<eiîqi 3 6

ma

wobei c eine ganze Zahl ist, und fur den Grenzwert lassen wir cjN gegen

AJ/2/JV streben.

Definieren wir jetzt Ev als das Ereignis:

i) \SN(x)-TN(x)\<clN, F(x)^fr> 3.7

ii) W = *,/#,

iii) 2*(/,) = ?,/# •
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Sei P„ die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E,, dann ist :

P0 = 1, fur i0 = j0 = 0 (/„ = 0 definitionsgemâss), 3.8

= 0 sonst.

Und P2n+1 mit i2n+1 = j2n+1 = N (/2n+1 = 1 definitionsgemâss) ist die

gesuchte Wahrscheinlichkeit in 3.6; diese kônnen wir mit Hilfe der

Eandbedingungen 3.8 und der Rekursionsformel :

»»-»»

in 2n+l Schritten errechnen.

Je nachdem, ob der Index gerade oder ungerade ist, erhâlt man

zwei verschiedene Formeln, nâmlich bei geradem Index:

P2, = SP2^-P[^/^-J 3.10

SN(xv)-SN(xr-0) = h'^± /sN(Xv-0) = ^t;

TN(xv)-TN(xv-0) = h-~>^ /r^-o) =^
Die bedingte Wahrscheinlichkeit bezieht sich hier auf zwei unabhângige

Breignisse. Nach dem binomischen Gesetz betrâgt diese Wahrscheinlich-

keit:
3 n

/2t> '/2>^l\ rl; • it I2v
'

/2v-l

" I hv hv-1 > " ^v-l >
-, / I • "\hv h-r-1 >

" ?2»-l »

1 — /2i^l / \ L ~ hv-1

Fur ungeraden Index lautet die Rekursionsformel wie folgt :

^+1
= 2P2^[£2,+ l/#2,] 3.12

= ^PatP[A,B,C].

Dabei ist A das Ereignis :

SWaVn-O)-^,) = (Vr'J/Jf/S^ = tj./ff, 3.13

B das Ereignis :

TN(xr+1-0) -TN(xv) = (j2v+1-L)INlTN(xr) = ,a,/tf, 3.14

0 das Ereignis :

j SN(x) — TN{x) | < c I N, fur allé x, so dass F(x) (/2l. ,f2r+1) 3.15
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unter den Bedingungen, dass:

i) sn(^+i-0)-Sn(xv) = (i2v+i-hv)IN,

ii) TN(x,+1-0)-TN(xr) = (j2v+1-jJ/N.

Nach dieser Definition sieht man, dass:

P[A,B,C] = P[A]P[B]P[C]. 3.16

P[A] und P[B] konnen wir nach dem binomischen Gesetz errechnen.

Es ergeben sich dann analoge Ausdrucke wie in 3.11.

Fur das Ereignis C bedienen wir uns eines anderen Schémas.

Ordnen wir die {%%v+l—iir) der Xt und die (j2v+i—Jtv) der Y{ in eine

einzige Polge der Grosse nach. Jedem Glied dieser Polge ordnen wir

eine neue Zufallsgrôsse zi gemàss der folgenden Definition zu :

z{ = + 1, wenn das i-te Glied ein X{ ist,

zi == — 1, wenn das i-te Glied ein Yi ist.

Sei noch
r

i = l

Esfolgt
p[C] = prjZr + ^_?2v|<C) r = l,2, ...,«q, 3.18

namlich die Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein Teilchen, welches sich in

der (x,t) Ebene bewegt und in (i2r—j2v,0) beginnt und zu (v+i~72>.+i>^)
kommt,wâhrendseinerIrrfahrtzwischendenVertikalenx — c, x=—c

bleibt. Diese Wahrscheinlichkeit kônnen wir mit Hilfe des bekannten

Spiegelverfahrens errechnen, sie betrâgt :

p XÇ( t—~[\m
\liv+l~Hv) (?2r+l~?2i')-

-[-] r iiv + mc\\

3.19

wobei [a;] = die grosste ganze Zahl in x.

V+l + ?2»+l ( ) (^v+l hr+l) ,,

o h,-mc
i
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Sei i) Pr^ifr-fr-d/a-fr-i),

ii) &r = &(tr--V-1,tf-tf_i;p,),

iii) &; = b (jr- ?'r_x, N-?_! ; pr).

Wenn wir jetzt 3.11 in 3.10 und 3.19 und die analogen Ausdrticke

fur 3.11 (fur P[A] und P[-B]) in 3.12 ersetzen, erhalten wir:

*2i> — Zj ^2v-1 "2v "2v> 3.20

P2v+1 = 2j P2iA»>+1 ^2v + 1 2 (— l)m^m- **. 21

Fur endliches JV konnen wir die beiden Formeln 3.20 und 3.21 ver-

einfachen mit der Transformation :

Wir erhalten

W0 = (iV!)2P0 = (Nl)» fur i0 = j0 = 0, 3.22

= 0 in den andern Fallen.

Die Rekursionsformeln fur die Wv lauten dann:

** = 2 *»*,. lT\u- ^vT-' 3-23

| l2r-l ~72>-l | <c ^*2» Hv-l) • U2v
' Hv-V •

(f
,

f V2"+l t"'2r+l-«2v-J2>'
W

_ y W V/2> + l liv) y (—\">Z

| »2»-J2k|<c \'2v+1 l2r/-V/2v+l I2r) •

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

p2n+i = ^2»+i mit i2n+1 = j2n+1 = N. 3.24

Die W2n4_1 konnen wir mit Hilfe der Eandbedingungen 3.22 und der

Rekursionsformel 3.23 errechnen.

Fur die Berechnung der Grenzwerte bei N-+ oo ist es besser, fol-

gende Transformation anzuwenden:

Fur die Bv finden wir : B0 = 1 fur i0 = j0 = 0, 3.26

= 0 in den ubrigen Fallen
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und rjj,f _, \\hv+ hv-hv-i-hv-i
T) _ V 7? \1V 1/2- /2^-l^J o 97

*2fH.l-»2»-l <« \V *2»-lJ • V2» 12v-V-a

7? _ v 7? Vtw».+i-ft,;rF"rx V u»7

E2re+1 kônnen wir mit den Kandbedingungen 8.26 und den Formeln

3.27 bestimmen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus der

folgenden Gleichung:

^2n+l = \fW ^2n+l 3 •28

Wenn I\f gegen oo strebt und damit :

i) iJN+f, + yJN*, 3.29

") jJN+f. + xJN*.

iii) c/tf*-*f2A,

werden die Summen iiber | i„—;"„ | < c zu Integralen iiber J y„—xr [ < J/ 2 A,

abgesehen vom ersten Schritt, wo die Summe nur aus einem einzigen
Summanden besteht, der gegen den Ausdruck:

^VsHr^p
1

'

\ + A + (-)"' 2 K2 *o (2/i- %) + 4m2A2}

strebt.

Der Paktor in 3.28 multipliziert mit N strebt gegen eine Konstante.

Es gilt nâmlich:

K '
-*2ji. 3.31

2N

Jedes Glied Zm der Summe 3.29 strebt gegen :

-1

exp
S2v+1

2 l2

-)m- (/2 lm,(!/2,+i-%+i) - 1^2 H(%,-«J + 2«* *

1_ (_)•»» 1

"1
n (?/2r+l ^v+l) (2/2i> ^Wf 3.32

Weil d/c-> oo, werden die Summen iiber allé mv von —oo bis + oo

erstreckt.
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Dazu kommt noch die Gleiohung

N
W-/^-i)}f' + ^"f"-1",Vl

=

(S-y',)!(Vi-^i)!^,/W-l)

exp {— }. 3.3d

2tTS, F( 2 «, J

Durch die Gleichungen 3.26 bis 3.33 bekommen wir:

lim P2B+1 = lim P[ sup | SN(x) ~TN(x) \ < X ^IN] = <Z>(A), 3.34

tf->oo N-»oo F(x)tl

wobei :
n

oo S mi 2n+l

*W = 2 (-)** (2^)-2ni7 (/,-U-1

/ exp
2 r=l S»

v=0

oo<a;j-<oo \yj—xj\0."\/ 2

Hm"(2/2v+1-^+i) /2"Am,-)/2"Am,(ya,-^,) +2W;a8

+
l-(-

(2/2r+l X2v+l) {Viv X2v)\ I S2v+\ dxx ...dx2ndyl ... <fy2„,
3.35

nut x0 = y0 = x2n+1 = y2n+1 = 0.

Berechnen wir das Integral iiber Xj, j = 1, 2, ..., 2ra, und machen

wir einige weitere Umreohnungen mit den geeigneten Substitutionen,
dann bekommen wir:

00 Smi

0(X) = <r12(-i)i=0
mo-. .%=- 00

exp
^3

,,,= !

*

sr^ w* 2v-i.

e2v
3.36

«,-|<A

1 v (H"%+i-^ + 2^>)2
9 2j
* »=o "2r+l

a2j ... dz2n,

2n+l

wobei *0 = z2n+1 = 0, und C = WjJ (/,-/,_,)*.

Der Ausdruck in 3.36 ist derselbe wie (25) in [19], womit 3.3

bewiesen ist.



4.1a2.=F(x2)

a1;=F(Xl)

:bestimmen

zufolgenderweisesind0^,0^stetig;IntervalldiesemiiberseiF(x)an,

wirNehmen(x1,x2).IntervallgeschlossenedaswirBetrachten

ist.stetigTeildieseminF(x)Vf.diewennbestimmen,zugrôsse

Zufalls-einerVariationsbereichesdesTeilbeliebigeneineniiberTests

Smirnov-derVerteilungendieumanwenden,wiederhierwirkônnen

sind,gefolgtParagraphvorigenimwirdenenÛberlegungen,Die

(0,1)IntervallsdesTeilbeliebigeneineniiber

Smirnov-Testezweiseitigenundein-derVerteilungenIV.

Form:

dervonSchâtzungeine/.diefiirwir

wennbleiben,dieselben0+(A)

3.39wâhlen.(N't)0+f.=f.

dervonSchâtzungeine/.diefiirwir

svenn

und&(X)d.h.Grenzwerte,diedassbemerken,hierwollenWir

bewiesen.3.4auch

istDamit[19].in(5)AusdruckderwiegleichistAusdruckDieser

»7'<A

exp

dz2n....dz2dzt

s2»+iv=o2s2vv=i2

+Mm,)*((-)"*%.+!-%,jt
1K-z^f»1

3.38l)Jmi(-2C-i=k]<P[D+Nlim

:dannsichergibtesanalog,wirerhaltenGrenzwerteDie

!e)+ihv+1-J2v!(hv+i-J2v-c)
onoyi_

hv)-mr+i~ht)-ihv+i
1

wird:scheinlichkeit

Wahr-entsprechendedieBarrière,einzigeeinenurwirhabenIrrfahrt

derBeigenommen.À<(Zj)iiberIntégralediedanachunderstreckt

c<(i,—jy)iiberdiesemPallinwerdenSummenDielassen.fallenweis

Be-ganzendeniiberBetragsabsolutendesZeichendaswirmiissennur

Test,einseitigendenfiiranwendenwirkônnenVerfahrenDasselbe

—27—
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Wir behaupten : Theorem 5

lim P[ sapfN/2\SN(x)-TN(x)\< X\ = L-— 4.2

exp -
Ai g 1 y 2l

gz dz2 + 2 Y HM e"

Pj 2(l-o2) J
1 2^

£t?
'

-do -to
i

wobei am = (A—2mAa1)/|/a1(l — a2) ,
4.3

fcm = (A-2w^(l-a2))/}/a2(l-a2),
o2 = at(l—a2)/a2(l—at).

Theorem 6

lim P[ sup )/W{SN(x)-TN(x))<X]=
*

4.4

tf-»oo ai<,F{x)<,02 ln]j\— Q

to «o &i °i

J J exp|—2(T-7^j^^-e j j exp(—aâ^r-n^
—CO — CO

wobei a0, b0, Oj und bx wie in 4.3 definiert sind.

Wie vorher erwahnt, ist SN(x)—TN(x) immer von der Form i/N,
wobei i eine ganze Zahl ist. Wir untersuchen dann zuerst die Wahr-

scheinlichkeit

P[ max \SN(x)-TN(x)\< c/N] = P^o,) 4.5

<xi<;i''(a:)<ja2

und fiir die Berechnungen der Grenzwerte als JV-> oo, lassen wir c gegen

ï}f2N streben.

Definieren wir jetzt die Ereignisse A1, A2, Bx, B2, C wie folgt:

Ax sei das Ereignis, dass SN(xj) = j-^/N, 4.6

A2 sei das Ereignis, dass TN(xj) = j2jN,

Bx sei das Ereignis, dass SN(x2) = %/JV, SN(xJ = h/N,

B2 sei das Ereignis, dass TN(x2) = i2/N, T^fa) = j2jN,

C sei das Ereignis, dass \SN(x)—TN(x) j < c/N, F(x) i (<%,<%),
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unter den Bedingungen, dass B1; B2 eingetreten sind. Wir kônnen

dann gleioh sehen, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit :

P»(*i.«! = 2 2 PlA^A^B^B^C],

= 2 2 plA] P[A] PIB,] P[B2] P[C],
l»l-»«l<e \ii-i*\<e

4.7

weil jedes von diesen Ereignissen von den anderen unabhângig ist. Die

Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse Ai und B{ kônnen wir nach dem

binomischen Gesetz errechnen. P[C] mùssen wir aber nach dem Ver-

fahren in III bestimmen. Es ergibt sich dann ein analoger Ausdruck

wie 3.19. Wir erhalten fur P^a^o^) folgendes:

Pw(a1,a2) = 2

1)"
(h—îi)! fe-?2)!

h + h + (-)m(h~h) .

^ m

\. ( h + h-Hm ih-h)
j2 + mc

'

îx
— mc

i i • • i • 4 8
wobei die Summe uber \\— i2\ < c, \jx—j2\ < c ist

und d = H + î2 — 7i — ?2 ? [x] = die grôsste ganze Zahl in x.

Pur die Berechnungen der Grenzwerte lassen wir N-*- oo und da-

mit: c-*-A[/W, iJN^^ + yjyW, ji/N^-0L1 +xJ\/W streben. Die

Summen uber J^—i2j<c, und |j'i—j2|<c werden zu Integralen
iiber \yx—y2\ < j/2 X bzw. \xr— x2\ < |/2 X, und wir bekommen:

limPw(«1,a2)=Z-22Hr
N->oo m = — oo

-00<X2<00 | «x —^2 | -==:a V 2

y\ + y\
{
(yi-*ù* + (y»-*ù*

exp

X-i ~~p Xo

a,-a,
(—)m(2/2 —2/i)m|/2 A—[/2 Am(x2—%)+2m2A2

+ s (îh—<cù (2/2-^2) dx1dx2dy1dy2, 4.9

wobei if = 27r|/a1(a2—ax) (1 — a2) .



4.14dy2.dytdx2dx1
ctv-<h

{x1-x2-X]/'^){y1-y2-X^)

a2—«i—0C21[2

—exp1

exp
-1

N->oo

X"=limP/(a1,a2)
4+z2(2/i-^i)2+(2/2-^)2yl+liyl

:wirerhaltenoo,IV->Wenn

c.<{jx—j2)c,<i^)—(i-,iiberSummedieisthier

4.13
(*a—7«)!&-/i)!

j,

(ai)7'1+'a(a2-a1)«'1+,'»-;'1-'s—ota)8^1-*»!)a(l(tf
2=P/(ai,a2)

wir:bekommen

PalldiesemInbehandeln.TesteinseitigendenwirkônnenAnalog

1.=«^0,=axwenn4.3,vonmanbekommtSmirnov-TheoremDas

bewiesen.4.2istDamit

2mAa1.A—%<<—A—2mAax

(-)m2mA(l—a2),A+w2<<(-)m2mA(l—og)—X+

iiber:isterstreckenzuIntegraldaswobei

w-i—1*21
4.12(îWjtïWg,—tflJ+2WlMa+(_)m
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Nach einigen Umrechnungen ergibt sich:

limP/(a1,o2) =K1 exp

1 \w\ (w2—w1)2 w\
+ + —

2 { a2 (Xg
—

ocj ciy
dw-L dw2

&1 fl!

K^e- exp
w| (w2 + Wj) wf

[Ota a2 —ai «i
dw^dwg. 4.15

wobei ax = A— 2^0^, ^ = A—2A(1—02).

Damit ist auch 4.4 bewiesen.

Auch bier bekommen wir den einseitigen Smirnov-Test als Grenz-

wert, wenn ax == 0, &% = 1.

V. Appendix

i) Jede der Funktionen L(A) und L+(A) besteht aus Produkten, und

jedes dieser Produkte ist den bekannten Funktionen von Kolmogorov
bzw. Smirnov gleich. Das ermôglicht uns, die Tabellen von Smirnov [20]
anzuwenden. Dafiir brauchen wir nur die grôsste Abweichung im Inter-

vall (/2i,/2i+1) durch |/s2i+1 zudividieren und die entsprechende Wahr-

scheinlichkeit von den Smirnov-Tabellen abzulesen.

Es ist auch zu bemerken, dass in jedem Intervall (/2i,/2i+1) die

Sicherheitsschranke fiir eine gegebene Wahrscheinlichkeit um l/(/s2j+1
schmâler geworden ist, was der Abnahme der Freiheitsgrade beim

^2-Test entspricht.
Hier geben wir ein einfaches Beispiel, das die oben erwàhnten

Eigenschaften erklârt. In diesem Beispiel hat es nur eine einzige Sprung-

stelle, die ganz beim Eand (x = 0) liegt.
Wàhrend einer Période von 16 Jahren wurden die wochentlichen

Maxima der Abflussmengen der Baye de Montreux (Schweiz) registriert.

Unter den 832 beobachteten Werten gab es 246 Werte gleich Null. Fur

dieseBeobachtungenwurdefolgendeVerteilungsfunktionvorgeschlagen:

P(X = 0) = f,

V(x)=f+(l-f)F(y), x>0, 5.1

wobei F(y) die Normalverteilung ist und y = (logx— \ogb)jd.
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Pur /, b und d ergab sich :

/ = 0,296, log b = 5,2426, d = 1,392.

Pur den einseitigen Test war die grôsste Abweichung 0,0349, was einer

Wahrscheinlichkeit P+, nach Theorem 2, von 0,057 entspricht. Bei

dem zweiseitigen Test betrâgt die grôsste Abweichung 0,036, fur welche

P = 0,092 nach Theorem 1 ist.

Zum Vergleich bringen wir hier die entsprechende Wahrscheinlich-

keiten P+ und P nach den Theoremen 1 und 2 in [19] (was Theoremen

5 und 6 mit a1 = f und a2 = 1 dieser Arbeit entspricht). Es ergeben
sich in diesem Pali:

P+=0,122, P = 0,218.

Dieses Beispiel verdanke ich der Abteilung fur Hydrologie und Gla-

ziologie VAWE an der ETH.

ii) Es ist schon bekannt, dass die Abweichungen kein homogènes
Gewicht iïber dem ganzen Intervall (0,1) haben. Zum Beispiel ist be¬

kannt, dass

E[{XN(t)¥l = t(l-t),

wobei XN(t) = N*(S^(i)—t), d.h. die Streuung ist maximal bei t = \.
Anderseits wurde bewiesen (Corr. 2 in [3]), dass die grôsste Abweichung
eher bei Xi+i als bei Xi eintreten wird.

Die Théorème 5 und 6 kann man dann gebrauchen, um strengere
Teste zu konstruieren, indem man sie auf das Intervall anwendet, wo

die Abweichung starker ist.
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Summary

The distribution of the Kolmogorov's criteria is obtained for discontinuous

distributions if the values of the jumps are estimated. The distribution of the

Smirnov's two-samples criteria is also got for discontinuous distributions. Lastly, the

distribution of the Smirnov's criteria over a finite interval (— °o < xt < x2 < + oo )
is given. In all the cases, both the one-sided and the two-sided tests are treated.

Résumé

Dans le présent travail, la distribution des critères de Kolmogorov est calculée

pour les distributions discontinues, quand les valeurs des sauts sont estimées. La

distribution des critères à deux échantillons de Smirnov est aussi obtenue pour le

cas des distributions discontinues. En outre, la distribution des critères de Smir¬

nov est indiquée dans l'intervalle (— oo < Xj< a;2< -f oo). Dans chaque cas, l'au¬

teur étudie les tests unilatéraux ainsi que les tests bilatéraux.
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